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FUNDAMENTOS DE MATEMÁTICA

 

APRESENTAÇÃO

 

CONSIDERAÇÕES GERAIS

Com o término da Segunda Guerra Mundial, a Europa e os demais países envolvidos tiveram de reconstruir suas cidades e reestruturar seus parques industriais,  o  que  determinou  uma  globalização  das  tecnologias desenvolvidas no período bélico.

O fluxo de cientistas e técnicos entre os países tornou-se muito grande, e  a  notação  científica,  globalizada,  tornou-se  uma  necessidade.  O  Sistema Métrico Decimal, por exemplo, passou a ser utilizado por todos os países.

Nesse  período,  o  grupo  francês  chamado  de  Bourbaky  praticamente reescreveu a Matemática, conhecida, até então, numa linguagem axiomática e simbólica.

Assim,  os  textos  de  Matemática,  Física,  Química  e  outros  que dispunham  de  linguagem  própria  passaram  a  se  utilizar  da  representação simbólica  da  Matemática,  que  se  tornou  a  rainha  das  ciências  exatas  e impregnou as demais ciências.

A  demanda  tecnológica,  na  segunda  metade  do  século  passado,  fez com que os textos dos livros de Matemática fossem adaptados, pois até o final da década de 1950, estes se dividiam em três grandes áreas: a Análise, a Álgebra e a Geometria.

Da Análise surgiu o Cálculo Diferencial e Integral, com larga aplicação nas  Engenharias;  a  Álgebra  e  a  Geometria  se  fragmentaram  gerando  a Álgebra Linear, a Geometria Analítica com tratamento vetorial; os tipos de Geometrias, projetiva, descritiva e outras, levaram os textos matemáticos a se adaptarem a essas aplicações da Matemática.

A  informática,  que  era  incipiente,  teve  um  desenvolvimento excepcional  e  determinou  uma  grande  demanda  de  textos  matemáticos aplicados a essa área.

O  estudo  da  Matemática,  num  sentido  mais  puro,  ficou  restrito  aos cursos de bacharelado e à pós-graduação.

Os  textos  matemáticos,  ao  serem  aplicados  às  engenharias,  à informática  e  às  demais  ciências,  perderam  as  estruturas  originais  e começaram  a  surgir  representações  simbólicas  distintas  em  cada  ciência  a tal  ponto  que  algumas  áreas  da  Matemática,  quando  representadas  por símbolos  distintos,  parecem  representar  conhecimentos  diferentes  e  não aplicações de um mesmo conhecimento.

Por  exemplo,  a  Álgebra  Booleana,  a  Lógica  Clássica,  os  Circuitos Digitais,  são  representações  distintas  dos  anéis  binários.  Na  realidade  são casos particulares e aplicações do estudo da estrutura dos Anéis, que é uma parte da Álgebra.

 

OS TEXTOS MATEMÁTICOS NAS ESCOLAS DO SÉCULO PASSADO E AS NECESSIDADES DO SÉCULO XXI

A  linguagem  axiomática  e  simbólica,  desenvolvida  em  meados  do  século passado, gerou a Matemática, dita Moderna, que foi introduzida nos ensinos médio  e  fundamental,  e  isto  obrigou  os  cursos  de  licenciatura  a  se adaptarem  a  ela  sem  que  os  docentes,  de  todos  os  níveis,  estivessem preparados  para  isso,  e  mesmo  assim  os  textos  didáticos  foram  alterados numa tentativa frustrada de adequação, gerando todos os problemas com o aprendizado de Matemática, já bem conhecidos nesses níveis de ensino.

O  grande  nó  é  que  o  país  não  tinha  e  ainda  não  tem  professores capacitados  e  em  número  para  atender  à  demanda  profissional,  o  que originou os cursos de pequena licenciatura a partir da Lei 5692 de 1971.

Os  testes  e  avaliações,  feitos  por  organismos  nacionais  ou internacionais, estão medindo objetivamente a sua falta.

Em virtude desse quadro, os textos de Matemática para as licenciaturas e para os ensinos fundamental e médio não sofrem alterações significativas há muito tempo.

Por  outro  lado,  neste  novo  século,  as  instituições  de  ensino  superior estão  se  adaptando  à  nova  legislação  e  às  novas  necessidades  das sociedades tecnológicas e também ao grande número de egressos dos cursos médios gerados pela universalização do ensino fundamental.

O  baixo  nível  de  conhecimentos  que  esses  alunos  apresentam,  pelos motivos  já  vistos,  tem  levado  às  IES  uma  “massa”  de  estudantes  sem preparo,  mas  que  devem,  ao  se  formarem,  ser  capazes  de  ingressar  numa sociedade altamente tecnológica carente de elementos de alto nível.

Há  um  imenso  hiato  entre  as  duas  pontas  do  ensino  superior,  que  só será resolvido com um grande programa de capacitação docente.

Estas  novas  relações  entre  os  elementos  da  sociedade  e  as  novas demandas  da  estrutura  social  têm  indicado  urgência  de  reformulações profundas  nos  cursos  de  licenciatura  e,  consequentemente,  nos  textos apropriados a esses cursos e posteriormente nos textos dos demais níveis.

Os novos textos devem ser elaborados segundo uma visão ampla e ser capazes  de  sanar  as  falhas  anteriores  numa  ponta  e,  na  outra,  dar  um conhecimento sólido que permita ao egresso dos cursos de licenciatura um grande leque de oportunidades numa sociedade altamente tecnológica e em constante  transformação.  Num  segundo  momento  é  necessário  proceder  a alterações  nos  textos  dos  ensinos  fundamental  e  médio.  O  conjunto  de livros de Fundamentos de Matemática procura sanar essa falha.

Prof. Dr. Waldemar De Maio – Coordenador
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PREFÁCIO

 

Certamente,  uma  das  mais  importantes  e  dignificantes  missões  da humanidade  é  a  compreensão  do  mundo  em  que  vivemos.  Durante milênios, o homem observa a natureza e tenta, às vezes com sucesso, outras vezes com espanto, descobrir quais são as regras que regem o mundo.

A  Física  é  um  maravilhoso  conjunto  de  observação,  dedução, modelagem e propostas de leis para explicar a natureza. Toda a Física, com suas leis, teoremas e constantes, é uma construção da mente humana, na sua tentativa de compreender o vasto universo que nos rodeia. Evidentemente, a Física  não  surgiu  pronta,  e  nem  está  perto  de  ser  finalizada.  Quanto  mais nos aprofundamos nos detalhes da natureza, mais perguntas surgem.

O homem observa o mundo desde a aurora da inteligência. Não apenas com os olhos, mas também com o coração e com as mãos. As relações da humanidade  com  a  natureza  ultrapassam  o  simples  ver  e  ouvir:  temos  a necessidade de, primeiramente, sentir a essência das coisas e, em segundo lugar, entendê-las e usá-las para o desenvolvimento de nossa sociedade.

Hoje,  vivemos  numa  sociedade  tecnológica,  na  qual  toda  essa tecnologia  nada  mais  é  do  que  a  aplicação  de  princípios  científicos comprovados.  É  extremamente  interessante,  contudo,  lembrar  que  as tecnologias  de  transporte  e  energia,  principalmente  a  onipresente eletricidade e os automóveis, têm suas bases na mecânica clássica. Esta, por sua vez, remete-nos à antiga Grécia, onde os filósofos lançaram as sementes do pensamento científico e de todas as suas implicações. Se hoje temos luz e motores elétricos, navios e eclusas, aviões, água corrente, robôs e sondas espaciais  etc.,  muito  se  deve  aos  filósofos  do  passado,  que  em  suas andanças  pelos  vales  e  praias  helênicos  começaram  a  desenhar  o relacionamento entre o homem e o mundo.

Os ecos dos filósofos gregos foram repetidos pelos grandes pensadores ocidentais  nos  séculos  iluminados.  Desde  a  Renascença  até  a  Revolução Industrial  houve  centenas  de  seguidores  de  Platão,  que  fizeram  avançar  o estudo  da  ciência  até  os  dias  de  hoje.  Nomes  como  Newton,  Galileu, Kepler,  Faraday,  Pascal,  Stokes,  Hooke,  Poincaré,  Lagrange,  e  muitos outros,  fazem  parte  da  galeria  de  imortais  pensadores  que  nos proporcionaram estar onde estamos hoje.

Evidentemente,  não  se  pode  conceber  um  curso  de  matemática  do início do século XXI sem que se apresentem à futura geração os rudimentos da mecânica e suas aplicações primeiras. Cada pequeno detalhe construtivo de  uma  máquina  moderna  tem  em  sua  base  a  mecânica  clássica, inicialmente  proposta  por  Isaac  Newton.  Naqueles  tempos,  os  grandes cientistas sabiam que a aplicação prática de seus postulados e leis seria algo revolucionário.  Tivessem  estes  primeiros  físicos  vivido  até  hoje,  seriam certamente  homenageados  como  os  precursores  do  mundo  moderno, responsáveis  por  muitos  dos  confortos  e  conquistas  que  nos  são  triviais atualmente.

Apresentamos  nesta  obra  uma  proposta  de  estudo  da  mecânica  ao mesmo  tempo  didática  e  lúdica.  Partimos  dos  princípios  que  regem  as unidades físicas, medidas e ordens de grandeza. Em seguida discorreremos sobre  as  bases  galileanas  do  movimento,  a  introdução  do  pensamento  de Isaac Newton.

A busca pelo conhecimento em suas raízes mais profundas faz parte do domínio  do  homem  sobre  o  mundo.  Vale,  pois,  agora  lembrarmo-nos  das palavras de Goethe “Não se possui o que não se compreende”. Esperamos que o caro leitor deleite-se com este passeio pelos caminhos da mecânica e possa,  no  decorrer  da  caminhada,  sentir-se  também  como  um  filósofo renascentista,  herdeiro  de  30  séculos  de  conhecimentos  acumulados  pela humanidade.

Os autores

 

OBJETIVOS GERAIS

Este  livro  está  organizado  de  forma  que  os  conhecimentos  aqui  expostos sejam apreendidos de forma sistemática e didática.

 

CONTEÚDO DOS CAPÍTULOS

Capítulo 1: Sistemas de Referência, Unidades e Ordens de Grandeza

São  apresentados  aqui  os  sistemas  de  referência  utilizados  na  Física,  suas unidades  e  uma  discussão  sobre  ordens  de  grandeza.  Os  sistemas apresentados são o cartesiano, o polar, o cilíndrico e o esférico. Em seguida são  expostos  e  discutidos  os  sistemas  de  unidades,  dando-se  ênfase  ao sistema  internacional,  SI.  Depois  de  uma  interessante  apresentação  do conceito  de  ordens  de  grandeza,  são  propostos  exercícios,  cujas  respostas

estão no Apêndice C, no final do livro.

Capítulo 2: Movimento em Uma Dimensão

Trata  do  movimento  unidimensional,  que  é  a  base  para  tudo  o  que  será apresentado nesta obra. Ali estão as principais conclusões de Galileu, com um  estudo  sobre  as  várias  interpretações  da  velocidade,  chegando-se  à equação  do  movimento  uniforme.  Em  seguida,  introduz-se  o  conceito  de aceleração,  o  que  nos  permitirá  deduzir  a  equação  do  movimento uniformemente  acelerado  e  a  equação  de  Torricelli.  Todos  os  exercícios propostos no final do capítulo têm suas respostas apresentadas no final do livro.

Capítulo 3: Movimento em Duas Dimensões

O assunto tratado aqui é o movimento em duas dimensões que, a partir dos conhecimentos estabelecidos no capítulo anterior, passa pelas discussões de trajetórias e uma visão vetorial do movimento, chegando ao movimento em duas  dimensões  uniformemente  acelerado  em  uma  dimensão  e  ao lançamento  oblíquo.  No  final  do  capítulo  são  propostos  exercícios,  cujas respostas estão disponíveis no final do livro.

Capítulo 4: O Movimento Circular

É  apresentada  neste  capítulo  a  etapa  seguinte:  o  movimento  circular.  A partir de analogias construídas com os princípios aprendidos nos capítulos anteriores, são apresentados os detalhes do movimento de rotação, o uso das coordenadas  polares  e  as  projeções  do  movimento  circular.  Também  é apresentada uma breve discussão da álgebra de rotação de corpos rígidos. Finalmente,  são  propostos  exercícios,  cujas  respostas  são  apresentadas  no

Apêndice C, no final do livro.

Capítulo 5: O Momento

Discorre  sobre  os  conceitos  de  força  e  momento,  apresentando  as  leis  de conservação da quantidade de movimento. Inicialmente são apresentadas as deduções  do  momento  linear  para  um  corpo  e  para  um  conjunto  de partículas,  seguidas  da  introdução  do  conceito  de  centro  de  massa.  Em seguida são apresentadas as deduções do momento angular para um corpo e para  um  conjunto  de  partículas.  Mais  adiante,  apresenta-se  o  importante conceito  de  força  e  as  leis  de  Newton.  Segue-se  uma  discussão  sobre equilíbrio,  forças  fundamentais  e  de  contato,  forças  elásticas  e  forças  em referenciais  não  inerciais.  Finalmente,  são  apresentadas  três  grandezas derivadas do conceito de força: impulso, pressão e torque. Novamente, são propostos exercícios no final do capítulo.

Capítulo 6: Energia e Trabalho

Esse  capítulo  é  dedicado  a  apresentação  e  discussão  dos  conceitos  de trabalho  e  energia.  É  dada  uma  breve  introdução  sobre  a  natureza  da energia,  seguida  da  dedução  e  aplicação  da  lei  da  sua  conservação.  Estes conceitos  são  utilizados  em  seguida  no  estudo  de  sistemas  harmônicos, como  aqueles  acionados  por  molas  e  pêndulos.  Finalmente,  são apresentados os conceitos de potência e como deduzir os usos da energia de corpos  em  rotação.  No  final  do  capítulo  são  propostos  exercícios,  cujas respostas estão disponíveis no final do livro.

Capítulo 7: A Gravitação

Trata  das  aplicações  da  mecânica  clássica  voltadas  para  a  gravitação.  O primeiro assunto apresentado nesse capítulo trata da evolução histórica das observações e modelos do Universo. Esta discussão culmina com as forças centrais e as descobertas de Johannes Kepler e suas três leis, as quais são deduzidas  a  partir  das  leis  de  Newton.  Passa-se  ao  estudo  do  potencial gravitacional.  Por  fim,  são  apresentadas  as  características  das  órbitas  em torno  do  planeta  Terra  e  de  estrelas  binárias.  Como  última  seção  desse capítulo, são propostos exercícios sobre o assunto.

Capítulo 8: Manobras Orbitais É apresentada a teoria de manobras orbitais. Os assuntos discutidos são: o problema  de  dois  corpos,  elementos  orbitais  e  tipos  de  órbitas, estabelecimento de órbitas, manobras orbitais e missões interplanetárias.

Apêndices: A, B e C

Os  apêndices  ao  final  do  livro  fornecem  tabelas  com  constantes  físicas  e dados  interessantes,  que  são  utilizados  nos  exemplos  e  exercícios,  um resumo  dos  operadores  do  cálculo  vetorial  e  as  respostas  de  todos  os exercícios propostos.
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SISTEMAS DE REFERÊNCIA,

UNIDADES E ORDENS DE

GRANDEZA

 

1.1   INTRODUÇÃO

1.2   SISTEMAS DE REFERÊNCIA

1.3   SISTEMAS DE UNIDADES

1.4   ORDENS DE GRANDEZA

1.5   EXERCÍCIOS

1.1    INTRODUÇÃO

A física é uma ciência que faz constante referência ao mundo real. Sempre que  uma  lei  física  é  enunciada,  existe  uma  correspondência  direta  com objetos  e  fatos  reais  que  estão  presentes  na  natureza.  Entretanto,  a observação simples dos objetos e fatos não nos dá uma clara noção de como as  leis  físicas  estão  sendo  aplicadas.  São  necessárias  medidas  numéricas, com precisão adequada a cada caso, para que as leis e os fatos possam ser comparados e estudados.

Por  esse  motivo,  este  primeiro  capítulo  é  dedicado  aos  fundamentos das  medidas  físicas:  os  sistemas  de  referência  e  as  unidades  de  medida. Como  complementações  desse  raciocínio,  são  apresentadas  algumas discussões  e  conclusões  com  relação  às  ordens  de  magnitude  de  algumas grandezas físicas.

Antes de passarmos à apresentação desses itens, façamos primeiro uma pequena  experiência.  Imaginemos  uma  medida  bem  fácil  de  ser  feita: desejamos determinar o diâmetro de uma moeda. O processo mais simples

é, por meio do uso de uma régua, medir o diâmetro da tal moeda (Figura

1.1).  Essa  medição  não  apresenta  dificuldades  e  pode  ser  executada  por qualquer  pessoa  que  saiba  ler  uma  régua  graduada.  Mesmo  assim,  vamos analisá-la em seus pequenos detalhes:

1) Coloca-se a moeda sobre uma superfície lisa, de preferência com

uma cor tal que contraste com material da moeda.

2) Aproxima-se  a  régua  da  moeda,  alinhando-se  o  “zero”  da  régua

com a borda da moeda.

3) Lê-se  o  valor  na  escala  graduada  que  coincide  com  a  borda

diametralmente oposta.

4)   Atribui-se esse valor ao diâmetro da moeda.

Cada  um  desses  passos,  que  são  feitos  automaticamente  sem  nos  darmos conta, tem um significado, como exposto a seguir:

1) O primeiro passo, “colocar a moeda sobre uma superfície lisa de

cor  contrastante”  cria  uma  situação  de  isolamento  do  objeto  de medida,  ou  seja,  a  moeda.  Ao  isolarmos  assim  o  que  desejamos medir estamos abstraindo o resto dos objetos que estão ao redor, concentrando nossa atenção apenas no que realmente interessa: a moeda.  A  moeda  isolada  passa  a  ser  o  nosso sistema,  e  suas propriedades serão medidas e estudadas.
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Figura  1.1  Medida  do  diâmetro  de  uma  moeda  através  do  uso  de  uma régua.

2) Em seguida, “aproximar a régua alinhando o zero da escala com a

borda  da  moeda”  significa  escolher  a  referência  a  partir  da  qual serão  medidas  as  grandezas  (no  caso,  um  comprimento).  O zero da régua estabelece a origem do sistema de coordenadas que será utilizado  durante  a  medida,  sendo  também  a  referência  para outras coordenadas do sistema isolado em estudo.

3) O  próximo  passo,  “ler  o  valor  na  escala  graduada  que  coincide

com  a  borda  diametralmente  oposta”  tem  duas  implicações.  A primeira, e mais evidente, é obter do instrumento de medida, no caso  a  régua,  um  valor  para  a  grandeza.  A  precisão  do  valor obtido  depende  da  precisão  com  que  a  escala  da  régua  foi fabricada e a experiência da pessoa que está lendo a medição. A

segunda  implicação  é  que  a  régua  deve  estar  graduada  segundo um sistema de unidades, fornecendo, portanto, a leitura segundo

esse sistema. A régua apresentada na Figura 1.1 está graduada em centímetros,  com  subdivisões  em  milímetros.  Ao  se  realizar  a medição,  assume-se  a  leitura  nas  unidades  que  o  instrumento oferece.

4) A última etapa, “atribuir o valor ao diâmetro”, corresponde a uma

ação  um  pouco  mais  abstrata.  Ao  estabelecer  que  o  diâmetro valha  o  que  foi  medido,  vai-se  muito  mais  longe  que simplesmente D  = X  cm.  Este  é  um  passo  fundamental  no processo  de  medida,  pois  o  observador  primeiramente acredita que  o  comprimento  medido  equivale  ao  diâmetro  da  moeda.  A partir  deste  ponto,  a  grandeza  física  (real),  passa  a  ter  um  valor (abstrato).  Pode-se  agora,  usar  esse  valor  para  calcular  outras grandezas  indiretas,  como  o  raio  da  moeda  ou  sua  superfície,  e obter outras particularidades sobre o sistema em estudo.

Podemos concluir que medir uma moeda tem mais consequências do que se imagina ingenuamente à primeira impressão. Discutimos a seguir cada uma das particularidades mencionadas.

 

1.2    SISTEMAS DE REFERÊNCIA

Os  sistemas  de  referência  determinam  as  coordenadas  utilizadas  para registrar  e  medir  as  grandezas  físicas.  Podem  também  ser  chamados  de sistemas  de  coordenadas  ou  apenas  como  referencial.  Qualquer  grandeza física,  como  comprimento,  por  exemplo,  e  ainda  posição,  tempo, velocidade,  aceleração,  campos  eletromagnéticos  ou  gravitacionais,  para que  possam  ser  medidos  exigem  primeiramente  que  seja  escolhido  um sistema de referência.

Apesar  de  parecer  curioso  para  um  leigo,  a  escolha  do  sistema  de referencial  não  pode  influenciar  o  resultado  de  uma  medida  física.  Isso impõe que as leis físicas e suas conclusões sejam independentes do sistema de coordenadas que tenha sido escolhido para sua dedução.

O sistema escolhido deve ser aquele que apresente o maior número de conveniências  e  facilidades  para  seu  uso.  Essa  escolha  depende  do problema a ser estudado e do tipo de medida a ser efetuado. Por exemplo: a medida de um comprimento segue um sistema linear, no qual a referência está em uma das extremidades da distância a ser medida; a posição de um navio  no  oceano  é  mais  conveniente  de  ser  apresentada  em  ângulos relativos  à  Terra  —  longitude  e  latitude.  Existem  sistemas  de  referência estáticos ou absolutos, e móveis, ou relativos.

Apesar  de  serem  escolhidos  de  forma  a  facilitar  a  interpretação  das medidas físicas, os sistemas de referência também devem oferecer meios de se converter os dados de um sistema para outro. Esta obrigatoriedade vem do fato de que a manipulação das grandezas se faz por meio de ferramentas matemáticas  ou  geométricas,  que  também  devem  ser  válidas  em  qualquer outro sistema de referência escolhido.

Assim,  apresentaremos  os  sistemas  de  referência  mais  usuais  e  seus desdobramentos.

 

1.2.1 O sistema cartesiano

A origem do sistema cartesiano remonta ao ano de 1637, quando o filósofo francês  René  Descartes  apresentou  seu  formalismo  e  aplicação.  Esse sistema é de fácil entendimento e uso.

Na sua versão mais simples, o espaço no sistema cartesiano constitui-se  de  um  plano,  onde  é  escolhido  um  ponto.  Esse  ponto  privilegiado  é  a origem  ou  referência,  ou  seja,  o zero.  São  traçados  dois  eixos  orientados perpendiculares,  e  ambos  passam  pela  origem.  Nesses  eixos  são  impostas escalas lineares, de modo que a origem coincida com o ponto zero de cada

escala (Figuras 1.2 e 1.3).

Por facilidade e costume, atribuímos os nomes de abscissa e ordenada aos  eixos  horizontal  e  vertical,  respectivamente.  Convenientemente,  os eixos  recebem  ainda  identificações  coincidentes  com  as  variáveis  em estudo, por exemplo, x e y, respectivamente.

A identificação de um ponto no plano cartesiano se faz através de dois valores, um para a abscissa e outro para a ordenada, segundo a notação (x,

y). Veja na Figura 1.4 a identificação de alguns pontos nesse sistema.
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Figura 1.2 O sistema cartesiano em um plano.
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Figura 1.3 Um sistema cartesiano construído com duas réguas.

 




[image: ]

Figura 1.4 Identificação de pontos no plano cartesiano. O ponto A está na posição (6, 5), ou seja xA = 6 e yA = 5. Os outros pontos são: B = (19, 28), C = (21, 0), D = (−15, 13), E = (−26, 6), F = (−13, −15) e G = (20, −7). Os pontos A e B estão no primeiro quadrante (x e y positivos), os pontos E e D estão  no  segundo  quadrante  (x  negativo  e y  positivo),  o  ponto  F  está  no terceiro quadrante (x e y negativos), o ponto G está no quarto quadrante (x positivo e y negativo) e o ponto C está sobre o eixo das abscissas (y igual a zero).

É  também  muito  prática  a  representação  de  funções  no  plano cartesiano.  Tomemos  uma  função y  = f(x).  Se  para  cada  valor  de x  for calculado o y correspondente, pode-se traçar uma linha unindo esses pontos, obtendo-se, portanto, uma representação de f(x).

O sistema cartesiano não precisa limitar-se a representações no plano, sendo comum sua utilização no espaço tridimensional. Sendo assim, deve-se incluir uma terceira variável, e sua notação passa ter três valores (x, y, z), um para cada dimensão.
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Figura 1.5 Duas funções representadas no plano cartesiano.
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Figura  1.6  Identificação  de  pontos  no  sistema  cartesiano  em  três dimensões. Está representado o ponto cujas coordenadas são x = 4, y = 5, z = 6.

1.2.2 O sistema polar

Em determinadas situações é conveniente tratar as posições no espaço como um ângulo e uma distância. Um bom exemplo é o caso de um sistema de radar de tráfego aéreo. Nesse caso, o sistema de referências é constituído de dois semieixos com base na origem ou polo, sendo um fixo e outro girante. O ângulo entre os dois eixos e o comprimento medido sobre o eixo girante

correspondem  às  coordenadas  de  um  ponto  nesse  sistema  (Figuras  1.7  e

1.8).  Formalmente,  uma  posição  nesse  sistema  é  dada  por  (θ, r)  para  o ângulo e distância, respectivamente.
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Figura 1.7 O sistema polar em um plano.
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Figura  1.8  Identificação  de  pontos  no  plano  polar.  Está  representado  o ponto cujas coordenadas são r = 6, θ = 45º.

Como  um  ponto  pode  ser  apresentado  nos  dois  sistemas,  existem fórmulas  que  fazem  a  transformação  de  um  sistema  para  o  outro.  Para converter as coordenadas de um plano cartesiano para um plano polar, usa-se
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E  para  converter  as  coordenadas  de  um  plano  polar  para  um  plano cartesiano, usa-se
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1.2.3 O sistema cilíndrico

 

O sistema cilíndrico é uma expansão do sistema polar, mas com a terceira dimensão  dada  por  um  eixo  perpendicular  ao  plano  polar.  No  caso  do sistema  de  radar  de  tráfego  aéreo,  essa  terceira  dimensão  seria  dada  pela altitude  da  aeronave.  Observe  que  ao  se  estabelecer  um  raio  fixo r  = r0 determina-se  uma  superfície  cilíndrica  em  torno  do  eixo z.  Formalmente, uma posição nesse sistema é dada por (r, θ, z) para a distância, o ângulo e a altura, respectivamente.

A conversão das coordenadas de um sistema cartesiano tridimensional para um sistema cilíndrico é dada por

[image: ]

 

enquanto para converter as coordenadas de um sistema cilíndrico para um sistema cartesiano, usa-se
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Figura 1.9 O sistema cilíndrico.
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Figura  1.10  Identificação  de  pontos  no  sistema  cilíndrico.  Está representado o ponto cujas coordenadas são r = 4, θ = 30º e z = 5.

1.2.4 O sistema esférico

No  sistema  esférico  também  se  trabalha  no  espaço  em  três  dimensões.  A conversão  das  coordenadas  de  um  sistema  cartesiano  tridimensional  para um  sistema  esférico  é  dada  por  (r, θ, ϕ)  correspondendo  à  distância  da origem,  ao  ângulo  no  plano  horizontal  e  ao  ângulo  com  o  eixo  vertical, respectivamente.

A conversão das coordenadas de um sistema cartesiano tridimensional para um sistema esférico é dada por
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Figura 1.11 O sistema esférico.
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Figura 1.12 Identificação de pontos no sistema esférico. Está representado o ponto cujas coordenadas são r = 8, θ = 30º e ϕ = 45º.

e  para  converter  as  coordenadas  de  um  sistema  esférico  para  um  sistema cartesiano, pode-se usar
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Atenção:  para  o  cálculo  de ϕ  deve-se  tomar  o  cuidado  de  verificar  os quadrantes,  pois  a  função  arco-tangente  nos  dá  o  valor  do  ângulo correspondente ao intervalo (−π, π).

1.3    SISTEMAS DE UNIDADES

Uma  unidade  de  medida  é  um  valor  numérico  definido  como  uma quantidade física, sendo usado como um padrão para a medida da mesma quantidade  física.  Esse  padrão  pode  ser  estabelecido  por  normas,  leis  ou convenções.

Um sistema  de  unidades  é  organizado  de  acordo  com  as  grandezas fundamentais  da  física,  estabelecendo  valores  para  as  unidades  dessas grandezas.  As  unidades  de  outras  grandezas  podem  então  ser  derivadas  a partir da aplicação de leis, fórmulas e definições. Existem vários sistemas de  unidades  que  foram  criados  ao  longo  da  história  devido  a  usos  e costumes locais. Apresentaremos os principais sistemas de unidades usados atualmente, mantendo ênfase naqueles utilizados ao longo deste livro.

 

1.3.1 O Sistema Internacional (SI)

O  Sistema  Internacional  foi  instituído  em  7  de  abril  de  1795,  tendo  sido adotado  no  mundo  por  praticamente  todos  os  países.  As  exceções  são Estados Unidos, Libéria e Myanmar. Apesar de ter adotado oficialmente o SI, o Reino Unido não manifestou a intenção de substituir inteiramente seu próprio sistema usual de medidas.

As  unidades  das  grandezas  fundamentais  do  SI  estão  apresentadas  na

Tabela 1.1.

Tabela 1.1 As grandezas fundamentais e seus símbolos no Sistema Internacional

Grandeza                     Símbolo       Unidade no SI [símbolo]

Comprimento                    l, x, r etc.        metro [m]

Tempo                        t             segundo [s]

Massa                          m             quilograma [kg]

Temperatura                      T               kelvin [K]

Quantidade de matéria              n               mol [mol]

Carga elétrica                          q                 coulomb [C]

Intensidade luminosa                I v                candela [cd]

As unidades do SI admitem múltiplos e submúltiplos decimais, como o centímetro  (símbolo:  cm)  que  representa  um  centésimo  do  metro,  ou  o quilômetro  (símbolo:  km)  que  representa  mil  metros.  Os  múltiplos  do segundo são o minuto, a hora e o dia, tendo sido mantidas essas unidades no

SI. Veja na Tabela 1.2 os prefixos usados e seus fatores multiplicativos.

Tabela 1.2 Prefixos do SI e seus fatores multiplicativos

Símbolo     Pre xo     Potência de 10      Fator multiplicativo

Y           yotta       1024                 1 000 000 000 000 000 000 000 000

Z            zetta        1021                  1 000 000 000 000 000 000 000

E            exa         1018                  1 000 000 000 000 000 000

P           peta        1015                 1 000 000 000 000 000

T            tera         1012                  1 000 000 000 000

G          giga       109                1 000 000 000

M       mega     106             1 000 000

k            quilo        103                   1 000

h           hecto       102                 100

da          deca        101                  10

nenhum     nenhum    100                1

d           deci        10−1                0,1

c              centi         10−2                   0,01

m       mili      10−3             0,001

μ           micro       10−6                0,000 001

n           nano       10−9                0,000 000 001

p           pico        10−12                0,000 000 000 001

f                    femto          10−15                       0,000 000 000 000 001

a            atto         10−18                 0,000 000 000 000 000 001

z              zepto        10−21                  0,000 000 000 000 000 000 001

y            yocto        10−24                 0,000 000 000 000 000 000 000 001

Observação:  atualmente  em  textos  científicos  e  técnicos,  as  unidades  são representadas  por  letras  romanas  (por  exemplo:  m,  cm,  K,  m/s),  e  as variáveis de trabalho ou constantes por letras itálicas (por exemplo: x, y, A1, F, hmax). Neste livro adotaremos esse padrão, a menos que a unidade ou a variável sejam definidas segundo outra formatação.

Eventualmente,  podem  ser  atribuídas  unidades  próprias  às  grandezas derivadas, de forma a facilitar seu reconhecimento e uso. Para derivar uma grandeza (e sua unidade), aplica-se a definição ou lei física ou fórmula que estabelece a nova grandeza. Por exemplo, a velocidade é definida como a razão entre o espaço percorrido pelo intervalo de tempo que foi consumido em determinado movimento, ou seja,
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Assim,  a  unidade  da  velocidade  deve  ser  obtida  através  da  mesma fórmula, e usamos a notação com os símbolos das unidades fundamentais:
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A  unidade  obtida,  m/s,  é  a  unidade  da  velocidade.  Outro  exemplo:  a força é definida pela segunda lei de Newton
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Em que m é a massa (unidade: kg) e a é a aceleração (m/s2). Assim, a unidade da força é dada por
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Entretanto, não há necessidade de se usar essa unidade, pois a força já tem uma unidade própria, o newton, cujo símbolo é N (o conceito de força

será  bem  discutido  no Capítulo  5).  A Tabela  1.3  apresenta  as  principais unidades derivadas utilizadas no SI.

Tabela 1.3 Principais unidades derivadas no SI

Grandeza                     Unidade      Símbolo    Unidade dimensional

Volume                        litro           l           10–3 m3

Frequência                         hertz           Hz           1/s

Força                                newton         N            kg · m/s²

Pressão                             pascal          Pa           kg/(m · s²)

Energia                             joule            J             kg · m²/s²

Potência                            watt            W           kg · m²/s³

Corrente elétrica                       ampère         A             C/s

Tensão elétrica                        volt              V             kg · m²/(s³·A)

Resistência elétrica                    ohm             Ω             kg · m²/(s³ · A²)

Capacitância                        farad           F            A² · s² · s²/(kg · m²)

Condutância                       siemens        S            A² · s³/(kg · m²)

Indutância                          henry           H            kg · m²/(s² · A²)

Fluxo magnético                    weber          Wb         kg · m²/(s² · A)

Densidade de  uxo magnético       tesla           T            kg/(s² · A)

Temperatura em Celsius              grau Celsius     °C           —

Um grau Celsius representa a mesma grandeza que um Kelvin, sendo a diferença entre essas duas unidades o valor de referência em cada escala. A conversão da escala Celsius para a escala Kelvin é dada por
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A escala Kelvin é também conhecida por escala absoluta,  sendo  seu valor de referência, 0 K, chamado de zero absoluto.

 

1.3.2 O Sistema CGS

O  SI  utiliza  como  grandezas  fundamentais  para  comprimento,  massa  e tempo,  o  quilograma,  o  metro  e  o  segundo,  respectivamente.  As  iniciais dessas unidades, quando combinadas, formam a sigla MKS, que é um dos nomes pelo qual o SI é conhecido.

Em 1881 foi proposta uma variação do SI, ou MKS, cuja função é ser mais  adequada  para  os  estudos  de  eletricidade  e  outros  campos  cujas grandezas  são  relativamente  (numericamente)  pequenas.  Esse  sistema  usa como base as unidades centímetro, grama e segundo, e por isso é conhecido como CGS.

A Tabela 1.4 apresenta algumas das principais unidades do CGS e suas conversões para o SI.

Tabela 1.4 Principais unidades derivadas no sistema CGS

Grandeza         Unidade            De nição dimensional         SI

Comprimento       centímetro            cm                            10–2 m

Massa             grama               g                             10–3 kg

Tempo            segundo             s                            s

Força                dina                    dyn = 1 g · cm/s²                   10–5 N

Energia              erg                     erg = 1 g · cm²/s²                   10–7 J

Potência             erg por segundo        1 erg/s = 1 g · cm²/s³                10–7 W

Pressão              bar                    1 bar                              105 Pa

Viscosidade          poise                   1 P = 1 g/(cm · s)                   10–1 Pa · s

 

1.3.3 O Sistema Imperial

Este  sistema  tem  suas  origens  na  Grã-Bretanha,  e  foi  utilizado  por  muito tempo no mundo todo. O fato histórico por trás de sua popularidade deve-se ao  Reino  Unido  ter  sido  uma  importante  potência  mundial,  tendo  sua cultura se disseminado por seus territórios coloniais.

Apesar da denominação, não se refere ao sistema de unidades não SI, ainda em uso intenso, e não oficial na Inglaterra e no Reino Unido. Essas unidades  são  usadas  nos  Estados  Unidos  e  em  outros  países,  sendo chamadas de English unit (unidade inglesa) e incluem as unidades imperiais bem como várias outras, tais como o galão (unidade de volume) e o alqueire (área).

A Tabela 1.5 apresenta as unidades de algumas grandezas imperiais e suas conversões para o SI.

Tabela 1.5 Principais unidades derivadas no Sistema Imperial e conversões para o SI

Unidade                            Conversão para o SI

imperial         Símbolo Grandeza                        Observação

Polegada         in         comprimento 1 in = 0,0254 m        inch em inglês

Pé              ft         comprimento 1 ft = 0,3048 m        1 ft = 12 in

Jarda              yd         comprimento 1 yd = 0,9144 m        1 yd = 3 ft

Milha             mi        comprimento 1 mi = 1609,344 m      1 mi = 5280 ft

Polegada         in2         área           1 in2 = 6,4516 cm2

quadrada

Pé quadrado       ft2         área           1 ft2 = 929,0304 cm2    1 ft2 = 144 in2

Polegada cúbica in³        volume        in³ = 16,387064 cm³

Pé cúbico          ft³          volume         1 ft³ = 28,316846592    1 ft³ = 1728 in³

l

Pinta              pt          volume        1 pt = 473,176473 ml

Galão             gal        volume        1 gal = 3,785411784 l 1 ga = 8 pt

Onça            oz        volume       1 oz = 28,4130625 ml 1 oz = 0,05 pt

Libra               lb           massa          1 lb = 0,45359237 kg    pound em inglês

Atmosfera         atm       pressão        1 atm = 101 325 Pa

Psi                   psi          pressão          1 psi = 6,894×103 Pa libras por polegada

quadrada

Fahrenheit         °F          temperatura [°C] = ([°F] − 32) ×

5/9 

[K] = ([°F] + 459,67)

× 5/9

 

1.4    ORDENS DE GRANDEZA

Antes  de  ir  adiante  nos  estudos  da  física,  aconselha-se  o  leitor  a  meditar sobre os tamanhos das coisas do mundo. Esse breve exercício mental será muito  útil  no  decorrer  dos  estudos  e  trará,  certamente,  uma  maior compreensão sobre valores e dados que serão utilizados ao longo do livro.

Tomemos, inicialmente, a altura de uma pessoa adulta, cujo valor deve ficar entre 1,70 e 1,90 m. Dizemos que a altura de uma pessoa está entre um e  dois  metros,  devendo  essa  expressão  ser  compreendida  como fica  entre um  e  dois  metros.  Está  implícito  nessa  afirmação  que  não  existe  ninguém com 10 metros de altura e também ninguém com 10 cm de altura.

Chamamos de ordem de grandeza à potência inteira de 10 que melhor aproxima  uma  medida  em  um  sistema  de  unidades.  Assim,  a  ordem  de grandeza associada à altura de um adulto é 1 metro. A ordem de grandeza do diâmetro de uma moeda comum é 1 centímetro.

Partindo  das  menores  ordens  de  grandeza  para  as  maiores,  podemos afirmar  que  os  menores  objetos  conhecidos  são  os quarks  e  os léptons. Essas duas categorias de partículas são o objeto da pesquisa atual em física avançada, sendo os elementos básicos que constituem a matéria. O lépton mais  conhecido  é  o  elétron,  cujas  propriedades  o  colocam  com  um importante papel nas interações elétricas, magnéticas e químicas da matéria. Em 1896, o físico Joseph John Thomson realizou um experimento que pela primeira  vez  mediu  a  carga  elétrica  do  elétron,  uma  das  mais  importantes

constantes  da  física.  A Tabela  A.1  (no Apêndice  A  ao  final  deste  livro) apresenta  algumas  propriedades  do  elétron.  O  pósitron  (descoberto  em 1932) tem as mesmas características do elétron, com exceção de sua carga elétrica, que é positiva. Por isso é também chamado de antielétron.

Os  elétrons  são  componentes  fundamentais  do  átomo,  que  em  seu núcleo  abriga  os  prótons  e  os  nêutrons,  ambos  compostos  por  três  quarks cada um. Ambos têm massa semelhante, mas o nêutron tem carga elétrica nula,  enquanto  o  próton  tem  a  mesma  carga  elétrica  do  elétron,  mas positiva.

O  menor  núcleo  atômico  é  o  do  átomo  de  hidrogênio,  com  cerca  de 1,75 × 10−15 m, enquanto o maior núcleo chega a 15 × 10−15 m. Por outro

lado,  o  átomo  de  hidrogênio  é  bem  maior:  0,79  ×  10−10  m.  A Tabela  1.6 apresenta a massa aproximada de alguns átomos.

Tabela 1.6 Massas de alguns átomos

Elemento     Símbolo      Massa relativa ao hidrogênio       Massa (× 10–26 kg)

Hidrogênio          H                        1                            0,167

Carbono            C                       12                           2,00

Oxigênio            O                        16                            2,66

Sódio              Na                      23                            3,81

Alumínio           Al                       27                            4,48

Potássio             K                         39                              6,49

Zinco               Zn                        65                             10,9

Prata               Ag                       107                             17,9

Dando um passo adiante, sabemos que os seres vivos do nosso planeta têm sua estrutura com base em células. O tamanho típico de uma célula é 10 mm com uma massa de aproximadamente 10−12 kg. Estima-se que um ser humano adulto seja composto por cerca de 1014 células.

Passando  para  o  reino  mineral,  um  grão  de  areia  varia  entre  0,01  e  1 mm. Na Terra, encontramos blocos de material rochoso de vários tamanhos. Podemos destacar o monte Everest, com 8848 m de altura. Por outro lado, os  oceanos  da  Terra  compreendem  uma  área  de  361  ×  106  km2,  com  um volume aproximado de 1,3 × 109 km3.

A Terra, o planeta que habitamos, tem cerca de 5,97 × 1024 kg, sendo seu raio da ordem de 6,378 × 106 m. A Lua, nossa companheira na jornada em torno do Sol, tem 3476,2 km de diâmetro, com massa de 7,35 × 1022 kg. Outros  dados  sobre  corpos  do  Sistema  Solar  podem  ser  encontrados  no

Apêndice A.

O Sol é a estrela mais próxima de nós. Sua massa é de 1,98 × 1030 kg, com raio de 6,96 × 105 km. Existem estrelas bem maiores, como as gigantes vermelhas, que podem ter massas dezenas de vezes maiores que a do o Sol, e  também  estrelas  bem  menores  com  até  0,1  massa  solar,  como  as  anãs brancas  e  anãs  marrons.  As  distâncias  entre  as  estrelas  são  medidas  em anos-luz, sendo um ano-luz equivalente à distância percorrida pela luz em um ano, valendo aproximadamente 9,46 × 1015 m. Outra importante unidade usada em astronomia é o parsec (símbolo pc), que equivale a 3,0857 × 1013 km.

Além  das  estrelas,  as  maiores  estruturas  são  as  galáxias.  A  nossa galáxia,  conhecida  com  Via  Láctea,  ou  simplesmente  a  Galáxia  (“G” maiúsculo),  compreende  algo  entre  1  e  4  ×  1011  estrelas.  Sua  massa estimada é de 5,8 × 1011 vezes a massa do Sol, e seu diâmetro é de 100.000 anos-luz. A partir das teorias da origem e evolução do universo, supõe-se que a Galáxia existe há cerca de 13,2 bilhões de anos. Nossa galáxia pode ser  considerada  “típica”,  sendo  suas  características  representativas  quando comparada às das outras 1,7 × 1011 galáxias do universo observável.
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Figura  1.13  Estrutura  em  larga  escala  do  Universo  visível.  Neste modelo,  cada  ponto  representa  uma  galáxia  conhecida,  e  sua distribuição forma filamentos de matéria, enquanto grandes espaços ficam vazios. A região escura é devida à presença da nossa Galáxia que nos impede de observar algumas regiões por estarmos no seu interior.

O  Universo,  ainda  envolto  em  grande  mistério,  também  tem  algumas características que podem ser estimadas. Conseguimos (até 2010) observar objetos  com  uma  distância  máxima  de  14  ×  109  parsecs.  Atualmente, considera-se que o Universo observável contenha entre 3 e 7 × 1022 estrelas, todas  contidas  em  galáxias,  estando  estas  organizadas  em  aglomerados  de galáxias. Os aglomerados organizam-se em superaglomerados dispostos em

uma estrutura filamentar como a da Figura 1.13.

Acredito,  caro  leitor,  que  não  haja  necessidade  de  comentarmos medidas maiores do que estas últimas.

 

1.5    EXERCÍCIOS

1) Converta as seguintes medidas para o SI: a) 50 in

b) 20 ft

c) 150 yd

d) 340 mi

e) 25 in2

f) 100 ft2

g) 31 in3

h) 18,5 ft3

i) 12 pt

j) 55 gal

k) 25 oz

l) 200 lb

m) 76 atm

n) 700 psi

o) 51 °F

2) Converta as seguintes medidas para o sistema CGS: a) 12 in

b) 33 m

c) 15,3 kg

d) 25,2 mi

e) 3,3 in2

f) 100 ft2

g) 32 l

h) 1 ano-luz

i) 22 ft

j) a massa da Terra

3) Obtenha as ordens de grandeza de: a) a massa de um clipe de papel

b) o comprimento de uma caneta

c) a massa de um carro

d) uma semana em segundos

e) o peso de um computador laptop

f) o número de habitantes do Brasil

g) o peso de um livro

h) o volume de uma geladeira

i) o tempo de um piscar de olhos

j) a altura de uma árvore

4) A partir de sua fonte de informações favorita (a Internet, por exemplo), estime as ordens de grandeza de:

a) quantas vezes um coração humano bate por dia b) quantos automóveis são fabricados por dia no mundo c) quantos cliques se dá no mouse em uma consulta à Internet d) quantos grãos de areia podem ser colocados em uma xícara e) a velocidade de voo de uma andorinha

f) o peso de um pato

g) a distância percorrida por um avião a jato em um dia h) quantas células existem em um tomate

i) o peso do Monte Everest j) quantas voltas um CD dá enquanto toca uma música

5)  Considerando  que  um  pastel  tem  a  espessura  de  1  cm,  quantos  pastéis deveriam  ser  empilhados  para  alcançar  a  altura  de  um  prédio  de  cinco andares?

6) A quantos átomos equivale a espessura de uma folha de papel?

7) Quantos lençóis devem ser amarrados (um na ponta do outro) para fazer uma corda que chegue à Lua?

8)  Determine  a  razão  entre  o  maior  peso  que  um  ser  humano  consegue erguer e o peso de seu corpo. Faça o mesmo para uma formiga.

9) Se toda a água dos oceanos da Terra fosse extraída e convertida em um planeta, qual seria seu raio?

10)  Em  um  espetáculo  circense,  uma  mulher  foi  erguida  pelos  próprios cabelos.  Sabendo-se  que  uma  pessoa  saudável  tem  cerca  de  2200  fios  de cabelo por in2 de couro cabeludo, estime a força que cada fio pode suportar.

11)  As  senhoras  elegantes  usam  sapatos  com  saltos  finíssimos.  Faça  uma estimativa  da  ordem  de  grandeza  da  pressão  máxima  exercida  pelo  salto durante o caminhar dessas damas.

12) Determine a velocidade de uma pessoa parada sobre o equador devido à rotação da Terra. Considere em seguida a latitude da sua cidade e calcule a velocidade de uma pessoa neste local devido à rotação da Terra.

13) Calcule a velocidade de translação da Terra ao redor do Sol.

14)  Quantos  carros  poderiam  ser  fabricados  com  o  aço  presente  na  Torre Eiffel, em Paris?

15)  Estime  o  número  de  CDs  necessários  para,  empilhados,  alcançar  a altura de um homem.

16) Quantos elefantes são necessários para igualar a massa da Lua?

17)  Faça  uma  estimativa  da  velocidade  da  ponta  do  ponteiro  de  segundos em um relógio de pulso.

18)  Calcule  a  porcentagem  em  massa  representada  pelas  pilhas  em  um controle remoto.

19) Considerando que a pupila de um olho humano tem 0,5 cm2, calcule a quantos  olhos  equivale  um  binóculo.  Faça  o  mesmo  cálculo  para  o  maior telescópio em solo brasileiro, que tem 1,6 m de diâmetro.

20) O cérebro corresponde a 2 % da massa do corpo humano, mas consome 20  %  da  energia  disponível,  ou  seja,  20  W.  Por  outro  lado,  um  cérebro saudável abriga 33 × 109 neurônios. Qual é o consumo de cada neurônio? Qual é o consumo por grama de massa cerebral?

21) A que ordem de grandeza corresponde o número de espinhos (dotados de  um  diâmetro  da  ordem  de  1  mm)  que  recobrem  aproximadamente  100 galhos de aproximadamente 1 m de comprimento de um pinheiro que tem cerca de 10 m de altura?

22) Pesquise a relação entre peso e valor monetário do ouro. Considerando que uma pessoa pode carregar 10 % de seu próprio peso para não prejudicar sua saúde, quantos ladrões são necessários para carregar um bilhão (109) de reais  em  ouro  (sem  ter  que  gastar  com  fisioterapia  ou  ortopedista  no futuro)?

23)  Algumas  culturas  antigas  imaginavam  que  a  forma  da  Terra  fosse  um disco, e não uma esfera. Esse disco seria sustentado por quatro elefantes e estes, por sua vez, estariam sobre as costas de uma imensa tartaruga. Se o peso do mundo fosse distribuído igualmente entre os paquidermes, quanto que cada elefante carregaria nos ombros? E qual seria a massa total sobre o

casco da tartaruga? (consulte as tabelas do Apêndice A).
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MOVIMENTO EM UMA DIMENSÃO

 

2.1   INTRODUÇÃO

2.2   VELOCIDADE

2.3   EQUAÇÃO DO MOVIMENTO UNIFORME

2.4   ACELERAÇÃO

2.5   EQUAÇÃO DO MOVIMENTO UNIFORMEMENTE ACELERADO

2.6   EXERCÍCIOS

2.1    INTRODUÇÃO

O movimento faz parte das nossas experiências do dia a dia. Observamos o movimento  o  tempo  todo  ao  nosso  redor:  a  água  saindo  da  torneira,  os automóveis  nas  ruas,  o  elevador,  os  pássaros  voando,  as  pessoas caminhando. Nós mesmos nos movimentamos e impomos movimento aos objetos ao nosso redor, como quando pegamos um livro, abrimos uma porta ou chutamos uma bola em uma partida de futebol.

Apesar de ser onipresente, o movimento não é facilmente analisado em seus  detalhes.  Durante  séculos  a  humanidade  teve  uma  visão completamente errônea dos fenômenos do movimento. O primeiro cientista que  isolou  e  estudou  metodicamente  o  movimento  foi  o  cientista  italiano Galileu  Galilei  (1564-1642).  Galileu  compreendeu  que  a  experimentação serve  para  isolar  cada  detalhe  e  permitir  o  estudo  em  separado  de  cada nuance do movimento. Suas ideias e publicações fizeram parte da revolução científica que teve como palco a Renascença europeia.

Junto da percepção que temos de movimento estão as noções relativas ao  tempo.  O  tempo  pode  ser  definido  como  uma  grandeza monodimensional utilizada para mensurar uma sequência de eventos, para determinar as durações dos eventos e os intervalos entre eles, e, junto com outras quantidades como o espaço, determinar e medir os movimentos dos objetos e de outras mudanças da natureza.

A  interpretação  do  tempo  físico  depende  fundamentalmente  do paradigma  e  dos  sistemas  de  referência  adotados.  Na  física  relativista  de Einstein, o tempo e o espaço confundem-se na geometria do espaço-tempo. A  física  quântica,  através  do  princípio  de  Heisenberg,  introduz  uma incerteza no tempo e sua percepção.
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Figura 2.1 Galileu Galilei durante uma de suas experiências sobre o movimento (extraído de “Ombros de Gigantes”, Hetem et al. 2009).

Adotaremos  neste  livro  a  visão  linear  do  tempo,  pois  estudaremos apenas  a  física  clássica,  ou  newtoniana.  Aliás,  o  próprio  Isaac  Newton  na introdução  da  sua  obra  mais  famosa, Philosophiæ  Naturalis  Principia Mathematica,  diz  “eu  não  definirei  tempo,  espaço,  posição  e  movimento, uma vez que são conceitos bem conhecidos por todos”.

2.2    VELOCIDADE

A velocidade está relacionada com o intervalo de tempo necessário para que um  corpo  percorra  uma  distância.  É,  portanto,  uma  grandeza  derivada  e corresponde à medida da “rapidez” com a qual um corpo altera sua posição. A palavra rapidez está entre aspas, pois se trata de uma medida relativa, isto é,  “rapidez”  não  tem  um  significado  físico.  Entretanto,  seu  significado semântico  traz  à  mente  do  leitor  a  correta  compreensão  do  que  queremos expressar.

Nosso  conceito  intuitivo  de  velocidade  é  sempre  válido:  quanto  mais rápido  um  objeto  se  move,  maior  é  a  sua  velocidade.  Dois  objetos  com velocidades  iguais  tendem  a  manter  suas  posições  relativas  constantes,  e dois  objetos  com  velocidades  diferentes  tendem  a  se  afastar  um  do  outro. Um objeto que não se move tem velocidade nula.

Usaremos como símbolo da velocidade a letra v (minúscula), sendo sua unidade construída a partir da razão entre uma unidade de distância e uma unidade de tempo. Logo, no SI essa unidade é m/s, além de outras variações semelhantes, como cm/s, km/h, km/dia etc.

 

2.2.1 Velocidade média

A  velocidade  média  de  um  corpo  é  definida  como a  razão  entre  a distância percorrida e o intervalo de tempo necessário para tal, ou seja
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em  que  o  símbolo  Δ  (a  letra  grega  delta  maiúscula)  significa a  diferença. Assim, o numerador representa a diferença entre a posição final e inicial do corpo (ou seja, distância percorrida) e o denominador representa a diferença entre o instante final e inicial (o intervalo de tempo). O símbolo s vem da palavra  inglesa space  (espaço),  tendo  sido  apresentado  por  Isaac  Newton. Esta tradição tem sido mantida desde os primórdios da física até os dias de hoje. Vejamos a seguir uma aplicação para melhor entender a definição de velocidade média. Consideremos o seguinte exemplo:

■ ■ ■ EXEMPLO 2.1

Um automóvel partiu de São Paulo, dirigindo-se para Santos. O percurso de 72 km foi feito em 1h15. Qual foi a sua velocidade média?
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Figura 2.2 Figura do Exemplo 2.1.

Solução: Neste exemplo tanto a distância como o intervalo de tempo estão explícitos:  Δs  =  72  km  e  Δt  =  1h15,  ou  1,25  hora.  Assim,  a  velocidade média pode ser calculada por
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A resposta ainda poderia ser convertida para as unidades do SI:
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Observe que, para a conversão das unidades, uma a uma das unidades originais (quilômetro e hora) foram comparadas com a unidade final (metro e segundo).    ■

Consideremos agora outro exemplo:

■ ■ ■ EXEMPLO 2.2

Um  automóvel  partiu  às  13h30  do  quilômetro  150  de  uma  rodovia, atingindo o quilômetro 320 às 15h10. Qual foi a sua velocidade média?

Solução:  Neste  caso,  as  diferenças  não  estão  explícitas,  devendo  ser calculadas. Calculemos primeiro a distância percorrida:
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em  que  os  símbolos s0  e s1  representam  a  posição  inicial  e  final, respectivamente. Observe que Δs é calculada como s1 − s0 (positivo) e não o contrário! E agora o intervalo de tempo:
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Agora, basta aplicar a fórmula da velocidade média:
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ou 28,33 m/s.    ■

■ ■ ■ EXEMPLO 2.3

Um  avião  modelo  Airbus-A320  mantém-se  em  velocidade  de  cruzeiro  de 800 km/h. Decolando do Rio de Janeiro, em quanto tempo chegará a Paris? Dado: distância Rio-Paris = 9200 km.

Solução: Neste caso, invertemos a fórmula da velocidade média, isolando o intervalo de tempo:
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E agora podemos calcular
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Ou seja, são 11h30 de viagem.
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Figura 2.3 Figura do Exemplo 2.3.    ■

2.2.2 Velocidade instantânea

A  velocidade  média  nos  diz  apenas  qual  foi  a  média  de  velocidade.  Não temos  a  informação  dos  detalhes  ao  longo  do  percurso.  No  caso  do

Exemplo 2.1, não é possível que o automóvel tenha mantido a velocidade de 57,6 km/h durante todo o trajeto São Paulo-Santos. Na verdade, ele deve ter acelerado durante certos trechos da estrada e reduzido a velocidade em outros.

Falta-nos,  portanto,  o  conceito  de  velocidade  instantânea,  aquela  que nos  dá  o  detalhamento  da  velocidade  a  cada  instante.  Uma  maneira  de obtermos  um  formalismo  para  a  velocidade  instantânea  é,  partindo  da definição  de  velocidade  média,  diminuir  progressivamente  o  intervalo  de tempo até que este fique tão curto, que a velocidade média naquele instante corresponda à velocidade instantânea, ou seja,
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Essa definição nos remete imediatamente ao conceito da diferenciação, no  caso,  a  diferencial  do  espaço  em  função  do  tempo.  Também  se  pode notar que cada instante t terá uma velocidade v associada. Assim, pode-se escrever

[image: ]

 

Uma vez estabelecida essa relação, pode-se afirmar que:

1)   O espaço percorrido pode ser dado por:
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que  é  uma  simples  inversão  da  expressão  anterior.  O  símbolo t representa o instante considerado como o final do movimento.

2)   No caso de velocidade constante, a expressão anterior fica:
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que é uma nova definição de velocidade média.

■ ■ ■ EXEMPLO 2.4

Ao  mover-se  entre  dois  pontos  do  espaço,  um  automóvel  desenvolveu  20 m/s por 5 segundos, e depois 12 m/s por 20 segundos. Qual foi a distância percorrida? Qual foi a velocidade média?

Solução:  O  objeto  desenvolveu  velocidades  instantâneas  diferentes  ao longo do trajeto, que podem ser resumidas por:
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Isso equivale a dois trechos com velocidades constantes, ou seja:
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Calculando:
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A  velocidade  média  será  dada  pela  razão  entre  a  distância  total percorrida, 340 m, e o intervalo de tempo total: 5 + 20 = 25 s. Assim:
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Figura 2.4 Comportamento da velocidade do Exemplo 2.4. Observe que este velocímetro está calibrado em m/s e não km/h.

 

■ ■ ■ EXEMPLO 2.5

Um objeto moveu-se entre dois pontos, sendo que a velocidade comportou-

se conforme o gráfico da Figura 2.5. Qual foi a distância percorrida? Qual foi a velocidade média?

Solução:  O  objeto  desenvolveu  velocidades  instantâneas  diferentes, algumas  constantes  outras  variáveis  no  tempo,  ao  longo  do  trajeto.  As velocidades foram:
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Agora devemos escrever a Equação (2.11) para cada intervalo de tempo e somá-las:
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Figura 2.5 Comportamento da velocidade do corpo do Exemplo 2.5.
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Integrando:
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Para  calcular  a  velocidade  média  basta  calcular  a  razão  entre  a distância total percorrida, 660 m, e o intervalo de tempo total 300 s, ou seja:
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2.2.3 Velocidade relativa
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Imagine-se  no  avião  do Exemplo 2.3,  viajando  a  800  km/h  a  caminho  de Paris. Você está confortavelmente acomodado na sua poltrona, certamente com  um  copo  na  mão.  A  bebida  no  copo,  bem  como  você,  também  está voando  a  800  km/h.  Entretanto,  segundo  a  sua  percepção,  o  copo  está parado, bem na sua mão. Como isso é possível?

O  que  ocorre  realmente  é  que  nunca  percebemos  ou  medimos  a velocidade absoluta de um objeto, mas sim a sua velocidade relativa a outro objeto  ou  referencial.  Nesse  caso,  dentro  do  avião,  você  é  o  sistema  de referência,  e  é  em  relação  a  você  que  a  velocidade  do  copo  é  comparada. Como você está se movendo à mesma velocidade que o copo, a velocidade relativa é nula. Esse é um caso em que sabemos que o sistema de referência está em movimento. Para uma pessoa no chão, você estaria voando a 800 km/h. Se outro avião, com a mesma velocidade, estivesse bem ao lado do seu, as pessoas veriam o copo parado na sua mão. Se um avião voasse na direção contrária, mas com a mesma velocidade, você seria visto voando a 1600 km/h.

Imaginemos  agora  a  experiência  de  Galileu  da Figura  2.1.  Todos  na sala  observam  a  bola  se  mover,  e  obviamente  qualquer  um  dos  presentes testemunhará  que  a  bola  estava  se  movendo  e  todas  as  pessoas  estavam paradas. Assim sendo, a referência utilizada é a própria Terra, que é o nosso sistema de referência favorito e fundamental. Contudo, para um observador fora  da  Terra,  a  bola  e  todos  os  presentes  na  demonstração  estariam  se movendo  em  órbita  ao  redor  do  Sol.  Se,  por  outro  lado,  houvesse  um observador  microscópico  sobre  a  bola,  ele  veria  as  pessoas  e  Galileu  se movendo.

Assim, conclui-se que a velocidade é medida sempre com relação a um referencial.  A  velocidade  absoluta  de  um  corpo  é,  portanto,  a  soma  das velocidades relativas observadas e a velocidade do referencial, ou
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Figura 2.6 Exemplo de velocidades relativas.

 

■ ■ ■ EXEMPLO 2.6

Um automóvel viaja por uma estrada a 90 km/h, quando é ultrapassado por outro  automóvel.  Observa-se  que,  1  minuto  após  a  ultrapassagem,  o segundo automóvel encontra-se 50 m adiante. Qual é a sua velocidade?
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Figura  2.7   Exemplo  2.6:  dois  automóveis  durante  uma ultrapassagem.

Solução: Tomando-se o primeiro automóvel como referência, a velocidade relativa  entre  eles  é  de  50  m/min,  ou  3  km/h.  Assim,  a  velocidade  do segundo automóvel será 90 + 3 = 93 km/h.    ■

 

2.3    EQUAÇÃO DO MOVIMENTO UNIFORME

Depois dessas discussões, podemos agora apresentar o formalismo referente ao movimento retilíneo uniforme. Note-se que essa é a forma mais simples de movimento, na qual são desprezadas todas as forças externas.

Partindo-se da Equação (2.11), e considerando a velocidade constante, v(t) = v, e o instante inicial t0 = 0, obtemos:
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A  constante  de  integração C  corresponde  à  posição  na  qual  o  corpo  se encontrava  quando t  =  0,  podendo  ser  substituída  pelo  símbolo s0,  cujo significado é posição inicial:
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Essa equação é válida quando:

1)   O movimento é retilíneo.

2)   A velocidade é constante.

Observe  que  a  velocidade  instantânea  para  o  movimento  retilíneo uniforme pode ser calculada por
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como já era esperado.

■ ■ ■ EXEMPLO 2.7

O avião do Exemplo 2.3 sobrevoa Recife (a 2200 km do Rio de Janeiro), e voa por mais duas horas. A qual distância ele se encontrará da origem?

Solução:  Para  aplicarmos  a  Equação  (2.26)  devemos  identificar:  a velocidade, v  =  800  km/h,  a  posição  inicial,  2200  km,  e  o  intervalo  de tempo, t = 2h. Assim
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2.4    ACELERAÇÃO

Denomina-se  aceleração  a  variação  temporal  da  velocidade  (ou  taxa  de variação  da  velocidade).  Quando  a  velocidade  aumenta  a  aceleração  é positiva  e  quando  a  velocidade  diminui  a  aceleração  é  negativa. Contrariamente  ao  senso  comum,  que  liga  imediatamente  o  conceito  de aceleração  ao  acelerador  dos  automóveis,  o  freio  também  impõe  uma aceleração que diminui a velocidade, ou seja, uma aceleração menor do que zero.
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Figura  2.8  Para  um  corpo  com  aceleração  positiva,  a  velocidade aumenta com o passar do tempo. Exemplo: queda livre.

2.4.1 Aceleração instantânea

Formalmente, a aceleração média é dada por
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ou  seja,  a  aceleração  média  corresponde  à  razão  entre  a  diferença  de velocidade  observada  e  um  intervalo  de  tempo.  A  partir  dessa  definição, podemos  obter  a  unidade  da  aceleração,  que  corresponde  à  razão  entre  a unidade da velocidade e a unidade do tempo. No sistema SI:
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Apesar de intuitivamente correto, esse conceito pode ser aprimorado se for refinado para a aceleração instantânea:
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O que nos leva a
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e
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No caso de aceleração constante, chega-se a
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■ ■ ■ EXEMPLO 2.8

Uma bola é solta de uma grande altitude. Sabendo-se que a aceleração da gravidade  é  de  9,8  m/s2,  quanto  tempo  após  o  lançamento  sua  velocidade será 110 km/h?
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Figura  2.9  Uma  bola  em  queda  livre:  a  aceleração  é  a  própria aceleração da gravidade.

Solução:  Ao  ser  solta,  a  bola  tem  inicialmente  velocidade  nula.  A  bola sofrerá  a  ação  da  gravidade  em  direção  à  superfície  da  Terra,  em  outras palavras,  cairá,  isto  é,  terá  a  velocidade  aumentando  “para  baixo”.  Os

termos da Equação (2.33) são: a aceleração t0 = 0, v(t) = 110 km/h = 30,5 m/s, e a aceleração a = 9,8 m/s2. Como se trata da aceleração gravitacional utiliza-se  o  símbolo g  no  lugar  do  símbolo a.  Assim,  a  partir  da  Equação

(2.33), chega-se a
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Sabemos que a aceleração da gravidade atua para baixo. Isso se reflete no resultado final, cuja interpretação deve ser que a bola está indo na direção da superfície terrestre.    ■

 

2.5    EQUAÇÃO DO MOVIMENTO UNIFORMEMENTE

ACELERADO

Agora  passaremos  ao  formalismo  do  movimento  retilíneo  uniformemente acelerado. Por uniformemente acelerado compreende-se que a aceleração é constante. Essa categoria de movimento nos será muito útil quando formos estudar a aplicação de forças sobre o movimento dos corpos.

Partindo-se da Equação (2.32), e considerando a aceleração constante, a(t) = a, e o instante inicial t 0 = 0, obtemos:
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Agora, a constante de integração C corresponde à velocidade do corpo quando t  =  0,  podendo  ser  substituída  pelo  símbolo v0,  cujo  significado  é velocidade inicial:
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Essa equação é válida quando:

1)   O movimento é retilíneo.

2)   A aceleração é constante.

Usando esse resultado, podemos deduzir uma expressão para a posição

no caso de aceleração constante. Partindo da Equação (2.11):
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Substituindo a constante de integração pela posição inicial do corpo, s0:
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em que s0 é a posição inicial, v0 é a velocidade inicial e a é a aceleração. Essa equação é válida quando:

1)   O movimento é retilíneo.

2)   A aceleração é constante.

■ ■ ■ EXEMPLO 2.9

Uma  bola  é  jogada  para  cima  a  6  m/s.  Sabendo-se  que  a  aceleração  da gravidade  é  de  9,8  m/s2,  em  quanto  tempo  após  o  lançamento  a  bola  terá caído 10 m com relação a sua origem?

Solução: Ao ser jogada com uma dada velocidade para cima, a bola sofrerá a ação da gravidade no sentido contrário de seu movimento inicial. Assim, a bola irá diminuir de velocidade até que esta se anule, e em seguida passará a cair,  ou  seja,  ter  a  velocidade  aumentando  “para  baixo”.  Os  termos  da

Equação (2.38) são: a posição inicial s0 = 0, a posição final s(t) = −10 m, a velocidade inicial v0 = 6 m/s, e a aceleração g = −9,8 m/s2. Assim, temos:
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Que nos leva à equação do segundo grau
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cujas soluções são: t1 = −1,06 s e t2 = 0,46 s. Dessas escolhemos a solução positiva,  pois  estamos  interessados  apenas  nos  eventos  que  ocorreram depois do lançamento da bola.    ■

■ ■ ■ EXEMPLO 2.10

Um veículo de corrida do tipo dragster pode acelerar de 0 a 510 km/h em 5 segundos. Calcule a aceleração média e a distância percorrida durante esses 5 segundos.
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Figura 2.10 Veículo acelerando no Exemplo 2.10.

Solução: Convertendo a velocidade de km/h para m/s obtemos a velocidade final v = 141,67 m/s. A aceleração é dada por
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Considerando que na partida, s0 = 0, o carro está parado, v0 = 0, e a equação da posição nos dá
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2.5.1 A equação de Torricelli

Muitas  vezes  é  necessário  calcular  a  variação  de  velocidade  em  um movimento  uniformemente  acelerado  sem  que  se  tenha  conhecimento  do intervalo  de  tempo.  Esse  problema  foi  resolvido  pelo  matemático  italiano Evangelista Torricelli (1608-1647), que nos deixou uma elegante solução.

Partindo-se da equação da velocidade
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em que o termo v1  representa  a  velocidade  final  obtida.  Pode-se  elevar  os dois lados ao quadrado, obtendo-se
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Da equação da posição, pode-se obter a distância percorrida:
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em que o termo s representa a posição final, e (s − s ) equivale ao espaço 1 1 0 percorrido. Pode-se agora isolar t2:
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e substituí-lo na Equação (2.44):
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Expandindo os termos
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Comparando  com  a  Equação  (2.44),  finalmente,  obtemos  a  equação  de Torricelli:

[image: ]

 

■ ■ ■ EXEMPLO 2.11
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Um  paraquedista  lançou-se  de  um  avião.  Após  ter  caído  por  100  metros, qual é a sua velocidade?

Solução: Supondo que a velocidade de queda inicial fosse nula, v0  =  0,  e aplicando a equação de Torricelli tendo como aceleração a gravidade:
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e obtemos
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2.6    EXERCÍCIOS

1) Calcule a velocidade média, em m/s, de um corpo que percorreu 2500 m em 10 minutos.

2)  Qual  é  a  velocidade  média  de  uma  pessoa  que  caminha  5  km  em  uma hora?

3)  A  velocidade  média  de  um  ônibus  foi  de  95  km/h.  Sabendo-se  que  a viagem durou 2h30, qual foi a distância percorrida?

4)  Qual  é  o  comprimento  do  caminho  percorrido  por  um  veículo,  cuja velocidade média é 110 km/h, em 5 minutos?

5)  Um  balão  foi  levado  pelo  vento  por  uma  distância  de  50  km  em  40 minutos. Qual é a velocidade do vento?

6)  Durante  uma  viagem  de  1  hora,  um  automóvel  desenvolve  90  km/h durante  os  primeiros  15  minutos,  percorrendo  o  resto  da  distância  a  10 km/h. Qual foi a velocidade média durante essa viagem?

7)  Para  atingir  a  velocidade  de  decolagem,  um  avião  acelera  desde  o repouso até atingir 300 km/h. Sabendo-se que a aeronave corre na pista por 1  minuto,  obtenha  a  expressão  da  velocidade  em  função  do  tempo  nesse intervalo.

8)  Um  corpo  ao  deslocar-se  teve  sua  velocidade  variando  no  tempo

conforme  o  gráfico  apresentado  na Figura  2.11.  Determine  a  distância percorrida e sua velocidade média nesse intervalo de tempo.
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Figura 2.11 Gráfico de velocidades do Exercício 8.

9) A Tabela 2.1 apresenta a posição ao longo de uma linha reta de um corpo de prova durante uma experiência científica. Considerando que a aceleração foi constante em cada trecho, e que a velocidade inicial era nula, faça um esboço do gráfico de v(t) e calcule a velocidade média durante o intervalo da experiência.

Tabela 2.1

Trecho      Comprimento do trecho            Tempo utilizado no trecho

1          10 cm                            5 s

2          12 cm                            2 s

3          5 cm                             1 s

4          26 cm                            4 s

5          8 cm                             8 s

10) Uma locomotiva desloca-se a 100 km/h. O centro de suas rodas também desloca-se  a  essa  velocidade,  mas  o  ponto  de  contato  entre  as  rodas  e  os trilhos  encontra-se  parado,  pois  caso  contrário  as  rodas  estariam escorregando.  Qual  é  a  velocidade  do  ponto  das  rodas  diametralmente oposto ao contato roda-trilho?

11)  Dois  patinadores,  um  a  12  km/h  e  o  outro  a  8  km/h,  movem-se  em direções  opostas.  Quando  um  passar  pelo  outro,  qual  será  a  velocidade relativa entre eles? Dois segundos após o encontro, qual será a distância que os separará?

12)  Em  uma  competição  de  motonáutica,  dois  competidores  partem  no mesmo  instante  do  mesmo  local,  mas  depois  de  1  minuto  um  deles (competidor 1) está a 200 m do ponto de partida e o outro (competidor 2) está 5 m a sua frente. Qual é a velocidade média desenvolvida por cada um deles nesse primeiro minuto de corrida?

13)  Jason  Speed,  o  agente  secreto,  está  em  cima  um  trem  que  está  a  120 km/h.  Para  alcançar  Sprat  Vlad,  seu  opositor,  desarmar  a  bomba  e  salvar Vivian Deltavy, sua amada, ele corre sobre três vagões de 20 m cada um em 100 s, no sentido do movimento do trem. Enquanto isso, Black Schwartz, o arquivilão, observa toda a ação através da janela de um edifício próximo à via férrea. Com qual velocidade Schwartz vê Speed mover-se?

14)  O  triplano  Fokker  Dr  I  pilotado  pelo  Barão  Vermelho  durante  a Primeira  Guerra  Mundial  voava  a  185  km/h,  sendo  que  seu  armamento, duas  metralhadoras  MG  08,  disparava  projéteis  a  900  m/s.  Qual  é  a velocidade  das  balas?  Qual  é  a  fração  dessa  velocidade  devida  ao movimento do avião?

15)  Dois  corpos  partiram  juntos  do  mesmo  ponto,  mas  desenvolveram

velocidades  diferentes,  conforme  o  gráfico  apresentado  na Figura  2.12. Determine a distância percorrida e a velocidade média de cada corpo nesse intervalo de tempo.
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Figura 2.12 Gráfico de velocidades do Exercício 15.

16) Uma folha seca, ao cair de uma árvore, foi levada pelo vento por uma distância de 600 m em 30 minutos. Determine a expressão de s(t) para esse movimento (considere a aceleração constante e a velocidade inicial nula). 17) Apresente a expressão de s(t) para cada trecho da viagem do automóvel do Exercício 6, sabendo-se que ele parte de uma posição x = 0.

18) Sabendo-se que um corpo se desloca no espaço segundo s = 25 + 12t, determine:

a) sua posição inicial;

b) sua posição depois de 5 s;

c) sua posição depois de 15 s.

19)  Uma  composição  do  metrô  passou  por  dois  pontos  de  seu  trajeto distantes 1 km com um intervalo de tempo de 1,2 minuto. Sabendo-se que o primeiro  ponto  está  a  8  km  do  ponto  inicial,  apresente  a  expressão  do movimento dessa composição (suponha que a velocidade é constante).

20) Ao longo de uma viagem marítima, foram medidas as posições de um

navio,  cujos  resultados  são  apresentados  na Tabela  2.2.  Apresente  a expressão do movimento dessa nau.

Tabela 2.2

Horário                               Distância

1h00                                1230 km

2h00                                1260 km

3h00                                1290 km

4h00                                1320 km

21) Um corpo, inicialmente a 10 m/s, teve sua velocidade dobrada em 4 s. Qual é a sua aceleração?

22)  Depois  de  trocar  da  4a  para  a  5a  marcha,  um  motorista  acelera  de  80 km/h para 110 km/h em 6 s. Qual foi a aceleração imposta ao veículo?

23)  Um  ônibus  a  60  km/h,  cheio  de  passageiros,  freia  bruscamente, evitando  um  acidente.  Sabendo-se  que  levou  3  s  para  que  parasse completamente,  qual  foi  a  aceleração  que  os  passageiros  sentiram? Compare com a aceleração da gravidade: g = 9,8 m/s2.

24) Uma criança joga pedras nas águas cristalinas de um lago no vale. Ao alcançar  a  superfície  da  água,  as  pedras  estão  a  60  m/s,  e  sofrem  uma desaceleração de −5 m/s2 durante 0,1 s. Qual é a velocidade final das pedras antes de atingir o fundo do lago?

25) Sabendo-se que um carro esportivo vai de 0 a 100 km/h em 5 s, qual é a sua aceleração?

26)  Um  corpo  está  em  movimento  segundo s  =  5  +  12t  −  8t2  (unidades MKS). Qual é a sua aceleração?

27) Apresente uma expressão para o movimento das pedras do Exercício 24 durante sua desaceleração.

28)  Em  um  dia  sem  vento,  um  projétil  é  lançado  para  o  alto  a  35  m/s. Considerando a aceleração da gravidade 9,8 m/s2, depois de quanto tempo ele cairá de volta?

29)  Sabendo-se  que  o  comprimento  das  metralhadoras  do  Exercício  14  é 1175  mm,  estime  a  aceleração  imposta  às  balas  a  cada  disparo.  A  partir desse  valor,  estime  o  tempo  que  leva  para  cada  bala  percorrer  a metralhadora, desde o seu disparo.

30)  A  Lua,  o  satélite  natural  da  Terra,  apresenta  em  sua  superfície aceleração gravitacional equivalente a 0,165 g. Se um astronauta caísse da nave  espacial  em  voo  a  500  m  sobre  a  Lua,  qual  seria  a  sua  velocidade quando tocasse o solo?
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MOVIMENTO EM DUAS DIMENSÕES

 

3.1   INTRODUÇÃO

3.2   UMA VISÃO VETORIAL DO MOVIMENTO

3.3   O MOVIMENTO EM DUAS DIMENSÕES COM VELOCIDADE CONSTANTE

3.4   O MOVIMENTO EM DUAS DIMENSÕES UNIFORMEMENTE ACELERADO EM

UMA DIMENSÃO

3.5   MOVIMENTO UNIFORMEMENTE ACELERADO EM DUAS DIMENSÕES

3.6   EXERCÍCIOS

3.1    INTRODUÇÃO

Até  agora  foram  apresentados  os  detalhes  do  movimento  unidimensional: velocidade, aceleração, posições inicial e final. Também foi discutido como essas grandezas se relacionam e como é possível prever o movimento dos corpos  a  partir  de  apenas  algumas  dessas  informações.  Entretanto,  todas essas deduções foram aplicadas apenas em uma dimensão. Mesmo no caso do movimento de um carro em uma estrada sinuosa, o que, evidentemente, é  um  movimento  em  duas  dimensões,  as  curvas  eram  abstraídas,  restando apenas uma única dimensão para estudo e análise.

Neste  capítulo  serão  apresentadas  as  técnicas  para  a  aplicação simultânea da física no movimento em duas dimensões. Como veremos, a partir de uma visão vetorial do movimento, poderemos extrapolar o que foi

estudado  no Capítulo  2  para  duas  dimensões,  sendo  o  mesmo  válido também para três dimensões.

 

3.2    UMA VISÃO VETORIAL DO MOVIMENTO

Imaginemos um corpo em movimento em uma superfície plana — para que o  amável  leitor  possa  melhor  visualizar  esta  imagem,  imagine-se  em  uma propaganda  de  automóvel off-road,  em  que  o  ponto  de  vista  está  em  um helicóptero  ou  pequeno  avião,  e  o  automóvel  corre  pelo  deserto  em  linha

reta (veja a Figura 3.1).

Observa-se  que  o  corpo  em  movimento  não  segue  uma  trajetória paralela aos eixos de referência do observador. Na verdade, o corpo muda de posição com relação ao eixo das abscissas e também com relação ao eixo das coordenadas. Se o observador estivesse no solo, sobre um desses eixos, veria o corpo com uma dada velocidade, e se estivesse sobre o outro eixo pensaria que o corpo estaria com outra velocidade.

O que cada eixo vê é a posição e a velocidade do corpo projetadas na direção  escolhida,  ou  seja,  apenas  uma  componente  dessas  grandezas. Assim,  para  que  se  tenha  uma  visão  completa  que  descreva  o  movimento realizado,  faz-se  necessária  uma  modelagem  vetorial  do  movimento.  A posição que o corpo ocupa é dada pela composição dos vetores posição de cada  eixo.  A  velocidade  é  dada  pela  soma  vetorial  das  velocidades  com relação a cada eixo, e o mesmo é estabelecido para a aceleração. Cada uma dessas  grandezas  tem  agora  três  representações  que,  neste  livro,  serão

representadas  conforme  as  convenções  da Tabela 3.1.  A  representação  no

plano cartesiano é dada pela Figura 3.2.
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Figura 3.1 Um automóvel off-road, visto do alto, correndo em linha reta no deserto.

 

Observe que os vetores são representados em negrito ou com o símbolo especial  sobre  a  sua  representação.  As  componentes  são  identificadas  por um  índice  correspondente  ao  eixo  usado  como  referência.  Em  virtude  de trabalhar  em  duas  dimensões,  devem-se  introduzir  como  grandezas  os ângulos  entre  as  componentes.  Esses  ângulos  são  computados  no  sentido anti-horário,  sendo  suas  representações  convencionais  apresentadas  na

Tabela 3.2.

Tabela 3.1

Grandeza                                        Representação

Posição                                                      s ou 
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Posição no eixo x                                                 s x ou x

Posição no eixo y                                                s y ou y

Velocidade                                                 v ou 

[image: ]

Velocidade com relação ao eixo x                                vx

Velocidade com relação ao eixo y                               vy

Aceleração                                                  a ou 
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Aceleração com relação ao eixo x                                ax

Aceleração com relação ao eixo y                                ay

Observação: a representação “acentuada”, como em  , é muito útil quando se escreve manualmente, e a representação em negrito (bold em inglês), como em s, é mais utilizada em texto impresso. Note-se que as duas representações são equivalentes.
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Figura  3.2  Representação  das  grandezas  do  movimento  em  duas dimensões.

Tabela 3.2

Ângulo                          Representação

Entre sx e sy                                      ρ

Entre vx e vy                                   ω

Entre ax e ay                                  α

Sendo  vetores,  as  componentes  de  cada  grandeza  relacionam-se  entre  si conforme:
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Enunciaremos  agora  o Princípio  da  Independência,  que  estabelece que  os  movimentos  em  cada  dimensão  sejam  independentes  um  do  outro. Dessa forma, o movimento observado segundo um dos eixos se comportará como  se  fosse  unidimensional,  sem  influência  do  que  estiver acontecendo no outro eixo. Esse princípio, além de fundamental, é de extrema utilidade, pois nos permite utilizar as ferramentas que já conhecemos do movimento em uma dimensão para cada eixo. Ou seja, a equação do movimento fica:
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E a equação da velocidade:
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O Princípio da Independência é válido mesmo que exista de fato uma dependência  formal  entre  os  movimentos  em  cada  eixo.  Neste  caso, constrói-se  um  sistema  de  equações  em  que  cada  componente  do movimento  é  explicitada  independentemente,  com  o  acréscimo  das expressões que formalizam a interdependência.

 

3.3    O MOVIMENTO EM DUAS DIMENSÕES COM

VELOCIDADE CONSTANTE

De  posse  das  Equações  (3.1)  a  (3.5)  pode-se  passar  a  sua  aplicação  para casos teóricos e reais. Em cada situação, devem-se analisar as grandezas do movimento  (posição,  velocidade  e  aceleração)  em  suas  componentes distintas.

■ ■ ■ EXEMPLO 3.1

Um  corpo  parte  da  origem  de  um  sistema  de  referência  cartesiano  com velocidade  constante  composta  pelas  seguintes  componentes:  4  m/s  na direção x e 3 m/s na direção y. Qual será a distância percorrida depois de 12 segundos?

[image: ]

 

Figura 3.3 Representação do problema proposto no Exemplo 3.1.

Solução: Na direção x, a equação do espaço é
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E na direção y, a equação do espaço é
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Depois de 12 segundos, a posição do corpo será
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Segundo a Equação (3.1), a distância total percorrida é dada por:
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O mesmo resultado seria obtido se partíssemos da Equação (3.2):
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o que resultaria em
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Nesse exemplo, como a aceleração é nula, a resolução via componente ou  via  vetor  é  trivial  nos  dois  casos.  O  próximo  exemplo  também  é  bem simples de ser seguido.
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■ ■ ■ EXEMPLO 3.2

Outro  corpo  parte  da  origem  de  um  sistema  de  referência  cartesiano  com velocidade constante de 10 m/s com ângulo de 30° com relação ao eixo das abscissas.  Qual  será  a  distância  percorrida  depois  de  15  segundos?  Qual será a posição relativa ao eixo das ordenadas?

Solução: Neste caso já foi dado o módulo do vetor aceleração, e a equação do espaço fica
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Figura 3.4 Representação do problema proposto no Exemplo 3.2.

 

O primeiro resultado, a distância percorrida depois de 15 segundos, vale
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e o segundo resultado é dado por
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■ ■ ■ EXEMPLO 3.3

Qual  deve  ser  a  intensidade  e  o  ângulo  da  velocidade  de  um  corpo  que inicialmente  encontra-se  na  posição  (18  m,  25  m)  para  que  o  mesmo  seja deslocado para a posição (12 m, 10 m) em quatro segundos?
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Figura 3.5 Representação do problema proposto no Exemplo 3.3.

 

Solução: Partindo-se das equações do espaço com aceleração nula
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Pode-se agora isolar as velocidades:
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O que resulta nas componentes
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e finalmente:
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Ou  seja,  a  velocidade  deve  ser  de  4,04  m/s  com  um  ângulo  de  248°  (ou −112°) com relação ao eixo x. Neste caso, como o vetor velocidade aponta para  o  4o  quadrante,  temos  que  somar  180°  ao  resultado  do  arco tangente.    ■

■ ■ ■ EXEMPLO 3.4

Um corpo animado com uma velocidade de (20 m/s, −16 m/s) encontra-se na posição (150 m, 24 m). Determine qual será sua posição ao cruzar o eixo das abscissas e qual é o intervalo de tempo para que isso ocorra.
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Figura 3.6 Representação do problema proposto no Exemplo 3.4.

 

Solução:  Esse  problema  pode  ser  facilmente  resolvido  se  construirmos  a equação do espaço para o movimento vertical
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e isolarmos o tempo:
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Como resultado, obtém-se
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que  é  o  tempo  necessário  para  cruzar  o  eixo  das  abscissas.  Como  já conhecemos sua posição em y (sy = 0), basta calcular a posição em x, que é dada por
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Ou seja, o corpo estará na posição (180 m, 0 m) e o intervalo de tempo para lá chegar é de 1,5 s.    ■

 

 

3.3.1 Trajetórias

Aproveitando  a  simplicidade  do  tratamento  do  movimento  não  acelerado, introduziremos  o  conceito  de  trajetória  de  um  corpo  em  movimento.  Esse conceito  fica  especialmente  interessante  quando  introduzido  no  âmbito bidimensional, que é o caso no presente momento.

A  partir  da  equação  do  movimento  uniforme  em  duas  dimensões, expresso na notação (x(t),y(t))
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Pode-se inverter a primeira expressão, obtendo-se t(x),
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e substituí-lo na segunda expressão:
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Finalmente:
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Que  é  uma  equação  do  primeiro  grau,  com  coeficiente  angular vy/vx  e coeficiente linear y0 − x0 vy/vx. Assim, obtém-se uma expressão y = f(x), com x = x (t).

■ ■ ■ EXEMPLO 3.5

Determine  a  trajetória  do  objeto  do Exemplo  3.4,  e  através  desta  sua posição ao cruzar o eixo das abscissas.

Solução:  Sendo  o  movimento  uniforme,  podemos  usar  a  Equação  (3.27), obtendo
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cuja raiz é obtida quando x = 180 m.
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Figura 3.7 Trajetória do corpo do Exemplo 3.5 no plano cartesiano. ■

 

■ ■ ■ EXEMPLO 3.6

Dado um corpo que se movimenta com velocidade uniforme de 8 m/s com inclinação θ = 30° e que no instante inicial (t = 0) estava na posição (0 m, 5 m) obtenha a expressão de sua trajetória.

Solução: As expressões do movimento são dadas por
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ou seja,
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3.4    O MOVIMENTO EM DUAS DIMENSÕES

UNIFORMEMENTE ACELERADO EM UMA DIMENSÃO

Nesta categoria de movimento, a projeção do movimento em um dos eixos tem aceleração constante e no outro eixo a aceleração é nula. O leitor atento deve ter notado que o Princípio da Independência ainda está sendo aplicado. Assim, pode-se escrever para este caso
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Na  Equação  (3.31)  o  movimento  “observado”  pelo  eixo  das  abscissas  é uniforme, enquanto no eixo das ordenadas é acelerado com ay constante.

Essa  combinação  de  acelerações  (ax  =  0, ay  ≠  0)  é  especialmente interessante  para  estudos  do  movimento  de  corpos  sob  a  ação  da  força gravitacional, como veremos logo mais adiante.

Para  obter  a  trajetória  de  um  objeto  que  executa  esse  tipo  de movimento, basta seguir os passos dados no caso anterior. Primeiramente, escrevem-se as equações com a notação xy:
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A  velocidade  em y  está  simbolizada  como vy0  porque,  uma  vez  que  a aceleração ay não é nula, trata-se do valor inicial da velocidade (quando t = 0),  e  a  velocidade vy  deverá  apresentar  variações  ao  longo  do  tempo.  Por outro lado, vx é constante.

Isolando  o  tempo  da  equação  em x  e  substituindo  na  equação  em y, obtém-se
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ou, de uma forma mais clara,
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Que é uma equação quadrática em x − x . 0

■ ■ ■ EXEMPLO 3.7

Um corpo inicialmente com velocidade horizontal de 5 m/s, ao passar pela origem  do  sistema  de  coordenadas,  inicia  uma  subida  com  aceleração vertical de 2 m/s2. Onde ele estará depois de 5 s? E depois de 10 s?
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Figura 3.8 Representação do problema proposto no Exemplo 3.7.

 

Solução: As equações do movimento desse corpo, considerando como t = 0 o instante em que ele passa pela origem do sistema de coordenadas, é
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Depois de 5 s sua posição será (25 m, 125 m), e depois de 10 s sua posição será (50 m, 500 m).    ■

■ ■ ■ EXEMPLO 3.8

Um  veículo  desgovernado  com  velocidade  de  120  km/h  cai  em  um precipício,  cuja  profundidade  é  de  300  m.  A  qual  distância  o  incauto motorista será finalmente contido pelo fundo do vale, considerando a borda pela qual precipitou-se? Considere a aceleração da gravidade a = g = −9,8 y

m/s2 (veja a Tabela do Apêndice A).
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Figura 3.9 Representação do problema proposto no Exemplo 3.8.

 

Solução: O primeiro passo é formalizar as equações do movimento, com a velocidade vx convertida para m/s.
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Deve-se  agora  determinar  o  tempo  da  queda,  ou  seja,  o  valor  de t  para  o qual y = −300 m

[image: ]

 

(evidentemente, neste caso, deve-se desconsiderar a raiz negativa).

De  posse  desse  intervalo  de  tempo,  pode-se  calcular  a  distância  da borda na direção horizontal:
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O que corresponde a x = 260 m.    ■

3.4.1 O lançamento oblíquo

Situações semelhantes ao Exemplo 3.8, na qual a aceleração vertical é dada pela gravidade e o movimento horizontal é uniforme, são muito importantes e constantemente estudadas. Esta categoria se aplica sempre que um objeto é  lançado  no  ar,  como  projéteis  lançados  por  canhões,  exibições  de motociclistas  pulando  sobre  carros,  o  movimento  da  bola  em  jogos  de futebol etc. Em todos esses movimentos, o objeto em questão “desprende-se” da superfície da Terra por um impulso único, que não tem continuidade no  decorrer  da  trajetória  (como  no  caso  de  um  foguete  ou  um  avião).  O objeto  encontra-se,  a  partir  do  lançamento,  isolado  de  tudo  o  mais,  sendo sujeito apenas à aceleração gravitacional, cuja ação é obviamente na direção

vertical e apontando para baixo. Por esse motivo, na resolução do Exemplo

3.8 foi adotada a notação ay = g = −9,8 m/s2: o sinal negativo nos informa que a ação devida à aceleração é no sentido de fazer o objeto cair.
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Figura  3.10  Principais  componentes  e  grandezas  do  lançamento oblíquo a partir do solo.

 

Ao mesmo tempo, na direção horizontal, o corpo manterá a velocidade do último instante antes do lançamento. Evidentemente, para que isso seja verdade, devem-se desprezar os efeitos do atrito devido ao ar.

Os  principais  parâmetros  neste  tipo  de  movimento  são  a  velocidade total  imprimida  ao  corpo  e  o  ângulo  do  lançamento,  o  que  nos  remete  à

Equação (3.2). O Exemplo 3.9 resolve exatamente um caso desses.

Algumas  expressões  são  de  especial  interesse  no  caso  de  aplicações.

Considere a Figura 3.10. Convenciona-se que o movimento tem início em t =  0,  e  a  posição  do  objeto  lançado  neste  instante  vale x0  = y0  =  0.  A velocidade  inicial  é  representada  por v0,  com  ângulo ω.  Assim,  as componentes iniciais da velocidade valem
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Observe  que  a  velocidade vx  é  considerada  constante,  sendo  essa condição válida enquanto o objeto não cair de volta ao chão. As equações do movimento são dadas por
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em que a aceleração vertical já foi substituída pela aceleração gravitacional com o seu sinal também trocado. Com essas condições, a trajetória do corpo é dada por
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que é uma parábola com coeficientes
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As raízes dessa parábola encontram-se em
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Em que xA representa a distância horizontal máxima alcançada pelo objeto

(veja a Figura 3.10).

O ponto de máximo dessa parábola corresponde à máxima altura que o lançamento pode alcançar, sendo representado por H (de highness), e pode ser obtido por
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e o tempo para atingir o ponto de máximo é
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Por outro lado, o tempo para se atingir xA é o dobro deste, ou seja
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A Tabela 3.3 apresenta um resumo das fórmulas para o lançamento oblíquo.

Tabela 3.3

Grandeza                               Expressão

Componente da velocidade em x                  v x = v0 cos ω

Componente da velocidade em y                  vy0 = v0 sen ω

Equação temporal na direção x                     x = v x t
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Equação temporal na direção y
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Fórmula da trajetória parabólica
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Raízes da trajetória

 

Coordenada x do ponto de máximo
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Coordenada y do ponto de máximo
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Tempo para atingir o ponto de máximo
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Tempo para retornar ao solo
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■ ■ ■ EXEMPLO 3.9

Um  canhão  lança  um  projétil  com  velocidade  de  100  m/s  segundo  um ângulo  de  53°  com  o  solo.  Calcule  as  componentes  da  velocidade  no momento do lançamento, o tempo necessário para o projétil atingir o ponto mais  alto  da  trajetória,  a  altura  máxima  e  a  distância  máxima  atingida  na horizontal. Desde o instante do tiro, quanto tempo o projétil fica no ar?
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Figura 3.11 Representação do problema proposto no Exemplo 3.9.

Solução:  As  componentes  da  velocidade  no  momento  do  lançamento  são

dadas pela Equação (3.39):

[image: ]

 

O tempo necessário para o projétil atingir o ponto mais alto da trajetória é

dado pela Equação (3.45):
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A altura máxima da trajetória é dada pela Equação (3.44):
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A distância máxima atingida na horizontal é dada pela Equação (3.43):
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e o tempo que o projétil permanece no ar é dado pela Equação (3.46):
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■ ■ ■ EXEMPLO 3.10

Um  canhão  dispara  um  projétil  a  500  m/s,  e  o  disparo  ocorre  no  mesmo momento  em  que  um  avião  passa  sobre  a  posição  em  que  se  encontra  o canhão. Sabendo-se que o avião está a uma altitude de 1000 m e que sua velocidade de 200 m/s é constante e horizontal, determine qual é o ângulo de tiro para que o projétil atinja o avião, o tempo que o projétil levará para atingir o avião e a distância horizontal do impacto.
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Figura 3.12 Representação do problema proposto no Exemplo 3.10.

Solução: Primeiramente, vamos verificar quais são as condições para que o projétil consiga alcançar a altitude do avião. Para tanto usaremos a Equação

(3.44):
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ou seja, ω < 73,7°, o que é possível de ser realizado.
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O  avião  tem  velocidade  horizontal  constante,  o  que  afortunadamente coincide  com  o  comportamento  da  componente  horizontal  do  projétil disparado.  Se  este  avançar  na  horizontal  juntamente  com  o  avião,  os tripulantes da aeronave verão a sua aproximação, vindo do chão para cima. Assim,  vamos  considerar  que  a  componente  horizontal  da  velocidade  do projétil seja igual a do avião, ou
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Com  isso,  uma  das  componentes  da  velocidade  já  está  definida.  O ângulo para que essa condição ocorra é dado por
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A componente vertical da velocidade inicial do projétil pode ser obtida
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através da Equação (3.2):
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Como conhecemos a altitude a ser alcançada,
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e obtemos como resposta
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Como  interpretar  esse  resultado?  O  choque  entre  o  projétil  e  o  avião pode  acontecer  em  dois  instantes  diferentes?  Sim,  claro  que  sim.

Observando  a Figura  3.12,  vemos  que  a  trajetória  parabólica  do  projétil intercepta a trajetória retilínea do avião em dois pontos. Se o choque não se der  no  instante t1,  ele  pode  vir  a  ocorrer  no  instante t2,  desta  vez  com  o projétil  vindo  de  cima.  Teremos,  portanto,  duas  possíveis  distâncias horizontais para o impacto:

[image: ]

 

3.5 MOVIMENTO UNIFORMEMENTE ACELERADO EM

DUAS DIMENSÕES

Imagine  um  corpo  cujo  movimento  apresente  acelerações  constantes  em cada  um  dos  eixos,  conforme  descrito  pelas  Equações  (3.4)  e  (3.5).  O tratamento  formal  desse  movimento,  com  todos  os  seus  parâmetros  não nulos,  pode  chegar  a  um  elevado  grau  de  complexidade.  Tome-se,  por exemplo,  a  construção  de  sua  trajetória,  em  que  o  primeiro  passo  é  obter uma  expressão  para t(s )  que,  dada  a  sua  natureza  quadrática,  pode x

apresentar  certas  dificuldades.  Em  seguida,  deve-se  substituí-la  em s (t). y Como  o  caro  leitor  pode  prever,  trata-se  de  um  interessante  exercício  de manipulação algébrica. Como este breve curso tem como objetivo alcançar certa proficiência em mecânica, não pretendemos trilhar este caminho, uma vez  que  o  mesmo  nos  desviará  da  rota  preestabelecida  sem  que  maiores benefícios sejam adicionados.

O  que  se  aconselha  é  tentar  simplificar  o  problema,  considerando-o totalmente vetorial. Somam-se as componentes da aceleração, e estabelece-se  como  eixo  de  referência  a  reta  que  suporta  .  As  outras  grandezas, posição e velocidade, também devem ser tratadas vetorialmente.
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3.6    Exercícios

1)  Partindo  da  origem  de  um  sistema  de  referência  cartesiano,  um  objeto com velocidade constante composta pelas seguintes componentes: 7 m/s na direção x e 4 m/s na direção y. Qual será a distância percorrida depois de 9 segundos?

2)  Um  corpo  encontra-se  na  posição  (−25,  12).  Quais  devem  ser  as componentes da sua velocidade para que passe pela origem dos eixos em 20 s?

3) Um corpo ocupa a posição x = 12, y = −10. Deseja-se que o mesmo atinja a  posição x  =  4, y  =  2  em  10  s.  Determine:  a)  as  componentes  da velocidade; b) o módulo da velocidade; e c) o ângulo da velocidade. 4) Um corpo em movimento passa pelo ponto (1, 2) do sistema cartesiano de coordenadas com velocidade constante de 12,5 m/s com ângulo de 45° com relação ao eixo das abscissas. Qual será a distância percorrida depois de 10 segundos? Qual será a posição relativa ao eixo das ordenadas? 5) Um objeto movimentando-se com uma velocidade de (3 m/s, −8 m/s) é observado  na  posição  (70  m,  34  m).  Determine  qual  será  sua  posição  ao cruzar  o  eixo  das  abscissas  e  quanto  tempo  será  necessário  para  que  isso ocorra.

6)  Sabe-se  que  um  dado  objeto  voador  se  movimenta  com  velocidade uniforme de 800 m/s com inclinação θ = 60° e que no instante inicial (t = 0) estava na posição (10 km, 50 km). Obtenha a expressão de sua trajetória. 7) Utilizando um microscópio, um biólogo observa os movimentos de uma ameba. Nota que em um dado instante, o micróbio passou pela posição (2 μm, 1 μm) de um sistema cartesiano com uma velocidade aproximadamente constante de 2,5 μm/s com ângulo de 15° com relação ao eixo das abscissas. Determine uma expressão para a trajetória da ameba e qual será a distância percorrida depois de 8 segundos.

8)  Sabe-se  que  a  trajetória  de  um  objeto  em  movimento  em  um  dado sistema de referências é y = −25 + 8x, e que o módulo de sua velocidade é de 14 m/s. Apresente as expressões para as componentes de sua velocidade. 9)  Um  objeto  inicialmente  com  velocidade  horizontal  de  2  m/s,  ao  passar pela origem do sistema de coordenadas, passa a acelerar verticalmente a 5 m/s2. Determine sua posição segundo a segundo, nos próximos 5 segundos. 10) Sabe-se que um objeto está inicialmente parado no ponto (3 m, 18 m). Então, ele passa a se movimentar com uma aceleração dada por (4 m/s2, −1 m/s2). Determine sua posição depois de 2 segundos.
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Figura 3.13 Figura do Exercício 14.
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Figura 3.14 Figura do Exercício 15.

11)  Uma  caixa-d’água  foi  inadvertidamente  perfurada  a  15  m  do  solo. Sabendo-se que a água sai pelo orifício a 2 m/s, determine a qual distância da base do reservatório a água cairá.

12)  Um  motociclista  estava  viajando  por  uma  tortuosa  estrada  nos  Alpes suíços  quando  perde  o  controle  de  seu  veículo  a  80  km/h,  caindo  no precipício. Por felicidade, rapidamente se salva segurando-se em um galho de  árvore  na  beira  da  estrada,  mas  observa  sua  motocicleta  caindo  por  8 segundos,  antes  de  chocar-se  com  as  pedras  lá  embaixo.  Determine  a diferença  de  altitude  entre  a  moto  e  seu  dono  e  também  o  módulo  da  sua velocidade no momento do choque. Considere g = 9,8 m/s2. 13) Para tentar fugir do país ilegalmente, um contrabandista esconde-se no compartimento  dos  trens  de  pouso  de  um  avião.  Ao  chegar  ao  destino,  a aeronave  está  a  300  km/h  quando  abrem-se  os  trens  de  pouso  e  o clandestino escorrega e cai. Sabendo-se que o avião estava a 250 m do solo, calcule  o  tempo  da  queda  e  a  distância  percorrida  horizontalmente  pelo indesejado passageiro. Considere g = 9,8 m/s2. 14) Qual deve ser o ângulo de tiro de um canhão para que este atinja um alvo que está a 12 km? Sabe-se que a velocidade do projétil é de 550 m/s e a aceleração da gravidade vale g = 9,8 m/s2. 15)  Qual  deve  ser  o  ângulo  de  tiro  do  canhão  do  exercício  anterior  para atingir um alvo a 1,2 km, mas que se encontra 50 m mais elevado do que o canhão?

16) Um novo canhão experimental permite lançar projéteis a 200 m/s, com ângulos entre 27° e 65°. Determine o alcance máximo e mínimo dessa arma e  a  velocidade  final  com  que  os  projéteis  atingem  o  alvo.  Qual  é  a  altura máxima que um projétil consegue alcançar?

17)  Um  passageiro  em  um  ônibus  joga  a  tampa  de  uma  garrafa  de refrigerante pela janela. O coletivo está a 45 km/h. Sabendo-se que a altura da janela é de 1,8 m, determine a distância horizontal que a referida tampa percorrerá antes de atingir o solo.

18) Jason Speed, o agente secreto, está em cima de um trem a 120 km/h, lutando com seu opositor, o vilão Sprat Vlad. Usando um inesperado golpe de  caratê,  Jason  lança  Sprat  em  um  ângulo  de  15°  com  a  horizontal, fazendo-o  cair  no  teto  do  vagão  3  metros  à  sua  frente,  no  sentido  do movimento do trem. Qual foi a velocidade total do vilão no momento em que começou a voar? (Dica: calcule primeiro com um referencial no trem, e depois adicione a velocidade do trem).

19) Um carro está a uma velocidade constante de 100 km/h, quando passa por um morteiro capaz de disparar projéteis a 420 m/s com uma inclinação

de  60°  (veja  a Figura  3.15).  Quanto  tempo  depois  da  passagem  deve  ser dado o disparo para atingir o automóvel? Estime a distância do morteiro em que isso acontecerá.
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Figura 3.15 Figura do Exercício 19.

20) Determine quais são os ângulos de lançamento de dois projéteis, (ωA) e

(ωB), separados por uma distância dAB (veja a Figura 3.16), para que ambos atinjam  o  ponto  C,  distante d C  do  ponto  A,  disparados  de  canhões  cujos projéteis alcançam velocidade v0. Qual deve ser o intervalo de tempo entre os dois disparos para que os dois projéteis atinjam o alvo simultaneamente?
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Figura 3.16 Figura do Exercício 20.
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4.1    INTRODUÇÃO

Uma  classe  de  movimento  de  particular  importância  é  aquela  na  qual  um corpo descreve um círculo ou um arco de círculo. Este comportamento pode ser apreciado em várias aplicações naturais, tecnológicas ou artísticas, e sua formalização pode ser considerada um dos marcos do pensamento humano.

Do ponto de vista estatístico, um corpo que gira não sai do lugar, pois a posição média ao longo do tempo corresponde a um ponto estático: o centro do  círculo.  Entretanto,  o  movimento  de  rotação  existe  e  tem  suas consequências,  chegando  inclusive  a  ter  suas  grandezas  e  unidades específicas.

Neste  capítulo  serão  apresentadas  as  características  do  movimento circular  uniforme  e  acelerado.  Evidentemente,  estaremos  trabalhando  no espaço  em  duas  dimensões,  dado  ser  impossível  imaginar  rotação  ou movimento circular em apenas uma dimensão.

 

4.2    O MOVIMENTO CIRCULAR UNIFORME

Certamente, uma das aplicações mais notáveis das grandezas e propriedades vetoriais  em  física  são  as  definições  de  velocidade  e  aceleração  aplicadas aos movimentos circulares com rotação constante. Adotaremos, com certa obviedade, o centro da trajetória circular com sendo a origem dos eixos em nosso referencial, o que já define o vetor posição    como  tendo  sempre  o mesmo módulo, uma vez que o mesmo será equivalente ao raio do círculo.
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Considere a Figura 4.1,  na  qual  um  corpo  inicialmente  na  posição P1 deslocou-se para a posição P2. Para efeitos de simplicidade, imagine que se trata de um pequeno corpo amarrado a um barbante, cuja outra extremidade está fixa no ponto A. Assumindo que este movimento ocorreu durante um intervalo  de  tempo  Δt  muito  pequeno,  podemos  afirmar  que  a  velocidade instantânea é
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Figura 4.1 Uma pequena mudança de posição sobre uma trajetória circular com velocidade de rotação uniforme.

e o ângulo compreendido por esse movimento vale
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Entretanto,  sabemos  que  a  velocidade  deve  ser  perpendicular  ao  vetor  , pois a trajetória é um arco de círculo e todas as tangentes a um círculo são perpendiculares  ao  raio  correspondente.  Assim,  ao  mover-se  do  ponto P1 para  o  ponto P 2,  a  velocidade  sofreu  uma  alteração  de  direção,  conforme
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exposto na Figura 4.2.

Imagine  que  o  ângulo  Δθ  seja  composto  pela  soma  de  dois  ângulos menores definidos por sua bissetriz. Assim, podemos definir as velocidades em t e t + Δt:
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Figura 4.2  Alteração  da  direção  da  velocidade  posição  sobre  uma trajetória circular com velocidade de rotação uniforme.
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Figura 4.3 Cálculo da soma vetorial que resulta em  (t + Δt).
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em  que  representa  a  direção  radial  e    a  direção  tangencial.  Assim, representa a componente radial da velocidade, que em t levaria o corpo para longe  do  ponto A,  e  em t  +  Δt  aproximaria  o  corpo  do  ponto A,  e    é  a
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componente  transversal.  A Figura  4.3  apresenta  a  operação  vetorial  que resulta desta análise.

Assim, a variação da velocidade é dada por
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Este  resultado  tem  implicações  muito  interessantes.  Observe  que,  em  um movimento  circular  uniforme,  apenas  a  componente  radial  da  velocidade sofre  variação,  enquanto  a  componente  transversal  permanece  constante. Podemos agora considerar um intervalo de tempo infinitamente pequeno, o que corresponde a uma variação angular também infinitamente pequena:
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Substituindo a Equação (4.2), obtém-se:
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Esta aceleração, também conhecida com aceleração centrípeta, tem sua representação  vetorial  com  sentido  para  o  centro  do  círculo  (ou  arco  de círculo) e seu módulo vale
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em que v é o módulo da velocidade do objeto e r é a distância até o centro do círculo. Veremos nos capítulos a seguir, que a aceleração centrípeta está ligada  à  força  que  mantém  o  corpo  em  movimento  circular,  e  sua interpretação  nos  permitirá  chegar  a  interessantes  conclusões  sobre  os movimentos de partículas em campos magnéticos, da Lua e dos planetas do Sistema Solar.

■ ■ ■ EXEMPLO 4.1

Determine o módulo da aceleração centrípeta de um corpo que segue uma trajetória circular de 50 cm de raio a 2 m/s.

Solução: Podemos aplicar diretamente a Equação (4.7):
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Observe que a unidade da aceleração foi obtida pela aplicação da fórmula às unidades das grandezas utilizadas: (m/s)2/m.

■ ■ ■ EXEMPLO 4.2

Determine  o  módulo  da  aceleração  centrípeta  resultante  da  ação  da  força gravitacional da Terra sobre a Lua.

Solução: Usando os dados das tabelas do Apêndice A, extraímos os dados: período  orbital  =  27,32  dias,  semieixo  maior  =  0,00257  UA.  Como  a excentricidade  da  órbita  da  Lua  é  de  0,0549,  consideraremos  sua  órbita como circular. Utilizando essas informações, chegamos a um raio orbital de 0,00257 × (149,6 × 109) = 384.472.000 m e a velocidade é dada por
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Agora, podemos aplicar a Equação (4.7):
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Esse valor foi originalmente obtido por sir Isaac Newton quando estava preparando seus estudos sobre a gravitação.    ■

Ao  executar  um  movimento  circular,  os  corpos  ficam  sujeitos  à aceleração centrípeta, que os mantém sobre a trajetória circular. Entretanto, devido  à  sua  própria  inércia,  os  corpos  tendem  a  seguir  em  linha  reta, tangente  à  curva,  e  se  não  fosse  pela  aceleração  centrípeta  que  altera  o sentido  da  velocidade  isso  acabaria  por  acontecer.  Curiosamente,  o  que sentimos  ao  fazer  uma  curva  é  a  aceleração  centrífuga,  que  nos  empurra para  fora  da  curva.  A  aceleração  centrífuga  é  uma  grandeza  vetorial  de mesmo  módulo  e  direção  que  a  aceleração  centrípeta,  mas  de  sentido inverso.  Outro  aspecto  interessante  da  aceleração  centrífuga  é  que,  apesar de ser bem conhecida e comum (principalmente para usuários de veículos automotores),  não  é  real,  sendo  sua  ação  o  resultado  de  colocarmos  o referencial em nós mesmos, o objeto da curva. Ao situarmos o sistema de referências  no  centro  da  curva  —  que  é  o  local  mais  adequado  — observamos que não existe a aceleração centrífuga, mas apenas a aceleração centrípeta.

4.3    PASSAGEM PARA COORDENADAS POLARES

Lembremo-nos  agora  que,  durante  o  intervalo  de  tempo  Δt,  o  objeto  em movimento  deslocou-se  em  um  ângulo  Δθ  ao  longo  da  trajetória  (veja  a

Figura 4.1). Sendo este um movimento circular uniforme, podemos definir uma  velocidade  angular  (constante)  que  representa  a  taxa  de  variação angular da posição do corpo com relação ao centro do círculo:
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Figura  4.4  O  vetor  velocidade  angular    sua  posição  relativa  ao movimento circular.
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Esta  é  a  velocidade  angular  do  corpo,  que  é  dada  em  unidades  de  rad/s (radianos por segundo). A velocidade angular pode ser definida como um pseudovetor, pois descreve a situação instantânea da velocidade de rotação e  a  orientação  do  eixo  sobre  o  qual  a  rotação  ocorre.  A  direção  da

velocidade angular coincide com o eixo de rotação (Figura 4.4). O sentido

de rotação está relacionado com o vetor   pela regra da mão direita (Figura
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4.5).

A  partir  da  definição  da  Equação  (4.11),  podemos  formalizar  a definição vetorial da velocidade angular:
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em que   representa o vetor unitário na direção de rotação (direção axial). Os vetores  ,   e   formam uma base ortonormal que servirá de sistema de referência nos nossos estudos sobre a rotação. Os índices a, r e t designam
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as  componentes  axial,  radial  e  tangencial  respectivamente  (veja  a Figura

4.6).
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Figura 4.5 Regra da mão direita: aponta-se o polegar da mão direita no sentido do vetor velocidade angular  . O sentido de rotação será dado pela direção dos outros dedos.
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Figura 4.6 O movimento circular com as suas principais grandezas e a base de vetores unitários que serve de sistema de referência. À medida que o tempo avança os vetores unitários   e   variam suas direções.
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Considerando que o vetor posição é dado por   = r , e que durante um intervalo de tempo infinitesimal, a variação angular será dada por ω = dθ/dt, podemos afirmar que a variação da posição no tempo vale
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ou simplesmente
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Tomando  a  Equação  (4.13)  no  caso  especial  em  que r  =  1,  obtemos uma expressão para a variação de   no tempo:
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Por  outro  lado,  uma  variação  de θ  também  implica  uma  variação  da

direção  de  .  A  expressão  para  este  caso  é  semelhante  à  Equação  (4.15), com exceção do sinal:
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Apesar de r e ω apresentarem valores constantes, concluímos que tanto
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  como    variam  no  tempo.  Isso  implica,  portanto,  a  presença  de  uma
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aceleração  cujo  papel  é  afetar  as  direções  desses  dois  vetores,  sem modificar  suas  intensidades.  Podemos  buscar  uma  definição  dessa aceleração partindo da variação no tempo de   e lembrando da definição da aceleração centrípeta:
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Evidentemente,  o  vetor    tem  direção  e  sentido  semelhantes  a  :  o sentido  da  aceleração  coincide  com  o  eixo  de  rotação.  E  agora,  se  nos deixarmos  levar  por  uma  breve  criatividade  espontânea  e  removermos  a condição  de  uniformidade  do  movimento  circular,  poderemos  considerar também uma componente transversal da aceleração. Esta componente pode
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ser deduzida diretamente da Equação (4.14) que pode ser combinada com nosso último resultado:
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Resumindo, podemos agrupar as expressões para a aceleração em
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■ ■ ■ EXEMPLO 4.3

 

Determine a velocidade angular do objeto do exemplo 4.1.

Solução: Tomando a Equação (4.14):
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■ ■ ■ EXEMPLO 4.4

Determine a velocidade angular orbital da Lua.

Solução: Neste caso podemos aplicar diretamente a definição de velocidade angular para um período orbital completo:
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4.4    PROJEÇÕES DO MOVIMENTO CIRCULAR

Comparando  a  trajetória  de  um  objeto  circular  uniforme  com  um  círculo trigonométrico,  podemos  obter  as  projeções  da  posição  do  corpo  sobre  os

dois  eixos  cartesianos,  conforme  apresentado  na Figura 4.7.  Dessa  forma, podemos afirmar que
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Figura 4.7 Projeções da posição sobre os eixos cartesianos.
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Figura  4.8  Projeções  da  posição  em  uma  trajetória  circular  como funções trigonométricas.

Considerando a variação no tempo de  (t) chegaremos à conclusão que as  projeções rx  e ry  comportam-se  como  uma  cossenoide  e  uma  senoide,
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respectivamente. A Figura 4.8 apresenta como um observador posicionado sobre cada um dos eixos cartesianos veria este movimento.

■ ■ ■ EXEMPLO 4.5

Um corpo gira a 3 m do centro de coordenadas a 0,6 m/s. Considerando que no instante t = 0 o mesmo estava sobre o eixo das ordenadas, determine as projeções sobre os eixos cartesianos quando t = 1s.

Solução: A velocidade angular do corpo vale
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No instante t = 0 o corpo estava sobre o eixo das ordenadas, logo θ(t = 0) = 0. No instante t = 1, temos θ(t = 1) = 0,2 rad. Assim, as projeções da posição do corpo sobre os eixos valem
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4.5    ROTAÇÃO DE CORPOS RÍGIDOS

Eventualmente, em vez de um corpo representado por um único ponto, pode ser necessário considerar um corpo estendido no espaço. Então, a rotação de um objeto se dá ao mudar todos os pontos deste objeto em um ângulo, de acordo com um sistema de referência.

Uma rotação em duas dimensões é aplicada pelo reposicionamento de cada  ponto  original  do  objeto  ao  longo  de  círculos  imaginários  sobre  um plano  (por  exemplo,  o  plano  cartesiano).  Logo,  deve  ser  especificado  um ângulo  de  rotação θ,  que  determina  o  arco  que  um  dado  ponto  deve  ser deslocado  e  um  centro  de  rotação  (xr, yr),  que  coincide  com  o  centro  dos círculos de rotação. Este ponto também é conhecido como pivot de rotação.
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Figura  4.9  Rotação  de  um  corpo  rígido:  todos  os  pontos  sofrem rotação  do  mesmo  ângulo θ,  com  relação  a  um  sistema  de referência.

Por  questões  de  simplificação  da  explanação,  consideremos  o pivot sendo  a  origem  do  sistema  de  referência,  fazendo  (xr, yr)  =  (0,  0).  Assim, pode-se considerar que para cada ponto (x, y) do objeto na posição original, existe um ponto rotacionado (x′, y′), que se relaciona ao ponto original por
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Estas expressões podem ser reescritas em forma matricial como
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ou simplesmente em  que P  representa  o  vetor  da  posição  original  de  cada  ponto, P′ representa o vetor da posição depois de aplicada a rotação e R(θ) é a matriz de rotação de um ângulo θ.
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A  operação  inversa  é  dada  por P  = RT(θ)  × P′,  na  qual RT(θ)  é  a transposta de R:
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É fácil comprovar que a rotação inversa de um ângulo θ corresponde a uma rotação de um ângulo −θ, ou seja
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■ ■ ■ EXEMPLO 4.6

Um quadrado de lado l, como o da Figura 4.10, gira em torno do seu centro que coincide com a origem do sistema de eixos cartesianos. Sabendo-se que sua velocidade angular é ω = 1 rad/s, determine a posição de seus vértices (pontos a, b, c e d) em t = 0, t = 1 e t = 2 segundos.
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Figura 4.10 Figura do Exemplo 4.10.

Solução:  Devemos  aplicar  a  matriz  de  rotação  para  os  quatro  vértices  do

quadrado  para  cada  instante  no  tempo.  A Tabela  4.1  e  a Figura  4.11 apresentam os resultados deste exemplo.

Tabela 4.1

t = 0 s                  t = 1 s                      t = 2 s

θ(t) = ωt                 0                      ω                          2ω

a                l/2              –0,15058 l               –0,66272 l x

a                l                                             l y /2 0,69089 l 0,24657 

bx                  l/2                 0,690887 l                 0,24657 l

b               l y –/2             0,15058 l               0,66272 l

c                    –l/2                 0,15058 l                   0,66272 l x

c                     l y –/2                –0,69089 l                 –0,24658 l

d              –l/2            –0,69089 l              –0,24658 l x

d              l                      l                    l y /2 –0,15058 –0,66272 
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Figura  4.11  Resultados  das  rotações  do  quadrado  da Figura  4.10 em 1 rad e 2 rad. ■

4.5.1 Aplicação de coordenadas homogêneas

Coordenadas  homogêneas  são  uma  representação  especial  dos  pontos, vetores  e  matrizes  que  facilitam  a  generalização  das  operações  de  rotação entre estes tipos de objetos. Para o caso de rotações em duas dimensões (e também em três dimensões, como será exposto mais adiante) um ponto (x, y)  passa  a  ser  representado  por  (x,  y,  h),  com h  assumindo  o  valor  da unidade.  Ou  seja,  os  pontos  em  rotações  de  duas  dimensões  serão representados por (x, y, 1).

Ao  expressarmos  posições  em  coordenadas  homogêneas,  as  equações de rotação ficam reduzidas a multiplicações de matrizes. Para os casos de duas dimensões, as coordenadas são representadas por colunas (vetores) de três  elementos,  e  as  operações  de  transformação  são  matrizes  com  3  ×  3 elementos. Assim:
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Se  aplicarmos  duas  rotações  sucessivas  a  uma  posição  P,  a  posição final P′ é dada por:
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ou seja, a matriz de rotação correspondente a duas rotações consecutivas é dada pelo produto entre as matrizes de rotação dos ângulos independentes. Formalmente,
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Lembrando que
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chega-se a
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Logo, R(θ ) × R(θ ) = R(θ + θ ), o que confirma o que já havíamos 1 2 1 2 deduzido intuitivamente.

Em três dimensões, devemos definir três eixos distintos de rotação, que nos levam a três expressões em coordenadas homogêneas, e cada matriz de rotação  deve  manter  as  coordenadas  do  eixo  de  referência  inalteradas. Assim, temos para os eixos x, y e z, respectivamente:
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4.6    O MOMENTO DE INÉRCIA
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Introduzimos  neste  ponto  o  momento  de  inércia.  Dado  um  corpo  em rotação, este pode ser subdividido em um infinito número de subcorpos de tamanho infinitesimal. Cada um destes corpos contribuirá para o momento de inércia do corpo inicial, de tal maneira que
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em que I é o momento de inércia do corpo, dm é a massa diferencial de cada subcorpo e r é a distância dos subcorpos ao eixo de rotação. Se em vez de um  corpo  contínuo  tivermos  um  sistema  de  vários  corpos,  o  momento  de inércia será dado por

 

[image: ]

 

O momento de inércia tem unidades SI kg·m², e exprime a resistência de  um  objeto  diante  de  uma  alteração  no  seu  estado  de  rotação.  Pode  ser interpretado  como  a  inércia  de  um  corpo  em  rotação  com  respeito  ao  seu próprio movimento rotatório.

O  momento  de  inércia  é  uma  característica  de  cada  corpo,  estando ligado  principalmente  às  geometrias  e  distribuição  de  densidade.  Deve-se ter especial atenção com a direção de rotação que se está considerando, pois

as distâncias representadas nas Equações (4.38) e (4.39) referenciam-se aos

eixos de rotação. A Tabela 4.2 apresenta os momentos de inércia de vários corpos. Para calcular o momento de inércia de uma composição de corpos, pode-se  calcular  independentemente  cada  um  dos  momentos  de  inércia  e

em seguida aplicar a Equação (4.39).

Tabela 4.2
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4.7 EXERCÍCIOS

1) Dado um corpo que segue uma trajetória circular de 60 cm de raio a 1,5 m/s, determine o módulo de sua aceleração centrípeta. 2)  Um  objeto  em  movimento  faz  uma  curva  seguindo  um  arco  de  círculo com 1 m de diâmetro a 5 km/h. Determine a aceleração centrípeta ao longo desta curva.

3) Sabe-se que a aceleração centrípeta de um objeto em movimento circular é de 3,5 m/s2. Levando-se em conta que a velocidade é de 14 m/s, qual é o raio da trajetória?

4) Deseja-se traçar a trajetória executada por um objeto que viaja a 0,3 m/s. Para tanto foi instalado sobre o objeto um acelerômetro que determinou a aceleração centrípeta em 6 m/s2. Qual é o raio da curva seguida pelo objeto? 5)  Uma  pessoa  tem  suas  chaves  presas  a  uma  corrente  de  30  cm  de comprimento e, ao girar as chaves no ar, observa que as mesmas levam 1 s para  completar  um  círculo.  Determine  o  módulo  da  velocidade  e  a aceleração centrípeta das chaves.

6)  As  hélices  de  um  avião  têm  2,40  m  de  uma  ponta  a  outra.  Sabendo-se que o motor tem uma rotação de 450 rpm, determine a aceleração sentida na ponta de cada hélice.

7) Um gravador de CDROM pode alcançar 20.000 rpm. Faça um gráfico da aceleração centrípeta e da velocidade ao longo do raio de um CD inserido neste  aparelho  (para  saber  o  raio  mínimo  e  o  raio  máximo  você  precisará medir um CD. Atenção: o raio mínimo não é zero). 8)  Faça  uma  estimativa  da  aceleração  centrípeta  sentida  por  uma  pessoa sobre a linha do equador devido ao movimento de rotação da Terra. 9)  Os  passageiros  de  um  ônibus  da  linha  Calopila  Mirim  —  Vila  Azul sempre  são  jogados  de  um  lado  para  o  outro  durante  a  viagem.  Um estudante de física mediu a intensidade da aceleração sentida na curva do Bar  Mandacaru,  concluindo  que  esta  era  de  0,1 g.  Ao  mesmo  tempo,  um colega  dele  anotava  a  indicação  do  velocímetro  do  veículo,  obtendo  60 km/h. Qual é o raio estimado da curva feita pelo coletivo?

10)  Jason  Speed,  o  agente  secreto,  está  em  cima  um  trem  que  está  a  120 km/h, lutando com seu opositor, o vilão Sprat Vlad. Quando o trem estava no meio de uma curva, através de um potente golpe de jiu-jitsu, Jason lança Sprat para a frente, no sentido do movimento. Para surpresa de todos, em vez do vilão voltar a cair no teto do vagão, ele é misteriosamente desviado no ar, caindo no solo. Você consegue explicar o que aconteceu? 11) Determine a velocidade angular de um corpo que segue uma trajetória circular de 50 cm de raio a 2,5 m/s.

12) Qual é a velocidade angular de um objeto que faz uma curva seguindo um arco de círculo com 1,5 m de raio a 3 km/h. 13) Uma roda gigante tem 23 m de raio e as pessoas que nela se divertem estão  a  uma  velocidade  de  25  cm/s.  Calcule:  a  aceleração  centrípeta  e  a velocidade angular das pessoas na roda gigante. 14) Um carrinho em um autorama faz uma curva que tem 0,5 m de raio a 2 m/s. Qual é a sua velocidade angular nesta curva? 15) Um carro, cujos pneus têm 85 cm de diâmetro está a 100 km/h. Qual é a velocidade angular e a aceleração centrípeta na borda dos pneus? 16)  Em  um  parque  de  diversões,  um  carrossel  executa  uma  volta  por minuto.  Dois  meninos  estão  lado  a  lado  em  dois  cavalinhos  de  madeira, sendo  que  um  está  a  2  m  do  centro  e  o  outro  a  3  m  do  centro.  Calcule  a aceleração centrípeta e a velocidade angular de cada um deles. 17)  A  cidade  de  São  Paulo  fica  a  23,5º  de  latitude.  Estime  a  aceleração centrípeta dos paulistanos devido à rotação da Terra. 18)  Um  submarino  teve  que  fazer  uma  mudança  súbita  de  curso  quando estava navegando a 50 km/h. Os instrumentos indicaram que a intensidade da aceleração foi de 2 m/s2 e a manobra durou 20 s. Faça uma estimativa da velocidade angular e do ângulo da mudança de curso. 19) O Sistema Solar viaja a 217 km/s orbitando o centro de nossa galáxia, a Via  Láctea,  que  se  encontra  a  8,3  kpc  (kiloparsecs)  do  Sol.  Calcule  a velocidade angular e a aceleração centrípeta do Sistema Solar com relação ao centro da Galáxia.

20) O phenakistoscópio é um antigo dispositivo de animação que cria uma ilusão  de  movimento.  Este  aparelho  utiliza  a  persistência  da  visão,  uma propriedade do olho humano que estabelece que uma imagem fica retida na “memória” da retina por cerca de 1/25 de segundo. O phenakistoscópio tem um disco com imagens e ranhuras, e quando girado em frente a um espelho, tem-se  a  ilusão  de  ver  as  imagens  animadas  através  das  fendas  (veja  a

Figura 4.12). Dado um phenakistoscópio de 12 fendas e 25 cm de diâmetro, estime qual deve ser a velocidade angular para que o dispositivo funcione.
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Figura 4.12 Figura do Exercício 20: o phenakistoscópio.

21)  Determine  a  matriz  em  coordenadas  homogêneas  que  equivale  a  uma rotação de θ = 30º em duas dimensões. 22)  Determine  as  matrizes  em  coordenadas  homogêneas  tridimensionais que  equivalem  à  seguinte  sequência  de  rotações:  30º  em  torno  do  eixo x seguida de 130º em torno do eixo z. Apresente a matriz que corresponde às duas rotações simultâneas.

23)  Determine  as  matrizes  em  coordenadas  homogêneas  tridimensionais que  equivalem  à  seguinte  sequência  de  rotações:  30º  em  torno  do  eixo x seguida de 130º em torno do eixo z. Apresente a matriz que corresponde às duas rotações simultâneas.

24) Determine o momento de inércia de uma esfera de 20 cm e massa 1 kg que gira em torno de seu centro.

25) Determine o momento de inércia de uma bicicleta (para obter os valores das grandezas envolvidas, faça uma estimativa das dimensões dos pneus e rodas).
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O MOMENTO

 

5.1   INTRODUÇÃO

5.2   O MOMENTO LINEAR

5.3   CENTRO DE MASSA

5.4   O MOMENTO ANGULAR

5.5   FORÇAS

5.6   GRANDEZAS DERIVADAS DA FORÇA

5.7   EXERCÍCIOS

5.1    INTRODUÇÃO

Até este ponto, foram apresentados os principais formalismos para o estudo do movimento de corpos pontuais. Esta foi uma abordagem imaterial, uma vez  que  não  foram  consideradas  as  presenças  de  massas  ou  forças.  Neste capítulo, discutiremos a presença da massa dos corpos e os efeitos da ação de forças.

Sabemos pelas nossas experiências diárias que o comportamento de um corpo  em  movimento  não  depende  apenas  de  sua  velocidade.  Basta imaginarmos  um  corpo  pesado  e  um  corpo  leve,  ambos  com  a  mesma velocidade.  Intuitivamente,  imaginamos  que  o  corpo  pesado  deverá  ser “mais  difícil”  de  acelerar  (ou  frear)  do  que  o  corpo  leve.  Com  base  neste tipo  de  raciocínio,  apresentamos  uma  nova  grandeza,  o momento,  que associa a velocidade e a massa de um corpo em movimento. A dificuldade (ou não) de frear ou acelerar um corpo está ligada ao conceito de força.

O  momento  linear,  que  também  é  conhecido  por  “quantidade  de movimento linear” é definido como o produto entre a velocidade e a massa de um corpo. Apesar de a massa ser uma grandeza escalar, a característica vetorial  da  velocidade  deve  ser  considerada  neste  produto.  Assim,  o momento  é  uma  grandeza  vetorial,  com  direção  e  sentido  idênticos  à velocidade,  sendo  seu  módulo  igual  ao  produto  da  massa  do  corpo  pelo módulo da sua velocidade.

No contexto histórico, vários pensadores e filósofos que se dedicaram ao  estudo  do  movimento  dos  corpos  tentaram  explicar  e  definir  esta grandeza. Por exemplo, Aristóteles (384 a.C.) imaginava que a velocidade de  um  corpo  em  queda  livre  deveria  ser  proporcional  à  sua  massa.  Este errôneo  conceito  foi  derrubado  experimentalmente  pelo  italiano  Galileu Galilei  (1638),  que  concluiu  que  o  comportamento  dos  corpos  em  queda livre é independente de suas massas. A visão da mecânica clássica, que vale até  hoje,  foi  estabelecida  por  Isaac  Newton  (1687)  e  estabelece  que  o conceito de força, neste caso a força gravitacional que gera o peso do corpo, é  que  atua  fazendo  um  corpo  cair.  Estas  ideias  vêm  sendo  usadas  sem alterações  até  nossos  dias.  O  atento  leitor  deve  ainda  ter  em  mente  que  o termo “momento” apresenta interpretações especiais em física relativística, mecânica quântica, eletromagnetismo e fenômenos de transporte de fluidos e calor.

Evidentemente,  a  interpretação  da  força  e  do  momento  linear  está ligada  ao  referencial  adotado  para  o  sistema  em  estudo,  uma  vez  que  as grandezas envolvidas dependem de uma referência.

5.2    O MOMENTO LINEAR

O  momento  linear,  também  chamado  de  quantidade  de  movimento  ou simplesmente  momento,  é  definido  como  o  produto  da  velocidade  pela massa:
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Sendo   a notação usada para representar o momento linear. A notação p  (sem  o  símbolo  de  vetor)  representa  apenas  o  módulo  do  momento.  Da sua definição, as unidades do momento como kg · m/s no sistema MKS e g · cm/s no sistema CGS.
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■ ■ ■ EXEMPLO 5.1

Um  corpo  de  massa  igual  a  12  kg  se  move  durante  um  certo  tempo  a  20 m/s, e em seguida passa a mover-se a 26 m/s. Calcule o momento linear do corpo em cada instante e qual foi a variação de momento. Sabendo-se que a mudança de velocidade ocorreu em um intervalo de 20 s, calcule a taxa de variação do momento.

Solução: No início, o momento do corpo vale:
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Na fase seguinte, o momento do corpo vale:
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Logo, a variação do momento foi de:
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e, finalmente, a taxa de variação do momento vale:
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A taxa de variação temporal do momento é extremamente relevante na mecânica clássica, e será discutida em profundidade ainda neste capítulo.

■ ■ ■ EXEMPLO 5.2

Dois corpos de massas m A e mB, com mB = 2mA, são soltos a uma certa altura h  da  superfície  da  Terra.  Calcule  a  velocidade  com  que  cada  um  atinge  o solo e qual o momento de cada um neste instante.

Solução:  Este  exemplo  expõe  os  resultados  de  Galileu  sobre  a  queda  dos

corpos. A partir da equação de Torricelli (Equação (2.50)):
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Substituindo os termos pelos símbolos do exemplo, v0 = 0, a = −g, s1 = 0, s0 = h, temos
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ou, simplesmente,
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Os momentos de cada um dos corpos, no momento de contato com o solo serão:
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E, finalmente, podemos concluir que
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sendo  o  momento  uma  grandeza  vetorial,  não  podemos  esquecer  de  levar em conta suas componentes em cada direção, ou seja, em três dimensões
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ou ainda
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e
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■ ■ ■ EXEMPLO 5.3

Um corpo de massa m move-se em linha reta a uma velocidade constante v. Ao  fazer  uma  curva,  passa  para  uma  outra  linha,  perpendicular  ao  seu trajeto original, mas mantendo o módulo da velocidade. Sabendo-se que a curva  foi  feita  em  um  intervalo  de  tempo  Δt,  esboce  em  um  gráfico  sua trajetória indicando as componentes do momento em cada ponto.

Solução: Como os módulos da velocidade inicial e final são iguais, o que ocorreu  foi  uma  passagem  do  momento  de  uma  componente  para  outra. Esta passagem acontece durante a curva, onde o movimento é modificado.

A Figura  5.1  apresenta  o  esboço  da  trajetória  com  uma  estimativa  do comportamento do momento.
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Figura  5.1 Exemplo  5.3:  variação  das  componentes  do  momento com a mudança da direção do movimento. ■

5.2.1 A conservação do momento linear

Uma  das  mais  importantes  propriedades  do  momento  linear  é  que  este  se conserva  na  ausência  de  forças  externas.  Imaginemos  que  um  corpo  em movimento  se  divida  em  dois.  O  momento  original  será  dividido proporcionalmente  à  massa  de  cada  fração,  mas  a  soma  dos  momentos individuais  é  igual  ao  momento  inicial.  Outra  forma  de  exprimir  este conceito  é  que  “na  ausência  de  forças  externas,  o  momento  linear  é invariante no tempo”.

A  afirmação  acima  é  uma  Lei  Física,  que  tem  o  mesmo  peso  e importância que um teorema na matemática (se bem que existem teoremas em física, mas com outra conotação). Uma Lei Física baseia-se em dedução formal, experimentação e observações da natureza. Uma lei se mantém ao longo  da  história  se,  e  apenas  se,  nunca  for  observado  um  fato  que  a contradiga.  Existem  várias  leis  de  conservação,  sendo  as  mais  famosas  a conservação do momento linear, da massa, da energia e da carga elétrica.

As  leis  de  conservação  estão  ligadas  ao  conceito  superior  de “simetria”:  se,  sob  certas  transformações,  alguns  aspectos  de  um  sistema físico  não  são  alterados  em  um  sistema  de  referência,  este  conjunto  de aspectos recebe o nome de simetria. Em outras palavras, a simetria de um sistema  físico  corresponde  a  uma  característica  física  ou  matemática  do sistema que não se altera sob certas transformações do sistema.

■ ■ ■ EXEMPLO 5.4

Um corpo de massa m move-se em linha reta a uma velocidade constante v. Em um dado instante, este corpo se divide em dois, o primeiro permanece com  massa mA  = am,  em  que a  é  um  número  entre  0  e  1.  Calcule  os momentos finais dos corpos A e B.

Solução: Invocando a lei de conservação da massa, se o corpo A ficou com uma fração da massa inicial, o corpo B ficou com massa igual a mB = (1 − a)m, de tal forma que mA + mB = m.

O momento no instante inicial vale
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Depois da divisão, considerando-se a lei da conservação do momento linear, tem-se
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ou
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e, finalmente,
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5.2.2 O momento linear de sistema de partículas

 

Imaginemos um conjunto de corpos que estejam associados em um sistema físico  que  se  deseja  estudar.  Cada  um  dos  corpos  tem  uma  massa  e  uma velocidade, e o momento de cada um pode ser expresso por:
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em que o índice i é um número inteiro que identifica um dos componentes do sistema. O momento linear total do sistema é definido como a soma dos momentos individuais dos seus componentes, ou seja,
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em que n é o número total de corpos considerados no sistema.

Se considerarmos que possam existir forças internas ao sistema, cada um  dos  componentes  pode  apresentar  mudanças  no  seu  momento  linear. Entretanto, se não existirem forças externas atuando no sistema, o momento total se mantém invariável no tempo. Como veremos, esta é uma poderosa ferramenta de análise para sistemas compostos de múltiplos corpos.

A  Equação  (5.19)  nos  leva  a  imaginar  uma  massa  do  sistema, equivalente à soma das massas individuais, e uma “velocidade do sistema”:
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A velocidade   assim definida é a velocidade do centro de massa.1 A
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Equação (5.20) também é conhecida como primeira lei de Euler (1737), que estabelece  que  o  momento  linear  de  um  sistema  de  corpos  é  igual  ao produto da massa total do sistema pela velocidade do seu centro de massa.

■ ■ ■ EXEMPLO 5.5

Um corpo A de massa 1000 kg a uma velocidade de 20 m/s choca-se com um  corpo  B,  com  500  kg,  inicialmente  parado.  Como  consequência  do choque, os dois corpos se unem e seguem na mesma trajetória do corpo A. Qual é a velocidade do conjunto depois do choque?
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Figura 5.2 Exemplo 5.5: um corpo em movimento choca-se com um corpo em repouso; os dois corpos continuam em movimento após o choque.

Solução: Como não existem forças externas, o momento linear do sistema antes do choque é expresso por
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que vale
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Isolando      da Equação (5.20):
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(considerando apenas os módulos, é claro). Numericamente chegamos a
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■ ■ ■ EXEMPLO 5.6
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O disparo de canhão, além de impulsionar o projétil para a frente, também causa  um  recuo  da  arma.  Sabendo-se  que  a  massa  do  canhão  é  de  15.000 kg, a velocidade inicial do projétil é de 1480 m/s e que o mesmo tem 120 kg, calcule a velocidade do canhão depois do disparo.

[image: ]

Figura 5.3 Exemplo 5.6: o disparo de um canhão provoca um recuo, conhecido como “coice”.

Solução:  Considerando  que  no  início  o  conjunto  canhão  +  projétil  está parado, o momento linear do sistema vale
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Dado  que  o  projétil  ao  ser  disparado  adquire  certa  quantidade  de momento, este mesmo valor deve ser subtraído do canhão, de tal forma que a soma dos dois momentos resulte em zero. Assim,
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O momento transferido para o projétil vale
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Em  termos  de  módulos,  este  momento  é  o  mesmo  que  o  canhão adquire ao disparar. Isolando-se a velocidade do canhão, temos:
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o que, fazendo-se a contas, resulta em
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Percebe-se que é muito importante que um canhão seja pesado, pois se não  o  fosse,  a  cada  disparo  seria  impulsionado  na  direção  oposta...  Que  é exatamente como um foguete funciona!

5.3    CENTRO DE MASSA

Neste ponto, é interessante apresentar o conceito de centro de massa, pois o mesmo será muito referenciado neste livro.

O centro de massa de um sistema de partículas corresponde à posição (um  vetor)  definida  pela  média  de  suas  posições  balanceadas  por  suas massas. Formalmente:
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em que mi e   correspondem às massas e posições de cada um dos corpos.
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Este  conceito  pode  ser  estendido  para  corpos  com  uma  distribuição contínua de densidade de massa ao longo de suas estruturas. Neste caso, a somatória deve ser substituída por uma integral:
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com M  sendo  a  massa  total  do  corpo.  Em  certos  casos,  é  conveniente expressar o centro de massa em função da densidade. Partindo de
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em que ρ( ) representa a densidade em cada ponto do corpo e V o volume total do corpo, podemos afirmar que
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5.4    O MOMENTO ANGULAR
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Imaginemos um corpo em revolução, isto é, girando em torno de um eixo. Um bom exemplo imaginário é um corpo fazendo uma curva como um arco de círculo, com um dado raio. Sendo a sua velocidade v e sua massa m, seu momento linear é p = mv. O momento angular deste corpo é definido como
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em que   é o vetor posição do corpo no referencial adotado,   é o momento linear do corpo, e   é o momento angular. As unidades do momento angular são kg · m2/s no sistema MKS e g · cm2/s no sistema CGS. A operação “×” representa um produto vetorial, e seu resultado é um vetor perpendicular ao
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plano definido por   e   (veja a Figura 5.4).
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Figura 5.4 Grandezas envolvidas na definição do momento angular.
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Usando as regras do produto vetorial, temos
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ou ainda
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Observe que, se   e   pertencerem ao plano xy,   será paralelo ao eixo z. Para demonstrar essa conclusão, considere   e   tais que
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Aplicando a Equação (5.36), obtemos
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O módulo de   pode ser obtido por
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em que θ é o ângulo formado por   e  .
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■ ■ ■ EXEMPLO 5.7
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Um  corpo  de  massa  igual  a  6  kg  faz  uma  curva  no  sentido  anti-horário segundo  um  arco  de  círculo  de  0,6  m  de  raio  a  15  m/s.  Calcule  o  seu momento angular.
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Solução:  Sendo  a  curva  um  arco  de  círculo,  o  vetor  momento  linear  é

perpendicular ao vetor posição (veja a Figura 5.5). Assim, considerando um referencial no qual o corpo se encontra momentaneamente sobre o eixo x:
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e o momento angular fica
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Expandindo o momento linear:
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e assim podemos calcular o momento angular:
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O vetor   é perpendicular ao plano definido por   e   está “saindo” da
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Figura 5.5. ■
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Figura 5.5 Esquematização do Exemplo 5.7.

5.4.1 A conservação do momento angular

Da  mesma  forma  que  no  caso  do  momento  linear,  o  momento  angular também  se  conserva  para  um  sistema  sem  influências  externas.  No  lugar das  forças,  as  ações  que  impulsionam  um  corpo  para  que  este  entre  em rotação são chamadas de torques. Assim, a lei de conservação do momento angular  é  expressa  formalmente:  “na  ausência  de  torques  externos,  o momento angular é invariante no tempo”.

■ ■ ■ EXEMPLO 5.8

Um  corpo  de  massa m  está  em  rotação  a  um  raio r0  de  um  ponto  de referência, com velocidade angular constante ω0. Em um dado instante, sem influências externas, este corpo se posiciona em rA = 0,5 r. Determine a sua nova velocidade angular.

Solução:  Invocando  a  lei  de  conservação  do  momento  angular,  teremos inicialmente
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A velocidade tangencial vale v = ωr, portanto,
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em que o índice 0 indica os valores iniciais. Após seu reposicionamento, o momento angular vale
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Uma  vez  que  não  há  influências  externas,  o  momento  angular  se conserva, logo

[image: ]

 

e, finalmente,
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5.4.2 O momento angular de um sistema de partículas

Quando  consideramos  um  sistema  composto  por  várias  partículas,  o momento angular total corresponde à soma de todos os momentos angulares das  partículas  que  o  constituem.  Evidentemente,  cada  um  dos  momentos angulares  de  cada  partícula  deve  ser  calculado  tendo  como  referência  o mesmo eixo de rotação. Formalmente, temos
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5.5    FORÇAS

 

A ideia de “força” é fundamental na física clássica. São as forças aplicadas a  um  objeto  sólido  que  permitem  que  sejam  alteradas  características  do movimento,  seja  este  linear  ou  circular.  Sempre  que  observamos  uma mudança  de  velocidade,  de  intensidade  ou  de  direção,  de  um  corpo  em movimento, existe uma força associada a esse fenômeno.

O  conceito  de  força  intrigou  a  humanidade  desde  os  primórdios  da história. Vários filósofos da Antiguidade já usavam a noção de “impulso” ou  “anima”  no  estudo  de  objetos  fixos  e  móveis  e  na  concepção  de máquinas  simples.  Entretanto,  estes  esforços  não  resultaram  em fundamentos científicos devido a falhas de interpretação, como no caso das forças de atrito e da gravitação, e falta de ferramentas matemáticas, como a álgebra e vetores. O esclarecimento sobre a natureza das forças surgiu com os  trabalhos  de  Sir  Isaac  Newton,  que  propôs  leis  do  movimento  cuja formulação,  apesar  de  extremamente  simples,  mantiveram-se  inalteradas por três séculos. Somente no início do século 20, Albert Einstein propôs a teoria da relatividade, capaz de prever corretamente a ação de forças sobre objetos  com  velocidades  e  massas  extremas,  o  que  também  veio  a  afetar nosso conhecimento sobre gravidade e inércia.

5.5.1 As Leis de Newton

As três leis do movimento de Newton formam a base da mecânica clássica. Estes  enunciados  descrevem  o  relacionamento  entre  o  movimento  de  um corpo  e  entre  as  forças  que  atuam  sobre  o  mesmo.  Estas  leis  vieram  a público  na  obra Philosophiae  Naturalis  Principia  Mathematica, publicada por Newton  em  1687,  na  qual,  além  de  sua  dedução,  foi  apresentado  um grande número de aplicações e casos de estudo.

Deve-se enfatizar, contudo, que as leis de Newton são aplicáveis a uma idealização  (ou  uma  modelização)  dos  corpos  na  qual  estes  são considerados  como  partículas  imateriais,  sem  extensão.  As  únicas propriedades intrínsecas são a posição e massa. Nesta representação, para a análise  do  movimento  orbital  de  um  planeta  em  torno  de  uma  estrela, ambos, planeta e estrela, podem ser vistos como partículas posicionadas no centro de cada um deles.

Segue o enunciado das leis de Newton:

PRIMEIRA LEI DE NEWTON: LEI DA INÉRCIA

“Todo  corpo  permanece  em  seu  estado  de  repouso  ou  de  movimento uniforme em linha reta, enquanto não houver a aplicação de uma força.”

SEGUNDA LEI DE NEWTON: LEI DA FORÇA

“A alteração de movimento é sempre proporcional à força aplicada, e é feita na direção da aplicação desta força.”

TERCEIRA LEI DE NEWTON: LEI DA AÇÃO E REAÇÃO

“Para cada ação há sempre uma reação igual e oposta: as forças entre dois corpos são sempre iguais e se dirigem em direções opostas.”

A segunda lei é de especial importância, pois ela descreve a variação

temporal  do  momento  em  função  de  uma  força  (Exemplo  5.1). Formalmente, a segunda lei é expressa como em que   é a força,   é o momento e t é o tempo. Assim, interpretamos que a ação de uma força implica a variação do momento no tempo, e deve-se levar em conta a característica vetorial das grandezas envolvidas.
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Em homenagem ao grande pai da física, a unidade desta grandeza é o “Newton”,  cujo  símbolo  é  N.  A  expressão  da  segunda  lei  de  Newton também  nos  permite  determinar  a  natureza  desta  unidade:  1  N  =  1  (kg m/s)/s = 1 kg m/s2.
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No  caso  especial  em  que  a  massa  do  corpo  se  mantém  constante  no tempo, teremos
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que é a forma como a segunda lei de Newton é mais conhecida.

■ ■ ■ EXEMPLO 5.9

Um  corpo  com  massa  1  g  inicialmente  em  repouso  recebe  a  ação  de  uma força constante de 5 N por 0,1 s. Descreva o movimento final do corpo.

Solução: Sob a ação de uma força constante, um corpo de massa também constante será acelerado conforme expresso pela segunda lei:
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em que   é o vetor unitário na direção do vetor da força. Esta aceleração é aplicada durante 0,1 s a partir do repouso, logo
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Após a força ter sido aplicada, podemos usar a primeira lei de Newton, e concluiremos que o corpo permanecerá em movimento retilíneo uniforme a  500  m/s,  com  direção  e  sentido  semelhantes  à  força  que  foi  aplicada. Evidentemente,  não  seria  necessário  usar  a  notação  vetorial,  mas  mesmo assim  esta  foi  usada  para  que  ficasse  bem  claro  esta  característica  das grandezas. ■
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■ ■ ■ EXEMPLO 5.10

O corpo do exemplo anterior recebe a ação da mesma força por mais 0,01 s. Descreva o movimento resultante.

Solução: Sabemos que a aceleração devido a esta nova ação será
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Com a aplicação da força por mais 0,01 s teremos
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Como  resultado,  observaremos  que  o  corpo  passará  a  viajar  a  550 m/s.    ■

 

5.5.2 Equilíbrio

Analisando a Equação (5.49), concluímos que uma situação na qual a força atuando sobre um corpo é nula corresponde à ausência de movimento ou a um movimento retilíneo uniforme (a velocidade é constante). Este caso está previsto  na  primeira  lei  de  Newton,  e  é  uma  situação  muito  desejável  em certos casos práticos, como um edifício, por exemplo.

Ao aplicarmos as leis de Newton a uma construção, devemos ser bem

criteriosos. Tomemos como exemplo o prédio representado na Figura 5.6.

Sabemos que o prédio exerce uma força sobre o solo correspondente à ação de seu peso, que, de acordo com a segunda lei de Newton, vale
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em que   é a força peso do prédio e é a aceleração da gravidade, cujo vetor aponta para o centro da Terra. Entretanto, observamos que o prédio não se move — logo a sua velocidade é constante (v = 0). Isso, à luz da primeira lei de Newton, implica a ausência de forças, o que aparentemente contradiz a conclusão anterior. Para solucionar a questão devemos aplicar a terceira lei de Newton, que nos informa que, se o prédio exerce uma força sobre o solo,  o  solo  também  exerce  uma  força  sobre  o  prédio,  de  mesma intensidade,  mas  de  direção  contrária.  Estas  duas  forças  se  anulam, satisfazendo todas as condições observadas.
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A partir deste raciocínio, chegamos à conclusão que a verdadeira forma da  segunda  lei  de  Newton  deve  levar  em  conta  o  resultado  de  todas  as forças que atuam sobre um corpo, ou seja
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Figura 5.6 Um prédio e as forças que atuam sobre ele.

e,  finalmente,  concluímos  que  a  aceleração  que  impelirá  um  corpo  é proporcional  à  soma  resultante  dos  vetores  força  que  atuam  sobre  este corpo. Quando ΣF = 0, temos o que é chamado de equilíbrio estático, e o corpo está sob a égide da primeira lei de Newton.

A  força  de  reação  do  solo  sobre  o  edifício  recebe  o  nome  de  “força normal”, por estar alinhada com o vetor perpendicular à superfície.

■ ■ ■ EXEMPLO 5.11

Um corpo está preso no centro de um aro metálico, seguro por três molas,

conforme o diagrama da Figura 5.7, onde as forças exercidas pelas molas A e B são 15 N e 20 N. Sabendo-se que o corpo está em equilíbrio estático e que  as  molas  A  e  B  são  perpendiculares,  determine  a  força  exercida  pela mola C.

Solução: Se o corpo está em equilíbrio estático, então a Equação (5.57) sob o ponto de vista da primeira lei de Newton é igual a zero:
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Figura 5.7 Arranjo de molas do Exemplo 5.11.

Podemos  fazer  um  diagrama  simplificado,  apenas  com  as  forças

envolvidas no problema, conforme mostrado na Figura 5.8. Interpretando a soma vetorial apresentada, podemos afirmar que
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Sendo os vetores coplanares e com A perpendicular a B, podemos usar o Teorema de Pitágoras. A relação entre os módulos das forças será
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e finalmente
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Figura 5.8 Diagrama de forças do Exemplo 5.11.
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O diagrama à esquerda da Figura 5.8 recebe o nome de “diagrama de forças” ou “diagrama de corpo livre”, e é uma ferramenta muito útil para a análise  de  situações  envolvendo  várias  forças.  Quando  mais  de  um  corpo está envolvido no problema, deve-se fazer um diagrama para cada corpo, e reconstituir a segunda lei em cada caso.    ■

5.5.3 Forças fundamentais

Ao observarmos as interações entre os corpos na natureza,2 notamos que as várias forças podem ser categorizadas em três classes distintas, em função de  sua  origem  mais  profunda.  Daí  esta  classificação  em  forças fundamentais, das quais todas as outras podem ser derivadas.

Não  faz  parte  do  escopo  desta  obra  tentar  esclarecer  a  origem  das forças  fundamentais,  mas  apenas  descrevê-las  de  forma  que  possamos utilizá-las  em  aplicações  de  mecânica  clássica.  Atualmente,  o  estudo  das forças  fundamentais  é  desenvolvido  por  pesquisadores  que  trabalham  no limiar extremo da física, envolvendo a estrutura básica da matéria, energia e até  mesmo  o  início  do  universo  que  conhecemos.  Caso  o  leitor  tenha interesse  pelo  assunto,  mais  uma  vez  o  encorajamos  a  alcançar  a proficiência  nos  assuntos  da  mecânica  clássica,  pois  esta  é  a  primeira ferramenta a ser exigida naqueles estudos.

As forças fundamentais, conhecidas até a data atual, são:

1. Forças gravitacionais

2. Forças eletromagnéticas

3. Forças nucleares

Cada  uma  destas  forças  tem  um  raio  de  ação,  sendo  que  as  forças gravitacionais atuam a distâncias imensas. Basta lembrar que a gravitação mantém unidos os planetas do Sistema Solar, as estrelas da Galáxia, e até mesmo  os  aglomerados  de  galáxias.  Veremos  mais  detalhadamente

aplicações gravitacionais nos Capítulos 7 e 8 deste livro.

As  forças  eletromagnéticas  são  muito  mais  intensas  que  as  forças gravitacionais (cerca de 1036 vezes), mas atuam em distâncias bem menores. Isso  deve  ao  fato  das  cargas  elétricas  se  anularem,  pois  existem  com  dois sinais  (a  “carga”  gravitacional  é  a  massa,  e  conhecemos  apenas  massas positivas). Contudo, a força eletromagnética é de grande importância para a nossa existência, uma vez que é a repulsão entre os elétrons presentes nos átomos que cria superfícies sólidas nos objetos. As forças de contato entre os  corpos  são,  em  essência,  forças  eletromagnéticas  em  escala  atômica. Macroscopicamente,  observamos  apenas  o  efeito  global  destas  interações, que caracterizamos como os estados da matéria e suas decorrências.

As  forças  nucleares,  denominadas  “força  nuclear  forte”  e  “força nuclear  fraca”,  atuam  apenas  dentro  dos  limites  dos  núcleos  dos  átomos, sendo responsáveis por manter o núcleo unido e pelo decaimento radiativo, respectivamente. A força forte é cerca de 10 vezes mais intensa que a força eletromagnética e tem um raio de atuação da ordem de 10−15 m.

As  nossas  experiências  diárias  nos  confrontam  com  as  forças gravitacionais, que todos conhecemos muito bem, e com manifestações em larga escala das forças eletromagnéticas. O mundo tecnológico que surgiu a partir  do  início  do  século  20  nos  permite  usufruir  de  aplicações  que  se utilizam  das  forças  nucleares,  como  raios  X,  energia  nuclear,  laser, tratamentos medicinais com base em radioatividade etc.

 

5.5.4 Forças de contato

Foi  dito  anteriormente  que  as  forças  observadas  na  mecânica  clássica  são ações macroscópicas devido a forças gravitacionais e eletromagnéticas.
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Figura 5.9 Força de repulsão entre dois átomos neutros em função da distância.

Para  exemplificar  o  interessante  caso  das  superfícies  sólidas, apresentamos  a  seguir  alguns  resultados  do  físico  holandês  J.  van  der

Waals.3  Tomemos  dois  átomos  iguais  e  neutros.  A  medida  da  força  em função da separação entre os átomos nos revela que a certa distância haverá uma  atração  entre  estes  átomos,  mas  a  partir  de  um  determinado  ponto

teremos  uma  intensa  repulsão.  O  gráfico  da Figura  5.9  mostra  a  relação entre força repulsiva e distância entre os centros dos átomos. Para distâncias muito  grandes,  a  força  aproxima-se  assintoticamente  de  zero,  vindo  de valores  negativos.  Diminuindo-se  a  distância,  chega-se  a  uma  região  em que a força é atrativa (repulsão negativa), até alcançar a posição r0. Este é o ponto de equilíbrio: para distâncias maiores haverá atração, para distâncias menores haverá repulsão.

Podemos então ter um vislumbre de como um sólido se mantém coeso. Os átomos constituintes estão ligados por forças de atração e repulsão cujo equilíbrio  estabelece  uma  distância  mínima.  Para  quebrar  um  sólido  é necessário separar os átomos a ponto de ultrapassar o ponto de mínimo da

função força apresentada na Figura 5.9. A posição de equilíbrio r0 também estabelece  a  densidade  do  sólido  uma  vez  que  este  valor  está  ligado  à quantidade  máxima  de  átomos  que  podem  ser  aglutinados  por  unidade  de volume, associada à massa atômica de cada elemento.

Entretanto,  para  situações  convencionais,  torna-se  impossível  estimar todas as forças de van de Waals presentes entre duas superfícies. Um lápis apoiado sobre uma mesa tem aproximadamente 1040 átomos em contato. É muito mais eficiente tratarmos apenas a força peso do lápis como um todo, e a força normal da mesa sobre o lápis. A força normal, prevista na terceira lei de Newton, é mensurável e já traz as propriedades de todas as interações atômicas.  Evidentemente,  a  força  normal  não  é  nada  mais  do  que  um modelo  artificial  que  nos  permite  fazer  previsões  e  cálculos.  Na  verdade, todas as forças de contato, mesmo aquelas que envolvem gases e líquidos, são  visões  artificiais  úteis  (muito  úteis!)  para  resolver  os  problemas  de física clássica.
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Figura 5.10 Forças envolvidas quando se puxa um corpo sobre uma superfície sólida.

As forças de contato mais comumente encontradas são a força normal e o  atrito,  sobre  qual  passaremos  a  discutir.  Para  facilitar  nosso  raciocínio, imaginemos  um  corpo  sólido  sobre  uma  superfície  sólida,  conforme

apresentado  na Figura 5.10.  O  corpo  exerce  sobre  a  superfície  uma  força peso P que aponta para baixo. A superfície reage ao peso com uma força normal N,  apontada  para  cima,  equilibrando  as  forças  verticalmente.  A força F (exercida externamente) tenta puxar (ou empurrar) o corpo para a direita. Sabemos intuitivamente que, se F não for suficientemente grande, o corpo  não  se  moverá  imediatamente.  Ora,  se F,  apesar  de  pequena,  está sendo aplicada e o corpo não se move, deve existir outra força, de módulo idêntico  a F  e  sentido  contrário,  que  a  contrapõe.  Esta  força  é  o  atrito estático, designado por A.




[image: ]

Figura 5.11 Atrito em função da força aplicada para puxar um corpo sobre uma superfície sólida.

À medida que o módulo de F aumentar, chegará um momento no qual o  corpo  se  moverá.  Podemos  calcular  a  aceleração  experimentada  pelo corpo, e comparando-a com a segunda lei de Newton, novamente veremos que  outra  força  está  atuando  no  sentido  oposto  a F:  trata-se  do  atrito

dinâmico.  A Figura  5.11  apresenta  uma  interpretação  genérica  do comportamento do atrito em função da força aplicada.

Na primeira parte do gráfico, onde a força aplicada varia entre 0 < F < 

,  o  valor  de A  é  igual  a F  para  qualquer  valor  de F.    é  dada  pela
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expressão empírica
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em que N é a força (de reação) normal aplicada pelo solo sobre o corpo e μ é  uma  constante  que  depende  das  duas  superfícies  em  contato.  De  forma análoga, para valores de F >      teremos em que A din é o atrito dinâmico, v é a velocidade do corpo, e ν (a letra grega “ni”)  é  o  coeficiente  de  atrito  dinâmico,  outra  constante  que  depende  das duas superfícies em contato.
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■ ■ ■ EXEMPLO 5.12

Um corpo está sobre um plano inclinado, conforme o diagrama à esquerda

da Figura  5.12.  Determine  a  força  de  atrito  estático  para  manter  o  bloco parado.
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Figura  5.12  Bloco  sobre  plano  inclinado  de  um  ângulo θ.  Estão representadas a normal e a força peso.

Solução: Como a normal é perpendicular à superfície de contato, esta não está  alinhada  com  o  peso.  Portanto,  para  que  o  bloco  fique  em  equilíbrio estático  é  necessária  a  presença  de  uma  terceira  força,  que  nesse  caso  é  a força de atrito entre o bloco e o plano inclinado. O diagrama de corpo livre

deste  problema  é  apresentado  à  direita  da Figura  5.12.  Deste,  podemos deduzir que
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Fazendo  a  projeção  das  forças  na  direção  perpendicular  à  superfície, teremos
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em  que A x  e Ay  são  as  componentes  da  força  de  atrito.  Sendo P, N  e θ conhecidos, o problema passa a ser facilmente resolvido. O módulo da força de atrito vale
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5.5.5 Forças elásticas

Chamamos  de  forças  elásticas  às  forças  que  tendem  manter  um  corpo  em uma determinada posição do espaço — se o corpo se desloca para fora da posição de equilíbrio, a força elástica tende a trazê-lo de volta. Estas forças também  são  chamadas  de  “forças  restauradoras”.  O  trecho  próximo  do

ponto r0 da Figura 5.9 é um exemplo de força elástica. As forças elásticas são muito importantes para o estudo de problemas dinâmicos e são usadas como  modelos  de  primeira  ordem  de  casos  mais  complexos.  Uma  das aplicações  mais  interessantes  das  forças  elásticas  é  a  modelagem  em elementos  finitos  no  estudo  das  tensões  internas  de  corpos  rígidos.  O modelo  mais  simples  de  força  elástica  é  dado  pelo  sistema  massa-mola,

conforme apresentado na Figura 5.13.
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Figura 5.13 Sistema massa-mola: o corpo de massa M está preso a uma mola e sobre um plano cujo coeficiente de atrito é nulo.

 

Neste modelo, um corpo está sobre um plano horizontal cuja superfície tem  coeficiente  de  atrito  nulo.  O  peso  do  corpo  está  perfeitamente equilibrado  pela  força  normal.  Uma  mola  está  presa  ao  corpo  e  sua  outra extremidade está fixada em uma parede vertical. Nestas condições, a mola não faz força alguma, e o corpo permanece na posição x = 0.

Se o corpo for deslocado para a direita, a mola se esticará e tenderá a puxar o corpo de volta para a posição inicial. Se o corpo for deslocado para a esquerda, a mola será comprimida e tenderá a empurrar o corpo de volta para x  =  0.  A  maneira  mais  simples  de  formalizar  este  comportamento  é

assumindo que a força exercida pela mola é dada pela Lei de Hooke:4
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em  que x  representa  o  deslocamento  da  posição  de  equilíbrio  e k  é  a “constante da mola”. A constante k também recebe o nome de “constante de elasticidade”  e  expressa  a  força  exercida  pela  mola  por  unidade  de comprimento  do  deslocamento  (unidades:  N/m).  Hooke  formulou  esta famosa lei em 1676, usando a frase ut tensio, sic vis, que em latim significa “com a extensão, temos a força”. A lei de Hooke é largamente utilizada em várias aplicações da mecânica, sendo sua principal característica estabelecer uma relação linear entre deslocamento e força.
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Figura  5.14  Uma  balança  de  mola  como  um  sistema  massa-mola vertical.

Por  exemplo,  a  balança  de  mola,  representada  na Figura  5.14,  é constituída  de  uma  mola  na  posição  vertical,  presa  no  alto  e  com  a  outra extremidade livre. Ao ser colocado um corpo na extremidade livre, a mola se  elongará  em  um  comprimento  proporcional  à  força  peso  exercida  pelo corpo.  Medindo-se  o  deslocamento  causado  pelo  corpo  na  mola,  a  sua massa pode ser determinada aplicando-se
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Aplicação: Movimento Harmônico Simples (MHS)

Agora, faremos uma demonstração da aplicação da segunda lei de Newton, aplicando  a  Lei  de  Hooke.  Tomemos  um  sistema  massa-mola  ideal  (sem

atritos  ou  perdas  dissipativas)  como  o  da Figura  5.13.  A  segunda  lei  de Newton nos diz que
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Sendo    o deslocamento  da  massa m  medido  a  partir  da  posição  de equilíbrio.  Sendo  a  massa  constante,  podemos  reescrever  esta  expressão como
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em que a notação vetorial foi abstraída, uma vez que todos os vetores estão sobre a mesma linha (entretanto, não podemos negligenciar a atenção com os sinais!). Lembrando-se da definição de velocidade, chegamos a
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e com um pequeno ajuste, finalmente
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Esta é uma equação diferencial que estabelece a posição em função do tempo  para  uma  determinada  combinação  mola  +  massa.  Para  solucionar esta  equação,  vamos  convenientemente  introduzir  a  velocidade  angular como
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que nos leva a
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Sabemos  que  esta  equação  admite  uma  solução  com  base  em  uma combinação linear de senoides. Adotaremos como solução
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em que A, a amplitude do movimento, e ϕ0, a fase inicial, são constantes de

integração  da  Equação  (5.74).  Observe  que  a  velocidade,  a  primeira derivada no tempo, vale

[image: ]

 

e que a aceleração, a segunda derivada, vale
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Comparando as Equações (5.75) e (5.77) vemos que a Equação (5.74) foi satisfeita.

A interpretação da Equação (5.75) é bem clara: o movimento do corpo seguirá  uma  senoide,  ou  seja,  trata-se  de  um  comportamento  cíclico.  O corpo  executará  uma  oscilação  em  torno  da  posição  de  equilíbrio, retornando à situação original (aqui situação significa posição e velocidade) periodicamente.  A  duração T  de  cada  período  pode  ser  calculada considerando  que  a  situação  original,  de  fase ϕ0,  será  repetida  quando  o argumento angular for ϕ0 + 2π, ou seja
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Logo, Solução: Como não foi dada a constante da mola, esta deve ser calculada. Sabemos que houve um deslocamento de 2 cm quando foi adicionado um corpo de 1,5 kg. Logo

[image: ]

Se tomarmos uma balança de mola e deslocarmos a massa para baixo, soltando-a  em  seguida,  será  observado  que  a  massa  ficará  oscilando  com

um período dado pela Equação (5.79) em torno do ponto de equilíbrio. Este

movimento será senoidal, conforme nos mostra a Figura 5.15.

Fazendo  uma  rápida  comparação  entre  esta  figura  e  o  diagrama  da

Figura 4.8, notaremos que o movimento harmônico simples imita uma das projeções  do  movimento  circular  uniforme.  Na  verdade,  se  tomarmos apenas uma das projeções de um corpo em movimento circular uniforme, o que observaremos é indistinguível de um movimento harmônico simples.
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Figura 5.15 Variação temporal da posição em um movimento harmônico simples.

 

■ ■ ■ EXEMPLO 5.13

Um corpo de 1,5 kg deve ser pesado por uma balança de mola. Ao ser preso à extremidade da mola, observa-se um deslocamento de 2 cm para baixo do ponto de equilíbrio, e então o corpo passa a oscilar. Qual é o período desta oscilação?
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Agora podemos calcular o período de oscilação:
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O sistema oscilará com um período de 0,284 s.    ■

 

5.5.6 Forças em referenciais não inerciais

A  segunda  lei  de  Newton  nos  garante  que,  caso  uma  aceleração  seja observada em um corpo, há uma força atuando sobre o mesmo. Entretanto, a  observação  —  ou  a  medida  —  da  aceleração  depende  do  referencial

adotado.5  Um  exemplo  do  nosso  dia  a  dia,  bem  comum  a  todos  nós,  é  a sensação  de  ser  jogado  para  o  lado  quando  o  veículo  no  qual  nos encontramos  faz  uma  curva.  Nosso  referencial  está  dentro  do  veículo  que desvia sua trajetória, sem, contudo, desviar a trajetória de seus passageiros. Estes, devido à primeira lei de Newton, tendem a continuar em linha reta. Assim,  ao  permanecer  dentro  do  veículo,  sentimos  uma  “força”  que  nos empurra para fora deste. Esta força, chamada de centrífuga, não é real, pois a  força  verdadeira  é  aquela  que  nos  leva  para  dentro  da  curva,  a  força centrípeta — que altera a nossa velocidade.

Sempre  que  um  sistema  de  referências  apresenta  aceleração  com relação a outro, observaremos a presença de uma força aparente.

A  modelagem  de  um  problema  físico  pode  se  beneficiar  do  uso  de forças  aparentes,  devido  às  simplificações  que  estas  interpretações propõem.  Assim,  apresentaremos  a  seguir  a  formalização  das  forças  não inerciais mais comuns.

a) Aceleração retilínea 

Ao impor uma aceleração linear a um sistema de referência, os corpos

solidários a este referencial serão objeto da ação de uma força aparente

que imporá uma aceleração de igual valor, mas na direção contrária ao

movimento.  Para  formalizar  este  conceito,  tomemos  dois  corpos  de

massa m1 e m2, conforme a Figura 5.16. A aceleração imposta pela força

F1 vale
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A força aparente sentida pela massa m 2 será:
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Figura 5.16 Força aparente devido à aceleração linear.

[image: ]

b) Força centrífuga 

Um  objeto  em  rotação  a  uma  dada  distância  do  centro  está

constantemente  sendo  acelerado,  mesmo  que  a  velocidade  de  rotação

não  se  altere.  Isso  se  deve  ao  fato  do  vetor  velocidade  estar

constantemente mudando de direção. Ao localizarmos o referencial no

corpo, aparentemente este “sentirá” uma força que o empurra para longe

do centro de rotação. Esta força centrífuga é aparente, válida apenas no

referencial  do  corpo.  A  esta  força  podemos  associar  uma  aceleração

centrípeta, cujo valor vale
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em  que v  é  o  módulo  da  velocidade  e r  é  a  distância  ao  centro  de

rotação. Esta é a força que sentimos quando estamos sendo levados por

um veículo que faz uma curva ou em alguns brinquedos em parques de

diversão.

c) Força de Coriolis 

Consideremos um ponto em movimento circular uniforme, sobre o qual

instalamos nosso sistema de referências. Sob este ponto de vista, objetos

que  se  moverem  em  linha  reta  darão  a  impressão  de  descrever  uma

curva. Para melhor visualizar este caso, imagine dois alunos sobre uma

plataforma giratória, como representado na Figura 5.17. O primeiro joga

para  o  segundo  uma  bola,  mas  devido  à  rotação  da  plataforma,  o  seu

companheiro muda de posição enquanto a bola está no ar, e esta não o

alcança. Entretanto, o primeiro aluno havia lançado a bola exatamente

na direção do outro. O que ele observa é a bola fazendo uma curva no

ar, sendo desviada por uma força invisível e misteriosa. Este efeito foi

estudado  pelo  cientista  francês  Gaspard-Gustave  Coriolis  em  1853  em

um  trabalho  sobre  o  movimento  da  água  em  rodas  e  superfícies  em

rotação,  e  em  sua  homenagem  foi  cunhada  a  expressão  “força  de

Coriolis”.
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Figura 5.17 Força de Coriolis em ação.

A intensidade da aceleração aparente neste caso é dada por
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em  que    é  a  velocidade  angular  do  sistema  de  referência  e    é  a
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velocidade do corpo em movimento.
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Apesar  de  ser  uma  força  aparente,  a  força  de  Coriolis  tem

consequências  climáticas.  Uma  vez  que  a  Terra  tem  seu  próprio

momento  angular,  a  força  de  Coriolis  irá  atuar  sobre  as  correntes

marítimas  e  sobre  o  movimento  de  massas  de  ar.  A  força  de  Coriolis

também  é  determinante  em  sistemas  ciclônicos  na  atmosfera  como

furacões.

d) Força de Euler 

A força de Euler é uma força aparente que surge quando a velocidade

angular sofre uma variação. Um corpo em um sistema de referência não

inercial tenderá a mover-se com uma aceleração dada por
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em que    é  a  velocidade  angular  do  sistema  de  referência  e    é  vetor
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distância do centro de rotação ao corpo que recebe a aceleração.
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■ ■ ■ EXEMPLO 5.14

Dado um sistema em rotação com velocidade angular  , qual será o ângulo que lhe será imposto ao sofrer uma aceleração a uma distância   do centro de rotação?
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Solução:
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Trata-se  de  um  problema  envolvendo  as  forças  de  Euler.  Utilizando  a definição  do  produto  vetorial  entre  dois  vetores,  podemos  reescrever  a fórmula da força de Euler:
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e isolar o ângulo:
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■ ■ ■ EXEMPLO 5.15

Uma criança de 30 kg tenta caminhar sobre a plataforma de um carrossel, que faz uma volta a cada 20 s. A velocidade da criança é de 1 m/s. Qual é a intensidade máxima e a natureza da força experimentada pela criança?

Solução: Este é um caso de força de Coriolis. A força será dada por:
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em que consideramos o produto dos módulos dos vetores, pois desejamos calcular  o  pior  caso  (intensidade  máxima  da  força  de  Coriolis).  A velocidade angular vale
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Podemos agora calcular a força exercida sobre a incauta criança:
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5.6    GRANDEZAS DERIVADAS DA FORÇA

Dada  sua  importância,  o  conceito  de  força  é  utilizado  em  várias  formas, muitas  delas  diretamente,  mas  em  alguns  casos  faz-se  necessária  uma pequena modificação (ou reinterpretação) do que a força significa. Um bom exemplo  é  o  caso  da  pressão:  se  imaginarmos  uma  piscina  cheia  de  água, sabemos  intuitivamente  que  a  força  exercida  pelo  peso  da  água  sobre  o fundo da piscina depende da profundidade. Mas em que ponto do fundo esta força é aplicada? Resposta: em todos! Logo, é razoável não trabalhar com uma “força única”, mas com uma razão entre a força total e a área do fundo da piscina — a pressão.

Apresentaremos  a  seguir  algumas  das  grandezas  derivadas  da  força mais usadas.

 

5.6.1 Impulso

Sabemos de nossas experiências diárias que a ação de uma força sobre um corpo varia de acordo com o tempo de aplicação desta força. Quanto mais tempo  uma  força  ficar  agindo,  maior  será  o  seu  efeito.  Em  termos  de mecânica clássica, chamamos de impulso (simbolizado por I) à integral da força no tempo. Nos casos mais comuns, a massa de um corpo sob ação de uma  força  não  se  altera  com  o  tempo,  sendo  o  resultado  perceptível  na velocidade  e  aceleração.  Usando  a  segunda  lei  de  Newton,  sabemos  que uma força produz uma aceleração, e quanto maior a força atuando em um objeto, maior a mudança na sua velocidade e, portanto, maior a mudança na sua dinâmica.

Apresentaremos  agora  o  chamado  “Teorema  Impulso-Momento”. Partindo da definição dada abaixo
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em que t0 e t1 são o instante inicial e final da aplicação da força. A unidade do  impulso  no  SI  é  N.s  (Newton  segundo).  Aplicando  a  segunda  Lei  de Newton e abstraindo a notação vetorial, podemos escrever ou, simplesmente,
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(note a mudança dos limites de integração). Esta integral tem como solução

[image: ]

 

ou  seja,  o  impulso  de  uma  força  sobre  um  corpo  corresponde  à  variação total do momento observado por esse corpo. Considerando o caso em que a massa é invariante no tempo, podemos ir mais longe:
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em  que  explicitamos  que  a  variação  total  da  velocidade  está  ligada  ao impulso apenas por um fator multiplicativo: a massa.

Impulso específico

O  impulso  específico  é  uma  grandeza  ligada  à  eficiência  de  motores  a reação, como foguetes e jatos. Esta classe de motores funciona baseada na segunda e na terceira leis de Newton. Nos dois casos, uma certa quantidade de massa é expelida pelo motor e, por reação, surge uma força que impele o veículo na direção contrária. O impulso específico representa a força obtida em função da taxa de massa propulsora utilizada por unidade de tempo. No caso  dos  foguetes,  que  utilizam  apenas  o  combustível  contido  em  seus tanques  (os  jatos  usam  o  ar  da  atmosfera  para  queimar  o  combustível),  a definição formal desta grandeza é dada por em  que ve  representa  a  velocidade  de  exaustão  dos  gases  expelidos  pelo motor,  e g0  é  a  aceleração  da  gravidade  ao  nível  do  mar.  A  partir  desta definição,  a  unidade  do I sp  no  SI  é  s  (segundos).  Quanto  maior  o  impulso específico, maior será a eficiência do motor.
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5.6.2 Pressão

Considere  um  fluido  (líquido  ou  gás)  sobre  uma  superfície  —  o  fundo  de uma  caixa-d’água  é  um  bom  exemplo.  Chamamos  de  pressão  a  força exercida pelo fluido por unidade de área em um determinado ponto agindo sobre um plano dado dentro da massa de fluido de interesse. Assim, a razão entre a massa total de água e a área total do fundo da caixa-d’água resulta na pressão exercida sobre esta superfície.

Formalmente, a definição de pressão é dada pela integral
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em que F p é a força resultante da pressão sobre a superfície S, p é a pressão, e é o vetor normal à superfície sobre a qual a pressão está sendo exercida. Note que a pressão é uma grandeza escalar, sendo que sua unidade no SI é o

pascal, de símbolo P. Um pascal equivale a 1 N/m2 ou 1 kg/m · s2. A Tabela

5.1 apresenta algumas das muitas unidades através das quais a pressão pode ser expressa.

Observação: tanto o momento linear como a pressão são representados em textos de física como “p”. Cabe ao atento leitor discriminar o que está sendo discutido. Em todo caso, lembre-se sempre de que muitas gerações de estudantes  de  física  nos  últimos  séculos  enfrentaram  o  mesmo  desafio,  e todos sobreviveram.

Tabela 5.1

1 Pa

1 bar                                           5 10

1 Torr                                        133,3224

1 atm                                         5 1,01325 × 10

1 psi                                                   3 6,8948 × 10

Neste ponto lembremo-nos que os fluidos são contínuos. Introduzindo a densidade de um fluido (a massa por unidade de volume do fluido) como ρ = m/v, ou seja, a razão entre a massa e o volume, a força peso exercida por unidade de volume de um fluido pode ser expressa por P = ρg, em que g é a f aceleração  da  gravidade  e P  é  o  peso  do  fluido  por  unidade  de  volume. f

Considerando  que  a  força  peso  varia  apenas  na  direção  vertical,  podemos afirmar que a variação da pressão também segue esta regra. Assim, temos uma lei para a variação da pressão com a profundidade do fluido:
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Para  a  maioria  dos  casos, g  é  constante,  por  isso  a  nossa  principal preocupação é com a possível variação na densidade do fluido. No caso dos líquidos a variação na densidade é normalmente insignificante, mesmo em grandes  profundidades,  de  modo  que  considerar  a  densidade  constante  é uma boa suposição. Assim, para líquidos, temos
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ou
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Figura  5.18  O  experimento  dos  vasos  comunicantes:  todos  os pontos à mesma profundidade têm a mesma pressão.

 

em  que  a  diferença  de  profundidades  foi  chamada  de h  = z1  − z0.  Esta expressão ainda pode ser reescrita como
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Observe  que  todos  os  pontos  na  mesma  profundidade  (h  constante) apresentarão a mesma pressão. Isto é provado pelo famoso experimento dos

vasos comunicantes (Figura 5.18).

Neste ponto do nosso estudo, vale a pena lembrarmos do princípio de

Pascal:6  “Todo  acréscimo  de  pressão  exercido  em  um  ponto  da  massa líquida  se  transmite  integralmente  para  todos  os  pontos  do  líquido”.  O funcionamento  de  macacos  hidráulicos,  elevadores,  prensas,  bem  como controles hidráulicos em aviões e outros tipos de máquinas pesadas utiliza a Lei  de  Pascal.  Para  compreender  a  ideia  fundamental  por  trás  de  tais

dispositivos  considere  a Figura  5.19.  Um  pistão  localizado  em  uma extremidade de um sistema fechado, cheio com um líquido, tal como o óleo, é usado para alterar a pressão de todo o sistema e assim transmitir a força aplicada a um segundo êmbolo. Na outra extremidade do sistema, a força resultante é multiplicada pela relação entre as áreas dos dois pistões. Como resultado, temos uma multiplicação da força aplicada, isto é, uma pequena força  aplicada  ao  pistão  menor  transforma-se  em  uma  grande  força  no pistão maior. A expressão que relaciona as forças e as áreas é

[image: ]

 

em  que  os  índices  1  e  2  indicam  as  extremidades  do  circuito  hidráulico

(veja a Figura 5.19).
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Figura 5.19 Dispositivo hidráulico cujo funcionamento se baseia no princípio de Pascal.

Para  complementar  nossos  comentários  sobre  este  tópico,  também devemos  considerar,  além  dos  líquidos,  os  gases.  Diferentemente  dos líquidos, os gases são compressíveis, isto é, sua densidade varia de maneira sensível  com  a  pressão.  Adotaremos  a  lei  dos  gases  perfeitos,  que  é  a equação de estado para um gás hipotético ideal. Esta expressão é uma boa aproximação  do  comportamento  de  muitos  gases  sob  diversas  condições, mas devemos levar em conta que se trata de uma aproximação. Esta lei foi

proposta por Émile Clapeyron,7 em 1834, como uma combinação da lei de Boyle e lei de Charles, e é expressa por em que p é a pressão de um gás de densidade ρ, a uma temperatura T em graus Kelvin. R é a constante dos gases perfeitos, cujo valor é 8,3144621 J/mol  ·  K.  A  densidade  definida  por  essa  lei  pode  ser  substituída  na
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Equação (5.99), resultando em
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Separando-se as variáveis, podemos escrever

[image: ]

 

em  que  assumimos  que g  e R  sejam  constantes  ao  longo  do  intervalo considerado na altitude. Se assumirmos que a temperatura também tem um valor constante ao longo do intervalo, segue-se que
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Esta equação nos dá a pressão em função da variação de altitude para uma camada isotérmica. Para condições não isotérmicas, pode-se seguir um procedimento semelhante.

 

5.6.3 Torque

Como já foi comentado, as ações que impulsionam um corpo para que este entre  em  rotação  são  chamadas  de  torques  e  que  a  lei  de  conservação  do momento angular é “na ausência de torques externos, o momento angular é invariante no tempo”. Por torque considera-se o produto vetorial entre uma

força e a distância ao centro de rotação (veja a Figura 5.20)
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Figura 5.20 Um pedal de bicicleta com a identificação da força e do raio de rotação.

 

[image: ]

A  unidade  do  torque  no  SI  é  N  ·  m  (pronuncia-se  “Newton  metro”). Não confundir com mN (miliNewton).

Da  mesma  forma  que  a  força  é  a  responsável  pela  alteração  do momento  linear,  o  momento  angular  é  afetado  pelo  torque.  Formalmente, temos
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5.7    EXERCÍCIOS

1) Calcule o momento linear de um automóvel movendo-se a 100 km/h e compare  com  o  momento  de  um  elétron  no  interior  de  um  tubo  de  raios catódicos,  no  qual  a  velocidade  é  de  cerca  de  110  m/s  (use  as  Tabelas  do

Apêndice A).

2) Um caminhão de 14 toneladas se move durante certo tempo a 40 km/h, e em  seguida  passa  a  mover-se  a  60  km/h.  Calcule  o  momento  linear  deste veículo  nos  dois  instantes  e  estime  qual  foi  a  variação  de  momento. Sabendo-se que a aceleração durou 1 minuto, calcule a taxa de variação do momento.

3)  Um  satélite  de  comunicações  pesando  1,5  tonelada  está  em  órbita geoestacionária,  ou  seja,  a  uma  altitude  de  35.786  km.  Calcule  a  sua quantidade de movimento. (Dica: não se esqueça de somar o raio da Terra.) 4) Determine uma função que correlaciona o momento linear de uma pessoa devido à rotação da Terra em função de sua latitude. 5)  O  A380,  avião  fabricado  pela  companhia  Airbus  desde  2005,  está previsto para ter cerca de 560 toneladas quando completamente carregado. Calcule o momento linear deste avião no ar, sabendo-se que sua velocidade de cruzeiro é 970 km/h.

6) Um corpo de 32 kg move-se em linha reta a uma velocidade constante de 15 m/s. Em um dado instante, sem que haja a ação de forças externas, este corpo  se  divide  em  dois,  um  com  10  kg,  que  fica  parado  no  local  da separação,  e  o  outro  com  22  kg  que  continua  em  movimento.  Calcule  a velocidade do segundo corpo.

7) Um corpo de massa m1 = 5 kg está em repouso. Outro corpo dotado de massa m2 = 2 kg se choca contra o primeiro com velocidade v = 2i − 2j − 2k. Com o impacto, o segundo corpo deixa de se mover e é atribuída uma velocidade ao primeiro corpo. Calcule esta nova velocidade. 8)  Considere  que  no  exercício  anterior  o  primeiro  corpo,  de  5  kg,  não estivesse  em  repouso,  mas  tivesse  velocidade  constante v0  =  −v  +  2j  + k. Calcule nestas condições a velocidade do primeiro corpo após o impacto. 9) No século 18, canhões em navios pesavam cerca de 1550 kg e atiravam projéteis de 15 kg. Supondo que estes projéteis alcançavam velocidades de 300 m/s, qual era a velocidade do recuo do canhão?

10) Um corpo de massa m 1 = 2 kg e velocidade v1 = 2i + 3j colide com um corpo de massa m2 = 3 kg e velocidade v2 = −i − 2k. Os corpos se conectam e passam a se mover como um. Calcule o momento do novo corpo. 11)  Um  sistema  de  duas  partículas  conectadas  se  movimenta  na  direção i com velocidade v. As partículas têm a mesma massa. Em um dado instante, as  duas  partículas  se  separam,  com  uma  delas  sendo  lançada  com velocidade 2v na direção j. Como fica o deslocamento da outra partícula? 12) Um projétil de 10 kg é lançado do chão com velocidade de 50 m/s a um ângulo  de  30°  com  a  superfície.  No  ponto  mais  alto  de  sua  trajetória,  o projétil  se  divide  em  3  fragmentos:  o  primeiro  tem  massa  de  1  kg  e  se desvia 90° da trajetória original com velocidade de 20 m/s, o segundo de 3 kg  se  desvia  −90°  da  trajetória  original,  e  o  terceiro  de  6  kg  mantém  a

trajetória original (veja a Figura 5.21). A que distância do ponto de partida cada fragmento atinge o solo?
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Figura 5.21 Figura do Exercício 5.12: visão (x-z) e visão (x-y)

13)  Considere  quatro  corpos  de  massa  1  kg,  dispostos  em  um  referencial cartesiano nas posições (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) e (0, 1, 1). a. Onde está localizado o centro de massa do sistema proposto? b. Onde  ficaria  o  centro  de  massa  do  sistema  se  a  massa  do  corpo  na

posição (1,0,0) fosse 2 kg?

c. Se a massa deste corpo fosse 4 kg e a massa do corpo na posição (0, 1,

1) fosse 3 kg, onde ficaria o centro de massa do sistema?

14) Um ônibus espacial pesa cerca de 10 mil vezes o peso de um astronauta usando um traje espacial. Conforme um astronauta se afasta da nave de uma distância D,  a  que  distância D′  fica  do  astronauta  o  centro  de  massa  do conjunto astronauta-nave?

15)  A  que  distância  do  Sol  está  o  centro  de  massa  do  sistema  Sol-Terra?

Compare este resultado com o raio do Sol. (Use as Tabelas do Apêndice A.) 16)  Para  que  direção  aponta  o  momento  angular  das  rodas  de  um  veículo em movimento? Explique o seu raciocínio para chegar a esta conclusão. 17) Um corpo de massa igual a 5 kg faz uma curva no sentido anti-horário segundo  um  arco  de  círculo  de  3  m  de  raio  a  12  m/s.  Calcule  o  seu momento angular.

18) Um corpo de massa igual a 3 kg, é dotado de momento angular igual a 20  kg  m2/s  na  direção  do  eixo z  enquanto  faz  uma  curva.  Sabendo  que  o momento angular “empurra” o corpo para baixo e que sua velocidade linear é de 15 m/s, qual é o sentido de rotação e o raio da curva? 19)  No  esporte  arremesso  de  martelo,  o  atleta  chega  a  fazer  cinco revoluções em 3 segundos antes de soltar o equipamento. O conjunto (bola, arame e alça) compõe uma unidade de comprimento máximo de 1,2 m; e o comprimento  do  braço  do  esportista  tem  aproximadamente  um  metro  de comprimento.  Sabendo  que  a  massa  pesa  aproximadamente  8  kg,  a  bola chega a que velocidade linear? Calcule o momento angular da bola. 20) Calcule o momento angular da Lua em sua órbita em torno da Terra. 21)  Um  corpo  de  massa m  está  em  rotação  a  um  raio r0  de  um  ponto  de referência, com velocidade angular constante ω0. Em um dado instante, sem influências externas, este corpo muda para o raio rA = 2r. Determine a sua nova velocidade angular.

22) Usando os dados do Exercício 20 calcule a nova velocidade angular da Lua  para  que  haja  conservação  de  seu  momento  angular  caso  a  distância Terra-Lua dobrasse.

23) Suponha um corpo de massa m = 1 kg em rotação a um raio r = 3 m de um ponto referência e com velocidade angular constante ω = 10 rad/s. Se este  corpo  coletar  partículas  menores  em  sua  trajetória  sem  alterar  o momento  angular,  incrementando  sua  massa  de  10%  a  cada  incremento, como deve variar o raio de rotação para que haja conservação do momento angular para 1, 2 e 5 incrementos?

24) Em um plano, um sistema de partículas composto por quatro esferas de massa unitária dispostas nas posições (2, 0), (0, 1), (1, 0) e (1, 1) giram em torno  da  origem.  Supondo  que  cada  uma  tem  velocidade  linear  de  2  m/s, calcule  o  momento  angular  do  conjunto  das  quatro  esferas.  As  esferas  se movem  uniformemente,  ou  seja,  as  distâncias  relativas  entre  elas  são mantidas?

25) Um sistema é composto por cinco corpos de massas 1, 4, 4, 4 e 9 kg, respectivamente, e a velocidade linear destes corpos é dada pela raiz de sua massa. Os corpos estão distribuídos da seguinte forma no espaço: r1 = 2i + 0j + 2k, r2 = 3i + 1j + 0k, r3 = 0i + 3j + 3k, r4 = −4i + 1j + 2k e r5 = −2i − 2j + 0k. Calcule o momento angular do sistema para três situações diferentes: a. o sistema gira em torno do eixo x; b. o sistema gira em torno do eixo y; c.   o sistema gira em torno do eixo z. 26) Sobre um mesmo corpo em repouso são aplicadas as forças F 1 = −2i + 3j, F2 = 1i − 2j + 2k e F3 = 1i − 1j − 2k. Calcule a força resultante que o corpo sofre. O corpo permanece em repouso? Por quê? 27) Um corpo de massa 5 kg está em repouso. Ele está sujeito à gravidade e a outras duas forças F 1 e F2. F1 é uma força de 5 N na direção i. Calcule F2 para que o corpo seja mantido em repouso.

28) Um corpo com massa 10 g inicialmente em repouso recebe a ação de uma  força  constante  de  3  N  por  0,5  s.  Descreva  o  movimento  final  do corpo.

29) Uma força constante de 10 N é aplicada por 2 segundos sobre um corpo de massa 5 g. Descreva o movimento final do corpo. 30) O corpo do exercício anterior sofre a ação da mesma força por outros 2 s. Descreva o movimento resultante.

31) Um triciclo de brinquedo com 5 kg de massa suporta uma criança de até 20 kg. Qual é a força normal que o solo faz sobre o conjunto brinquedo e criança, supondo que a criança e o brinquedo estejam em repouso?

32)  A  partir  da  Equação 5.49  descreva  a  unidade  N  (Newton)  no  sistema MKS.

33) Um corpo está seguro por uma mola que exerce uma força de 25 N para anular  a  força  peso.  Sabendo-se  que  o  corpo  está  em  equilíbrio  estático, determine a força peso e a massa do corpo.

34)  Um  corpo  de  10  kg  se  move  horizontalmente  a  uma  velocidade  de  3 m/s.  Que  força  deve  ser  aplicada  a  ele,  e  em  que  sentido,  para  imobilizar este corpo em 1 s?

35)  Após  uma  explosão,  Jason  Speed,  intrépido  espião  internacional, precisa segurar sua namorada, a belíssima Mary Ann Strenght, Jimmy, um jovem aspirante a jornalista, e a si próprio, se segurando com a outra mão no balcão da varanda do hotel. Jason Speed sabe que ele pesa 90 kg, mas não  sabe  o  peso  de  Mary  Ann  Strenght,  porém  já  mediu  sua  força  e  sabe que aguenta até 1800 N. Ele sabe também que Jimmy não deve pesar mais do que 30 kg, pois tem apenas 12 anos. Determine o peso máximo de Mary Ann Strenght para que o grupo não caia. Porém, com sua experiência, Jason Speed  sabe  que  perde  força  devido  à  fadiga,  com  uma  taxa  de  2  N  por segundo.  Nestas  circunstâncias,  quanto  deve  pesar  Mary  Ann  para  que Jason aguente pelo menos um minuto?

36) Um corpo está sobre um plano horizontal, e tem massa 20 kg. Sabendo-se  que  o  coeficiente  de  atrito  estático  μ  =  0,3,  determine  qual  é  a  menor força que, aplicada contra o corpo, o moverá.

37) Supondo que um corpo esteja sobre um plano inclinado com coeficiente de atrito estático μ = 0,25, qual deve ser a inclinação para que a força de atrito estático não seja mais suficiente para manter o corpo em repouso? 38)  Um  indivíduo  pretende  mover  um  fogão  de  seis  bocas  que  pesa aproximadamente 35 kg, mas não consegue. Sabendo que o indivíduo tem 75 kg e está aplicando uma força equivalente ao seu peso, qual deve ser o coeficiente de atrito estático da superfície onde o fogão está? 39) Uma superfície de madeira tem um coeficiente de atrito de 0,50. Sobre esta  superfície  um  cubo  de  2  kg  está  em  repouso.  Em  seguida  uma  das bordas  da  superfície  é  levantada  para  que  esta  se  incline.  Sabendo  que  a tábua tem 1,2 m de comprimento, quanto a borda desta deve ser levantada para que o cubo comece a se mover?

40) A partir do resultado obtido no caso anterior e de seus dados, determine as forças às quais cubo está sujeito.

41)  Uma  geladeira  é  empurrada  com  velocidade  de  25  cm/s  sobre  uma superfície cujo coeficiente de atrito dinâmico é ν = 0,7. Determine a força de atrito que age sobre a geladeira.

42)  Na  circunstância  de  um  carro  em  movimento  em  uma  estrada,  seu funcionamento ideal depende do coeficiente de atrito estático ou dinâmico? Justifique. Quando essa circunstância muda?

43)  Um  dinamômetro  é  um  instrumento  usado  para  medir  uma  força. Descreva um dinamômetro cujo funcionamento se baseia na Lei de Hooke. (Sugestão: releia o Tópico 5.5.5.) 44) Um corpo está sobre uma superfície desprovida de atrito e preso a uma parede por uma mola. Uma força de 10 N é necessária para deslocar o corpo linearmente 20 centímetros de sua posição de repouso. Calcule o coeficiente elástico da mola.

45) Um corpo de massa m = 3 kg está em repouso suspenso por uma mola de  coeficiente k  =  294  N/m.  Quais  forças  atuam  sobre  o  corpo?  Se  o coeficiente elástico da mola for de 90 N/m e o corpo está a 50 centímetros do ponto onde está presa, qual seria a extensão da mola sem o corpo? 46)  Um  estilingue  é  composto  por  duas  tiras  elásticas  idênticas  cujo coeficiente  elástico  é  de  100  N/m,  que  em  repouso  têm  20  cm  de comprimento.  Supondo  que  o  projétil  tem  peso  da  ordem  de  15  gramas  e um atirador de elite profissional estende o estilingue pelo comprimento de seu braço esticado (da ordem de 70 centímetros), qual é a força aplicada ao projétil quando o atirador dispara o estilingue? Qual é a velocidade imposta ao projétil? (Considere nulo o ângulo entre as tiras elásticas.) 47) Um corpo de 4,5 kg deve ser pesado por uma balança de mola. Ao ser preso  à  extremidade  da  mola,  observa-se  um  deslocamento  de  5  cm  para baixo  do  ponto  de  equilíbrio,  e  então  o  corpo  passa  a  oscilar.  Qual  é  o período desta oscilação?

48) Um corpo de massa m = 200 kg está sobre uma superfície desprovida de atrito  e  preso  a  uma  parede  por  uma  mola  de  coeficiente  elástico k  =  15 N/m. Este corpo é deslocado de 5 centímetros. Calcule a velocidade angular e a fase. Faça um gráfico com as posições que o corpo assume durante os dois primeiros minutos de oscilação (use intervalos de 2 segundos). 49)  Considere  dois  corpos  A  e  B.  O  corpo  A  tem  massa  1  kg  e  está  em repouso  sobre  o  corpo  B  de  massa  2  kg  também  em  repouso.  É  aplicada uma força horizontal de 12 N sobre o corpo B. Qual é a direção da força aparente que o corpo A sente? Calcule o valor desta força. 50)  Dentro  de  um  vagão  de  trem,  um  corpo  de  massa m  =  5  kg  está  em repouso suspenso por uma mola de k = 200 N/m, cujo comprimento nesta situação  é  de  50  centímetros.  Ao  se  movimentar  para  a  frente,  o  sistema mola e corpo se inclinam 30° para trás. Quais forças atuam sobre o corpo? Se o coeficiente elástico da mola for 90 N/m, qual será a extensão da mola com o trem em movimento?

51)  Jason  Speed,  intrépido  espião  internacional,  está  em  um  elevador  em direção  à  cobertura  do  edifício  B-Schwartz  Tower,  sede  de  uma  notória organização  criminosa  internacional.  O  elevador  está  subindo  a  uma velocidade de 1 m/s. Após 5 minutos de subida, ele sente um tranco por um décimo  de  segundo,  quando  Prat  Slad,  seu  opositor,  imobiliza  e  corta  os cabos  do  elevador.  Calcule  as  forças  aparentes  que  Jason  Speed  sente  no momento do tranco e conforme o elevador cai. 52) Calcule a força centrífuga que um objeto de massa m = 500 g sente ao girar com velocidade de 3 m/s a uma distância de 50 centímetros do centro de rotação.

53)  Em  uma  montanha-russa,  o  carrinho  alcança  velocidades  de  até  75 km/h.  Calcule  a  força  centrífuga  que  um  indivíduo  sente  ao  realizar  nesta velocidade  uma  curva  de  raio  10  m.  Compare  essa  força  com  a  força  da gravidade.

54)  Calcule  a  velocidade  angular  do  planeta  Terra,  lembrando  que  ele  dá uma  volta  completa  em  aproximadamente  24  h.  De  posse  deste  valor calcule  a  força  de  Coriolis  sobre  uma  massa  de  ar  de  600  quilômetros cúbicos  supondo  que  esta  se  desloque  a  uma  velocidade  de  10  m/s  na direção norte partindo da linha do equador. Faça o mesmo cálculo para um míssil  balístico  viajando  a  quatro  vezes  a  velocidade  do  som  e  pesando cerca  de  10  toneladas.  Note  como  é  necessário  um  bom  planejamento  de trajetórias  quando  se  considera  a  força  de  Coriolis.  (Dica:  suponha  que  a

densidade do ar neste volume é constante, veja Tabela A.1.) 55)  Um  corpo  de  massa  3  kg  está  em  movimento  com  velocidade  inicial igual  a  5  m/s.  Em  um  determinado  instante  ele  recebe  um  impulso  que modifica  sua  velocidade  para  10  m/s.  Calcule  o  impulso  que  o  corpo recebeu.

56) Calcule a variação de velocidade que um impulso de 30 kg · m/s induz sobre um corpo de 5 kg.

57)  Calcule  a  velocidade  de  exaustão  de  um  jato  para  que  esse  tenha  um impulso específico de 500 segundos.

58) Calcule o impulso gerado pelo motor de um foguete cuja velocidade de exaustão é de cinco vezes a velocidade do som. 59) Calcule a velocidade de exaustão dos gases do motor de um foguete de 500  toneladas  ao  decolar,  sabendo-se  que  o  impulso  específico  é  de  200 segundos. Já em órbita, a massa total é um décimo da inicial e a astronave tem  velocidade  de  340  km/s.  Calcule  o  impulso  a  ser  dado  para  que  sua velocidade caia pela metade.

60)  Supondo  um  local  onde  a  pressão  atmosférica  equivale  a  1013  hPa, calcule qual é a força equivalente sendo aplicada em uma área de 2 metros quadrados.

61) Suponha uma estrutura de macaco hidráulico em que o pistão 1, dotado de uma área circular com 0,5 m de raio, se conecta por um tubo cheio de óleo  incompressível  ao  pistão  2,  com  área  também  circular  de  2  m  raio. Qual deve ser a força aplicada F1 para que F2 supere o peso de um elefante? 62) Uma tampa cilíndrica de 1 m de diâmetro e 50 kg fecha um tubo de gás. Qual deve ser a pressão do gás para fazer o cilindro mover-se?

63)  Com  referência  à Figura  5.20,  qual  seria  o  torque  gerado  se  um indivíduo colocasse todo seu peso sobre o pedal da bicicleta, que tem um comprimento da ordem de 30 cm?

64)  Uma  manivela  de  1,5  m  está  acoplada  a  um  eixo  de  25  cm  de  raio. Calcule  a  força  que  precisa  ser  aplicada  à  manivela  para  levantar  uma âncora de um quarto de tonelada, cuja corrente está presa ao eixo. 65) Calcule o torque gerado pela aplicação de uma força equivalente a 50 N na  extremidade  de  uma  alavanca  de  2  metros  de  comprimento.  Se  esta alavanca  tivesse  uma  extensão  além  do  eixo  de  rotação  de  apenas  meio metro,  qual  seria  a  força  resultante  nesta  extremidade  quando  aplicada  a força do primeiro caso na extremidade mais longa?

________________

1Veja mais detalhes sobre o centro de massa no item 5.3 deste capítulo.

2Aqui vamos além do sentido ecológico, não artificial. As forças observadas em laboratório ou em máquinas construídas pelo homem também estão “na natureza”.

3Johannes  Diderik  van  der  Waals  (1837-1923):  físico  teórico  holandês, especialista em termodinâmica. Recebeu o Prêmio Nobel, em 1910.

4Robert Hooke (1635-1703): inglês, filósofo natural, arquiteto e polímata.

5Aqui  convidamos  o  leitor  a  rever  o  que  é  uma  medida,  conforme  foi

esclarecido no Capítulo 1.

6Blaise Pascal (1623-1662): matemático francês, físico e filósofo conhecido por seus experimentos sobre a pressão de ar.

7Benoît Paul-Émile Clapeyron (1799-1864): engenheiro e físico francês, um dos fundadores da termodinâmica.
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6.2   O TRABALHO DE UMA FORÇA
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6.7   EXERCÍCIOS

6.1    INTRODUÇÃO

No  capítulo  anterior  discutimos  longamente  sobre  as  forças,  suas  ações  e variações. Sempre que há um movimento ou uma mudança no movimento, há uma força realizando esta ação. Agora é chegado o momento de darmos um  passo  adiante  na  compreensão  do  mundo  físico  e  discutir  a  natureza daquilo que está na origem das forças: a energia.

A energia, ao contrário da força, não é observada diretamente. A forma mais simples para definir energia é “a capacidade de um sistema físico para realizar  trabalho”,  o  que  é  uma  definição  vaga  (e  recursiva,  pois  trabalho também  é  definido  como  uma  das  várias  formas  de  manifestação  da energia).  Na  verdade,  a  definição  mais  básica  de  energia  mecânica  —  ou trabalho — é “uma força atuando ao longo de uma distância”.

Conceitualmente,  a  energia  está  para  a  mecânica  clássica  como  o dinheiro  está  para  o  capitalismo:  não  existe  alteração  de  movimento  sem uma  troca  de  energia.  Por  outro  lado,  se  somarmos  os  totais  de  ambos  os lados,  antes  e  depois  da  transação,  concluímos  que  há  uma  lei  de conservação por trás destas trocas. A energia admite mudar de forma, mas não pode ser criada ou destruída. Imaginemos um jogador de bilhar ao dar uma tacada em uma bola e esta batendo nas demais. A energia transmitida pelo  taco  à  primeira  bola  é  dividida  com  todas  as  outras  bolas  quando  a primeira bola atinge as outras. O total da energia contida nas bolas é igual à energia total que foi transmitida pelo taco, descontando-se apenas o que foi perdido na forma de atrito ou som.

Agora,  apelamos  para  a  termodinâmica.  Esta  área  da  física  trata exclusivamente das trocas de energia, e sua primeira lei diz “A energia não pode  ser  criada  nem  destruída  durante  um  processo,  só  pode  mudar  de forma”.  Esta  é  uma  das  leis  fundamentais  da  natureza,  que  transcende  a mecânica,  sendo  válida  em  outros  campos:  a  energia  sempre  se  conserva. Quando  imaginamos  que  um  sistema  possa  estar  perdendo  energia,  o  que ocorre de fato é que os efeitos do atrito, viscosidade e outras perdas estão transformando a energia em calor (que é outra forma de energia). No final, somando-se as perdas, a energia se conserva. As outras leis de conservação importantes para a mecânica são: a conservação da massa, conservação do momento linear e do momento angular, e a conservação da carga elétrica.
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Figura 6.1 Uma tacada de bilhar: a energia transmitida pelo taco à primeira bola se transmite a todas as outras bolas, mas a soma total da energia em todos os instantes é constante.

Atenção:  a  física  se  divide  em  várias  áreas,  muito  mais  por  uma questão  de  estudos  do  que  de  estanqueidade  de  ideias.  As  leis  da termodinâmica são válidas na mecânica e vice-versa.

A questão da definição de energia e sua conservação está muito bem

ilustrada em uma das palestras de Richard Feynman,1 quando disse

Há  um  fato,  ou  se  quiser,  uma  lei,  que  rege  todos  os  fenômenos naturais  que  são  conhecidos  até  hoje.  Não  há  exceção  conhecida para esta lei, que é exata na medida em que a conhecemos. A lei é chamada de conservação de energia. Ela afirma que existe uma certa quantidade,  que  nós  chamamos  de  energia,  que  não  muda  mesmo que  hajam  alterações  observadas  nos  sistemas  da  natureza.  Essa  é uma ideia mais abstrata, porque é um princípio matemático, que diz que  há  uma  quantidade  numérica  que  não  se  altera  quando  algo acontece.  Não  é  uma  descrição  de  um  mecanismo,  ou  nada  de concreto,  é  apenas  um  fato  estranho  que  possamos  calcular  um

número e quando terminarmos de assistir a natureza ir e vir através de seus truques e calcular o número de novo, ele será o mesmo. — The Feynman Lectures on Physics, 1964.

Entretanto, não existe uma definição que estabeleça o que é a energia em  sua  natureza  mais  básica  e  profunda.  O  grande  matemático,  físico  e

filósofo Henri Poincaré2 fez a seguinte afirmação:

Como não se pode dar uma definição geral de energia, o princípio da conservação da energia simplesmente significa que há algo que permanece constante.

Além  de  conservar-se,  a  energia  tem  duas  outras  interessantes propriedades  que  devem  ser  comentadas:  1)  a  energia  existe  em  várias formas: calor, movimento, potencial, elétrica, magnética, nuclear etc., e 2) a energia pode ser transferida entre sistemas ou corpos de um sistema. Neste capítulo  discutiremos  as  formas  de  energia  relevantes  para  a  mecânica, como a energia se transforma e como é transferida.

6.2    O TRABALHO DE UMA FORÇA

De acordo com o comentado acima, energia é a capacidade de um sistema realizar  trabalho.  Definiremos  formalmente  o  trabalho  realizado  por  uma força F sobre um corpo como
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em  que W  representa  o  trabalho  realizado  (o  símbolo W  vem  do  inglês work: trabalho), e d  é  a  distância  que  o  corpo  percorreu  sob  a  ação  de F. Observe que energia é uma grandeza escalar e não vetorial. A unidade de trabalho  assim  definida  é  o  joule,  em  homenagem  ao  físico  inglês  James

Prescott Joule (1818-1889), e o seu símbolo no SI é J. Veja na Tabela 6.1 as conversões do joule para outras unidades de energia. Observe que um joule equivale  a  um  Newton  ×  metro  (ou  a  um  kg  ·  m2/s2),  logo  não  confunda com  o  torque,  que  tem  unidade  semelhante,  mas  não  corresponde  a  uma medida de energia.

Tabela 6.1

SI                                              1 J = 1 kg · m2/s2

BTUs                                 9,48 × 10−4 BTU

CGS                                  1 × 107 erg

elétron-volts                                  6,24 × 1018 eV

quilocalorias                                  2,39 × 10−4 kcal

quilowatt-hora                            2,78 × 10−7 kW · h

Conforme estabelecido na Equação (6.1), o trabalho é resultado de um produto escalar. Podemos expressar um diferencial de trabalho exercido por uma força constante como
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na qual assumimos que a velocidade também se mantém constante ao longo do intervalo de tempo δt. Portanto, a ação da força ao longo de um percurso e ao longo de um intervalo de tempo não infinitesimal é dada por
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Esta  expressão  estabelece  que  o  trabalho  executado  por  uma  força possa  ser  calculado  pela  integral  de  linha  da  força  ao  longo  da  trajetória percorrida  pelo  corpo.  Porém,  também  podemos  seguir  por  outra abordagem,  mais  simples  e  direta.  Partindo  da  segunda  lei  de  Newton, assumindo que a força e a massa sejam constantes, temos
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Multiplicando por dt e integrando, temos
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que  expressa  que  o  impulso  corresponde  a  uma  mudança  no  momento

linear. Multiplicando a Equação (6.4) por dx e integrando, temos o trabalho:
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Mas, sabemos que
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o que nos leva a
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Com  isso,  introduzimos  uma  nova  grandeza,  correspondente  ao trabalho de F sobre uma massa m ao longo de uma trajetória, mas sob um aspecto  dinâmico.  Chamaremos  esta  nova  grandeza  de  “energia  cinética”. Formalmente:

[image: ]

em que o símbolo K vem da palavra inglesa kinetic, e significa cinético, o adjetivo ligado ao movimento. Assim, a energia cinética é uma das muitas formas da energia e está ligada à velocidade que um corpo apresenta em um dado  momento.  Observe  que  se  a  velocidade  varia,  a  energia  cinética também varia. Ao aplicarmos uma força a um corpo que está em repouso, e este passa a movimentar-se, o trabalho que foi realizado corresponde a uma transferência  de  energia  para  o  corpo,  que  assume  a  forma  de  energia cinética.  Se  o  corpo  já  estiver  em  movimento,  o  trabalho  corresponderá  a uma  mudança  de  energia  cinética,  observável  através  da  mudança  de

 

velocidade, conforme expresso na Equação (6.8).

Observemos  ainda  que,  dada  a  definição  de  energia  cinética,  sua unidade no SI vale
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Ou seja, a unidade da energia cinética é a mesma do trabalho.

■ ■ ■ EXEMPLO 6.1

Um corpo de massa igual a 12 kg está se movendo a 15 m/s. Depois de 3 s, o mesmo corpo está a 21 m/s. Calcule: a) a energia cinética do corpo nos dois instantes, b) o trabalho realizado pela força que o acelerou, c) o valor desta força, e d) a distância percorrida sob a ação desta força.

Solução:

a) a energia cinética nos dois instantes vale
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e
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b) o trabalho realizado pela força equivale à diferença de energia observada pelo corpo:
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c)  o  valor  da  força  pode  ser  calculado  através  da  variação  do  momento

linear. Da Equação (6.5) temos
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Colocando os valores, chega-se a
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d)  a  distância  percorrida  sob  a  ação  desta  força  é  dada  pela  definição  de trabalho:
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Quando  o  trabalho  de  uma  força  se  realiza  como  uma  mudança  de velocidade  há  transferência  de  energia  cinética.  Existe,  contudo,  outra forma de transferência de energia que é bem trivial para todos nós: levantar um objeto. Todos sabem que um corpo que cai de um ponto alto causa mais resultados (mais estrago, na linguagem popular) do que um corpo que cai de um  ponto  baixo.  Esta  experiência  empírica  pode  levar  a  interessantes resultados quando analisada formalmente.

Partiremos de uma visão puramente cinemática, analisando a mudança de altura de um corpo que muda da posição y0 para a posição y1. Aplicando

a equação de Torricelli (Equação (2.50)), temos
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Como o movimento se dá na vertical e para baixo, podemos substituir a aceleração por a = –g. Assim,
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Multiplicando pela massa e dividindo por 2 chegamos a
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Observe que o termo à direita foi invertido pela mudança de sinal. À esquerda temos a diferença de energia cinética. À direita temos uma nova grandeza, chamada de energia potencial, definida como
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em que h  representa  a  altura  do  corpo  (geralmente  medida  com  relação  à superfície  da  Terra).  No  SI,  a  unidade  da  energia  potencial  também  é  J. Agora,  observe  que  o  produto mg  (uma  massa  multiplicada  por  uma aceleração) corresponde à força peso, ou seja
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Logo, quando observamos um corpo que cai, o “cair” é o trabalho da força peso em ação. O corpo é transferido de certa altura para outra, sendo acelerado  durante  a  queda.  Logo,  estamos  observando  a  energia  potencial sendo transformada em energia cinética.

 

6.3    CONSERVAÇÃO DA ENERGIA

A  partir  das  definições  e  considerações  apresentadas,  concluímos  que existe, portanto, uma relação entre a energia cinética e a energia potencial

em  cada  um  dos  pontos  da  trajetória.  Reescrevendo  a  Equação  (6.19), chega-se a
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ou
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Isso  significa  que  a  soma  das  energias  potencial  e  cinética  não  se alterou  durante  a  mudança  de  posição  do  corpo.  Chamamos  esta  soma  de energia mecânica ou de energia total. Formalmente:
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A  energia  mecânica  se  conserva.  Isso  está  bem  claro  na  Equação

(6.23).  Ao  cair,  um  corpo  perde  energia  potencial  proporcionalmente  à altura  percorrida,  mas  ganha  energia  cinética  equivalente.  Evidentemente, se parte da energia for transformado em calor ou outra forma, como ondas sonoras,  esta  fração  sairá  do  sistema.  Por  isso  devemos  ficar  atentos  às potenciais fugas energéticas que o sistema em estudo possa apresentar.

A  lei  de  conservação  da  energia  afirma  que  a  quantidade  total  de energia em um sistema isolado permanece constante ao longo do tempo. Em outras palavras, em um sistema isolado, a energia pode mudar de um ponto para outro do sistema, e que também pode mudar de natureza (de potencial para  cinética,  por  exemplo),  mas  a  energia  não  pode  ser  criada  nem destruída. Esta importantíssima lei da física foi proposta pela primeira vez no século XIX, sendo reescrita por vários cientistas até chegar à sua forma atual como a primeira lei da Termodinâmica.

Lembrando  que  os  dois  lados  da  Equação  (6.22)  representam  o

trabalho realizado, podemos aplicar a definição expressa na Equação (6.3) escrevendo:
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e
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que  apresentam  as  diferenças  de  energias  resultantes  do  trabalho  de  uma força.

■ ■ ■ EXEMPLO 6.2

Imaginemos uma bola elástica que pula ao ser solta a uma certa altura do chão. Considere o sistema ideal (sem atrito ou outras perdas). Determine o intervalo de tempo entre cada salto da bola.

Solução:

A energia mecânica total da bola em qualquer instante vale em  que  estão  formalizadas  as  dependências  da  energia  potencial  com  a altura e da energia cinética com a velocidade vertical.
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Figura 6.2 Uma bola de material elástico que pula ao tocar o chão.

Expandindo as parcelas das energias, teremos
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Quando a bola alcança a altura máxima, h, a energia potencial também é máxima. Logo, em y = h, a velocidade é nula. Assim, neste ponto temos
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O tempo T decorrido entre um toque no chão e o seguinte equivale ao dobro do tempo necessário para a bola ir de y = 0 até y = h, ou seja

[image: ]

 

pois dy = vy dt. Rearranjando a Equação (6.28), podemos obter uma equação para a velocidade:
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da qual usaremos a raiz positiva no integrando da Equação (6.30):
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De (6.29), sabemos que E/mg = h. Assim chegamos finalmente a
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cujo resultado é
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Note que o período depende da altura máxima alcançada pela bola nos seus  saltos.  Se  considerarmos  que  ao  tocar  o  chão  uma  fração  da  energia total  é  perdida  como  calor,  som,  ou  outras  formas,  isso  afetará  a  altura

máxima descrita pela Equação (6.29). Como resultado, o intervalo de tempo entre  dois  toques  consecutivos  no  chão  será  cada  vez  menor.  Ao  final,  a bola não saltará mais, tendo perdido toda a sua energia. ■

■ ■ ■ EXEMPLO 6.3

Uma  órbita  geoestacionária  é  uma  órbita  circular  a  35.786  km  acima  da linha do equador que segue o sentido da rotação da Terra. Um satélite nesta órbita tem um período orbital igual ao período de rotação da Terra e, assim, aparece  imóvel,  em  uma  posição  fixa  no  céu,  para  os  observadores terrestres. Calcule a energia total necessária para lançar um satélite de 1000 kg da linha do equador e levá-lo até a órbita geoestacionária.

Solução: A energia mecânica total a ser transferida para o satélite é igual à diferença  de  energia  potencial  somada  à  diferença  de  energia  cinética necessária para colocá-lo em órbita. A diferença de energia potencial é dada pela  massa  multiplicada  pela  aceleração  gravitacional  e  pela  diferença  de altura:
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Neste caso, estamos considerando a atração gravitacional constante, e assim  todos  os  termos  são  conhecidos.  A  diferença  de  energia  cinética  é dada por
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em que a velocidade inicial, v0 é a velocidade de um corpo sobre o equador terrestre e v1 é a velocidade na órbita geoestacionária. Sabendo-se que o raio

da Terra vale R⊕ = 6378 km (Tabela A.3), então (não se assuste caro leitor, este valor de velocidade é verdadeiro. Para saber a sua  velocidade  devido  à  rotação  da  Terra,  multiplique  pelo  cosseno  da latitude do local em que você se encontra).
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A velocidade na órbita geoestacionária vale
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Assim, temos

[image: ]

 

A energia total vale
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Concluímos  que  ao  se  colocar  um  satélite  em  órbita,  a  energia  dos motores do foguete é convertida em energia cinética e em energia potencial. ■

6.4    SISTEMAS HARMÔNICOS

Alguns  casos  muito  interessantes  e  de  ampla  aplicação  prática  envolvem oscilações.  Exemplos  destas  situações  são  os  osciladores  com  mola  e  os pêndulos. De maneira geral, um sistema oscilatório segue uma expressão do tipo
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em  que A  é  a  amplitude  da  oscilação, ϕ  é  a  fase  do  movimento,  e ω  é  a velocidade angular da oscilação. A presença de uma função trigonométrica na expressão nos remete a um movimento periódico, ou seja, oscilatório ou harmônico.

Em  um  movimento  oscilatório,  o  corpo  em  estudo  se  desloca  em  um caminho fechado, indo e vindo o tempo todo. O trabalho total realizado por uma  força  deste  tipo  é  nulo,  pois  o  corpo,  apesar  de  ter  dado  um  longo passeio, não saiu do lugar.

 

6.4.1 Sistema massa-mola

Estudemos  o  trabalho  realizado  por  uma  mola  sobre  um  corpo.  Sabemos que a força de uma mola de constante k depende apenas do deslocamento a

partir da sua posição de repouso (Equação (5.67)):
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Ao retornar à posição de equilíbrio, o trabalho realizado pela mola será
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o que resulta em
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em que x corresponde à distância percorrida sob a ação da força da mola. Esta  energia  está  acumulada  dentro  da  mola,  e  depende  apenas  do deslocamento  da  posição  de  equilíbrio.  Então,  podemos  interpretar  esta energia  como  estando  na  forma  de  energia  potencial,  e  a  chamaremos  de energia potencial da mola:
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Figura 6.3 Um corpo de massa m preso a uma mola e deslocado de uma distância dx da posição de repouso.
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O  sinal  negativo  significa  que  a  mola  perderá  esta  energia  potencial que, evidentemente, se converte em energia cinética do corpo — ou seja, a mola  acelera  o  corpo  em  direção  à  posição  de  equilíbrio.  Logo,  quando  o corpo atingir a posição x = 0, ele terá uma velocidade diferente de zero… E, portanto, não ficará parado lá! Na verdade o movimento impelirá o corpo além  da  posição  de  equilíbrio,  eventualmente  atingindo  um  máximo  de elongação na extremidade oposta. Nesta posição, a mola puxará o corpo de volta, e estaremos observando um movimento oscilatório. Para estudar este sistema,  podemos  considerar  três  pontos  interessantes  para  o  estudo:  a posição  de  máximo  elongamento  positivo,  a  posição  de  máximo

elongamento negativo e a posição de repouso da mola (Figura 6.4).
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Figura 6.4 Um corpo de massa m preso a uma mola e deslocado. Em I, o corpo está na posição de máximo deslocamento positivo, a força exercida pela mola à máxima e a velocidade é nula. Em II, o corpo  está  na  posição  de  repouso  da  mola  que  não  exerce  força alguma, e a velocidade é máxima. Em III, o corpo está na posição de  máximo  deslocamento  negativo,  a  força  exercida  pela  mola  à máxima, mas na direção oposta e a velocidade é nula.

Considerando  a  conservação  de  energia  mecânica  do  sistema  massa-mola podemos afirmar que, em qualquer ponto,
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ou seja, a variação da energia mecânica total é nula:
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Portanto, em qualquer ponto
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que  nos  dá  a  relação  entre  posição  e  velocidade.  A Figura  6.5  apresenta como o sistema massa-mola se comporta em função do deslocamento com relação à posição de repouso da mola.

Se  não  houver  perdas  por  atrito  ou  outro  modo,  este  sistema  deverá ficar oscilando indefinidamente. Fazendo a média no tempo, observaremos que  o  trabalho  realizado  pela  mola  é  nulo,  pois  o  corpo  sempre  volta  ao mesmo  lugar.  Portanto,  pelo  que  foi  definida,  a  força  da  mola  é conservativa.

A amplitude de oscilação do sistema massa-mola está ligada à máxima elongação imposta à mola no momento inicial. O período de oscilação pode ser calculado seguindo o seguinte raciocínio. Associando a lei de Hooke à lei de Newton, temos
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Figura 6.5 Comportamento do sistema massa-mola. No alto a força exercida pela mola sobre o corpo em função do deslocamento x. Em baixo, a energia potencial da mola e a energia cinética em função da posição x (as escalas são apenas demonstrativas).
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em que m é a massa do corpo, x é o deslocamento a partir do equilíbrio e k é

a  constante  da  mola.  A  Equação  (6.49)  pode  ser  reescrita  como  uma equação diferencial de segunda ordem fazendo
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Esta equação tem como solução geral
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em que ω é a velocidade angular, que vale
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A é a amplitude da oscilação, e ϕ é a fase do movimento. Estas duas últimas  constantes  estão  ligadas  às  condições  iniciais  da  oscilação. ω está ligada à frequência de oscilação por
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Agora podemos deduzir expressões para a velocidade e aceleração do sistema. A partir da definição de velocidade, temos
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e
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Por inspeção, encontramos a relação
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De posse destas expressões, podemos obter as relações para as parcelas da energia mecânica. A energia cinética vale
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E a energia potencial
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Logo, a energia mecânica total do sistema vale
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■ ■ ■ EXEMPLO 6.4

Um  corpo  de  2  kg  foi  preso  a  uma  mola  cuja  constante  é  8  N/m  e  em seguida  foi  deslocado  por  1  cm.  Considerando  que  não  haja  perdas  no sistema  e  que  a  fase  seja  nula,  obtenha  as  expressões  da  posição, velocidade, aceleração e força em função do tempo. Em seguida obtenha a frequência  de  oscilação  e  a  energia  que  foi  introduzida  no  sistema  ao deslocar o corpo da sua posição de equilíbrio.

Solução: A amplitude de oscilação corresponde a A = 0,01 m e a fase ϕ = 0. A velocidade angular do sistema é dada por
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Agora  podemos  apresentar  as  expressões  da  posição,  velocidade  e aceleração:
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Para a expressão da força, usamos a segunda lei de Newton:
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A frequência de oscilação é dada por
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A energia introduzida no sistema corresponde à energia mecânica total, ou seja
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6.4.2 Pêndulos
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Outro importante sistema harmônico é o pêndulo. Este sistema é construído com um corpo (popularmente chamado de um “peso” — não confundir com a  força  peso!)  suspenso  a  partir  de  um  eixo  de  rotação  por  uma  haste (habitualmente  rígida,  mas  que  pode  ser  um  fio  flexível),  de  modo  que possa oscilar livremente. Ao deslocar o corpo lateralmente a partir da sua posição de repouso, este é sujeito a uma força imposta pela gravidade que tende  a  reposicioná-lo  na  posição  central.  Assim,  o  corpo  é  acelerado  e acaba por retornar à posição de equilíbrio. Do mesmo modo que no sistema massa-mola, ao alcançar a posição central, a sua energia cinética não é nula, e  o  corpo  vai  adiante  até  o  máximo  na  direção  oposta,  de  onde  volta, completando o ciclo.
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Analisando a geometria desta montagem identificamos o comprimento da haste que sustenta o corpo, l, e o ângulo que a haste faz com a vertical, θ. l  é  constante,  pois  é  o  raio  de  um  círculo  e θ  varia  com  a  posição  do pêndulo, mas mantém-se dentro de uma faixa de valores θmín e θmáx.

A energia potencial que o corpo pode ter depende da posição angular θ. Esta posição está l(1-cosθ) mais alta do que a posição central. Logo
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Figura 6.6 O movimento de um pêndulo simples.
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Figura  6.7  O  pêndulo  simples: l  é  o  comprimento  da  haste  que sustenta o peso, a velocidade em qualquer instante é v, e o ângulo que a haste faz com a vertical é θ.
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Figura 6.8 Geometria da posição do pêndulo para o cálculo de sua energia potencial.

Aplicando identidades trigonométricas, chegamos a uma expressão que nos provará ser bem mais útil:
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Sabemos,  entretanto,  que  um  pêndulo  oscila  dentro  de  uma  faixa angular muito estreita, o que torna muito tentador fazer uma aproximação que  leve  em  conta  apenas  pequenos  valores  do  ângulo θ.  Seguindo  esta ideia, vamos analisar qual é a amplitude angular na qual seja válido
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Figura 6.9 Comparação entre a energia potencial do pêndulo exata (linha  cheia)  e  a  aproximação  para  pequenos  ângulos  (linha tracejada).
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Neste  ponto  é  muito  importante  estudarmos  esta  aproximação.  A

Equação (6.68) nos dá a energia potencial como uma senoide que tem como

argumento  (θ2/2),  enquanto  a  Equação  (6.69)  nos  propõe  que  a  energia

potencial seja uma parábola em θ2 (veja a Figura 6.9).

Nota-se que para pequenos valores de θ, a Equação (6.69) é válida. Ao assumirmos este fato, restringimos a ação do pêndulo a uma pequena faixa de variação angular. Isso não é grave, pois do ponto de vista prático (e aqui queremos  usar  no  sentido  de  aplicações  tecnológicas)  é  uma  excelente aproximação. Os resultados desta aproximação são aplicáveis ao chamado “pêndulo linear”. Eventualmente, em casos nos quais θ ultrapassa o limite da  aproximação  prevista,  temos  o  “pêndulo  não  linear”,  que  pode  ser estudado via métodos de expansão em séries de Taylor, ou outros.

De  posse  da  energia  potencial  (e  sempre  se  lembrando  da  limitação angular  que  acabamos  de  discutir)  podemos  expressar  a  velocidade  em

qualquer ponto da trajetória fazendo uso da Equação (4.13):

[image: ]

 

A velocidade é sempre perpendicular a l, e tangente à trajetória. Assim, a energia cinética fica
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Como  a  soma  da  energia  potencial  e  cinética  deve  resultar  em  uma constante, podemos escrever
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Observação: esta expressão somente é válida sob as considerações de

pequeno deslocamento angular, nos quais a Equação (6.69). Simplificando temos
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que  é  uma  equação  diferencial  em θ,  muito  semelhante  a  outras  com  as quais  já  nos  deparamos.  Identificamos  o  termo  equivalente  ao  período  de oscilação:
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em que
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A  posição  angular  e  sua  dependência  com  o  tempo  podem  ser expressas por
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em que θ0 é a amplitude angular do movimento e ϕ é a fase.

■ ■ ■ EXEMPLO 6.5

Um pêndulo é construído com um corpo de 500 g preso a um fio de massa desprezível com 80 cm de comprimento. Considerando que não haja perdas e  que  as  oscilações  são  de  apenas  um  grau  (1º),  obtenha  o  período  de oscilação e a altura máxima alcançada pelo corpo em oscilação.
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Figura 6.10 Montagem do pêndulo do Exemplo 6.5.

Solução:  Como  as  oscilações  são  pequenas  (1º),  podemos  usar  as aproximações do pêndulo linear. Para obter o período de oscilação podemos

aplicar diretamente a fórmula da Equação (6.74):
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A energia potencial no ponto mais alto da trajetória pode ser dada por
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em  que h  corresponde  ao  ponto  mais  alto  da  trajetória,  quando  a  energia cinética é nula. Logo,
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Substituindo pelos valores (não se esqueça de transformar a amplitude de graus para radianos):

[image: ]

 

6.5    POTÊNCIA

Sempre  que  usamos  energia  para  realizar  trabalho,  uma  importante característica é a velocidade com que este trabalho foi realizado. Sabemos por  nossas  experiências  diárias  que  o  mesmo  trabalho  realizado  a velocidades  diferentes  exige  esforços  diferentes,  basta  subir  uma  escada lentamente  e  refazer  o  trabalho  correndo  para  comprovar.  Qual  seria  a diferença  entre  uma  situação  e  outra?  Nos  dois  casos  o  trabalho  foi  o mesmo,  pois  a  mesma  massa  percorreu  a  mesma  distância.  Na  verdade,  a diferença é a taxa no tempo com que a energia é transformada.

Nos  sentimos  mais  cansados  ao  subir  a  escada  correndo  porque estamos  dispendendo  mais  energia por  unidade  de  tempo.  Os  sistemas físicos que transformam energia de uma forma na outra são dimensionados para  trabalhar  a  certa  taxa  energética.  Motores  elétricos  ou  de  combustão interna,  lâmpadas,  compressores,  amplificadores  de  som,  e  até  mesmo  os sistemas  biológicos  operam  dentro  de  uma  faixa  predeterminada  de consumo energético. A grandeza que exprime a taxa de energia no tempo é a potência.

Considerando que o trabalho de uma força é executado ao longo de um intervalo de tempo, podemos calcular
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A grandeza P assim definida é a potência exercida durante o intervalo de tempo dt. A unidade da potência no SI é o W (watt, em homenagem ao engenheiro escocês James Watt). São muito utilizadas as unidades derivadas quilowatt,  kW,  megawatt,  MW,  e  miliwatt,  mW.  A  partir  da  definição  de trabalho,  um  watt  equivale  a  1  joule  por  segundo,  ou  ao  trabalho  de  uma força  de  1  Newton  atuando  por  um  metro  no  decorrer  de  1  segundo. Evidentemente, a energia total consumida em um intervalo de tempo vale

[image: ]

 

Partindo da definição de trabalho e considerando a força constante em um breve intervalo de tempo, podemos diferenciar no tempo, obtendo
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■ ■ ■ EXEMPLO 6.6

Qual deve ser a potência de um motor elétrico de um elevador para levantar 1000 kg por 20 m em 5 minutos?

Solução:  A  energia  potencial  a  ser  fornecida  para  a  massa  a  ser  elevada vale:
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Como  esta  energia  deve  ser  convertida  em  cinco  minutos,  temos  a potência:
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6.6    ENERGIA DE CORPOS EM ROTAÇÃO

 

Ao colocarmos um corpo em rotação, estamos transferindo energia para o mesmo.  Com  esta  energia  é  transformada  em  variação  angular  no  tempo, podemos caracterizá-la com uma das formas de energia cinética.

Considere  um  corpo  rígido  que  gira  com  uma  velocidade  angular ω. Uma pequena porção deste corpo de massa m a uma distância r do eixo de rotação  estará  experimentando  uma  velocidade  linear  igual  a ωr  (veja  a

Figura 6.11). A energia cinética desta partícula vale
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A soma de todas as energias cinéticas das partículas resulta na energia cinética de rotação do próprio corpo:
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Figura  6.11  Corpo  rígido  em  rotação  com  velocidade  angular ω. Destaca-se uma partícula com massa m  a  uma  distância r do eixo de rotação.

Lembrando  que  o  momento  de  inércia  é  dado  por  (veja  o  final  do

Capítulo 4):

[image: ]

 

então, teremos 4)  Um  corpo  de  5  kg  está  se  movendo  a  25  km/h.  Qual  é  a  sua  energia cinética?
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Assim,  podemos  agora  exprimir  a  energia  cinética  total  de  um  corpo que se move e ao mesmo tempo gira (como um planeta, por exemplo) por
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Se  um  objeto  cilíndrico  rola  sobre  uma  superfície,  como  um  pneu  de automóvel, seu momento de inércia vale I = mr2/2 e ainda podemos contar com a relação v = ωr. Assim, para um cilindro que gira sobre seu eixo e ao mesmo tempo se desloca sobre uma superfície, teremos
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Isso significa que a energia cinética de um corpo que rola sobre uma superfície  é  cerca  de  50  %  maior,  sendo  esta  diferença  devida  à  energia cinética de rotação.

6.7    EXERCÍCIOS

1) Um corpo sofre a ação de uma força de 12,5 N que o empurra por 4 m. Calcule o trabalho realizado.

2) Durante uma experiência usando um tubo de raios catódicos, observou-se que  os  elétrons  foram  deslocados  do  fundo  do  tubo  até  a  tela  de  material fosforescente,  30  cm  à  frente.  Qual  foi  o  trabalho  realizado  pela  força eletrostática?

3)  Um  Boeing  747-400  levanta  voo  completamente  carregado,  pesando 412.775 kg. Sabendo-se que este avião atinge 11.000 m de altitude, calcule o  trabalho  realizado  pela  componente  vertical  que  a  sustentação  das  asas promove.

5) Um corpo de massa igual a 22 kg está se movendo a 1,8 m/s. Depois de 12 s, o mesmo corpo está a 150 m/s. Calcule: a) a energia cinética do corpo nos  dois  instantes,  b)  o  trabalho  realizado  pela  força  que  o  acelerou,  c)  o valor desta força, e d) a distância percorrida sob a ação desta força. 6) Estime a energia cinética de um navio petroleiro navegando a 40 km/h. 7) Calcule a energia potencial de um corpo de 100 kg a 200 m de altura. 8) Um veículo desgovernado cai em um precipício, cuja profundidade é de 300  m.  Estime  a  energia  potencial  que  este  infeliz  veículo  tinha  quando estava no alto do precipício.

9)  Um  brinquedo  de  massa  50  g  cai  ao  longo  de  uma  escada  com  25 degraus de 20 cm de altura. Calcule a perda de energia potencial por degrau e a perda total ao chegar ao solo.

10) Há 65 milhões de anos, um pequeno corpo celeste, cuja massa estimada era de 5 × 1014 kg, colidiu com a Terra, causando extinção maciça de várias espécies de animais e plantas. Calcule a sua energia potencial, considerando a órbita da Lua.

11) Um pequeno objeto de 100 g é jogado para cima. Ele atinge uma altura máxima de 12,5 m antes de voltar a cair. Calcule: a) a energia potencial no ponto mais alto, b) a energia cinética máxima, c) a velocidade do objeto ao tocar o chão na queda.

12) Um canhão dispara um projétil de 120 kg a velocidade inicial de 1480 m/s. Qual seria a altura máxima atingida se o tiro fosse na vertical? 13) Durante um espetáculo de circo, um artista cai do trapézio a 20 m de altura sobre (felizmente) uma rede de proteção com 10 m2. Qual deve ser a energia  que  a  rede  deve  absorver  por  unidade  de  superfície  para  que  o trapezista não se machuque?

14)  Um  paraquedista  salta  de  um  avião  a  1200  m  de  altura.  Qual  é  a  sua energia  potencial  inicial?  Qual  é  a  altitude  na  qual  a  energia  cinética  e  a energia potencial se igualam?

15) Por um erro de manobra do capitão, o petroleiro do Exercício 6 foi de encontro  a  uma  praia  em  uma  ilha  deserta  no  meio  do  oceano  Pacífico. Despreze todas as perdas e estime a altura que o navio deve subir na areia para parar completamente.

16) Uma mola de 5 N/m tem em uma de suas extremidades um objeto de 500  g,  e  a  outra  extremidade  está  presa  no  teto  do  laboratório.  Então,  o objeto  foi  deslocado  2  cm  para  baixo  e  solto,  iniciando  um  movimento oscilatório. Considerando que não haja perdas no sistema e que a fase seja nula, obtenha: a) a posição em função do tempo; b) a velocidade em função do  tempo;  c)  a  aceleração  em  função  do  tempo;  d)  a  força  em  função  do tempo;  e)  a  frequência  de  oscilação  e  f)  a  energia  que  foi  introduzida  no sistema ao deslocar o corpo da sua posição de equilíbrio. 17) Um sistema mecânico tem um oscilador a mola de constante 36 N/m. Determine qual deve ser a massa do corpo a ser preso a esta mola para que este sistema oscile a 20 Hz.

18) Um corpo de 300 g está preso a fio de massa desprezível com 1,40 m de comprimento.  Considerando  que  não  haja  perdas  e  que  as  oscilações  têm um ângulo de um grau, obtenha o período de oscilação e a altura máxima alcançada pelo corpo em oscilação.

19) Um relógio de parede usa um pêndulo como base de tempo. Qual deve ser o comprimento da haste para que a frequência de oscilação seja 1 Hz? 20)  Um  guindaste  de  demolição  usa  um  corpo  metálico  de  10  toneladas para  derrubar  prédios  e  outras  construções.  No  alto,  quando  o  cabo  de sustentação  está  com  10  m,  a  maça  balança  com  2  s  por  período  de oscilação.  O  operador  abaixa  a  maça  até  que  o  cabo  fique  com  25  m. Apresente a expressão da variação da frequência de oscilação em função do tempo durante esta manobra.

21)  Jason  Speed,  o  agente  secreto,  está  preso  a  cabo  de  aço  de  18  m  de comprimento,  balançando  em  frente  às  janelas  do  edifício  B-Schwartz Tower, sede de uma notória organização criminosa internacional. Jason sabe que, com um cabo neste comprimento, deve oscilar com a frequência exata o  suficiente  para  alcançar  a  janela  onde  está  presa  Julie  Hertz,  sua  amada neste episódio. Entretanto, Sprat Vlad, seu opositor, prende o cabo a 5 m do nosso  herói.  Qual  é  o  período  de  oscilação  imposto  pelo  vilão  ao  nosso herói? Qual é o período necessário para o episódio ter um final feliz? 22)  Qual  deve  ser  a  potência  de  um  motor  elétrico  de  uma  bomba  de elevação para levantar 2500 l de água por 15 m em 1 minuto? 23) Qual é a energia cinética de rotação de uma casca esférica de raio 0,5 m e massa 2 kg que está girando a 25 rpm?

24) Faça uma estimativa da energia cinética de rotação e de translação da

Terra. (Dica: Equação (6.90) e Tabela 4.2.) 25) Os videogames da série Halo têm como cenário mundos artificiais em forma de anel, construídos ao redor de pequenas estrelas. Uma “instalação Halo” tem tipicamente 8000 km de raio e massa de 1,7 × 1017 kg. Calcule: a) a rotação de uma instalação Halo para que a aceleração centrífuga seja semelhante  à  aceleração  da  gravidade  na  superfície  da  Terra;  b)  a  energia cinética de rotação necessária para se chegar a esta condição.




________________

1Richard  Phillips  Feynman  (1918–1988):  físico  teórico  norte-americano. Conhecido  por  seus  trabalhos  em  mecânica  quântica,  teoria  da eletrodinâmica  quântica,  física  de  superfluidos  e  física  de  partículas. Recebeu  o  prêmio  Nobel  em  1965  por  suas  contribuições  para  o desenvolvimento da eletrodinâmica quântica.

2Henri  Poincaré  (1854-1912):  matemático  francês,  físico  teórico, engenheiro  e  filósofo  da  ciência.  Ele  é  frequentemente  descrito  como  um polímata. Destacou-se em todos os campos da matemática de sua época.
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A GRAVITAÇÃO
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7.1.   INTRODUÇÃO

Uma  das  grandes  conquistas  da  humanidade  foi  o  surpreendente conhecimento  alcançado  a  respeito  do  Universo.  Graças  ao  avanço  das ciências físicas, podemos agora estudar detalhadamente os menores corpos do  nosso  sistema  solar,  exoplanetas,  estrelas  e  galáxias  distantes.  Hoje temos  uma  profunda  e  ampla  compreensão  do  movimento  dos  corpos celestes e suas interações. Mas nem sempre foi assim.

Há muito tempo, mentes brilhantes têm se debruçado sobre os enigmas que  a  natureza  nos  apresenta.  Se  atualmente  podemos  nos  orgulhar  do conhecimento  adquirido,  é  porque  foram  os  físicos,  e  não  as  estrelas,  que nos  deram  as  respostas.  Desde  o  princípio  do  pensamento  racional  até  os tempos  atuais,  por  trás  de  cada  teoria  bem-sucedida  existem  pessoas trabalhando  incessantemente.  De  tentativa  em  tentativa,  entre  acertos  e erros, hoje dispomos de um vasto repositório de teorias que nos guiam no sentido de explicar os mistérios que ainda persistem.

Em 1686, Isaac Newton propôs que

…  if  it  universally  appears,  by  experiments  and  astronomical observations,  that  all  bodies  about  the  earth  gravitate  towards  the earth… that the moon likewise…; that, on the other hand, our sea gravitates  towards  the  moon;  and  all  the  planets  one  towards another…  we  must,  in  consequence  of  this  rule,  universally  allow that all bodies whatsoever are endowed with a principle of mutual gravitation…

Isaac Newton, Principia (1686)

Tradução:

…se universalmente aparece, através de experimentos e observações astronômicas,  que  todos  os  corpos  sobre  a  Terra  gravitam  em direção à Terra… que a Lua também…, para que, por outro lado, o nosso  mar  gravita  em  direção  à  Lua,  e  todos  os  planetas  uns  em relação  aos  outros…  temos  que,  em  consequência  dessa  regra, universalmente  admitir  que  todos  os  corpos  são  dotados  de  um princípio de gravitação mútua…

Esta  não  foi  uma  hipótese  mal  pensada,  jogada  sem  bases  para  ser discutida  ou  apreciada  por  outros.  O  resultado  do  trabalho  de  Newton estava  alicerçado  em  sólidas  observações  (de  Tycho  Brahe),  ajustes matemáticos precisos (de Johanes Kepler), em experiências exaustivamente repetidas  (de  Galileu  Galilei)  e  em  modelos  elegantes  e  econômicos  (de Nicolau Copérnico e Aristarco de Samos). Quando publicou sua obra mais famosa,  o  livro Princípios  Matemáticos  de  Filosofia  Natural  (em  latim Philosophiæ  naturalis  Principia  Mathematica),  Newton  estava apresentando ao mundo não apenas uma teoria, mas o ápice do pensamento científico com relação aos movimentos celestes.

Não seria correto se a primeira equação deste capítulo fosse outra que não a famosa lei da gravitação universal:
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Esta  equação  exprime  a  força Fg  de  atração  gravitacional  entre  dois corpos como proporcional ao produto das massas de cada corpo, m1 e m2, e inversamente  proporcional  ao  quadrado  da  distância  entre  eles, d.  A constante de proporcionalidade G é conhecida com constante da gravitação universal e vale 6,67428 × 10−11 m3 · kg−1 · s−2. Os corpos extensos, como os planetas e estrelas, são considerados como tendo sua massa concentrada no seu centro.
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Figura 7.1 Página de título da primeira impressão dos Principia de Isaac Newton.
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Figura 7.2 Isaac Newton apresentando suas teorias diante da Royal Society  em  Londres  (extraído  de  “Ombros  de  Gigantes”,  Hetem et al. 2009).

Esta  lei  nos  permite  calcular  com  precisão  a  força  gravitacional  (e consequentemente  a  aceleração,  velocidade  e  posição)  de  planetas, asteroides e cometas, e a velocidade de estrelas, satélites e naves espaciais. Também  podemos  projetar  e  executar  manobras  orbitais  e  enviar instrumentos robotizados a outros mundos do Sistema Solar.

■ ■ ■ EXEMPLO 7.1

Calcule a força (em Newtons) devida à atração gravitacional entre: a) O Sol e  a  Terra,  b)  A  Terra  e  a  Lua,  c)  A  Terra  e  uma  pessoa  de  50  kg  em  sua superfície, d) Um elefante e uma formiga a 2 m de distância, e) O monte Everest e um automóvel a 2 km, e f) Júpiter e a Terra.

Solução: Para todos os casos apresentados, a força é calculada a partir da

Equação (7.1). Usamos G = 6,67428 × 10−11 m3 · kg−1 · s−2. Os dados estão

disponíveis nas tabelas do Apêndice A. a) Massa do Sol: M ⊙ = 1,98 × 1030 kg; massa da Terra: M⊕ = 5,98 × 1024 kg, distância da Terra ao Sol: 1 UA = 1,496 × 1011 m.
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b) Massa da Lua: M  = 7,35 × 1022 kg; distância da Terra à Lua: 384.399 km.
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c)  Uma  pessoa  sobre  a  superfície  está  a  uma  distância  do  centro  da  Terra igual a seu raio, ou seja, 6400 km.
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d) Massa de um elefante médio: 4500 kg; massa de uma formiga: 0,003 g.
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e) Massa do monte Everest: 6,4 × 1015 kg; massa de um automóvel médio: 1500 kg.
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f) Júpiter e a Terra tem velocidades órbitas tais que ora se aproximam, ora
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se distanciam (veja Figura 7.3). A órbita de Júpiter tem 5,2 UA e sua massa é 1,8986 × 1027 kg. Assim, para os dois casos, as distâncias são:
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Portanto, as forças de atração gravitacional em cada caso são:
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Observe que a razão entre uma situação e a outra, a força varia de
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Figura 7.3 Esquema com as órbitas da Terra e de Júpiter.          ■
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7.2    AS ÓRBITAS DOS PLANETAS
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Entretanto,  todo  este  esclarecimento  é  recente.  Durante  muitos  séculos  a humanidade teve uma visão falha da natureza e do movimento dos corpos celestes.

De todos os objetos do céu, os planetas são muito peculiares tanto por seu  movimento  como  por  sua  aparente  mudança  de  brilho.  Ao  olharmos para o céu noturno ao longo de várias noites, notaremos que alguns pontos luminosos  se  movem  com  relação  às  estrelas  de  fundo  —  estes  são  os planetas  vistos  sem  telescópios!  Estes  pontos  distinguem-se  das  estrelas justamente  por  isso:  eles  se  movem.  O  movimento  somente  é  observado relativamente às estrelas, pois estas são as únicas referências no céu escuro (mesmo  hoje,  os  telescópios  mais  modernos  utilizam  estrelas  brilhantes como  pontos  de  referência  para  observarem  os  astros).  Um  astrônomo  da Antiguidade  anotava  a  posição  de  cada  planeta  durante  muitas  noites.  Ao analisar suas anotações, ele perceberia que cada planeta tem uma trajetória, se bem que todos se movem aproximadamente na mesma faixa do céu e na mesma  direção.  Cada  planeta  também  teria  uma  velocidade  e  uma  cor característica.  Alguns  aparecem  durante  a  noite  inteira,  enquanto  outros insistem  em  se  mostrar  apenas  alguns  minutos  depois  do  Sol  se  pôr,  ou imediatamente antes da aurora.

O acúmulo dos dados obtidos por diligentes observadores dos astros ao longo  de  séculos  permitiu  que  fossem  propostos  modelos  que  tentavam explicar  o  funcionamento  dos  céus.  Apesar  da  tentação,  não  iremos comentar  ou  citar  todos  os  modelos  cosmológicos  da  história,  pois  isso estaria  bem  além  do  escopo  desta  obra.  Porém,  nos  contentaremos  com aqueles que tiveram certo grau de relevância para os nossos propósitos.

Eudóxio de Cnido (século III a.C.) foi um astrônomo grego, aluno de Platão. Ele apresentou um modelo que propunha, entre outras coisas, que as estrelas estavam fixas sobre uma esfera imutável, e que os planetas estavam sobre outras esferas transparentes de raio menor, que tinham a liberdade de se  mover.  Este  conceito,  das  estrelas  fixas,  manteve-se  por  muito  tempo, tanto  por  questões  de  referencial  das  observações,  como  por  motivações religiosas e políticas.

Aristarco  de  Samos  (século  II  a.C.)  foi  um  importante  astrônomo  e matemático grego, e realizou a façanha de apresentar o (até então) inédito modelo com o Sol no centro do universo, e com a Terra e os planetas a girar ao  seu  redor.  Infelizmente,  suas  ideias  foram  renegadas  por  séculos,  até  a Renascença europeia.

Eratóstenes de Cirene (século II a.C.), também grego, foi matemático, geógrafo,  poeta,  atleta,  astrônomo  e  teórico  de  música  (aliás  essa  era  a verdadeira vocação de um “filósofo”: fazer tudo!). Inventor do sistema de latitudes e longitudes, calculou a circunferência da Terra, tendo alcançado notável  precisão.  Também  determinou  a  inclinação  do  eixo  da  Terra  e  a distância  da  Terra  ao  Sol.  Em  sua  homenagem,  seu  nome  foi  dado  a  uma cratera na Lua.

Cláudio Ptolomeu (90 d.C.) foi um cidadão greco-romano nascido no Egito, viveu a maior parte de sua vida em Alexandria. Autor da importante obra  astronômica Almagesto  (em  grego  “O  grande  tratado”),  na  qual  fez uma  compilação  de  todos  os  modelos  e  estudos  astronômicos  da Antiguidade.  Seus  livros  perduraram  por  13  séculos,  sendo  usados  para ensino e estudo até o fim da Idade Média.

Da leitura do Almagesto, conclui-se que o universo segue um modelo geocêntrico,  também  conhecido  como  ptolomaico.  Nesse  modelo,  a  Terra ocupa o centro e as órbitas de todos os corpos celestes a circundam. Hoje sabemos que ele não está correto, mas devemos nos ater ao fato de que as observações astronômicas são feitas a partir da Terra. Logo, se as estrelas, o Sol e os planetas parecem girar em torno da Terra ao longo do dia, parece ser uma conclusão óbvia de que a Terra está no centro desse sistema. Por outro  lado,  os  movimentos  dos  planetas  contra  as  estrelas  fixas  também parecem  indicar  que  a  Terra  é  o  corpo  central.  Além  disso,  nossas experiências  na  vida  cotidiana  nos  induzem  a  acreditar  que  a  Terra  não esteja  se  movendo.  É,  portanto,  fácil  compreender  porque  este  modelo prosperou por tanto tempo. No modelo geocêntrico os planetas moviam-se sobre  esferas  transparentes  (as  órbitas)  e  seu  posicionamento  tinha  uma

relação com a velocidade aparente de translação em torno da Terra (Figura

7.4). Não se assuste, caro leitor, pela ausência dos outros planetas! Eles só são  visíveis  através  de  telescópios  e  estavam,  portanto,  invisíveis  aos astrônomos do tempo de Ptolomeu. Também não se preocupe em classificar o Sol e a Lua como planetas: para os antigos gregos, tanto um como o outro se moviam no céu, sendo por isso também classificados como planetas. Um

esquema do modelo geocêntrico é apresentado na Figura 7.5.

[image: ]

 

Figura 7.4  Gravura  feita  em  madeira  por  um  artista  desconhecido, que  teve  sua  primeira  publicação  em  1888  no  livro L’atmosfera: météorologie  populaire  do  astrônomo  Camille.  Vemos  uma cosmologia supostamente medieval, em que o céu é sólido e opaco e mantém as estrelas fixas. O personagem da gravura se ajoelha e consegue olhar o que existe além da esfera das estrelas fixas.

À  primeira  vista,  temos  a  sensação  de  que  o  modelo  geocêntrico funciona  bem.  Uma  vez  posicionados  em  função  de  seus  períodos,  os planetas  devem  se  mover  harmonicamente  e  realizar  suas  trajetórias perfeitas no céu. Contudo, algumas imperfeições do modelo incomodavam os  filósofos  gregos,  que  tinham  uma  especial  preferência  pela  forma circular,  por  ser  esta  uma  materialização  do  mundo  ideal  de  Platão.  Entre muitos  outros  problemas,  o  mais  intrigante,  justamente  por  ser  o  mais aberrante, é o movimento aparente retrógrado dos planetas. Observados da Terra,  os  planetas  apresentam  uma  mudança  periódica  de  direção.  Os planetas  exteriores  (Marte,  Júpiter  e  Saturno)  movem-se  lentamente  para leste  em  relação  às  estrelas  fixas,  sendo  este  movimento  chamado  de “movimento direto”. Mas sabemos que a Terra completa sua órbita em um intervalo  de  tempo  mais  curto  do  que  estes  planetas,  e  eventualmente ultrapassa-os  em  posição  angular.  O  que  se  observa  é  que,  no  ponto  de máxima aproximação, o planeta que está sendo ultrapassado parecerá parar a sua deriva para o leste. Na noite seguinte, teremos a impressão de que o planeta  está  voltando  para  o  oeste.  Ele  ficará  indo  para  o  oeste  por  certo

tempo, volta a parar, e retoma sua direção correta (veja Figuras 7.6 e 7.7).

Para ajustar o modelo geocêntrico a este comportamento, os filósofos antigos  incluíram  os  epiciclos  às  órbitas  dos  planetas.  No  século  III  a.C., Apolônio de Perga propôs o modelo epicíclico, sendo este formalizado por Ptolomeu no Almagesto. No ajuste por epiciclos os planetas movem-se em um pequeno círculo chamado epiciclo, que por sua vez se move ao longo de um círculo maior chamado deferente. Ambos os círculos giram para o leste e  são  aproximadamente  paralelos  ao  plano  da  órbita  do  Sol.  As  órbitas

geradas por esse sistema são curvas da família das epicicloides (Figura 7.8).
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Figura  7.5  Representação  do  sistema  geocêntrico  ou  ptolomaico. Os  planetas  foram  posicionados  de  acordo  com  sua  aparente velocidade de translação em torno da Terra (veja o texto).
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Figura 7.6 O movimento aparente retrógrado de Marte. Este efeito é resultado  dos  movimentos  relativos  entre  a  Terra  e  Marte  e  a projeção da imagem deste sobre as estrelas fixas.
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Figura 7.7  Várias  posições  de  Marte  ao  longo  de  agosto  de  2003, na qual pode-se apreciar o movimento retrógrado. Esta imagem foi feita com várias exposições sem mover o telescópio, em uma bela demonstração de planejamento e controle de Tunc Tezel, astrônomo amador da Turquia.

Contudo,  mesmo  com  a  aplicação  de  epiciclos  (e  outros  ajustes, incluindo-se  “epiciclos  de  epiciclos”),  os  erros  do  modelo  geocêntrico nunca foram resolvidos. Ao contrário, com o progresso da tecnologia e seu uso  na  observação  dos  planetas,  obtiveram-se  dados  cada  vez  mais refinados, o que piorava a interpretação das previsões do modelo.

Junto  com  a  Renascença,  novas  ideias  começaram  a  se  sobrepor  ao pensamento do mundo antigo. O modelo heliocêntrico proposto por Nicolau Copérnico (1473-1543) trouxe várias novidades, entre elas a explicação do movimento  retrógrado.  O  modelo  copernicano  serviu  de  inspiração  para outros  pensadores  da  época,  cujo  trabalho  conjunto  revolucionou  a  forma como o homem vê o universo.

 

7.3    FORÇAS CENTRAIS

A partir do trabalho de Johannes Kepler e Isaac Newton, podemos modelar os movimentos planetários através de forças centrais.
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Figura  7.8  Trajetórias  (ou  órbitas)  resultantes  da  aplicação  de epiciclos.

Definimos  uma  força  como  central  quando  sua  magnitude  depende apenas  da  distância r  do  objeto  e  é  dirigida  ao  longo  da  linha  que  liga  o objeto  que  sofre  a  força  ao  objeto  que  gera  a  força.  Pela  sua  definição,  a força gravitacional é uma força central, pois
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em que   representa o vetor distância e está sempre apontando para o corpo central.
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Definiremos também o que é uma força conservativa: dado uma função escalar  no  espaço,  se  o  seu  gradiente  equivaler  a  um  campo  vetorial,  este campo  vetorial  é  conservativo,  e  a  função  é  um  potencial  escalar. Formalmente:
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(aqui usamos o símbolo ∇ para representar o gradiente. O gradiente é um dos  operadores  do  cálculo  vetorial,  sendo  que  sua  dedução  e  discussão

ultrapassa  o  escopo  desta  obra.  O Apêndice  B  apresenta  alguns  dos operadores do cálculo vetorial).

Assim,  associamos  a  uma  força  uma  nova  grandeza:  o  potencial.

Conforme  expresso  na  Equação  (7.12),  a  relação  entre  o  potencial  e  sua força, nos indica que esta força é conservativa e central.

Uma das propriedades dos campos vetoriais conservativos é que suas integrais  de  linha,  que  têm  como  limites  de  integração  dois  pontos  no espaço,  são  independentes  do  caminho  escolhido  para  a  integração.  Por outro  lado,  a  independência  caminho  é  equivalente  ao  campo  vetorial  ser conservativo. Ou seja,
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se for válida a Equação (7.12).

Campos  de  vetores  conservativos  também  são  irrotacionais,  o  que significa que (em três dimensões) seu rotacional é nulo. Logo
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Além  disso,  a  energia  mecânica  total  (potencial  +  cinética)  e  o momento  angular  devem  se  manter  constante  se  o  corpo  de  prova  estiver imerso  em  um  campo  de  força  conservativo.  Pode-se  provar  que  a  força gravitacional é central e conservativa, e estas propriedades nos serão muito úteis nos próximos passos.

Iremos  agora  deduzir  as  equações  em  coordenadas  polares  do movimento de um corpo de massa m em movimento, sob ação de uma força

central e conservativa. Considere as Figuras 7.9 e 7.10.

A posição do corpo é dada por
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em que r representa a distância do corpo até a origem e er, o vetor unitário

na direção radial. A velocidade do corpo será dada por (veja Figura 7.10)
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Diferenciando  a  Equação  (7.16)  com  respeito  ao  tempo  chegamos  à aceleração:
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Podemos  substituir d(e )/dt  por  (dθ/dt)e  e d(e )/dt  por  –(dθ/dt)e , r r θ θ chegando a expressão completa para a aceleração em coordenadas polares:
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Separando nas componentes radial e transversal, teremos
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Tendo a aceleração podemos aplicar a segunda lei de Newton e obter a

força  que  move  este  corpo  que,  a  partir  das  Equações  (7.19)  e  (7.20), também será expressa nas suas componentes radial e transversal:
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Figura 7.9 Vetores unitários er e eθ associados ao movimento radial e transverso em um sistema de coordenadas polares.
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Figura  7.10  Decomposição  de  um  diferencial  de  movimento  em coordenadas polares Δ  = Δre r + rΔθeθ e a área varrida pelo vetor posição, ΔA.
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7.4    AS LEIS DE KEPLER

Antes  do  advento  do  telescópio,  as  melhores  observações  das  posições  e movimento dos planetas haviam sido obtidas pelo astrônomo dinamarquês Tycho  Brahe  (1546-1601).  Seus  dados  das  posições  de  Marte  eram  muito precisos  e  discordavam  frontalmente  do  modelo  de  Ptolomeu.  O  alemão Johannes  Kepler  (1571-1630),  discípulo  de  Brahe  e  depois  seu  sucessor como  matemático  imperial,  estudou  profundamente  os  preciosos  dados observacionais  que  haviam  sido  tão  trabalhosamente  anotadas  durante décadas por seu mestre. Deste esforço resultaram as leis de Kepler sobre os movimentos planetários.

Kepler nos deixou uma grande quantidade de textos, nos quais relata os tortuosos e labirínticos caminhos que seguiu até chegar às suas leis. Em um mundo  de  incertezas  políticas,  religiosas  e  sociais,  Kepler  teve  que enfrentar  guerras,  problemas  de  saúde,  viuvez,  mudanças  constantes  de empregador e de domicílio. Mas sua vitória mais importante foi na batalha contra o obscurantismo medieval.

As leis de Kepler do movimento planetário foram enunciadas na forma de  afirmações  científicas  que  descrevem  o  movimento  orbital,  cada  uma dando uma descrição do movimento dos planetas em torno do Sol. As leis de Kepler são:

1a Lei: “A órbita de cada planeta é uma elipse com o Sol em um dos dois focos.”

2a  Lei:  “A  linha  unindo  um  planeta  e  o  Sol  varre  áreas  iguais  em intervalos de tempo iguais.”

3a Lei: “O quadrado do período orbital de um planeta é diretamente proporcional ao cubo do semieixo maior de sua órbita.”

A seguir, veremos como estas leis podem ser deduzidas a partir das leis de  Newton  e  da  gravitação.  Começaremos  deduzindo  a  segunda  lei  de Kepler antes da primeira lei por dois motivos: o primeiro motivo é por uma questão  de  didática,  a  segunda  lei  é  deduzida  diretamente  a  partir  das propriedades  de  uma  força  central  conservativa.  A  segunda  razão  é  que usaremos  o  resultado  da  segunda  lei  para  deduzir  a  primeira  lei.  Quando Kepler deduziu suas leis, ele usou principalmente argumentos geométricos, pois as leis de Newton ainda não estavam disponíveis.

7.4.1 Dedução da segunda lei de Kepler

Tomemos  uma  força  conservativa  e  coloquemos  a  origem  do  sistema  de referências no ponto do espaço onde a força é gerada. Teremos uma força central, cujas componentes são
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Entretanto, sabemos que F θ = 0 uma vez que a força se dá na direção do  corpo  central.  Evidentemente,  a  componente  da  aceleração  na  direção transversal também será nula, a θ = 0. Logo
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Iremos agora usar este resultado para demonstrar que r2(dθ/dt) é uma constante. Começaremos multiplicando o último resultado por r:
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Esta é a expressão da derivada de r2(dθ/dt) com relação ao tempo:
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Sendo esta derivada igual a zero, significa que o derivando é constante no tempo, ou seja
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com C sendo uma constante. A área do triângulo de área ΔA da Figura 7.10 é dada por
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Considerando  o  limite  no  qual  Δt  tende  a  zero,  ΔA  pode  ser interpretado como dA, e teremos
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Comparando com a Equação (7.27), concluímos que a constante C vale 2 dA/dt.  Observando  melhor,  vemos  que  esta  constante  corresponde  à velocidade  com  que  o  vetor  posição r  passa  sobre  a  área  do  triângulo

definido na Figura 7.10. Sendo esta taxa uma constante, concluímos que a área varrida pelo vetor é uma função linear do tempo.

7.4.2 Dedução da primeira lei de Kepler

Uma  das  formas  mais  simples  de  desenhar  uma  elipse  é  prendendo  com dois  alfinetes  um  barbante  sobre  o  papel  deixando  uma  certa  folga.  Em seguida, posicionamos a ponta do lápis contra o barbante e o esticamos, e

mantendo esta configuração traçamos uma linha (veja Figura 7.11).

A linha fechada assim obtida é uma elipse. Os focos são representados pelos pontos f1 e f2 aos quais o barbante está preso no papel. O barbante tem um  comprimento  igual  a  2a  = r′  + r,  ou  seja,  o  dobro  do  eixo  maior  da elipse.

A separação entre os focos vale 2εa, e no limite ε→0 equivale ao caso especial  de  um  círculo  de  raio a.  A  relação  entre  um  ponto  arbitrário P pertencente à elipse tem suas coordenadas dadas por
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Mas, podemos também escrever
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Figura  7.11  Traçado  de  uma  elipse  com  a  ajuda  de  um  barbante preso ao papel. Os pontos que prendem o barbante são os focos f1 e f 2, e o barbante tem um comprimento r′ + r igual a duas vezes o semieixo maior a.
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Figura 7.12  Elementos  de  uma  elipse:  os  focos, f  e f′,  o  semieixo maior a, a excentricidade ε, um ponto genérico pertencente à elipse, P, o centro da elipse, O.

Então
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em  que ε  é  a  excentricidade  da  elipse,  dada  por ε  =  (1−b2/a2)1/2.  E  assim chegamos a
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Observando a Figura 7.12,  podemos  extrair  uma  relação  do  triângulo definido pelos pontos ONf para o semieixo menor b:
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Com esta relação, podemos reescrever a Equação (7.33), relacionando r, a e b através da excentricidade:
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Diferenciando os dois lados com relação ao tempo, teremos

[image: ]

 

Utilizando a constante C da Equação (7.27), chegamos a
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que diferenciamos novamente com relação ao tempo:
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E  novamente  usamos  a  igualdade  da  Equação  (7.27)  para  eliminar dθ/dt:
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Elevando ao quadrado a Equação (7.27), pode-se chegar a
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Usando  este  resultado  na  expressão  anterior,  teremos  a  aceleração radial a r:
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Agora, comparamos com a Equação (7.35) e concluímos que
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E finalmente
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Esta  última  expressão  confirma  a  ação  de  uma  força  central proporcional  ao  inverso  da  distância  ao  quadrado  em  uma  elipse,  com  o corpo central em um dos focos.

7.4.3 Dedução da terceira lei de Kepler

Como vimos, a constante C da Equação (7.27) é o dobro da velocidade com a qual o vetor posição avança sobre as áreas. Sabendo-se que a área de uma elipse é dada por
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Então  o  período  necessário  para  o  vetor  velocidade  varrer  a  área completa da elipse é
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ou
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Substituindo este valor na aceleração radial (Equação (7.43)),
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Aplicando agora a lei da gravitação de Newton, na qual a força radial vale
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Portanto,  podemos  igualar  os  lados  direitos  das  expressões  da aceleração radial e obter
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E finalmente

[image: ]

 

ou  seja,  o  quadrado  do  período  orbital  de  um  planeta  é  diretamente proporcional ao cubo do semieixo maior de sua órbita.

■ ■ ■ EXEMPLO 7.2

A Lua e o telescópio Hubble estão em órbita em torno da Terra. Verifique se a terceira lei de Kepler é válida para estes dois objetos. Em seguida obtenha uma estimativa da massa da Terra a partir destes dados.

Solução: Usando os dados das tabelas do Apêndice A, obtemos o período e

o semieixo maior das órbitas da Lua e do telescópio Hubble (Tabela 7.1). Com estas informações, podemos calcular o quadrado do período e o cubo do semieixo maior. O único cuidado que devemos tomar é o de converter cada  grandeza  para  as  mesmas  unidades  —  no  caso,  converter  o  período orbital  do  telescópio  Hubble  para  dias  e  o  semieixo  maior  da  Lua  para quilômetros.  Em  seguida  fazemos  a  razão T2/a3.  Os  resultados  são

apresentados na Tabela 7.2.

Tabela 7.1

Corpo                Período                      Semieixo maior

Lua                   27,32 dias                       0,00257 UA = 384.399 km

Telescópio Hubble        96,5 minutos = 0,067 dia          6937 km

Tabela 7.2

Corpo                   2             3                    2 3 T a T / a

Lua                      746,3824       5,67998 × 1016         1,31406 × 10−14

Telescópio Hubble           0,004489        3,33822 × 1011          1,34473 × 10−14

Tabela 7.3
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Origem do cálculo Erro

Massa da Terra (conhecida)                           5,98 × 1024 kg                    —

Usando os dados da Lua                             6,030 × 1024 kg                –0,84%

Usando os dados do Telescópio Hubble                5,892 × 1024 kg                 1,46%

Vemos que a terceira lei se confirma com precisão até a terceira casa decimal. Para estimar a massa da Terra, começaremos invertendo a Equação

(7.50):

[image: ]

 

Faremos o cálculo para os dois corpos e em seguida comparamos com o valor real conhecido, 5,98 × 1024  kg.  Os  resultados  são  apresentados  na

Tabela  7.3.  De  maneira  geral,  os  erros  são  da  ordem  de  ±  1  %.  Para obtermos  resultados  mais  precisos,  constatamos  que  precisamos  de  dados originais com maior precisão. ■

 

7.5    O POTENCIAL GRAVITACIONAL

A lei da gravitação nos assegura que um corpo que esteja próximo de outro é atraído por este. A direção e intensidade da força são funções da posição relativa entre os dois corpos. Assim, é fácil imaginar um campo de vetores força que se estende no espaço, onde cada ponto contém um vetor que seria correspondente à força que um pequeno corpo sentiria se estivesse naquele

ponto (veja Figura 7.13).

Se for possível obter a magnitude do vetor força e sua direção em cada ponto do espaço, obteremos então uma especificação do campo de forças. Uma  boa  metodologia  para  fazer  esta  dedução  é  imaginar  um  pequeno corpo  de  prova  embebido  em  um  campo  gravitacional.  Imaginemos  agora que este corpo de prova se movimente para um ponto próximo do original, percorrendo uma distância ds. A variação da energia potencial é equivalente ao trabalho realizado pela força, ou seja
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Esta expressão tem ainda outra forma que, seguindo a Equação (7.12), conecta a força ao gradiente do potencial:
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Figura 7.13 Representação do campo vetorial da força gravitacional nas proximidades da Terra.

[image: ]

Entretanto, a Equação (7.52) é ainda exata na medida em que a força gravitacional,  por  ser  central,  varia  apenas  em  função  da  distância.

Invertendo a Equação (7.52), teremos
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No caso de forças gravitacionais, temos o interesse de saber o potencial por unidade de massa do corpo de prova, o que resulta em
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E assim podemos definir uma nova grandeza, o potencial gravitacional:
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Esta  expressão  é  muito  útil,  pois  nos  dá  o  potencial  de  forma independente  do  corpo  de  prova.  Assim,  o  potencial  torna-se  uma característica  apenas  do  corpo  central  e  da  distância  deste.  A  unidade  do potencial gravitacional é m2/s2.

O  sinal  negativo  de V(r)  indica  que  seu  valor  aumenta  à  medida  que nos  afastamos  do  corpo  central,  sendo  zero  quando  a  distância  tende  a infinito.

Se a variação da posição do corpo de prova for tal que o potencial se mantenha  constante  (uma  mudança  de  ângulo,  mas  não  de  distância), chamamos estas duas posições de equipotenciais. Em torno de um planeta, por  exemplo,  existem  superfícies  equipotenciais  nas  quais  o  potencial gravitacional é constante. Evidentemente, essas superfícies correspondem a esferas  centradas  no  planeta.  Ao  aproximarmos  dois  corpos  massivos, estaremos combinando seus campos gravitacionais e o potencial da região próxima  terá  este  fato  refletido  em  superfícies  equipotenciais  como  as

mostradas na Figura 7.14.
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Figura 7.14 Superfícies equipotenciais nos arredores de dois corpos massivos próximos.

 

7.6    ÓRBITAS EM TORNO DA TERRA

As órbitas em torno do nosso planeta são classificadas levando-se em conta algumas  características  como  altitude,  ângulo  etc.  As  principais considerações estão ligadas ao tipo de aplicação, geralmente de um satélite artificial, ou uma missão espacial (tripulada ou não).

Uma  órbita  é  chamada  de  geoestacionária  quando  for  circular, acompanhando a linha do equador da Terra (pontos de latitude zero) e a sua rotação  acompanha  exatamente  a  rotação  da  Terra.  Em  inglês,  a  órbita geoestacionária é chamada de Geostationary Earth Orbit, cuja sigla é GEO. Também  é  denominada  como  órbita  geossincrônica,  pois  os  satélites  que nela estão movem-se em sincronia com um ponto sobre a linha do equador. A altitude de uma órbita geoestacionária é de 35.786 km.

Uma órbita é considerada baixa quando os objetos se encontram abaixo de 2000 km de altitude, e sua sigla em inglês é LEO (de Low Earth Orbit). Os  satélites  nestas  órbitas  têm  cerca  de  27.400  km/h  (8  km/s),  o  que representa uma revolução da ordem de 90 minutos.

Uma  órbita  terrestre  média  é  uma  órbita  na  qual  os  objetos  se encontram entre 2000 km e a órbita geoestacionária. Sua nomenclatura em inglês é Mean Earth Orbit (MEO) ou Intermedite Circular Orbit (ICO). Os satélites nestas órbitas executam revoluções entre 2 e 12 horas. Os satélites do sistema GPS encontram-se nestas órbitas.

Finalmente, uma órbita terrestre alta é uma órbita na qual os objetos se encontram acima da órbita geoestacionária. Seus períodos de revolução são superiores a 24 horas.

Tabela 7.4

Corpo principal                 Órbita

Galáxia                           Galactocêntrica

Sol                                Heliocêntrica

Terra                               Geocêntrica

Marte                        Areocêntrica

Lua                           Selenocêntrica ou Lunar

Mercúrio                        Hermocêntriaca

Vênus                         Aphrodiocêntrica

Júpiter                              Jovicêntrica ou Zeocêntrica

Saturno                         Cronocêntrica ou Saturnocêntrica

Urano                        Uranocêntrica

Netuno                       Neptunocêntrica

Em  função  do  ângulo  com  relação  ao  equador  terrestre,  as  órbitas podem  ser  classificadas  como  inclinadas  (uma  órbita  cuja  inclinação  em relação  ao  plano  equatorial  é  diferente  de  zero)  ou  não  inclinadas.  Se  a órbita passa sobre ou quase sobre os polos do planeta em cada revolução, é chamada de polar. Estas órbitas têm uma inclinação de (ou muito perto de) 90o. Uma variação desta classificação ocorre com uma órbita heliossíncrona polar  (SSO):  uma  órbita  quase  polar  que  passa  pelo  equador  sempre  no mesmo  momento  solar  em  cada  passagem.  Essas  órbitas  são  úteis  para  a captação de imagens porque as sombras serão as mesmas a cada passagem.

Uma órbita eclíptica é aquela que não apresenta inclinação em relação à eclíptica. Uma órbita equatorial apresenta inclinação nula com respeito ao equador.  Existem  variações:  uma  órbita  “próxima  da  órbita  equatorial”  é aquela  cuja  inclinação  em  relação  ao  plano  equatorial  é  quase  zero.  Essa órbita permite revisitar várias vezes locais perto do equador.

A Tabela 7.4 apresenta os nomes dados às órbitas em função do corpo principal.

 

7.7    SISTEMAS BINÁRIOS

Sabemos  que  um  grande  número  de  estrelas  da  Galáxia  são  duplas  ou binárias.  Estes  sistemas  correspondem  a  um  par  de  estrelas  que  estão  tão próximas uma da outra, a ponto de uma orbitar a outra, ou ambas orbitarem o  centro  de  massa  comum.  Muito  provavelmente,  estes  sistemas correspondem  a  estrelas  que  se  formaram  simultaneamente  e  a  partir  da mesma nuvem de poeira interestelar.

Independentemente  de  sua  origem,  as  estrelas  binárias  são  um interessante objeto de estudo para os estudiosos das forças gravitacionais. O primeiro  cientista  que  documentou  um  sistema  binário  foi  o  famoso astrônomo  William  Herschel,  cujas  observações  foram  complementadas mais  tarde  por  seu  filho,  John  Herschel.  Alguns  sistemas  binários  estão suficientemente  perto  da  Terra  e  suas  componentes  estão  suficientemente separadas a ponto de ser possível distinguir as duas estrelas individualmente através  de  telescópios.  Herschel  acompanhou  o  movimento  de  algumas binárias ao longo de certo período de tempo, e em seguida utilizou as leis da gravitação para obter dados sobre as estrelas que os compunham.

Um excelente exemplo nos é dado pelo Sistema de Castor, localizado

na  constelação  de  Gêmeos  (veja Figura  7.15).  Note  que,  tomando  várias observações ao longo do tempo, é possível traçar a órbita de cada corpo, e com as anotações das datas, determinar velocidades e outras características dinâmicas.
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Figura  7.15  Observações  de  cinco  posições  relativas  do  sistema binário  do  Castor,  na  constelação  de  Gêmeos,  feitas  ao  longo  de 160  anos.  A  direita  da  imagem  está  uma  indicação  da  escala  em unidades de segundos de arco.

O  período  de  um  sistema  binário  está  relacionado  à  massa  total  das

duas  estrelas.  Considere  a Figura  7.16,  na  qual  consideramos  órbitas circulares. As estrelas mantêm-se nos extremos opostos de um segmento de reta que passa pelo centro C. Pela definição de centro de massa, temos que
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A força que atua sobre cada uma das estrelas é dada por
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Figura  7.16  Movimento  das  estrelas  componentes  de  um  sistema binário com respeito ao centro de massa.

Como as forças F 1 (sobre m1) e F2  (sobre m2)  são  iguais  em  módulo, pois  uma  é  a  reação  à  outra,  passaremos  a  designá-la  apenas  de F. Substituindo  a  força  pela  lei  da  gravitação  e  a  aceleração  pela  sua  versão centrípeta, temos para m1
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em que ω = 2π/T é a velocidade angular que as duas estrelas têm em torno do seu centro de massa comum. A velocidade angular pode ser isolada, de tal modo que
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Chamando r1 + r2 = r, chega-se a
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A  distância  entre  as  estrelas, r,  pode  ser  obtida  pela  observação astronômica, bem como o valor da velocidade angular ω. Com estes dados, a massa das duas estrelas pode ser obtida por
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7.8    EXERCÍCIOS

1)  Calcule  a  força  gravitacional  exercida  por  Júpiter  sobre  seu  satélite Europa, sabendo-se que sua órbita tem um raio médio de 670.900 km. 2) As marés: compare a força gravitacional exercida pela Lua sobre um litro de água no ponto da Terra mais próximo da Lua e no outro, diametralmente oposto.

3) Jason Speed, o agente secreto, está pilotando uma nave espacial de 1500 toneladas  em  direção  a  Tétis,  uma  das  luas  de  Saturno.  Neste  pequeno satélite,  o  arquivilão  Black  Schwartz  mantém  em  seu  calabouço  Sylvia Gravity,  a  amada  de  Jason.  Ao  passar  perto  de  Tétis,  os  sensores  da  nave indicaram  uma  atração  gravitacional  equivalente  a  6,187  ×  108  N.  A  que distância Jason Speed se encontrava de seu inimigo? 4) O famoso cometa de Halley movimenta-se em uma órbita em torno de Sol com semieixo maior de 17,8 UA e excentricidade de 0,967. Calcule (em UA) a menor e maior distância do cometa de Halley com relação ao Sol.

5) Sabendo que a órbita de Marte tem um periélio de 206.669.000 km e um afélio de 249.230.000 km, calcule a excentricidade e o semieixo maior da órbita marciana.

6) O planeta anão 90377 Sedna é um objeto transnetuniano descoberto em 14 de novembro de 2003. Seu afélio é estimado em 937 UA e seu periélio 76 UA. Calcule a excentricidade da órbita de Sedna. 7) Partindo da segunda lei de Kepler, encontre uma relação entre o semieixo maior e o semieixo menor de uma órbita, o período e a velocidade angular.

8)  Usando  os  dados  da Tabela  A.3,  construa  um  gráfico  log  ×  log  para verificar a terceira lei de Kepler para os planetas do Sistema Solar. 9)  As  quatro  maiores  luas  de  Júpiter  (Io,  Europa,  Ganimedes  e  Calisto)

foram descobertas por Galileu Galilei em 1609. A Tabela 7.5 fornece dados sobre  estes  corpos  celestes.  Siga  o  mesmo  procedimento  do  exercício anterior e verique a terceira lei de Kepler para estes satélites.

Tabela 7.5

Satélite              Semieixo maior (km)                   Período (dias)

Io                       421.800                                     1,77

Europa               671.100                                3,55

Ganimedes          1.070.400                             7,16

Calisto                   1.882.700                                    16,69

10)  Fobos,  a  maior  lua  de  Marte,  tem  uma  órbita  com  semieixo  maior 9377,2  km  e  um  período  de  7h39,2.  Sua  companheira,  Deimos,  tem  um período de 30,3 horas. Qual é o semieixo maior da órbita de Deimos? 11)  A  estrela  HD  10180  é  uma  estrela  da  constelação  da  Hydra,  muito semelhante  ao  nosso  Sol.  Ao  seu  redor,  já  foi  confirmado  um  sistema

planetário,  cujos  dados  são  apresentados  na Tabela  7.6.  O  último  planeta descoberto  neste  sistema  foi  designado  como  HD  10180h,  e  sabemos  que seu  período  orbital  é  de  cerca  de  2300  dias.  Estime  o  semieixo  maior  da órbita deste planeta.

Tabela 7.6

Planeta        Semieixo maior (UA)              Período orbital (dias)

b             0,02222                          1,17766

c                 0,0641                                5,75973

d             0,1284                           16,354

e               0,270                              49,75

f                        0,4929                                         122,88

g             1,415                            596

h             ?                               2300

12)  Faça  um  gráfico  do  potencial  gravitacional  da  Terra,  indicando  os pontos  relativos  à  superfície  da  Terra,  o  telescópio  espacial  Hubble,  o

satélite Sputnik e a Lua (use as tabelas do Apêndice A). 13) Calcule o valor do potencial gravitacional exercido pelo Sol na órbita da Terra.

14) Sabendo-se que a massa de um próton é m = 1,672621 × 10−27 kg e que p o raio de um átomo de hidrogênio é de 1,1 × 10−10 m, calcule o potencial gravitacional pelo núcleo deste átomo sobre o seu elétron. 15) Sirius, na constelação do Cão Maior, é a estrela mais brilhante do céu. Esta  estrela  é  uma  binária,  e  suas  componentes  têm  2,02  massas  solares (Sirius A) e 0,98 massas solares (Sirius B). Sabendo-se que a distância entre as duas estrelas é de 19,9 UA, calcule a velocidade angular do sistema em radianos/ano.

16) Durante um voo de foguete com um sensor de raios X, descobriu-se na constelação  do  Cisne  uma  potente  fonte  deste  tipo  de  radiação,  que  foi batizada  de  Cygnus  X-1.  Este  sistema  orbita  o  centro  de  massa  comum  a 1,213  rad/s,  e  mantém  uma  distância  de  0,2  UA  entre  as  componentes. Sabendo-se que a massa da estrela visível é de cerca de 15 massas solares, calcule a massa da sua companheira.
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MANOBRAS ORBITAIS

 

8.1   INTRODUÇÃO

8.2   O PROBLEMA DE DOIS CORPOS

8.3   ELEMENTOS ORBITAIS E TIPOS DE ÓRBITA

8.4   ESTABELECIMENTO DE ÓRBITAS E MANOBRAS ESPACIAIS

8.5   MISSÕES INTERPLANETÁRIAS

8.6   EXERCÍCIOS

8.1    INTRODUÇÃO

Desde tempos imemoriais, o homem observa o céu noturno e se pergunta se aqueles  pontos  de  luz  seriam  outros  mundos  e  se,  um  dia,  seria  possível explicar seus movimentos. A partir das observações das luas de Júpiter por Galileu,  ficou  claro  que  o  movimento  dos  astros  mantém  em  escalas diferentes  os  mesmos  princípios  físicos  presentes  nos  movimentos  do Sistema Solar. Hoje podemos determinar com precisão a posição e trajetória de satélites artificiais, asteroides, cometas, e até mesmo de planetas ao redor de estrelas distantes.

Este  capítulo  tem  como  objetivo  estudar  os  princípios  e  métodos necessários  para  descrever  o  movimento  de  corpos  do  Sistema  Solar, satélites artificiais e veículos espaciais. Este assunto representa o apogeu da mecânica  clássica,  que  teve  seus  primórdios  nos  trabalhos  de  Sir  Isaac Newton. O uso destas fórmulas e princípios para enviar sondas espaciais e astronautas ao espaço é, sem sombra de dúvida, a confirmação da exatidão dos princípios e ideias aqui apresentados.

 

8.2    O PROBLEMA DE DOIS CORPOS

O  problema  de  dois  corpos  é  uma  abstração  clássica  cujo  objetivo  é determinar  o  movimento  de  dois  corpos  pontuais  que  interagem gravitacionalmente  apenas  entre  si.  Esta  aproximação  é  válida  para  vários casos reais: um satélite em órbita de um planeta, um planeta em órbita de

uma estrela, um sistema binário etc. A Figura 8.1 ilustra as geometrias mais usuais do problema de dois corpos em astronomia.

Consideremos  as  posições  de  dois  corpos  próximos, m1  e m2,  que

interegem  gravitacionalmente  (veja Figura  8.2).  As  velocidades  e acelerações de cada um deles com relação ao ponto G valem:
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Figura  8.1  Geometrias  do  problema  gravitacional  de  dois  corpos. Esquerda: uma órbita ao redor de um corpo massivo central. Centro: dois  corpos  de  massa  equivalente  orbitam  o  centro  de  massa comum.  Direita:  dois  corpos  de  massa  diferentes  orbitam  o  centro de massa comum a distâncias diferentes deste.

E o vetor unitário que representa a distância que separa os dois corpos vale
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em que r = R2 − R1 e r = |r| (adotamos a notação usada pelos profissionais de mecânica orbital, com ponto para denotar a derivada no tempo, ou seja, R = dR/dt, e a notação em negrito para denotar vetores ou matrizes: ).
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A força gravitacional exercida por m 1 sobre m2 vale
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Figura 8.2 Dois corpos e os elementos vetoriais de distância entre eles.  As  velocidades  e  acelerações  são  “absolutas”,  pois  são referentes ao referencial adotado (ponto O).

De acordo com a segunda lei de Newton, sabemos que
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Portanto,
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e, segundo a lei de ação e reação,

[image: ]

 

O centro de massa comum aos dois corpos “sente” uma força dada por
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Levando-se em consideração o referencial adotado (o ponto O), temos ainda que admitir que o centro de massa tem um movimento dado por
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E  para  completar  as  condições  iniciais  de  nossa  dedução,  também sabemos  que  o  potencial  gravitacional  é  definido  por F  =  −∇V.  Logo,  o potencial gravitacional vale
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As equações do movimento são obtidas partindo-se das Equações (8.6)

e (8.7), que nos permitem escrever
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Lembrando que              chegamos a
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Definimos agora o parâmetro gravitacional μ, cuja unidade é km3s−2:
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Observação:  para  satélites  e  naves  espaciais  orbitando  a  Terra, podemos  desprezar  a  massa  da  astronave,  e  assim  temos μ⊕  = GM⊕  = 397.600 km3s−2.

Assim, podemos escrever uma equação diferencial de segunda ordem que estabelece o movimento de m2 com relação a m1 (observe o numerador que ficou com expoente 3 em função da definição de û r):
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8.2.1 A equação orbital

Sabemos que o momento angular, H, é uma das grandezas vetoriais que se conserva em um sistema isolado, sendo dado por
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em que I é o momento de inércia (em torno do eixo de momento angular: é uma  medida  de  quanto  ele  resiste  ao  movimento  angular),  e  Ω  é  a

velocidade angular (veja as definições do Capítulo 5).

Da  mesma  maneira,  se  expressa  o  momento  angular, H,  como  o produto vetorial entre a posição do objeto a partir do centro de rotação, r (chamada de braço do momento) e o seu momento linear, p. Assim
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De posse destas definições generalizadas, passemos ao caso específico

das  órbitas  elípticas.  Considere  a Figura  8.3.  Destacam-se  duas configurações  importantes:  quando  o  corpo  menor  está  no  ponto  mais próximo do foco, a periapsis, e quando o corpo menor está no ponto mais distante  do  foco,  a  apoapsis.  A  distância  da  periapsis  em  função  da excentricidade e do semieixo maior é dada por

[image: ]

 

A  distância  da  apoapsis  em  função  da  excentricidade  e  do  semieixo maior é dada por
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Pode-se provar que as velocidades em cada uma destas posições é dada por
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e
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Figura  8.3  Apoapsis  e  periapsis  em  uma  órbita  elíptica, respectivamente dos termos em grego longe e perto.

Partindo do momento angular de m2 com relação a m1:
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Fazendo h = H 2/1/m2, teremos o momento angular relativo por unidade de massa de m2, isto é, o momento angular relativo específico. As unidades de h são km2s−1.
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Derivando h no tempo, temos
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Sabemos que ṙ × ṙ = 0, e com a Equação (8.14), chegamos a
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Portanto, ḣ = 0. Esta é uma conclusão muito importante, pois além de confirmar  o  caráter  constante  do  momento  angular,  nos  fornece  uma ferramenta fundamental para as próximas deduções. Por exemplo, por não variar  no  tempo, h  = r  × ṙ  é  uma  constante.  Além  disso, h  é  um  vetor normal  ao  plano  definido  por r  e ṙ  o  plano  da  órbita.  Definindo ĥ  = h/h

temos um vetor unitário normal ao plano da órbita (veja Figura 8.4).

Agora  vamos  analisar  as  componentes  da  velocidade.  Este  é  um problema bidimensional, pois não há projeções da velocidade fora do plano da  órbita.  Assim,  podemos  decompor  a  velocidade  em  sua  componente

radial,  na  direção  do  objeto  central,  e  perpendicular  (Figura  8.5), formalmente:
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A  componente  perpendicular  recebe  esta  denominação  por  ser perpendicular  à  componente  radial.  Uma  vez  que h  = r  × ṙ  podemos formalizar cada um dos fatores do produto vetorial:
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Ou seja,
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Figura  8.4  A  trajetória  de m2  com  relação  a m1  fica  em  um  plano cuja normal é dada por h.
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Figura  8.5  Decomposição  da  velocidade  orbital  em  suas componentes radial e perpendicular.

Falta incorporar a segunda lei de Kepler. Para tanto, considere a Figura

8.6.  Sabemos  que  durante  um  intervalo  de  tempo  diferencial dt,  o  vetor posição  varre  uma  área dA,  correspondente  a  um  ângulo ϕ.  O  triângulo definido pelo vetor posição antes do movimento e o vetor posição depois do movimento tem área dA, que vale metade da base multiplicada pela altura, ou seja

[image: ]

 

Usando as relações já apresentadas,
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Entretanto, sabemos que h = rvp (Equação (8.27)). Assim, chegamos a conclusão que
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Como h é constante, temos que a variação da área varrida pelo vetor posição é também constante.

Neste ponto, deixaremos anotados alguns detalhes dedutivos que serão usados  mais  adiante.  Sabemos  que  o  produto  escalar r  · r  = r2  então  a derivada temporal de (r · r) é
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Também é verdade que
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logo
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Como ṙ = v e r = ||r||, podemos afirmar que
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Figura 8.6 Área varrida pelo vetor posição durante um intervalo de tempo infinitesimal.
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Agora,  considere  o  produto  vetorial    de  conforme  definido  pela
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Equação (8.14) por h:
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Segue a análise do lado esquerdo desta expressão. A derivada temporal de ṙ × h é
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Como h é constante, ḣ é nulo. Portanto
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Agora  faremos  a  análise  do  lado  direito  da  Equação  (8.35).  Da

Equação (8.22), sabemos que h = r × ṙ Então
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Com a propriedade do produto vetorial A × (B × C) = B(A · C) − C(A ·B), temos que
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Aplicando a Equação (8.33) e r · r = r2, concluímos que
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Mas, comparando com a derivada temporal de (r/r), dada por
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Podemos, dizer que
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Usando as análises para os dois lados da Equação (8.35), concluímos que
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Como  os  dois  lados  referem-se  a  derivadas  no  tempo,  podemos escrever
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O que, integrando no tempo, resulta em
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Neste  ponto  criamos  o  vetor  adimensional e,  chamado  de  vetor  da excentricidade, que é definido pela linha que une as apsides. Pode-se provar que  a  constante  de  integração  equivale  ao  produto  da  excentricidade  da órbita  pelo  parâmetro  gravitacional, eμ.  Assim,  o  resultado  da  integração

dado pela Equação (8.45) pode ser rearranjado, chegando a
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Esta expressão é muito interessante, pois estabelece uma relação entre a geometria da órbita (dada pela sua excentricidade) o momento angular, as massas  dos  corpos  (inseridos  no  parâmetro  gravitacional)  e  a  posição  ao longo  da  órbita.  Contudo,  seria  mais  interessante  se  pudéssemos  chegar  a uma  expressão  livre  de  vetores,  ou  seja,  uma  forma  escalar  da  Equação

(8.46). Para tanto, iniciamos multiplicando-a escalarmente por r:
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Figura  8.7  Definição  da  anomalia  verdadeira θ.  A  anomalia verdadeira  é  um  parâmetro  angular  que  define  a  posição  de  um corpo  em  movimento  ao  longo  de  uma  órbita  kepleriana.  Esta grandeza é o ângulo entre a direção da periapsis e a posição atual do corpo, vista a partir do foco principal da elipse.
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Uma vez que A · (B × C) = (A × B) · C, obtemos
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Usando  este  resultado  e  também r  · r  = r2  reescrevemos  a  Equação

(8.47) como
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Pela definição de produto escalar, podemos escrever
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em que o ângulo θ recebe o nome de anomalia verdadeira, e corresponde à separação angular entre o vetor posição r e o vetor excentricidade e (veja a

Figura 8.7).

De posse deste importante parâmetro, chega-se a
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Isolando r, finalmente chegamos a equação orbital:
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A equação orbital é a trajetória de m em relação a m . Nesta expressão, 2 1 μ, h, e e são constantes, ou seja, a órbita é constante no tempo, não havendo influências  de  outros  corpos  ou  outras  forças.  A  equação  orbital  descreve seções cônicas, incluindo elipses, equivalendo matematicamente à primeira lei de Kepler, ou seja, que os planetas seguem trajetórias elípticas em torno do  Sol.  Esta  equação  é  muitas  vezes  referenciada  como  “equação  de Kepler”, e as órbitas por ela descritas são chamadas de órbitas keplerianas.

A Figura  8.8  apresenta  o  comportamento  de  (1  + e  cos θ)  em  função  da anomalia verdadeira.
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Figura  8.8  O  comportamento  de  (1  + e  cos θ)  em  função  da anomalia  verdadeira  para  vários  valores  de  excentricidade. e  =  0 corresponde a uma órbita circular.

8.2.2 A lei da energia

Dados  dois  corpos  em  órbita, m 1  e m2,  o  momento  linear  relativo  por unidade  de  massa  é  dado  pela  velocidade  relativa  (confira  a  geometria  na

Figura 8.2)
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Fazendo o produto escalar com a equação orbital, chegamos em
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Por outro lado, sabemos que
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E também que
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Pois d(1/r)/dt = (−1/r2)(dr/dt). Assim, temos que
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Integrando no tempo, chegamos à expressão da lei da energia:
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em que ε é a energia mecânica total do sistema, que se conserva no tempo. Esta  equação  foi  batizada  por  Isaac  Neston  de vis-viva,  e  por  assegurar  a conservação  da  energia  total,  assume  uma  grande  importância  em  nosso estudo.  Os  outros  termos  são  facilmente  reconhecíveis: v2/2  equivale  a energia cinética por unidade de massa, e μ/r representa a energia potencial por unidade de massa. Na periapsis, em que vr = 0, e vper = vp, é válido
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como vper = h/rp, chegamos a
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Assim, podemos obter uma expressão para a energia mecânica total em função das constantes:
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Esta  equação  junto  com  a vis-viva  nos  permite  resolver  inúmeros problemas de gravitação em órbitas keplerianas.

 

8.2.3 Constantes do movimento orbital

Na ausência de outras forças que não a gravitacional, duas quantidades se mantêm constantes em uma órbita: a energia mecânica, E:
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e o momento angular, H:
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Partindo  da  energia  mecânica,  podemos  definir  a  energia  mecânica específica, ε ≡ E/m:
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Esta é a energia da órbita (uma constante) independente da massa do

corpo  em  órbita.  A Tabela  8.1  nos  dá  a  correspondência  entre  o  sinal  da energia e sua órbita característica.

Tabela 8.1

ε                                                 Tipo de órbita

<0                              Órbitas circulares e elípticas

=0                              Trajetórias parabólicas

>0                              Trajetórias hiperbólicas

Outra importante constante do movimento orbital é o momento angular específico. Observamos que, se o plano orbital se mantém fixo no espaço, um  vetor  perpendicular,  tal  como h,  é  também  constante  em  direção (desprezando  perturbações  orbitais).  O  momento  angular  específico  é definido por
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8.3    ELEMENTOS ORBITAIS E TIPOS DE ÓRBITA

Como vimos, uma órbita kepleriana descreve o movimento de um corpo em uma  órbita,  podendo  ser  esta  uma  elipse,  parábola  ou  hipérbole.  A  órbita estabelece  um  plano  bidimensional  orbital  no  espaço  tridimensional. Consideramos  apenas  a  atração  gravitacional  entre  dois  corpos, negligenciando perturbações devido às interações gravitacionais com outros objetos,  arrasto  atmosférico,  a  pressão  de  radiação  solar  etc.  Por decomposição,  as  órbitas  de  dois  objetos  de  massa  similar  podem  ser descritas como as órbitas keplerianas em torno do centro de massa comum, o baricentro.

 

8.3.1 Órbitas circulares, elípticas e hiperbólicas

As  curvas  descritas  por  um  corpo  em  órbita  são  parte  da  família  das cônicas. Uma seção cônica (ou apenas cônica) é uma curva obtida a partir da  interseção  de  uma  superfície  cônica  circular  direita  (ou,  simplesmente, um cone) com um plano. Das definições da geometria analítica, uma cônica é uma curva algébrica plana de grau 2. Para nossos estudos da gravitação, é extremamente útil a definição de uma cônica como o conjunto de pontos no espaço  cujas  distâncias  a  ponto  especial  e  a  uma  dada  linha  mantêm  uma relação fixa, chamado excentricidade. O ponto especial é o foco da cônica, e a linha é a diretriz. Estudaremos os três tipos de seção cônica: a hipérbole,

a parábola, e a elipse. O círculo é um caso especial de elipse. A Tabela 8.2 apresenta  a  relação  entre  o  valor  da  excentricidade  e  o  tipo  de  cônica juntamente  com  sua  formulação.  As  seções  cônicas  foram  estudadas  pelo famoso grego Apolônio de Perga por volta de 200 a.C.

Tabela 8.2

Excentricidade               Tipo de cônica               Fórmula

e                                                          2            2 2 =0 círculos x + y = r

e<1                     elipses                      2 Ax +        2 Bxy + Cy + Dx + Ey + F

= 0

e=1                     parábolas                  (     2 x – h ) = 4p(y – k)

e>1                     hipérboles
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8.3.1.1 Órbitas circulares

Aplicando a equação orbital (Equação (8.52)) com e = 0, temos
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Figura 8.9 Cônicas geradas pelo corte de um cone por um plano. O ângulo  do  plano  com  relação  ao  eixo  do  cone  pode  gerar  (da esquerda para a direita) círculos, elipses, parábolas ou hipérboles.
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O que nos indica que o raio é constante, portanto ṙ = 0, e também que para estas órbitas v = vper, ou seja h = rvper → h = rv. A velocidade é dada por
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O período é dado por
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E a energia mecânica é dada por
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Para  lançar  um  satélite  da  superfície  da  Terra  para  uma  órbita  circular devemos aumentar a sua energia mecânica específica ε.  Se  o  satélite  tiver uma massa m, o incremento de energia total deverá ser de
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8.3.1.2 Órbitas elípticas

Neste  caso,  0< e  <1,  o  que  nos  leva  a  [1  + e  cosθ]  sempre  positivo. Aplicando a equação orbital temos
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em que a  é  o  semieixo  maior.  A  distância  ao  corpo  central  na  periapsis  e

apoapsis valem respectivamente para θ = 0 e θ = π (veja a Figura 8.10):
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em que 2a = r p + ra. Da Figura 8.10 obtemos a relação CF = a − FP = a − rp. Definindo β como anomalia verdadeira no ponto B, podemos escrever
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o  que  resulta  em r  = a(1  − e),  com e  =  −cosβ  e r  = a.  De  posse  destas p B relações, podemos obter as coordenadas de um ponto qualquer da órbita a partir da equação da elipse:
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e
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A lei da energia (Equação (8.58)) para uma órbita elíptica resulta em
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Figura 8.10 Elementos de uma órbita elíptica.
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Figura  8.11  Uma  posição  (x,y)  em  uma  órbita  e  a  sua  anomalia verdadeira θ.

e o período orbital vale
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Podemos ainda calcular a distância média entre os dois corpos, o que resulta em
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Definimos agora a anomalia média, que relaciona a posição e o tempo para  um  corpo  em  movimento  em  uma  órbita  kepleriana.  Sua  dedução  se baseia na segunda lei de Kepler (Lei das Áreas), e vale
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Também definimos a anomalia excêntrica, o ângulo entre o centro da órbita e a posição projeta por uma linha perpendicular à linha das apsides

sobre um círculo que circunscreve a elipse. Da Figura 8.12, que apresenta um diagrama no qual este parâmetro está em evidência, deduzimos que
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ou seja,
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As anomalias (verdadeira, excêntrica e média) formam um conjunto de três  ângulos  que  definem  precisamente  a  posição  de  um  planeta  em  sua órbita.  Esta  designação  “anomalias”  foi  inventada  por  Johannes  Kepler  e leva  em  consideração  o  desvio  de  posição  de  um  corpo  celeste  se considerarmos que sua órbita seja um círculo perfeito.
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Figura  8.12  Diagrama  com  os  elementos  para  a  dedução  da anomalia excêntrica, dada pelo ângulo entre o centro da órbita e a posição  projetada  por  uma  linha  perpendicular  à  linha  das  apsides sobre um círculo que circunscreve a elipse.

8.3.1.3 Órbitas parabólicas Este é o caso especial em que e = 1 e a equação orbital fica
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Isso significa que à medida que θ se aproxima de π, a distância tende a infinito,  ou  seja,  esta  órbita  não  é  fechada,  e  por  este  motivo  uma  órbita parabólica também é chamada de “trajetória de escape”. Um diagrama deste

tipo de órbita é apresentado na Figura 8.13.
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Figura 8.13 Elementos de uma órbita parabólica.

Para uma órbita parabólica, a lei da energia resulta em
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Um  importante  parâmetro  é  a  velocidade  que  o  corpo  alcançará  no infinito, também conhecida como velocidade de escape:
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8.3.1.4 Órbitas hiperbólicas

Quando e  >  1,  temos  órbitas  hiperbólicas,  nas  quais  a  energia  total  é positiva. Netes casos, a equação orbital apresenta-se como
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cujo  denominador  tende  a  zero  quando  cosθ  =  −1/e.  Analisando  a Figura

8.14, nota-se que a anomalia verdadeira tem um valor máximo denominado anomalia verdadeira assintótica, cujo módulo é dado por
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que é alcançado quando o corpo se encontra a grandes distâncias do foco. Assim, podemos afirmar que em órbitas hiperbólicas, a anomalia verdadeira está confinada ao intervalo −θ∞<θ <θ∞ e que no caso de θ = 0 corresponde à periapsis. Uma expressão útil é
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que  relaciona  o  seno  da  anomalia  verdadeira  assintótica  à  excentricidade. Também é caso das relações
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a inclinação das assíntotas e
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a abertura das assíntotas (veja a Figura 8.14).

A distância entre o foco e a periapsis é obtida quando θ = 0 e é dada por
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Figura 8.14 Elementos de uma órbita hiperbólica. e o semieixo maior:
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A energia de uma órbita hiperbólica pode ser calculada através de
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e a velocidade assintótica (ou velocidade terminal) é dada por
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Um  importante  parâmetro  usado  em  cálculos  de  missões interplanetárias  é  a  energia  característica  da  órbita  hiperbólica,  que  é reconhecido por         .

[image: ]

A Tabela  8.3  apresenta  um  resumo  das  expressões  das  principais grandezas para o cálculo e análise das órbitas elípticas e hiperbólicas.

 

8.3.2 O sistema referencial perifocal

Para os cálculos orbitais utilizamos um sistema de referência com base na órbita  e  seus  parâmetros,  chamado  de  sistema  referencial  perifocal.  A origem deste sistema de referência é o foco de m 1, e seus eixos são dados pela  periapsis  da  órbita  elíptica  na  direção  do  vetor  de  excentricidade,  a linha  de  anomalia  verdadeira θ  = π/2  (denominada  com  o  charmoso

latinismo semilatus rectum), e o vetor do momento angular h (veja a Figura

8.16).

Assim, os três eixos são definidos como  , que passa pela periapsis (e corresponde à coordenada x),  , o semilatus rectum (coordenada y), e ŵ = h/h,  o  vetor  normal  ao  plano  que  contém  a  órbita  (coordenada z).  Este sistema é independente de qualquer outro movimento externo, mantendo a abstração do problema de dois corpos. Uma posição qualquer sobre a órbita terá necessariamente a propriedade de z = 0, pois a órbita pertence ao plano
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definido por   e   Portanto (veja a Figura 8.16),
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Tabela 8.3
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Figura  8.15  Várias  órbitas  de  mesmo  foco  e  periapsis,  mas  de excentricidades diferentes.




[image: ]

Figura 8.16 Elementos de um sistema referencial perifocal.
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em que
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e r pode ser obtido da equação orbital
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Assim, o vetor posição r pode ser reescrito como
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O qual, sendo derivado no tempo, resulta no vetor velocidade:
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cujas componentes são dadas por
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em que ṙ é a velocidade radial, vr, que vale
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Também sabemos que
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então
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E assim, podemos recompor o vetor velocidade:
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8.3.3 O tempo desde a periapsis

A obtenção da posição como uma função do tempo é relativamente simples para órbitas circulares, pois a velocidade angular é constante e a velocidade radial  é  nula,  o  que  estabelece  uma  relação  linear  entre  a  anomalia verdadeira  e  o  tempo.  Entretanto,  para  trajetórias  elípticas,  parabólicas  e hiperbólicas somos levados a diversas formas da equação de Kepler, muitas das quais são transcendentais, mas que podem ser resolvidas iterativamente usando o método de Newton, por exemplo.

De qualquer maneira, é interessante obter algumas expressões que nos permitam utilizar o tempo em nossos cálculos e análises sem necessidade de recorrer a técnicas numéricas.

Iniciaremos nossas deduções pelo momento angular, que é dado por
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que pode ser reescrita como
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Substituindo na equação orbital, obtemos
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Podemos agora integrar dos dois lados:
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em que t é o instante no qual θ = 0, a passagem pela periapsis. Fazendo t = p p 0 chegamos finalmente a
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que  relaciona  o  tempo  decorrido  desde  que  o  corpo  passou  pela  periapsis com os outros parâmetros orbitais.

 

8.3.4 Elementos orbitais

Imaginemos um objeto em órbita de outro. A órbita pode perfeitamente ser determinada a partir dos valores da posição na órbita e velocidade ao longo desta. Chamamos de vetor de estado orbital uma lista que contém os valores cartesianos  de  posição r  e  de  velocidade v  que,  juntamente  com  o  tempo (também  chamado  de  “época”),  determinam  uma  trajetória  específica  no espaço.  Entretanto,  estes  valores  são  dinâmicos  (a  cada  instante  no  tempo corresponde  um  par  de  vetores r  e v),  e  não  adequados  para  caracterizar uma órbita.

Em  cálculos  orbitais,  usa-se  outro  conjunto  de  valores,  chamados  de elementos  orbitais,  que  são  específicos  de  cada  órbita.  As  órbitas keplerianas  podem  ser  parametrizadas  com  seis  elementos  orbitais,  que identificam  uma  órbita  única  (específica).  Os  elementos  orbitais  estão

listados  na Tabela  8.4,  e  seus  significados  e  métodos  de  cálculo  são

descritos a seguir, e a Figura 8.17 apresenta um diagrama com as relações geométricas  entre  eles.  A  sequência  de  passos  e  os  parâmetros  orbitais

obtidos em cada um deles está representada no diagrama da Figura 8.18.

Tabela 8.4

Elemento orbital                           Símbolo

Momento angular especí co                    h

Inclinação orbital                                   i

Ascensão reta do nó ascendente                  Ω

Excentricidade                                   e

Argumento do perigeu                         ω

Anomalia verdadeira                           θ
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Figura  8.17  Elementos  orbitais  em  um  sistema  de  referência geocêntrico.
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Figura 8.18 Fluxograma para a obtenção dos elementos orbitais.

Dados os vetores posição e velocidade r e v  de  um  objeto,  os  passos para se obter os elementos orbitais são:

1.    Calcular o módulo da distância:
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2.    Calcular o módulo da velocidade:
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3.    Calcular a velocidade radial:
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4.    Calcular o momento angular específico:
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5. Calcular  o  módulo  do  momento  angular  específico  (primeiro
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elemento orbital):
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6.    Calcular a inclinação orbital (segundo elemento orbital):
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Lembre-se de que a inclinação orbital i está entre 0° e 90°,

portanto não existe o problema de ambiguidade de quadrantes. Se i ficar entre 90° e 180°, isso significa que a órbita é retrógrada.

7.    Calcular o vetor que define a linha nodal:
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A  linha  nodal  é  uma  linha  imaginária  que  contém  o  centro  da órbita e nó ascendente.

8.    Calcular o módulo de N:
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9. Calcular  a  ascensão  reta  do  nó  ascendente  (terceiro  elemento

orbital)
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Se  (NX/N)  >  0,  então  Ω  fica  no  primeiro  ou  no  quarto

quadrante. Se (NX/N) < 0, então Ω está no segundo ou no terceiro quadrante.  Para  achar  o  quadrante  correto,  observe  que  o  nó ascendente pertence ao lado positivo do plano XZ (0 ≤ Ω < 180°) se NY > 0. Por outro lado, o nó ascendente fica no lado negativo do plano XZ (180° ≤ Ω < 360°) se NY < 0. Logo, NY > 0 implica que 0 < Ω < 180°, enquanto NY > 0 implica que 180° < Ω < 360°.

10. Calcular o vetor da excentricidade:
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11. Calcular a excentricidade (quarto elemento orbital):

[image: ]

 

12. Calcular o argumento do perigeu (quinto elemento orbital):
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O perigeu é o ponto da órbita mais próximo do foco. Se N · e

> 0, então ω fica no primeiro ou no quarto quadrante. Se N · e < 0, então ω está no segundo ou no terceiro quadrante. Para achar o quadrante  correto,  observe  que  o  perigeu  fica  acima  do  plano equatorial (0 ≤ ω < 180°) se e aponta para cima (na direção Z), e o perigeu fica abaixo do plano (180° ≤ ω < 360°) se e aponta para baixo. Assim, eZ ≥ 0 implica em 0 < ω < 180°, enquanto eZ < 0 implica em 180° < ω < 360°.

13. Calcular a anomalia verdadeira (sexto elemento orbital):
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Se e · r > 0, então θ fica no primeiro ou no quarto quadrante.

Se e · r  <  0,  então θ  está  no  segundo  ou  no  terceiro  quadrante. Para achar o quadrante correto, observe que se o satélite está se afastando do perigeu (r · v ≥ 0), então 0 ≤ θ < 180°, enquanto se o satélite está se aproximando do perigeu (r · v < 0), então 180° < θ < 360°.

 

8.4 ESTABELECIMENTO DE ÓRBITAS E MANOBRAS

ESPACIAIS

A determinação de uma órbita sempre é considerada como preliminar. Isso se deve ao fato de que os parâmetros orbitais obtidos são dependentes dos dados,  e  estes  podem  variar  no  tempo,  e  ainda  ser  aprimorados  com  mais observações.

As manobras orbitais são alterações impostas a veículos espaciais para levá-los de uma órbita original para outra órbita desejada. As órbitas inicial e  final  podem  ser  semelhantes,  com  pequenas  diferenças  entre  si,  mas também podem ser drasticamente diferentes.

Em  todo  caso,  nos  cálculos  apresentados  nesta  obra,  sempre  será considerado  o  problema  de  dois  corpos  e  as  expressões  que  foram apresentadas anteriormente.

 

8.4.1 Manobras impulsivas

Considere um veículo espacial em órbita (por exemplo, um satélite artificial se movendo em torno da Terra). A única forma de mudança do movimento é através da terceira lei de Newton — ação e reação. Não existe outro modo de  se  modificar  ou  controlar  o  movimento:  não  há  superfícies  para  fazer força  ou  se  apoiar,  ou  usar  o  atrito  para  rolar.  Temos  apenas  a  massa  do combustível  que  pode  ser  lançada  para  fora.  Aqui  entram  em  ação  as características  dos  motores  foguete,  também  chamados  de  motores  de reação, por funcionarem segundo a terceira lei de Newton.

Cada manobra orbital é resultado de uma mudança no vetor velocidade Δv da nave. O Δv pode representar uma mudança no módulo da velocidade, uma  mudança  na  direção  (manobra  cranking)  ou  ambos.  O  valor  Δv  do incremento  de  velocidade  está  relacionado  com  uma  mudança  da  massa total, devida ao consumo de combustível, Δm.
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Figura  8.19  Uma  representação  da  missão Bepi-Colombo,  a primeira  nave  espacial  construída  pela  Europa  com  destino  a Mercúrio, que tem previsão de lançamento em 2014. Em destaque os propulsores para alteração do movimento da astronave.

Em um foguete, a relação entre o consumo de combustível e a variação de velocidade é dada pela “equação do foguete”
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em que Δm é a massa de combustível consumida na manobra, m0 é a massa total  inicial  do  foguete  antes  da  manobra,  Δv  é  a  variação  de  velocidade obtida  (em  módulo), g0  é  a  aceleração  da  gravidade  ao  nível  do  mar.  A grandeza representada por Isp é o impulso específico — uma característica do  motor  foguete  empregado.  O  impulso  específico  corresponde  a  razão entre o empuxo obtido pelo consumo de combustível pela taxa de massa de consumo de combustível ao nível do mar. O Isp corresponde a uma medida de eficiência de motores a reação, sendo sua unidade dada em segundos. A

Figura 8.20 apresenta um gráfico com soluções para a equação do foguete para  três  valores  de  impulso  específico.  Evidentemente,  o  impulso específico  é  muito  dependente  do  tipo  de  combustível  utilizado,  e  os combustíveis  mais  potentes  resultam  em  impulsos  específicos  maiores,

conforme apresentado na Tabela 8.5.
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Figura  8.20  Soluções  da  equação  foguete  para  motores  com impulsos  específicos  de  250,  350  e  450  segundos  (adaptado  de Curtis, H.D., “Orbital Mechanics for Engineering Students”).

 

Tabela 8.5

Combustível                             I sp (segundos)

Gás frio                                             50

Hidrazina (monopropelente)                    230

Combustível sólido                              290

Ácido nítrico/monometil-hidrazina               310

Oxigênio líquido/hidrogênio líquido               455

(Adaptado de Curtis, H.D., “Orbital Mechanics for Engineering Students”.) 8.4.2 Transferências de Hohmann

As  manobras  de  Hohmann  representam  o  método  mais  eficiente  para  a transferência entre duas órbitas circulares coplanares que compartilham um foco comum, com a utilização de apenas dois impulsos.

Walter  Hohmann  foi  um  engenheiro  alemão  que  fez  importantes contribuições  para  a  compreensão  da  dinâmica  orbital.  Em  um  livro publicado em 1925, Hohmann demonstrou um método muito eficiente (em termos de combustível) para deslocar uma nave espacial entre duas órbitas diferentes.  Atualmente,  estas  manobras  são  chamadas  “órbitas  de transferência de Hohmann”.

As  manobras  de  Hohmann  utilizam  sempre  tangentes  às  órbitas cônicas, preferencialmente partindo das apsides. A transferência é dada por uma órbita elíptica tangente aos dois círculos em sua linha de apsides.

Tomemos uma astronave na órbita 1 da Figura 8.21, a qual desejamos que  seja  transferida  para  a  órbita  2.  Ao  ser  executada  uma  manobra impulsiva  ΔvA  no  ponto  A,  será  fornecida  energia  cinética  suficiente  à astronave  para  que  esta  entre  em  uma  órbita  elíptica,  em  que  o  ponto  A corresponde ao seu perigeu e seu foco corresponde ao centro da órbita. Ao chegar ao apogeu, o ponto B, uma nova manobra impulsiva ΔvA colocará a astronave  na  órbita  2.  O  custo  total  em  termos  de  variação  de  velocidade corresponderá a

[image: ]




[image: ]

Figura 8.21 Transferência de Hohmann simples.

 

■ ■ ■ EXEMPLO 8.1

Transferência elíptica/circular: Uma espaçonave está em uma órbita elíptica em  torno  da  Terra  de  520  km  por  850  km  (órbita  1).  Encontre:  (a)  o  Δv necessário  no  perigeu  (A)  para  colocar  a  sonda  em  uma  órbita  de transferência (órbita 2) de 520 km por 17.000 km; (b) o Δv no apogeu (B) necessário na órbita de transferência B para estabelecer uma órbita circular de 17.000 km de altitude (órbita 3). Considere μTerra = 398.600 km3/s2.
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Figura  8.22  Figura  do Exemplo  8.1.  O  raio  da  órbita  final corresponde à soma da altitude desejada com o raio da Terra.

Solução:  O  primeiro  passo  deve  ser  o  cálculo  dos  elementos  orbitais  da órbita 1, conforme especificado no item 8.3.4. Assim, temos
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A excentricidade da órbita 1 é
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Agora, aplica-se a equação orbital no perigeu para calcular o momento angular:
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em  que  foi  usado  o  parâmetro  gravitacional  da  Terra, μ⊕  =  397.507,344 km3s−2, e θ = 0 (perigeu). Com estes valores temos h1 = 52.972,2771 km2/s. Assim, podemos calcular a velocidade no perigeu da órbita 1, que vale
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Podemos  passar  para  o  cálculo  dos  parâmetros  orbitais  da  órbita  2,  a elipse da transferência de Hohmann. O apogeu desta está a
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A excentricidade da órbita 2 é
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Aplica-se  novamente  a  equação  orbital  no  perigeu  para  calcular  o momento angular:
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O que resulta em h 2 = 65.073,4152 km2/s. A velocidade no perigeu da órbita 2 vale
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A diferença de velocidade entre as órbitas 1 e 2 (no perigeu) equivale a
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Este  é  o  Δv  da  manobra  impulsiva  que  iniciará  a  transferência  de Hohmann. Quando a astronave chegar ao apogeu da órbita de transferência, deveremos  executar  a  segunda  parte  da  manobra,  cujo  Δv  calculamos  a seguir.

Usamos a fórmula do momento angular para calcular a velocidade no ponto B na órbita 2 (o apogeu):
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Como a órbita 3 é circular, a sua velocidade pode ser obtida a partir de
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A diferença de velocidade entre as órbitas 2 e 3 (no apogeu) equivale a
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Este  é  o  Δv  da  manobra  impulsiva  que  finalizará  a  transferência  de Hohmann. O Δv vale
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Aplicação: Os motores de manobra do ônibus espacial Columbia exerciam I  =  316  segundos  (no  vácuo)  e  o  veículo  tinha  uma  massa  de  2030 sp

toneladas. Para fazer esta manobra seriam necessários de combustível.
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Uma boa pergunta a ser feita neste ponto é “o Δv pode ser aplicado no perigeu ou no apogeu?”. A órbita de transferência pode partir do apogeu ou do perigeu.

Devemos  sempre  escolher  a  manobra  que  resulte  no  caso  mais econômico em termos de combustível. Para escolher a melhor transferência, calculam-se  os  dois  o  Δv’s  para  um  caso  e  para  o  outro,  e  decide-se  pelo menor deles.

 

8.4.3 Transferências bi-elípticas

A transferência bi-elíptica de Hohmann usa duas semielipses coaxiais que se estendem para além da órbita destino exterior. Cada uma das duas elipses é tangente a uma das órbitas circulares, e elas são também tangentes entre si

na  apoapse  de  ambas  (veja  a Figura  8.23).  Aqui,  usa-se  a  ideia  de  que quanto mais longe do ponto B está o foco, menor o Δv, pois r B → ∞, Δm → 0

Esta manobra pode ser mais vantajosa que a transferência simples se o seu Δv total for inferior ao daquela manobra. Para avaliar em que condições esta  situação  é  verdadeira,  seguimos  os  passos  de  Hohmann  e  reduzimos todos  os  cálculos  para  o  Δv  da  transferência  de  Hohmann  simples  na seguinte expressão:
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Figura 8.23 Transferência bi-elíptica de Hohmann.

em que α = rC/rA. A mesma redução para a transferência bi-elíptica resulta em
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em que β = rB/rA. Observamos que os valores de α e β determinam a escolha

de uma manobra ou outra, conforme pode ser apreciado na Figura 8.24.

■ ■ ■ EXEMPLO 8.2

Transferência  bi-elíptica:  Encontre  o  Δv  total  necessário  para  uma transferência  bi-elíptica  de  Hohmann,  partindo  de  uma  órbita geoestacionária  circular  de  6400  km  de  raio  para  uma  de  110.000  km  de raio (órbita 4). Assuma que o apogeu da elipse fica a 220.000 km.

Compare o Δv e tempo total de voo com os valores que seriam obtidos com  uma  transferência  de  Hohmann  simples  (órbita  5).  Considere μTerra = 398.600 km3/s2.

Solução: Antes de começarmos os cálculos faremos uma avaliação de qual das transferências, a bi-elíptica ou a simples, é a mais eficiente. Para tanto, calculamos α = r C/rA = 17,2 e β = rB/rA = 34,4 e conferimos no gráfico da

Figura 8.24 que a manobra bi-elíptica é a mais econômica neste caso. Sendo a órbita 1 circular, podemos aplicar
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A órbita 2 é uma órbita elíptica de transferência. Portanto para calcular h 2, vA|2 e vB|2 usamos
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Figura  8.24  Gráfico  das  razões  entre  os  raios  das  órbitas  em transferências simples e bi-elípticas de Hohmann. Observamos que o gráfico acima da reta definida por r B = rC  divide-se  em  duas  sub-regiões. A região I contém os pontos nos quais o Δv       > Δv     . bi-elíptica simples A região II contém os pontos nos quais o Δv bi-elíptica < Δvsimples. A linha que separa as duas regiões contém os pontos nos quais Δv  =  bi-elíptica

Δv .  (Adaptado  de  Curtis,  H.D.,  “Orbital  Mechanics  for  simples

Engineering Students”.)
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A  órbita  3  corresponde  ao  segundo  trecho  da  transferência  e  é  uma órbita elíptica. Então
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A órbita 4 (a órbita destino) é circular, o que nos permite aplicar
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Podemos agora calcular o Δv total:
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Para estimar o tempo gasto na transferência bi-elíptica, começamos por estimar os semieixos maiores das órbitas 2 e 3:
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Usando  a  Equação  (8.108)  levando  em  conta  que  o  deslocamento angular em cada um dos trechos elípticos é igual a π, chegamos a
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Uma  vez  chegada  a  esta  conclusão,  passamos  ao  cálculo  da
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transferência de Hohmann simples. Começamos por (veja a Figura 8.25):
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Figura 8.25 Diagrama do Exemplo 8.2.
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O Δv total para este caso vale
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O  que  confirma  que  a  transferência  bi-elíptica  é  mais  econômica.  O tempo gasto na transferência simples é dado por
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em que
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Resultando em tsimples ≈ 70.000 s ≈ 19,5 horas. A Tabela 8.6 apresenta um resumo dos resultados deste exemplo.

Tabela 8.6

Manobra de transferência    Δv total                     Tempo

Hohmann simples              4,18 km/s                    0,81 dia

Bi-elíptica                          4,23 km/s                        6,06 dias

■

 

8.4.4 Manobras de phasing

No  jargão  espacial,  dá-se  o  nome phasing  às  manobras  que  fazem  um pequeno  ajuste  no  período/posição  da  nave  espacial  em  sua  órbita.  Na bibliografia especializada, esta manobra também é descrita como um ajuste da anomalia verdadeira. Usa-se uma manobra de phasing quando se deseja mudar a fase angular de um veículo espacial, mas no final ficar na mesma

órbita. Considere a Figura 8.26.
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Figura  8.26  Manobra  de phasing.  1)  A  astronave  está  na  mesma órbita  que  a  estação  espacial.  Como  suas  velocidades  são  iguais, ele nunca a alcançará. 2) A astronave passa para uma órbita mais baixa  e,  portanto,  com  uma  velocidade  maior.  3)  Completada  uma órbita, a astronave alcança a estação espacial.

Imagine  que  uma  astronave  tenha  como  missão  levar  astronautas  à estação espacial. Após as manobras para chegar à órbita correta, verifica-se que,  apesar  da  órbita  alcançada  ser  a  mesma  da  estação  espacial,  esta  se encontra  algumas  centenas  de  quilômetros  à  frente  da  astronave.  Como ambos os corpos estão na mesma órbita, suas velocidades são iguais, e será impossível alcançar a estação espacial. Para resolver o problema, o capitão da astronave passa para uma órbita ligeiramente mais baixa que a órbita da estação espacial. Nesta nova condição, sua velocidade angular é maior, e a astronave  completa  uma  órbita  mais  rapidamente  que  a  estação  espacial acabando,  por  fim,  alcançando-a.  Ao  acoplar  os  dois  veículos  em  uma

manobra  de rendezvous,1  os  astronautas  podem,  finalmente,  desfrutar  dos confortos e equipamentos da estação espacial.

Justamente por mudarem a fase de um corpo em órbita, estas manobras recebem  este  nome.  Podem  ser  calculadas  como  duas  transferências  de Hohmann  que  têm  como  destino  a  órbita  original.  Assim,  se  duas espaçonaves devem se encontrar, mas estão em locais diferentes na mesma órbita,  então  uma  delas  pode  realizar  uma  manobra  de phasing  para  se aproximar da outra. Satélites de comunicações e meteorológicos em órbita geoestacionária usam manobras de phasing para ir para novos locais sobre a linha do equador.

Os cálculos envolvidos não são complicados: uma vez obtido o período T  da  órbita  de phasing,  pode-se  calcular  o  semieixo  maior  da  elipse  de phasing e o raio do apogeu rA por

[image: ]

e
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em que r A é o raio do apogeu e rP é o raio do perigeu.

■ ■ ■ EXEMPLO 8.3

Manobra de phasing: Dois satélites estão na mesma órbita (1) de 8000 km por  15.000  km  nos  pontos  A  e  B.  Em  um  dado  instante,  o  veículo perseguidor  (inicialmente  em  A)  executa  uma  manobra  de phasing,  de modo a alcançar o veículo-alvo (inicialmente em B), quando esta retornar ao  ponto  A.  Calcule  qual  será  o  Δv  total  necessário  para  realizar  esta manobra. Considere μ Terra = 398.600 km3/s2.
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Figura 8.27 Diagrama do Exemplo 8.2.

Solução: Este problema deve ser tratado como duas manobras de Hohmann simples. Calculamos a excentricidade e o momento angular da órbita 1:
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Assim, podemos calcular o período através da equação
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Como A é o perigeu da órbita 1, a velocidade vA não tem componente radial. Podemos calcular a velocidade diretamente do momento angular:
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A órbita phasing deve ter um período T igual ao tempo que o veículo-2 alvo  leva  para  ir  de  B  a  A  ao  longo  da  órbita  1.  Pode-se,  portanto, determinar  o  tempo  de  voo  por  meio  do  cálculo  do  tempo  Δt   (o  tempo  AB

para ir de A a B) subtraindo o resultado do período T da órbita 1. Em B a 1 anomalia verdadeira é θ = 90°, logo A
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Usando a equação de Kepler
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Portanto, para ir de B a A o veículo-alvo leva
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Passamos  para  a  órbita  2.  Para  que  o  veículo  perseguidor  chegue  ao ponto  A  ao  mesmo  tempo  que  o  veículo-alvo,  o  período  deve  ser  igual  a ΔtBA = T2 = 10.400 s. Agora, podemos calcular o semieixo maior da órbita 2:
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Como 2a = r + r , temos que 2 A D
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E  como  A  também  é  o  perigeu  da  órbita  2,  podemos  calcular  sua excentricidade:
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E também seu momento angular
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em que foi considerado θ = 0.

E assim chegamos à velocidade no perigeu da órbita 2:
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No início da manobra de phasing temos
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Ao final da manobra de phasing temos
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pois voltamos à velocidade original.

Portanto, o Δv total é
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O que resulta em 0,517 km/s.

■

 

8.5    MISSÕES INTERPLANETÁRIAS

Nas últimas décadas, um grande número de sondas espaciais foi enviado a vários  corpos  do  Sistema  Solar,  incluindo-se  como  objetivos  os  planetas, seus satélites, cometas e asteroides.

As  órbitas  da  maioria  dos  planetas  do  Sistema  Solar  estão,  com  boa aproximação,  no  mesmo  plano  da  órbita  da  Terra  —  o  plano  da  eclíptica. Com exceção de Mercúrio (7°) e outros planetas anões o restante encontra-se  dentro  de  3,5°  da  eclíptica.  Todos  os  planetas  apresentam  baixas excentricidades,  com  exceção  de  Mercúrio.  Assim,  para  efeitos  de planejamento  de  uma  missão  interplanetária,  podemos  assumir  como primeira  aproximação  que  as  órbitas  dos  planetas  são  coplanares  e circulares. Cada missão pode ser dividida em três etapas:

I. Uma trajetória hiperbólica com foco no planeta de origem. II. Uma trajetória elíptica relativa ao Sol (heliocêntrica). III. Uma trajetória hiperbólica relativa ao planeta de destino.

 

8.5.1 Transferências interplanetárias

Uma transferência interplanetária é aquela na qual a órbita de transferência tem como foco o Sol, a órbita de origem é a órbita da Terra, e a órbita final

é a do planeta de destino. Considere a Figura 8.28.
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Figura  8.28  Manobra  de  transferência  de  uma  missão interplanetária.

 

A velocidade orbital do planeta 1 relativa ao Sol é dada por
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O momento angular específico h da elipse de transferência relativa ao Sol é obtido por
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Assim, no ponto D da elipse de transferência, a velocidade do veículo deve ser
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Logo, o ΔV necessário no ponto D é
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De modo semelhante, o ΔV necessário no ponto A é
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Os dois ΔV’s são positivos, pois o planeta 2 está mais distante do Sol do que o planeta 1. No caso contrário, os ΔV’s seriam negativos.

Com  estas  expressões,  podemos  calcular  todas  as  transferências necessárias para ir a qualquer ponto do Sistema Solar, que são calculadas do mesmo modo que as outras transferências de Hohmann. Porém, existe uma diferença  muito  importante,  que  foi  definida  pela  pergunta  feita  por  um astronauta  preocupado  com  sua  missão:  “O  planeta  2  estará  lá  quando  eu chegar?”

Esta questão é muito relevante, pois para o encontro ocorrer ao final da transferência de Hohmann, a posição do planeta 2 em sua órbita, no instante da  partida  do  planeta  1,  deve  ser  tal  que  o  planeta  2  esteja  na  linha  das apsides  da  elipse  de  transferência  no  mesmo  instante  que  a  espaçonave. Lembremos que, no caso de transferências interplanetárias, as manobras de phasing  não  são  praticáveis,  pois  as  órbitas  podem  ter  períodos  de  vários anos.

Chamamos a condição na qual uma missão tem sucesso de oprtunidade de rendezvous. Para calculá-las, consideremos a velocidade angular de cada planeta. As anomalias verdadeiras dos dois planetas são dadas por
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em que θ1,0 e θ2,0 correspondem às anomalias verdadeiras no instante t = 0, e n 1  e n2  são  as  velocidades  angulares  (médias)  dos  planetas.  Chamando  o ângulo de fase entre os vetores posição, que também é a posição angular do planeta 2 com relação ao planeta 1 de ϕ = θ1 − θ2, temos que
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em  que ϕ0  é  o  ângulo  de  fase  em t  =  0,  e n2  − n1  é  a  velocidade  angular

orbital do planeta 2 com relação ao planeta 1 (veja a Figura 8.29).

Conclui-se  que  o  ângulo  de  fase  entre  os  dois  planetas  varia linearmente com o tempo. Quando o vetor posição do planeta 2 completar um arco de 2π com relação ao planeta 1, o ângulo de fase voltará a valer ϕ 0. O  tempo  necessário  para  o  ângulo  de  fase  voltar  a  seu  valor  inicial  é chamado de período sinódico, T sin (ou Tsyn, em inglês). Para o caso em que n 1 > n2, o tempo necessário para que ϕ varie de ϕ0 a ϕ0 − 2π vale
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ou seja
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Figura 8.29 Oportunidades de rendezvous. À esquerda: temos n 1 > n , portanto temos velocidade angular relativa negativa n − n < 0. À 2 2 1 direita: n1 < n2, portanto temos velocidade angular relativa positiva n2 − n > 0. 1

A  análise  de T sin  pode  levar  a  dois  casos,  dependendo  da  posição relativa dos planetas no Sistema Solar:
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Como n 1  =  2π/T1  e n2  =  2π/T2,  podemos  chegar  a  uma  expressão generalizada do período orbital do planeta 2 relativo ao planeta 1:
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■ ■ ■ EXEMPLO 8.4

Período sinódico: calcule o período sinódico de Marte com relação à Terra.

Solução: A partir das tabelas do Apêndice A, sabemos que:

TTerra = 365,26 dias (1 ano)

TMarte = 1 ano e 321,73 dias = 687,99 dias

Logo
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O que equivale a aproximadamente 2,13 anos.

Agora que sabemos de quanto em quanto tempo temos a oportunidade de  lançar  uma  missão  interplanetária,  também  é  interessante  saber  quanto tempo  o  preocupado  astronauta  deverá  esperar  no  planeta  distante  a oportunidade para voltar para casa. O tempo de viagem ao longo da elipse de transferência é dado por
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Quando a espaçonave chegar ao planeta 2, o ângulo de fase será de
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O tempo que deve ser esperado no planeta 2 até que o ângulo de fase alcance o valor correto para a volta é dado por
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em que N = 0, 1, 2, 3...

 

■

 

8.5.2 Esfera de influência

A  esfera  de  influência  EDI  (SOI  —  do  inglês sphere  of  influence)  de  um corpo  é  definida  pelos  pontos  interiores  a  uma  esfera,  cujo  raio  (raio  de influência)  é  dado  pela  primeira  aproximação  na  solução  do  problema  de três  corpos.  No  interior  da  região  definida  por  uma  esfera  de  influência, podem ser desprezadas as forças gravitacionais devidas a outros corpos.

Para calcular o raio da esfera de influência, consideram-se as forças de atração  gravitacional  devidas  ao  planeta  e  ao  Sol.  Ao  se  aplicar  as  somas vetoriais e comparando os módulos das resultantes, conclui-se que
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em que R p é o raio da superfície do planeta, mp é a massa do planeta e mSol é a massa do Sol.

Dentro da esfera de influência, o movimento de uma sonda espacial ou satélite  é  determinado  pelas  suas  equações  do  movimento  relativo  ao planeta, sem se considerar outras influências; e fora da esfera de influência, as  trajetórias  são  calculadas  em  relação  ao  Sol.  O  raio  da  esfera  de influência não tem um valor exato. Trata-se de uma estimativa razoável da distância a partir da qual a atração gravitacional do Sol é mais dominante que a de um planeta.

■ ■ ■ EXEMPLO 8.5

Determine o raio de influência da Terra.

Solução: A partir das tabelas do Apêndice A, sabemos que:

m          24 Terra = 5,974 × 10 kg

m Sol = 1,989 × 1030 kg

R           6 Terra = 149,6 × 10 km

Portanto,
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8.5.3 Órbitas interplanetárias

Para escapar da atração gravitacional de um planeta, um veículo deve seguir uma trajetória hiperbólica em relação ao planeta, chegando ao limite de sua esfera de influência, com uma velocidade relativa v∞ (velocidade terminal) maior  que  zero.  Relembremos  neste  ponto  a  velocidade  terminal  ou velocidade de excesso hiperbólico:
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e a energia característica: a energia necessária para missões interplanetárias:
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Figura  8.30  Elementos  de  uma  órbita  hiperbólica  de  transferência interplanetária.

 

Ao sair da esfera de influência do planeta 1, a velocidade heliocêntrica 

  é  paralela  à  assíntota  da  hipérbole  de  partida,  e  também  é  paralela  à

[image: ]

velocidade heliocêntrica do planeta 1, V1 (veja a Figura 8.31). A velocidade que a astronave deve atingir é dada por:
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O  raio  da  órbita  circular  inicial  deve  coincidir  com  o  perigeu rp  da hipérbole de partida. Podemos usar
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que  relaciona h,  o  momento  angular  da  hipérbole  de  partida  (relativo  ao planeta 1), e, a excentricidade da hipérbole e μ 1, o parâmetro gravitacional do planeta 1. Em seguida podemos obter a velocidade na periapse:
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A velocidade na órbita circular inicial é
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Figura 8.31 Elementos de uma órbita hiperbólica de partida de uma missão interplanetária.

Agora podemos calcular o Δv necessário:
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A posição da periapse em que a manobra deve ocorrer é dada por
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o  ângulo β  é  conhecido  como  ponto  de  injeção  na  órbita  hiperbólica  de partida.

 

■ ■ ■ EXEMPLO 8.6

Missão  para  Júpiter:  uma  nave  espacial  é  lançada  em  uma  missão  para Júpiter  a  partir  de  uma  órbita  circular  inicial  de  300  km.  Calcule  (a)  o necessário  Δv,  (b)  a  localização  do  perigeu  da  hipérbole  partida,  e  (c)  a quantidade  de  propelente  requerida  como  uma  percentagem  da  massa  da sonda  antes  da  queima  do  Δv,  assumindo  um  impulso  específico  de  450 segundos (um foguete propelido a hidrogênio líquido).

Solução: Usando as tabelas do Apêndice A, sabemos que:

μ Sol = 1,327 × 1011 km3/s2

μ Terra = 398.600 km3/s2

RTerra = 149,6 × 106 km

RJúpiter = 778,4 × 106 km

(tanto RTerra como RJúpiter referem-se ao raio médio da órbita do planeta em torno do Sol).

A velocidade de excesso hiperbólico é dada por
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A velocidade da nave na órbita circular inicial é dada por
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Portanto, o Δv necessário para alcançar a órbita hiperbólica de partida é
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O perigeu da hipérbole de partida, em relação ao vetor de velocidade orbital da Terra, é encontrado usando-se
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Usando a equação do foguete com os dados

Δv = 6,297 km/s

I sp = 450 s

g 0 = 9,81×10−3 km/s2

Chega-se a
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Esta  manobra  para  a  órbita  de  partida  consome  76  %  da  massa  do foguete na forma de combustível.    ■

 

8.5.4 Rendezvous planetário

Quando a espaçonave chegar à esfera de influência do planeta destino sua velocidade  de  excesso  hiperbólico  terá  um  valor v∞  relativo  ao  planeta.  A escolha do valor da periapse da hipérbole depende da missão:

I.  Deseja-se  chegar  ao  solo  do  planeta  2  ou  sua  atmosfera: rp  =  raio  do planeta.

II. Deseja-se entrar em órbita do planeta 2: neste caso rp deve ser tal que a hipérbole e a órbita de captura se tangenciem.

III. Deseja-se fazer um flyby e continuar a missão: manter v∞.

Para  uma  manobra  de  Hohmann,  a  velocidade  de  aproximação heliocêntrica,       ,  e  a  velocidade  orbital  do  planeta, V2,  devem  ser paralelas. Deve-se considerar, portanto a relação
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Figura  8.32  Elementos  de  uma  órbita  hiperbólica  de  chegada  de

uma missão interplanetária (compare com a Figura 8.31).

O desvio na trajetória será de
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Como a excentricidade da hipérbole vale
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Chega-se a um desvio dado por
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O raio de captura é dado por
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(o símbolo é este mesmo, Δ. Veja as Figuras 8.31 e 8.32). Como o momento angular relativo ao planeta 2 vale
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Chega-se a
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Assim,  fica  caracterizada  uma  família  de  hipérboles  de  aproximação com o mesmo v∞, mas diferentes Δ. A apoapsis da órbita de captura é dada por
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A variação em velocidade para a mudança de órbita é dada por
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O raio equivalente ao mínimo Δv é
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O  raio  de  periapsis  ótimo  (do  ponto  de  vista  de  economia  de combustível) pode ser calculado por
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■ ■ ■ EXEMPLO 8.7

Raio  de  captura  em  Vênus:  calcule  o  Δv  mínimo  necessário  para  colocar uma  nave  espacial  na  órbita  de  Vênus  com  um  período  de  48  horas, sabendo-se que a manobra de chegada foi uma transferência de Hohmann. Determine também o raio da periapsis, o raio de captura, e o ângulo entre periapsis e o vetor velocidade de Vênus.

Solução: Usando as tabelas do Apêndice A, sabemos que:

μ Sol = 1,327 × 1011 km3/s2

μ Vênus = 324.900 km3/s2

RTerra = 149,6 × 106 km

RVênus = 108,16 × 106 km

rVênus = 6051 km

Inicialmente, calculamos
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que resulta em v∞ = 2,71 km/s. Aqui usamos o módulo do resultado, pois Vênus  tem  uma  velocidade  de  translação  inferior  à  da  Terra.  O  semieixo maior da órbita de captura em função do período é dado pela terceira lei de Kepler:

[image: ]

 

Sabemos que a = rp/1 – e. Usando a fórmula do raio de periapsis ótimo
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Chegamos a
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O que resulta em e = 0,4118.

E finalmente
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Podemos agora calcular o raio da periapsis ótimo:
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que  é  maior  do  que  o  raio  da  superfície  de  Vênus  (isso  é  bom,  pois  não queremos  que  o  nosso  astronauta  se  choque  com  o  planeta).  Com  estes valores, o raio de captura será
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E o ângulo de desvio da periapsis:
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8.6    EXERCÍCIOS

Atenção:  as  tabelas  do  Apêndice  A  contêm  muitos  dos  dados  necessários para a resolução dos exercícios.

1) Calcular a velocidade e o período orbital de uma nave espacial que está em uma órbita circular em torno da Lua, a uma altitude de 65 km.

2) Calcular o momento angular h do telescópio Hubble, supondo sua órbita circular.

3)  Dado  uma  espaçonave  em  órbita  geoestacionária  sobre  o  equador, determine qual deve ser a velocidade mínima adicional que esta nave possa escapar da influência da Terra.

4) Deseja-se saber qual é a velocidade necessária para escapar do Sistema Solar,  em  relação  à  Terra?  (Dica:  considere  a  órbita  de  escape  como parabólica.)

5)  Um  veículo  espacial  está  em  órbita  em  torno  da  Terra  com  perigeu  de 8000 km e apogeu de 50.000 km. Determine a excentricidade da órbita, o semieixo  maior,  o  período  da  órbita,  a  energia  específica  da  órbita,  a anomalia  verdadeira  na  qual  a  altitude  é  de  2000  km,  a  velocidade  no perigeu e no apogeu.

6) Calcular a velocidade orbital média do satélite artificial russo Sputnik I. 7)  Determine  o  parâmetro  orbital  do  planeta  extrassolar  HD  80606  b  e  a velocidade  orbital  média  de  um  satélite  a  100.000  km  do  centro  deste planeta.

8) Considere os dois satélites naturais de Marte, Fobos e Deimos e calcule a altitude de cada um deles.

9) O satélite astronômico Corot tem uma órbita polar com um período de 1,7 hora. Determine a altitude desta órbita e a velocidade de translação. 10) Um foguete caseiro tem impulso específico de 100 s, e o combustível corresponde  a  90  %  de  sua  massa.  Qual  é  a  velocidade  máxima  que  este artefato pode alcançar se for lançado no espaço? 11)  O  primeiro  estágio  do  foguete  Saturno  V,  que  foi  usado  nas  missões Apollo,  tinha  cinco  motores  Rocketdyne  F-1  de  impulso  específico  igual 263 s. Sabendo-se que seu consumo de combustível era de 2,1 × 106 kg e que a massa total do foguete era de 2,8 × 106  kg,  faça  uma  estimativa  da velocidade atingida ao final da queima do primeiro estágio.

12)  O  ônibus  espacial  Endeavour  está  em  uma  órbita  elíptica  ao  redor  da Terra  de  300  por  870  km.  Calcule  (a)  o  Δv  total  necessário  para  uma transferência de Hohmann para uma órbita coplanar circular de 16.500 km; e (b) o tempo de transferência orbital.

13) Uma espaçonave está em uma órbita elíptica em torno da Terra de 630 km por 950 km (órbita 1). Encontre: (a) o Δv necessário no perigeu (A) para colocar  a  sonda  em  uma  órbita  de  transferência  (órbita  2)  de  630  km  por 20.000 km; (b) o Δv no apogeu (B) necessário na órbita de transferência B para estabelecer uma órbita circular de 20.000 km de raio (órbita 3). 14) Jason Speed, o agente secreto, está em missão espacial que o levará a finalmente  prender  Black  Schwartz,  o  arquivilão.  Schwartz  está  na  sua estação espacial “CripoMohor-III”, que tem uma órbita elíptica em torno da Terra  de  9000  km  por  11.670  km.  Speed  é  o  comandante  de  um  ônibus espacial (que foi especialmente modificado para esta missão). A tripulação de Speed informou que estão na mesma órbita da CripoMohor-III mas, ao passarem pelo perigeu, estão defasados 15° atrás desta. Calcule o Δv total da manobra de phasing que Jason Speed deve executar para alcançar o vilão e definitivamente salvar a Terra.

15)  Missão  Apollo  8.  Leia  o  texto  no  qual  são  contados  os  detalhes  da missão:

1. Em 25 de dezembro de 1968, os astronautas da missão Apollo 8, Frank

Borman,  James  Lovell  e  William  Anders  se  tornaram  os  primeiros

homens a circum-navegar a Lua, enviando fotos inéditas do solo lunar.

2.  Eles  também  foram  os  primeiros  humanos  a  abandonar  a  órbita

terrestre.

3.  Esta  foi  a  segunda  missão  tripulada  do  Projeto  Apollo.  A  missão

decolou no dia 21 e retornou em 27 de dezembro.

4. A Apollo 8 foi lançada às 7h51min. Foi usado um foguete Saturno V

de três estágios: S-IC, S-II, e S-IVB.

5.  Durante  o  lançamento,  os  motores  do  1o  estágio  apresentaram  um

desempenho de 0,75% inferior ao esperado.

6. Isso obrigou os astronautas a prolongar a queima do 1o estágio por 2,45

segundos a mais do que o planejado.

7. Como resultado deste atraso, o 2o estágio foi disparado com inclinação

e  altitude  não  previstas,  o  que  pode  ter  sido  a  causa  de  violentas

vibrações sentidas pelos astronautas.

8. O primeiro e o segundo estágios foram descartados, mas o 3o estágio

foi mantido para efetuar a manobra de injeção translunar (manobra TLI).

9. O plano inicial da missão era alcançar uma órbita geocêntrica circular

de 190 km.

10. A órbita inicial tinha apogeu de 185,18 km e perigeu de 184,40 km,

com  uma  inclinação  de  32,51°  com  relação  ao  equador,  e  um  período

orbital de 88,19 minutos.

11. Uma manobra impulsiva elevou o apogeu em 11,9 km.

12. A missão permaneceu nesta órbita por 2h44min30s.

13.  O  motor  J-2  do  3o  estágio  foi  acionado  durante  318  s  acelerando  a

nave, de massa 28.817 kg, de uma velocidade orbital de 7793 m/s para

10.822 m/s.

14. Esta manobra estabeleceu um recorde para a velocidade mais alta que

os seres humanos tinham alcançado.

15. A Apollo 8 entrou em uma órbita terrestre elíptica em direção à Lua.

16. Depois da manobra de TLI, o S-IVB foi descartado.

17. O S-IVB encontra-se até hoje em uma órbita solar de 0,99 por 0,92

UA com uma inclinação de 23,47° do plano da eclíptica, e com período

orbital de 340,80 dias.

18. Após 55 horas e 40 minutos de voo, a Apollo 8 entrou na esfera de

influência da Lua.

19. Isso ocorreu a 62.377 km da Lua, sob uma velocidade 1220 m/s.

20.  Neste  momento,  foi  feita  uma  correção  de  atitude  da  nave  para

preparar a manobra de transferência para uma órbita lunar.

21.  A  órbita  lunar  escolhida  para  as  missões  Apollo  era  circular  e  com

110 km de altitude.

22. A órbita de inserção lunar inicial foi uma elipse com um periastro de

111,1  km  e  um  apoastro  de  312,1  km  e  inclinação  de  12°  do  equador

lunar.

23. Esta órbita foi circularizada com uma manobra de 11 s em 112,4 km

por 110,6 km, com um período orbital de 128,7 minutos.

24.  A  missão  completou  20  horas  orbitando  a  Lua,  retornando  com

sucesso para a Terra.
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Figura  8.33  Exercício  8.15:  a  Missão  Apollo  8  (com  base  em imagem da NASA).

Agora, responda:

a) Identifique na Figura 8.33, as manobras citadas de acordo com os itens 4, 10, 13, 14, 20 e 22.

b) Calcule o Δv total para mudar da órbita descrita no parágrafo 10 para a situação indicada no item 11.

c) De acordo com o item 17, determine o período sinódico entre o S-IVB e a Terra.

d) Calcule o Δv para a circularização da órbita lunar (23).




________________

1Rendezvous  é  uma  palavra  francesa  que  significa  um  encontro  pré-agendado, contrapondo-se a um encontro fortuito.
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Algumas constantes citadas no livro.

Tabela A.1 Algumas constantes físicas

Constante                            Símbolo          Valor          Unidade

31,536 × 106 s

Um ano                                ano

365,25 dias

Um dia                                    dia             86.400              s

Constante da gravitação ao nível do mar           g                  9,8                m/s2

 

Constante da gravitação universal                 G           6,67428 × 10              −2 s −11 m3 · kg−1 ·

Constante de Planck                             h          6,626068 × 10−34         J · s

Constante dos gases perfeitos                     R              8,3144621           J/mol K

Velocidade da luz no vácuo                        c                3 × 108              m/s

9 460 730 472 580,8

Ano-luz                                      a.l.                                  km

(exatamente)

parsec                                          pc            30,857 × 1012           km

Carga do elétron                                  e          −1,602176 × 10−19          C

Massa do elétron                                me          9,109382 × 10−31          kg

Massa do próton                               m p         1,672621 × 10−27         kg

Raio do próton                                   rp            0,875 × 10−15            m

Massa do nêutron                             m p         1,674927 × 10−27         kg

Massa do Sol                                  M⊙           1,98 × 1030            kg

Raio do Sol                                       R⊙             6,96 × 105              m

Densidade do ar ao nível do mar                  ρar                  1                kg/m3

 

Tabela A.2 Grandezas interessantes

Constante                                               Valor

Massa de um elefante                                      Entre 3 e 6 toneladas

Massa de um ser humano                                   Entre 50 e 80 kg

Massa de um automóvel                                      ∼2000 kg

Massa de uma formiga                                         ∼0,003 g

Massa do Monte Everest                                        6,4 × 1015 kg

Massa de um litro de água                                          ∼1 kg

Massa de navio petroleiro carregado                            ∼200.000.000 kg

Tabela A.3 Corpos do Sistema Solar

Planeta Massa     Raio      Semieixo   Excentricidade   Parâmetro    Período

(M⊕)   equatorial   maior (UA)                   gravitacional   (anos)

(km)                                 μ (km3/s2)

Mercúrio    0,06       2439         0,387           0,206           22.030        0,24

Vênus      0,82       6051         0,723           0,007          324.900        0,62

1,00

1,000

Terra             24 × 10 (5,98

6378     (149.598.261       0,017          398.600        1,00

km)

kg)

0,00257 27,32

Lua*      0,0123      1738                       0,0549           4903

(384.467 km) dias

Marte      0,11       3394         1,524           0,093           42.828        1,88

Júpiter       318       71.398         5,203            0,048         126.686.000     11,86

Saturno     95,1      60.000        9,539           0,056         37.931.000      29,46

Urano      14,6      25.400       19,182          0,047         5.794.000      84,01

Netuno     17,2      24.750       30,058          0,009         6.835.100      164,8

Plutão** 0,002      1400        39,439          0,250           830        247,7

Observações: 

*A Lua da Terra não é um planeta, mas um satélite. Os seus dados estão nesta tabela para servir de base para exemplos e exercícios do livro. **Desde 2006, Plutão é categorizado como um “planeta-anão”.

Tabela A.4 Satélites do Sistema Solar

Período

Diâmetro    Massa    Densidade    orbital

Planeta      Ordem    Nome        (km)       (kg)      (g/cm3)      (dias)

Terra                I         Lua              3476,2     7,35 × 1022       3,35          27,32

Marte            I       Fobos           22,2       10,08 ×       0,32         1,90

1016

Marte           II       Deimos         12,6      2,24 × 1015      1,26         2,20

Júpiter              I         Io                3642,6      8,93 × 1022       3,53           1,77

Júpiter             II        Europa          3121,6     4,80 × 1022       3,01          3,55

Júpiter             III        Ganímedes      5262,4     1,48 × 1023       1,94          7,16

Júpiter             IV        Calisto           4820,6     1,08 × 1023       1,83          16,69

Saturno           I        Mimas          397,2      3,84 × 1019      1,17          0,94

Saturno           II        Encélado        498,8      1,08 × 1020       1,61          1,37

Saturno           III       Tétis            1059,8     6,18 × 1020       0,99          1,89

Saturno          IV       Dione          1118,0     1,10 × 1021      1,50          2,73

Saturno           V       Reia           1528,0     2,32 × 1021      1,24          4,52

Saturno          VI       Titã            5150,0      1,345 ×        1,88         15,95

1023

Saturno          VII       Jápeto          1436,0     1,97 × 1021       1,27         79,32

Urano           V       Miranda        471,6     6,59 × 1019      1,20         1,41

Urano            I       Ariel           1157,8     1,35 × 1021      1,67         2,52

Urano           II       Umbriel        1169,4     1,20 × 1021      1,40         4,14

Urano           III       Titânia         1577,8     3,53 × 1021      1,72          8,71

Urano           IV       Oberon        1522,8     3,01 × 1021      1,63         13,46

Netuno         VIII      Proteu          418,0     5,00 × 1019      1,30         1,12

Netuno          I       Tritão          2706,8      2,147 ×        2,05         5,88

1022

Plutão             I        Caronte         1205,0     1,58 × 1021       1,73          6,39

 

Tabela A.5 Dados orbitais de alguns corpos selecionados

Corpo     Massa   Semieixo                  Período

Corpo                  central      (kg)      maior    Excentricidade    orbital

HST  96,5

Terra      11.110 kg 6937 km      0,0003730

Telescópio Hubble minutos

96,2

Sputnik 1                    Terra       83,6 kg     7310 km        0,05201

minutos

ISS 

92,83

Estação Espacial               Terra        450 t      6795 km       0,080404

minutos

Internacional

CoRoT 

(Convection Rotation et       Terra        300 kg     7274 km        0,00127         1,7 hora

Transits planétaires)

HD 80606 b                HD 80606

(planeta extrassolar        (estrela da                                                  111,436 4 MJúpiter 0,453 UA        0,9336

descoberto em abril de        Ursa                                                    dias

2001)                     Maior)

Tabela A.6 Elementos da órbita da Terra

152.098.232 km 

Afélio

1,01671388 UA

Periélio                                             147.098.290 km 

0,98329134 UA

149.598.261 km 

Semieixo maior

1,00000261 UA

Excentricidade                                   0,01671123

7,155° relativo ao equador do Sol 

Inclinação

1,57869° relativo ao plano mediano

Nó ascendente                                348,73936°

Argumento do perigeu                         114,20783°

365,256363004 dias 

Período

1,000017421 ano

29,78 km/s 

Velocidade média

107.200 km/h
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B.1 TRANSFORMAÇÕES BÁSICAS

B.2 GRADIENTE

B.3 DIVERGENTE

B.4 ROTACIONAL

B.5 LAPLACIANO

B.1   TRANSFORMAÇÕES BÁSICAS

Apresentaremos  os  operadores  do  cálculo  vetorial  para  os  sistemas cartesiano,  cilíndrico  e  esférico.  Usaremos  como  referência  o  sistema cartesiano, no qual um ponto é representado por (x,y,z). Assim, teremos as transformações básicas de um sistema para o outro:

1. De cartesiano para cilíndrico
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2. De cilíndrico para cartesiano
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3. De cartesiano para esférico
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4. De esférico para cartesiano
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5. De cilíndrico para esférico
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6. De esférico para cilíndrico
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B.2   GRADIENTE

7. Coordenadas cartesianas
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8. Coordenadas cilíndricas
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9. Coordenadas esféricas
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B.3   DIVERGENTE

10.Coordenadas cartesianas
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11.Coordenadas cilíndricas
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12.Coordenadas esféricas
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B.4   ROTACIONAL

13.Coordenadas cartesianas
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14.Coordenadas cilíndricas
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15.Coordenadas esféricas
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B.5   LAPLACIANO
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16.Coordenadas cilíndricas
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17.Coordenadas esféricas
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DO CAPÍTULO 1
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DO CAPÍTULO 1

1.1

a) 1,27 m

b) 6,096 m

c) 137,16 m

d) 547060 m

e) 0,016129 m2

f) 9,290304 m2

g) 0,000508 m3

h) 0,509703 m3

i) 0,006819 m3

j) 0,250035 m3

k) 0,708738 kg

l) 90,71847 kg

m) 7.700.700 Pa

n) 4.826.330,12 Pa

o) 283,706 K

1.2

a) 30,48 cm

b) 3300 cm

c) 15.300 kg

d) 4.055.555 cm

e) 21,29 cm2

f) 92.903,04 cm2

g) 32.000 cm2

h) 9,460 × 1017 cm2

i) 670,56 cm2

j) 5976 × 1027 g

1.3

a) 1 g

b) 1 dm

c) 1 T ou 1000 kg

d) 5 × 106 s

e) 1 kg

f) em julho de 2012 ∼2 × 109 indivíduos g) 100 g

h) ∼1 m³

i) 100 milissegundos

j) 10 metros

1.4

a) 105

b) 6 × 107 veículos por ano c) 100

d) 105

e) ∼11 m/s (para uma andorinha europeia) f) 1,5 kg

g) 21.600 km

h) 1015

i) ∼6,5 × 1012 kg, estimado a partir de uma densidade média de 2,7 kg por m3 e do volume de um cone com as dimensões do Monte Everest. j) Um CD costuma ter uma rotação média de 300 rpm; portanto para uma música de aproximadamente 3 minutos o CD dará da ordem de 900 voltas.

1.5

Um andar costuma ter de 3 a 4 metros de altura, portanto podemos assumir que um prédio de 5 andares terá uma altura da ordem de 20 metros. Assim seria necessário empilhar 20 × 100 pastéis, ou seja, 2000 pastéis, assumindo que não cedam sob o peso dos demais pastéis em cima na pilha.

1.6

Um  maço  de  folhas  de  papel  costuma  ter  4  centímetros  de  altura  e  500 folhas, portanto podemos estimar a folha tendo uma espessura de 0,008 cm. A  celulose  que  compõe  o  papel  é  uma  composição  orgânica  composta principalmente por carbono e oxigênio e hidrogênio, cujos raios respectivos são  70  pm  (pm,  picômetro  =  10−12  m),  60  pm  e  25  pm.  Assim,  podemos assumir um raio médio da ordem de 50 pm para os átomos que compõem a celulose.  Como  cada  folha  tem  uma  espessura  de  80.000.000  pm,  cabem 1.600.000 átomos deste tamanho médio na espessura da folha.

1.7

Supondo que um lençol tem da ordem de 2 metros de comprimento e que a distância da Terra à Lua é da ordem de 380.000 km, seriam necessários 1,9 × 108 lençóis para alcançar essa distância.

1.8

No dia 26 de setembro de 2000, nas Olimpíadas de Sydney, o atleta iraniano Hossein  Rezazadeh,  de  147  kg  na  época,  ergueu  263  kg  na  prova  de arremesso,  ou  seja,  levantamento  em  dois  tempos.  A  razão  obtida  é  da ordem  de  1,79.  Estudos  indicam  que  uma  formiga  de  5  mg  é  capaz  de carregar  até  500  mg,  inclusive  de  ponta  cabeça.  Pode  não  parecer  muito, mas a formiga carrega 100 vezes o próprio peso.

1.9

Do raio da Terra tem-se que sua superfície é 5,11 × 1014 m2. Sabe-se que 3 quartos da superfície do planeta são cobertos de água. A cobertura de água é  aproximadamente  3,83  ×  1014  m2.  Como  a  profundidade  média  dos oceanos  é  aproximadamente  3500  m,  o  volume  que  se  obtém  para  toda  a água no planeta é da ordem de 1,34 × 1018 m3. Do volume obtido e a partir da fórmula do volume de uma esfera é possível obter o raio da esfera com o mesmo volume que a água no planeta. Assim, a esfera obtida desse volume tem raio 683 km.

1.10

Supondo que uma cabeça pode ser aproximada por uma esfera de 10 cm de raio,  e  que  metade  dela  está  coberta  por  cabelos,  é  possível,  dadas  as conversões  apropriadas,  estimar  que  a  superfície  do  couro  cabeludo  é  de 88,6 in2. Assim, a mulher do espetáculo deve ter da ordem de 195.000 fios de cabelos para sustentar um peso de 50 kg provavelmente, ou seja, 500 N. Dessa forma, cada fio de cabelo deve suportar uma força superior a 2,56 × 10−3 N para a realização do espetáculo.

1.11

Supondo que a superfície de contato do salto seja da ordem de 1 cm2, e que a dama elegante pese 50 kg, a pressão será de 5 × 106 Pascal, o equivalente a  pressão  que  500  toneladas  exerceriam  sobre  uma  superfície  de  1  m2. Detalhe:  1  ×  106  Pascal  é  a  pressão  mínima  para  se  partir  um  crânio humano; e existem saltos mais finos do que esse…

1.12

A velocidade angular da Terra pode ser obtida facilmente pois sabe-se que ela  dá  uma  volta  completa  em  um  dia  (24  horas).  No  equador  o  raio  da Terra é 6378 km, portanto a velocidade será da ordem de 1670 km/h. Para posições  fora  do  equador  é  necessário  multiplicar  a  velocidade  obtida  no equador pelo cosseno da latitude.

1.13

A Terra percorre uma trajetória da ordem de 9,4 × 108 km em 365,25 dias. Ou seja, sua velocidade de translação é da ordem de 107.227 km/h.

1.14

A Torre Eiffel, em Paris, pesa cerca de 10.100 toneladas, enquanto um carro pesa cerca de 2 toneladas. Seria possível fabricar 5050 carros com seu aço.

1.15

Um CD tem aproximadamente 1,4 mm de espessura, enquanto um homem mede  aproximadamente  1,8  m.  Convertendo  as  unidades  apropriadamente encontra-se  que  são  necessários  1286  CDs  (assumindo  que  não  vamos fracionar um disco no experimento).

1.16

A  Lua  pesa  7,35  ×  1022  kg  e  um  elefante  cerca  de  4,5  toneladas.  Seriam necessários 1,6345 × 1019 elefantes para realizar essa façanha.

1.17

Um ponteiro dos segundos dá uma volta em um minuto. Se ele tem 1 cm de comprimento,  sua  ponta  realiza  uma  trajetória  circular  igual  a  2  × π  cm. Portanto a ponta do ponteiro tem uma velocidade de 2 × π cm/min. São 120 × π cm/h ou 1,20 × π m/h.

1.18

Um  controle  remoto  pesa  cerca  de  160  g  e  leva  2  pilhas  que  pesam  em média 40 g. Assim, as pilhas compõem metade do peso do controle remoto.

1.19

Um binóculo com 5 cm de diâmetro tem uma superfície aproximada de 78,5 cm2. Cada lente do binóculo equivale a 157 olhos. O maior telescópio em solo brasileiro, usando a mesma forma de aproximação, equivale a 160.849 olhos.

1.20

Cada neurônio consome 6,06 × 10−10W. Supondo que o cérebro pesa cerca de 1600 g, seu consumo de energia por grama é 0,0125 W/g.

1.21

Da ordem de 105  espinhos  de  1  mm  de  diâmetro  recobrem  100  galhos  de aproximadamente 1 m de comprimento.

1.22

No  dia  8  de  dezembro  de  2012  o  valor  do  ouro  era  de  praticamente  R$ 113.667,00  o  quilo.  Assim,  um  bilhão  de  reais  em  ouro  pesa  8797  kg.  O peso  total  de  ladrões  para  levar  com  saúde  essa  quantia  é  de  87.970  kg. Como  um  ladrão  pesa  aproximadamente  80  kg,  seriam  necessários  1100 ladrões  para  levar  um  bilhão  de  reais  em  ouro.  Cada  um  ficaria  com  R$ 909.091,00,  dos  quais  não  precisaria  gastar  nada  com  fisioterapia  ou ortopedista no futuro.

1.23

Cada elefante carrega 1,495 × 1024 kg sobre os ombros. Os elefantes pesam cada um 4,5 toneladas em média. Mesmo assim, frente à massa do planeta, a contribuição dos quatro elefantes é insignificante.

 

RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DO CAPÍTULO 2

2.1

V = 4,167 m/s

2.2

V = 5 km/h = 1,389 m/s

2.3

D = 237,5 km

2.4

D = 9,167 km

2.5

V = 75 km/h = 20,8 m/s

2.6

V = 30 km/h

2.7

V(t) = 1,38t (com t em s e a velocidade obtida em m/s)

2.8

D = 1010 m (calculado pelo método de áreas) V = D/t = 3,367 m/s

2.9

[image: ]

Figura C.2.9.

Resposta do Exercício 2.9.

V = D/t = 3,05 cm/s

2.10

V = 200 km/h

2.11

V = 20 km/h = 5,56 m/s

D = 11,11 m

2.12

V = 3,33 m/s 1

V2 = 3,42 m/s

2.13

V = 120 km/h = 33,3 m/s T

VJS = 0,6 m/s V = VT + VJS = 33,9 m/s = 122 km/h

2.14

V = 951,39 m/s

A velocidade do avião contribui em 5,71% na velocidade das balas.

2.15

D 1 = 900 m

D 2 = 660 m

V1 = 3 m/s

V2 = 2,2 m/s

2.16

[image: ]

 

2.17

S(t) = 90t

S(t+0,25) = 22,5 + 10t

(unidades: t em horas e S em km)

2.18

a) para t = 0, s = 25

b) para t = 5, s = 85

c) para t = 15, s = 205

2.19

S(t) = 8 + 50t (detalhe t em horas e S em km)

2.20

S(t) = 1200 + 30t (detalhe t em horas e S em km)

2.21

A = 2,5 m/s2

2.22

A = 1,39 m/s2

2.23

A = 5,53 m/s2 = 0,56 g

2.24

V = 65,5 m/s

2.25

A = 5,56 m/s2

2.26

A = −8 m/s2

2.27

Supondo que a superfície da água é x = 0: S(t) = 60t +0,05t2

2.28

Em t = 7,14 s o projétil terá voltado para sua posição inicial.

2.29

A = 344.681 m/s2

t = 2,61 × 10−3 s = 2,61 ms

2.30

V = 28,43 m/s

 

RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DO CAPÍTULO 3 3.1

S = (63,36)

D = 72,56 m

3.2

Vx = 1,25

Vy = −0,6

3.3

a)

Vx = −0,8

Vy = 1,2

b)

V = 1,44

c)

ω = 56,31°

3.4

D = 125 m

S y = 90,38

3.5

S = (82,75m, 0)

t = 4,25 s

3.6

S x(t) = 10 + 0,4 t

S y(t) = 50 − 0,69 t

(detalhe: S em km e t em s)

3.7

S x(t) = 2 + 2,41 t S y(t) = 1 + 0,64 t

D (t = 8) = 22,195 μm

3.8

Vx = 3,01 m/s

Vy = 13,67 m/s

3.9

S(t = 1)= (2; 2,5)

S(t = 2)= (4; 10)

S(t = 3)= (6; 22,5)

S(t = 4)= (8; 40)

S(t = 5)= (10; 62,5)

3.10

S(t = 2)= (11; 16)

3.11

D = 3,5 m

3.12

D = 313,6 m

V = 78,4 m/s (quase a velocidade que estava na horizontal)

3.13

t = 7,14 s

D = 595,8 m

3.14

ω = 11,44°

3.15

ω = 25,52°

3.16

H máx = 1,67 km

V = 200 m/s

D máx = 4,08 km (com ângulo de 45°) D min = 3,12 km (com ângulo de 65°)

3.17

D = 7,5 m

3.18

V = 41 m/s

3.19

t = 0,47 s

D = 15,59 km
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3.20
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DO CAPÍTULO 4

4.1

a centrípeta = 3,75 m/s2.

4.2

a centrípeta = 3,858 m/s2.

4.3

r = 56 m.

4.4

r = 0,015 m.

4.5

v = 1,885 m/s.

a centrípeta = 11,84 m/s2.

4.6

a centrípeta = 5329,6 m/s2.

4.7

[image: ]

Figura C.4.7.

Resposta do Exercício 4.7.

4.8

a centrípeta = 0,03374 m/s2.

4.9

r = 56,66 m.

4.10

A trajetória seguida por Sprat Vlad foi uma linha reta, pois ele não estava em contato com o trem, sendo, portanto, um corpo independente. Como o trem  estava  fazendo  uma  curva,  aparentemente  ele  foi  empurrado  para  o lado, caindo fora do trem.

4.11

ω = 0,2 rad/s.

4.12

ω = 0,5555 rad/s.

4.13

a centrípeta = 0,002717 m/s2.

ω = 0,01087 rad/s.

4.14

ω = 4 rad/s.

4.15

a centrípeta = 4,42 m/s2.

ω = 10,4 rad/s.

4.16

Menino a 2 m: acentrípeta = 0,000556 m/s2; ω = 0,01666 rad/s. Menino a 3 m: acentrípeta = 0,000833 m/s2; ω = 0,01666 rad/s.

4.17

a centrípeta = 0,02837 m/s2.

4.18

ω = 0,144 rad/s.

Δα = 165°.

4.19

a centrípeta = 1,838 × 10−10 m/s2.

ω = 8,473 × 10−16 rad/s.

4.20

ω = 13,09 rad/s.

4.21

[image: ]

 

4.22

Rotação de 30° em torno do eixo x:

[image: ]

 

Rotação de 130° em torno do eixo z:

[image: ]

 

As duas rotações simultâneas: A

[image: ]

 

4.23

I = 0,016 kg m2.

4.24

I = 0,064 kg m2.

 

RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DO CAPÍTULO 5

5.1

p carro = 55.555 kg m/s

p elétron = 1,002 × 10−28 kg m/s

Resposta:  o  momento  linear  do  automóvel  é  muito  maior  do  que  o  do elétron.

5.2

p 1 = 155.555 kg m/s

p 2 = 233.333 kg m/s

Δp = 77.778 kg m/s

Taxa de variação do momento = 1296,3 kg m/s2

5.3

v = 3,07 km/s

p = 4,5994 × 107 kg m/s

5.4

v(θ) = 1670 m cos(θ)

5.5

p = 1,5089 × 108 kg m/s

5.6

v2 = 21,82 m/s

5.7

p 1 + p2 = (4, 4, 4) kg m/s

v = 0,8i − 0,8j − 0,8k

5.8

p 1 + p2 = (4, 14, 4) kg m/s

v = 0,8i − 2,8j − 0,8k

5.9

vcanhão = 15 m/s (por isso que os canhões eram bem presos aos navios!)

5.10

p 1 + p2 = 2 × (2, 3, 0) + 3 × (− 1, 0, −2) p = 3i + 3j − 6k kg m/s

5.11

A velocidade da outra partícula é v2 = vi − 2vj.

5.12

Utilizando as fórmulas da Tabela 3.3:

Coordenadas do ponto mais alto = (112,5; 0,0; 31,89) m Velocidade no ponto mais alto = 43,3 m/s (apenas na direção x) Momento total no ponto mais alto = 433i kg m/s

Momento de cada fragmento depois da divisão: p 1 = 20j kg m/s p2 = −20j kg m/s p3 = 433i kg m/s

Velocidade de cada fragmento:

v1 = 20j m/s v2 = −6,67j m/s v3 = 72,16i m/s Tempo de queda = 2,551 s

Distância horizontal percorrida por fragmento após a divisão: d 1 = 51,02j m/s d2 = −17,02j m/s d3 = 184i m/s Posição final de cada fragmento:

s1 = (112,5; 51,02; 0)m s2 = (112,5; −17,02; 0)m s3 = (296,5; 0; 0)m

Distância de cada fragmento do ponto de partida: Δ 1 = 123,5 m Δ2 = 113,8 m Δ3 = 296,5 m

[image: ]

 

Figura C.5.12. Diagrama com as respostas do Exercício 5.12.

5.13

a) (0,25; 0,5; 0,5)

b) (0,4; 0,4; 0,4)

c) (0,44444; 0,44444; 0,44444)

5.14

O centro de massa do sistema fica a uma distância D′ = D/10001, na direção do astronauta.

5.15

O centro de massa do sistema Terra-Sol está a 4,518 × 105 m do centro do Sol. Este ponto se encontra dentro do Sol.

5.16

Segundo  a  regra  da  mão  direita,  todas  as  rodas  terão  o  momento  angular

apontando para a mesma direção, conforme mostrado na Figura C.5.16.

[image: ]

 

Figura C.5.16.

Figura do Exercício 5.16.

5.17

L = 180 kg m2/s

5.18

r = 0,4444 m; o sentido de rotação é horário.

5.19

L = 405,5 kg m2/s

v = 23 m/s

5.20

L = 2,8941 × 1034 kg m2/s

5.21

ωA = ω0/4

5.22

Velocidade angular original: 2,662 × 10−6 rad/s Velocidade angular com o novo raio: 6,655 × 10−7 rad/s

5.23

Para 1 incremento r1 = 2,86 m

Para 2 incrementos r 1 = 2,61 m

Para 3 incrementos r 1 = 2,13 m

5.24

Como  todos  os  momentos  das  esferas  apontam  na  mesma  direção,  o momento  angular  total  equivale  à  soma  dos  momentos  angulares individuais. As esferas não se movem uniformemente, pois têm velocidades angulares  diferentes  (com  exceção  das  esferas  2  e  3).  Logo,  distâncias

relativas entre as partículas não são mantidas (veja a Tabela C.5.24).

Tabela C.5.24

Posição

inicial

Momento

Massa x    y    Velocidade Raio      angular (kg      Velocidade

Esfera   (kg)     (m)   (m)   (m/s)        (m)       m2/s)             angular (rad/s)

1       1      2    0        2          2            4               1

2       1      0    1        2          1            2               2

3       1      1    0        2          1            2               2

4       1      1    1        2       1,414214      2,828427         1,414214

5.25

a) L = 115,8i kg m2/s x

b) L = 140,6j kg m2/s y

c) L = 160,6k kg m2/s z

5.26

F     = 0i + 0j + 0k resultante

O corpo permanece em repouso porque a força resultante é nula.

5.27

F = −5i N 2

5.28

O corpo estará se movendo com uma velocidade de 150 m/s.

5.29

O corpo estará se movendo com uma velocidade de 4000 m/s.

5.30

O corpo passará a se mover com uma velocidade de 8000 m/s.

5.31

F    = 245 N normal

5.32

A partir da Equação 5.49 descreva a unidade N (Newton) no sistema MKS. 5.33

P = 25 N (para baixo)

m = 2,551 kg

5.34

F = 30 N no sentido oposto ao movimento do corpo.

5.35

a) Mary Ann Strenght pode ter no máximo 63,7 kg. b)  Para  que  Jason  Speed  suporte  1  min,  Mary  Ann  Strenght  pode  ter  no máximo 51,4 kg.

5.36

N = 196 N

Fatrito estático = 58,8 N

5.37

θ = 14°

5.38

μ ≥ 2,14

5.39

h ≥ 53,66 cm

5.40

P = 19,6 N

N = 17,53 N

Fatrito estático = 8,76 N

5.41

Fatrito dinâmico = 0,175 N

5.42

A  relação  mecânica  entre  um  automóvel  e  a  estrada  na  qual  trafega  se  dá através  do  atrito  estático  entre  a  superfície  dos  pneus  e  a  superfície  da estrada.  Em  caso  de  derrapagem,  quando  há  escorregamento  entre  essas duas superfícies, perde-se o controle do carro.

5.43

Pode-se  construir  um  dinamômetro  a  partir  de  uma  mola  de  constante k conhecida. Usa-se uma escala calibrada de acordo com a lei de Hooke, que mede a deformação sofrida pela mola. Ao se prender as duas extremidades da mola nos pontos onde a força é aplicada, a leitura da escala nos indicará a força exercida.

5.44

k = 50 N/m

5.45

As forças são o peso P = −29,4 N (para baixo) e a força exercida pela mola F = 29,4 N (para cima).

A extensão da mola sem o corpo é de 40 cm.

5.46

F = 140 N

v = 40,8 m/s

5.47

T = 0,45 s

5.48

ω = 0,27386 rad/s

ϕ = π/2

Expressão da posição em função do tempo:

[image: ]

O  gráfico  com  as  posições  que  o  corpo  assume  durante  os  dois  primeiros

minutos de oscilação está apresentado na Figura C.5.48.

[image: ]

 

Figura C.5.48.

Resposta do Exercício 5.48.

5.49

A  força  que  será  sentida  pelo  corpo  A  terá  o  mesmo  módulo  da  força aplicada sobre o corpo B, 12 N, mas com sentido contrário.

5.50

Forças  atuando  sobre  o  corpo: P  =  49  N,  a  força  exercida  pela  mola F  = 56,58 N, e uma força fictícia de arrasto, fa = 28,3 N. O novo comprimento da mola será de 53,79 cm.

5.51

No  momento  do  tranco,  Jason  sente  uma  força  que  o  empurra  para  cima equivalente a 900 N. Depois, na queda, ele não sente força nenhuma, pois está em queda livre.

5.52

Fcentrífuga = 9 N

5.53

a centrífuga = 43,4 m/s2, o que equivale a 4,4 g.

5.54

ωTerra = 7,27221 × 105 rad/s

Para a massa de ar em movimento: F Coriolis = 8,73 × 108 N. Para o míssil balístico: FCoriolis = 1978 N.

5.55

I = 15 kg m/s.

5.56

Δv = 6 m/s.

5.57

ve = 4900 m/s.

5.58

I sp = 173,5 s.

5.59

ve = 1960 m/s.

I = 8,5 × 106 kg m/s.

5.60

F = 202.600 N.

5.61

F1 ≈ 3100 N.

5.62

p = 156 Pa.

5.63

τ = 235,2 N m.

5.64

F = 41,7 N.

5.65

τ = 100 N m.

F = 200 N.

 

RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DO CAPÍTULO 6

6.1

W = 50 J

6.2

Dados: massa do elétron = 9,109382 × 10−31 kg (Tabela A.1) (lembre-se de multiplicar a massa pela aceleração da gravidade para obter a força peso).

W = 2,678 × 10−30 J

6.3

W = 4,45 × 1010 J

6.4

K = 120,5 J

6.5

a) K0 = 35,64 J e K1 = 247.500 J

b) W = K 1-K0 = 247.464,36 J

c) F = 271,7 N

d) s = 910,8 m

6.6

K = 1,23456 × 1010 J (sim, é isso mesmo, caro leitor)

6.7

U = 196.000 J

6.8

U = 5.880.000 J

6.9

U degrau = 98 J

U escada = 2450 J

6.10

Dados: órbita da Lua = 384.467 km (Tabela A.1) U = 1,884 × 1024 J

6.11

a) Umáx = 12,25 J

b) Kmáx = 12,25 J (pelo princípio de conservação da energia) c) vmáx = 15,65 m/s

6.12

h máx = 111755 m

6.13

u = 1568 J/m2

6.14

U máx = 940.800 J

h U = V = 600 m, o que acontecerá 11,066 s após o salto.

6.15

h máx = 6,3 m

6.16

a)

ω = 2 rad/s

x(t) = 0,02 cos(3,163t)

b)

v(t) = − 0,0632 sen(3,1623t)

c)

a(t) = − 0,2 cos(3,1623t)

d)

F(t) = − 0,1 cos(3,1623t)

e)

f = 0,5033 Hz

f)

E = 0,001 J

6.17

m = 0,0023 kg = 2,3 g

6.18

T = 2,3748 s

h máx = 2,1323 × 10−4 m

6.19

l = 24,82 cm

6.20

[image: ]

 

6.21

t 1 = 4,488 s

t 2 = 8,5154 s

6.22

P = 6125 W

6.23

Krot = 1,14 J

6.24

Kmov = 2,65 × 1033 J

Krot = 2,57 × 1029 J

Ktot = 2,65 × 1033J

6.25

a) vcentrífuga = 1,107 × 10−3 m/s; ωcentrífuga = 1,383 × 10−10 rad/s. b) Kcentrífuga = 1,041 × 1011 J

RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DO CAPÍTULO 7

7.1

F = 1,3535 × 1022 N

7.2

Fperto = 3,43 N

Flonge = 3,91 N

Diferença = 0,48 N

7.3

d = 10.000 km

7.4

Afélio: 0,586 UA

Periélio: 35,1 UA

7.5

Excentricidade: 0,093315

Semieixo maior: 227.939.100 km

7.6

Excentricidade: 0,8527

7.7

[image: ]

 

7.8

[image: ]

Figura C.7.8.

Resposta do Exercício 7.8.

7.9




[image: ]

Figura C.7.9.

Resposta do Exercício 7.9.

7.10

Semieixo maior: 23.460 km

7.11

Semieixo maior: 3,49 UA

7.12

[image: ]

Figura C.7.12.

Resposta do Exercício 7.12.

7.13

v = −8,83 × 108 m2/s2

7.14

v = −1,015 × 10−30 m2/s2

7.15

ω = 0,122 rad/ano

7.16

m 2 = 14,8 M⊙

RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS DO CAPÍTULO 8

8.1

Dados: parâmetro gravitacional da Lua = 4903 km3/s2, raio da Lua = 1738 km. A distância da nave ao centro da Lua vale 1738 + 65 = 1803 km. v = 1,649047 km/s e T = 6869,775 s (ou 1,908271 hora).

8.2

h = 52584,11 km2/s

8.3

Δv = 1,274 km/s

8.4

Δv = 12,34 km/s

8.5

e = 0,724138

a = 29.000 km

T = 49.148 s ou 13,65 horas

ε = −6,8724 km2/s2

θ = ±26,8o

v = 9,27 km/s p

v = 1,48 km/s a

8.6

Para  calcular  a  velocidade  orbital  média  consideramos  a  órbita  circular. Dados: a = 7310 km.

v     = 7,38 km/s média

8.7

Da Tabela A.5:

μ HD80606b = 4 MJúpiter G = 5,07 × 108 km3/s2 vmédia = 71,2 km/s

8.8

μ Marte = 42.828 km3/s2

RMarte = 3394 km

altitude de Fobos = 27.412 km

altitude de Deimos = 30.575 km

8.9

altitude do satélite Corot = 854 km

v = 7,4 km/s

8.10

Δv = 2256 m/s

8.11

Δv = 3573 m/s

8.12

(a) Δ v = 3,0946 km/s

(b) Δ t = 8950 s ou 2,486 horas

8.13

(a) ΔvA = 1,8526 km/s

(b) ΔvB = 1,3669 km/s

8.14

Δ v = 0,1197 km/s

8.15 Missão Apollo 8.

a)

[image: ]

Figura C.8.15.

Resposta do Exercício 8.15-a.

b)

Δv = 0,0068 km/s

c)

T = 5091,092 dias syn

d)

Δv = 0,0414 km/s
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