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N: conjunto dos numeros naturais
Z: conjunto dos numeros inteiros

Q: conjunto dos numeros racionais



R: conjunto dos numeros reais

C: conjunto dos numeros complexos
df : grau do polinbmio f

[L : K]: grau de L sobre [§

[1: produtério

> : somatorio

det A: determinante de A

(aj): matriz

f o(X): polinbmio caracteristico de a
D(ay, ..., a,): discriminante de uma n-upla
Ak: anel dos inteiros de K

#X: cardinalidade do conjunto X

a, b...:ideais

¢@(n): funcao de Euler para o inteiro n

A[X]: anel dos polinbmios sobre A em X

K(ay, ..., a,): corpo obtido pela adjuncéo de ay, ...

A
I' : quociente de A por |

V: para todo

3: existe

,a,a K



& " = cos +isen’T raiz p-gsima primitiva da unidade
X: conjugado complexo do elemento x

Di: discriminante absoluto do corpo I

Tn_g: traco em relagdo a extenséao L/

N_ig: norma em relagéo a extensdo L/K

irr(a, IK): polinbmio irredutivel de a sobre [

ker(f ): nucleo do homomorfismo f

<dy, ..., a,>:ideal gerado por ay, ..., a,
Gal(L/K): grupo de Galois de L/I<

alb : a divide b

O,,(a) : ordem de a modulo m, com mdc(a, m) = 1
D(P) : grupo de decomposicdo com relagéo a ¥
E(P) : grupo de inércia com relagao a ¥

min(X) : minimo do conjunto X

O(/\) : densidade de centro do reticulado A

o : conjugacgdo complexa (o (x) = X)

X=X, ..., X,)emR"

4

»,(m) : valorizagao p-adica de m

[z] : 0 inteiro mais proximo de z



d,in : distdancia minima

v : ganho fundamental de codificagdo

A : densidade de empacotamento esférico
n : eficiéncia espectral

E : energia da constelacao

E, : energia por bit

N, : poténcia do ruido

L : diversidade

G, : ganho assintético

er fc : funcao erro
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Introducao

Em um sistema de comunicagao digital, o objetivo é transmitir dados
de uma fonte até um usuario. O meio usado para esta transmissao é
chamado de canal e pode ser um cabo coaxial, fibra 6ptica, a
atmosfera (no caso de ondas de radio) etc.

Em um sistema tradicional, os dados gerados pela fonte sao
simbolos de um alfabeto A. Como cada simbolo tem sua
probabilidade de ocorréncia, estes dados sao processados pelo
codificador de fonte, com o objetivo de eliminar redundancia, ou
seja, tornar os simbolos equiprovaveis e desta forma compactar a
informacao.

As sequéncias geradas pelo codificador de fonte s&o entao
processadas pelo codificador de canal, que introduz redundancia,
gerando sequéncias de simbolos de A que sdo chamadas de
palavras codigo. Para a transmissao, o modulador associa a cada
palavra codigo x um simbolo analdgico, que € entao enviado pelo
canal.

A imperfeicao do canal gera distor¢cdes e o sinal recebido nem
sempre coincide com o enviado. O demodulador faz entdo a melhor
estimativa, fornecendo uma sequéncia r de simbolos de A. Devido
ao ruido, € possivel que r ndo seja uma palavra codigo. Entao o
decodificador de canal associara uma palavra cédigo, que € a
melhor estimativa. Finalmente, o decodificador de fonte associara a
esta palavra cddigo a suposta sequéncia original de simbolos
enviada. O diagrama abaixo ilustra o processo.



Fonte | — Codif. de Fonte | — Codif. de Canal
1
Modulador
1

Ruido — Canal

l

Demodulador

1

Usuario | «— | Decodif. de Fonte | «— | Decodif. de Canal

Cada uma destas etapas gerou grandes areas de pesquisa, que se
desenvolveram, de certa forma, independentemente.

A teoria dos codigos corretores de erros nasceu em 1948, com o
famoso trabalho de Shannon (1948), no qual foi demonstrado o
Teorema da Capacidade de Canal. Em linhas gerais, este resultado
diz que para transmissao de dados abaixo de uma taxa C (simbolos
por segundo), chamada de capacidade do canal, é possivel obter a
probabilidade de erro tdo pequena quanto se deseja através de
cbdigos corretores de erros eficientes.

A prova do Teorema da Capacidade do Canal implica que no caso
de valores altos da relacdo sinal-ruido (SNR), um cdodigo de bloco
6timo para um canal com ruido gaussiano branco (AWGN), limitado
em faixa consiste em um empacotamento denso de sinais dentro de
uma esfera, no espaco euclidiano n-dimensional, para n
suficientemente grande. Assim, se estabeleceu o vinculo entre
empacotamento esférico e Teoria da Informacgéao.



Para cada n, Minkowski provou a existéncia de reticulados no
espaco euclidiano n-dimensional com densidade de empacotamento
esférico o satisfazendo

onde ¢ é a fungao zeta de Riemann. Como consequéncia, obtém-se

1
—log,6 > —1. (1)
n

Depois disto, Leech mostrou como usar cédigos corretores de erros
para construir empacotamentos esféricos densos no R", Conway e

Sloane (199) provaram que reticulados satisfazendo a cota de
Minkowski, dada pela Equacéao (1) s&o equivalentes a codigos
atingindo a capacidade do canal.

O problema classico do empacotamento esférico consiste em
encontrar um arranjo de esferas idénticas no espaco Euclidiano n-
dimensional de forma que a fracdo do espaco coberto por essas
esferas seja a maior possivel. Isto pode ser visto como a versao
euclidiana do 18° Problema de Hilbert, proposto em 1900.

Dentre os métodos de geracao de reticulados, o homomorfismo de
Minkowski apresenta caracteristicas interessantes. Usando teoria
algébrica dos numeros, Craig (1978) reproduziu o reticulado de
Leech A\, através da representacdo geometrica de um ideal no anel

de inteiros de Q({39). Com 0 mesmo método, ainda obteve a familia

A" em dimensbes n = p - 1, através de Q({,), onde p € um numero
primo.

Embora os resultados apresentados aqui nao sejam tradugdes aéis
dos originais, eles sao equivalentes ou consequéncias dos mesmos.
Dessa forma, o restante do livro esta delineado na sequéncia que
segue.



O Capitulo 1, visa atender aos leitores com menos conhecimentos
em teoria algébrica dos numeros. Sendo assim, introduzimos os
conceitos de moédulo, inteiro algébrico, norma e trago de um
elemento, discriminante, base integral, anel de Dedekind e outros
conceitos indispensaveis ao desenvolvimento dos demais capitulos.
Além disso, estudamos formas quadraticas, cuja aplicagao se faz
quando tentamos determinar o raio de empacotamento da
realizagao geométrica de um ideal em questao. No Capitulo 2,
apresentamos um estudo sobre corpos de numeros, dando énfase
ao estudo dos anéis dos inteiros e discriminantes de corpos
quadraticos e ciclotdbmicos. Também apresentamos a decomposicao
de um ideal primo em uma extensao fazendo uso do Teorema de
Kummer.

No Capitulo 3, apresentamos as definicbes de reticulado,
empacotamento esférico, volume e densidade de centro. Além
disso, apresentamos o método de Minkowski para obtencao de
reticulados via a representagao geométrica de ideais dos anéis de
inteiros algébricos.

O estudo desses capitulos proporcionou-nos ferramentas
necessarias para o estudo do Capitulo 4, no qual apresentamos o
tema central desse livro. Este capitulo traz um método para o
calculo da densidade de centro de reticulados gerados através de

ideais dos anéis de inteiros de Q({,), Q({y) e Q({,,), onde p e q
sdo numeros primos distintos e r € um inteiro maior ou igual a 1.

No Capitulo 5, no qual analizamos nosso trabalho, apresentamos
através do trabalho de Boutros; Viterbo; Rastello; Belfiori (1996),
constelagdes de reticulados que sao eficientes para ambos os
canais Gaussianos e Rayleigh com desvanecimento, enfocando as
construgdes das versdes rotacionadas dos reticulados ja conhecidos
na literatura, tais como, D,, K4, € A4, através da matriz mudanga de
base de um ideal contido no anel dos inteiros de um corpo de
numeros.



1 — Corpos de Numeros

1.1 Introducao

Neste capitulo, apresentamos uma coletanea de resultados basicos
de teoria algébrica dos numeros. O objetivo é fornecer a base
tedrica para o desenvolvimento dos demais capitulos. Aqui
introduzimos os conceitos de modulos, elementos inteiros sobre um
anel, elementos algébricos sobre um corpo e extensdes algébricas,
norma e traco em uma extensao, discriminante, anéis noetherianos
e anéis de Dedekind, norma de um ideal e formas quadraticas sobre

o R

1.2 Médulos

Iniciamos esta secao com as definicbes de modulos e submaodulos.
Em seguida apresentamos um teorema que sera de grande utilidade
posteriormente.

Definigdo 1.2.1. Seja A um anel. Um A-médulo M é um grupo
abeliano (aditivo) munido de uma aplicacdo A x M — M, denotada
por (a, m) — am, tal que, para quaisquera, b € A e x, y € M, tem-
se:

i)ya(x +y)=ax+ ay;

ii) (a + b)x = ax + bx;

iiif) (ab)x = a(bx);

iv) 1x = Xx.

Definigado 1.2.2. Sejam A um anel e M um A-médulo. Um
subconjunto N € M né&o vazio é um A-submddulo de M se, com as
operacoes herdadas de M, também é um A-modulo.



Um A-mddulo M é dito finitamente gerado se existem x4, ---, x, € M
tais que M = Ax, + ... + Ax, e, neste caso, dizemos que Xy, ..., X,
formam um sistema de geradores de M. Um conjunto de
elementos yy, ..., ¥s € M sdo linearmente independentes (sobre A)
se a igualdade =~ , com a; € A, implicar que a; = ... =a; = 0.
Mas, se além disso, yy, ---, ¥ formarem um sistema de geradores

de M, entao eles formam uma base de M. Porém, € importante notar
que nem todo mddulo finitamente gerado possui um base. Um A-
modulo que possui uma base é chamado de um A-moédulo livre, e
0 numero de elementos da base é chamado de posto de M.

Teorema 1.2.1. Sejam A um anel principal, M um A-modulo livre de
posto n, e M um A-submoédulo de M. Entéo:

i) M é livre de posto q, 0 < q <n.

i) Se M # 0, entdo existe uma base {e1, ..., e} de M e elementos
ndo nulos a4, -+, a, € A tais que {a4e4, -, a,6,} € uma base de M e
que a; divide a4, 1<isqg-1.

Demonstragao. (Samuel, 1976, p.21, Teo.1). =

1.3 Elementos inteiros sobre um anel

Nesta secao apresentamos as definicdes de elemento algébrico,
extensao algébrica e polinbmio minimal.

Definigao 1.3.1. Sejam B um anel e A ¢ B um subanel. Um
elemento a € B é chamado inteiro sobre A se a é raiz de um

polinbmio ménico com coeficientesem A. Se A=7 e B c C,
dizemos que a é um inteiro algébrico.

Observacao 1.3.1. Denotaremos o conjunto dos elementos que
estdo em B e séo inteiros sobre A por Apg, ou seja, Ag={a€eB:aé

inteiro sobre A}.



Observagao 1.3.2. Ag é chamado fecho inteiro de A em B ou anel

dos inteiros de A em B. Se A é um dominio e B =K é o corpo de
fragbes de A, dizemos que Ak é o fecho inteiro de A em K.

Exemplo 1.3.1. O elemento a = \2 + \3 é inteiro sobre Z, pois é raiz
do seguinte polinémio X* - 10X? + 1 € Z[X].

Definigdo 1.3.2. Sejam B um anel e A c B um subanel. Seja p(X) €
B[X] um polinbmio ménico tal que p(a) = 0, com a € B. A relagéo
p(a) = 0 é chamada uma equacgao de dependéncia inteira de a
sobre A.

Exemplo 1.3.2. O elemento a = V2 € R é inteiro sobre Z. A relagcdo
a? - 2 = 0 é uma equacéo de dependéncia inteira.

Teorema 1.3.1. (Samuel,1967, p.27, Teo.1) Sejam B um anel, A um
subanel de B e a um elemento de B. Entdo as seguintes condi¢gbes
sdo equivalentes:

1) € inteiro sobre A.

2) O anel Ala] € um A-mddulo finitamente gerado.

3) Existe um subanel R de B tal que R € um A-mdodulo finitamente
gerado contendo A e a.

Demonstragao (1) = (2) Como a € B ¢ inteiro sobre A, entdo a € A
g, OU seja, a é raiz de um polinbmio moénico com coeficientes em A.
Logo existem ag, a4, ..., a,-1 € A ndo todos nulos tal que

a+a,_,a" '+ +a,a+a+a,=0.

SejaM=1[1, a, &, ..., a1 o A-médulo finitamente gerado. Vamos
mostrar que A[a] = M. Por definicdo

Ala] = {Za,-a" D a; EA}



e assim, pelo modo como definimos M, segue que M c A[a]. Por
outro lado,

a’= -(a,_ a1+, +a,0+ap)

(1.1)

e assim a” € M. Portanto 1, a, @2, ..., @™, a" € M. Agora
provaremos por indugéo sobre jque d e M, Vj=n+1,n+2, ....
Paraj=0, ..., nvimos acima que o resultado ¢ valido. Agora
suponhamos que o resultado seja valido para j > n e provemos que

o resultado vale paraj+ 1. Sendo & = by + bja + ... + b,_4a"~! com
b; € A, entao

@t '=bya+b,0? +...+ b, a" " + b, 0",
(1.2)
Substituindo (1.1) em (1.2) temos
o/t 1=-b,, a0+ (bg-byg@r)a+...+ (by by g8p.1)a"
e assim &*1 € M. Portanto A[a] € M. Portanto Afa] = M.
(2) = (3) Como A c Ala], a € A[d] e, por hipbtese, Ala] € um A-
modulo finitamente gerado, entdo é suficiente tomar R = A[a].

(3) = (1) Seja R um A-mddulo finitamente gerado que contém A e a
e sejam {yq, Vo, ... , ¥} Os geradores de R, ou seja, R= Ay, + ... +

Ay,. Como a € R e como R € um subanel de B segue que ay; € R, V
i=1,..,n. Assim,

ay, =dany +any; + -+ awy,

ay; = any) +any + -+ awy
2 1 nXi ai; €A

ay, = damk + a2 ¥a + -+ Qun Yy



E{ﬁun =ayly; =0

Dai segue que ,onde o;=1sei=jeo;=0sei#]

Considere o sistema linear homogéneo definido pelas n equacdes
nas variaveis yy, ..., ¥, Ou seja,

(@—ap)y,—ap—-—a,=0

—ay + (@ —an)y, = —an=0
=ty —ap — -+ (a—aum)y, =0

Seja d = det(o;a - a;). Por Cramer dy; =0,V i=1, -+, n. Portanto db
=0,V b € R. Em particular d-1 = d = 0. Mas d € uma expressao
polinomial em a e o coeficiente da maior poténcia de a € 1, pois o

n(a— ag;)

termo de maior grau aparece na expansao do produto =i das
entradas da diagonal principal. Portanto a é inteiro sobre A. m

Corolario 1.3.1. (Samuel, 1967, p.28, Prop.1) Sejam B um anel, A
um subanel de B e {a4, a,, ..., a,} € B. Se aq; é inteiro sobre Ala,, as,
.., Aji_1], em particular, se a; é inteiro sobre A para todoi=1|, ..., n,
entgo Ala,, a,, ..., a,] € um A-modulo finitamente gerado.

Demonstracao. A demonstragao sera feita por inducao sobre n.
Para n = 1 segue do Teorema 1.3.1, pois se a, € inteiro sobre A,

entao A[a,], € um A-modulo finitamente gerado. Assim, suponhamos
que o teorema seja verdadeiro para n — 1 elementos e provaremos
que o teorema € valido para n elementos. Por hipotese de indugcao
temos que R = Alay, ..., d,-4] € um A-modulo finitamente gerado,
isto &, = ,onde vy, ..., v, € R. Visto que a, é inteiro sobre R
temos, pelo Teorema 1.3.1, que R[a,] € um R-modulo finitamente

) Rlx,] = ZRH',
gerado, isto é, =1 onde wy, ..., wg € R[a,]. Entao



a 5 n
Alay, o a,] = Rla,] = E Ruy = E(Em-,) Wy = Z Avye;,
=1 f

=RV 7 . Portanto {vw}} gera Alay, ...
, a,] como um A-modulo. Portanto A[ay, ..., a,] € um A-mddulo
finitamente gerado. m

Teorema 1.3.2. (Stewart; Tall, 1987, p.47, Teo.2.9) Se a é uma raiz
de um polinbmio ménico, onde os coeficientes sdo inteiros
algébricos, entdo a € um inteiro algébrico.

Demonstragdo. Seja a” + a,_;a" " + ... + a,a + qy, tal que qa;, i = 1,
.., h — 1 pertenca ao conjunto de todos os numeros complexos que
sao raizes de polinbmios mbnicos com coeficientes em Z. Fazendo

B=/7lay, ..., a,-1, 0]l € by = &g, ... , b1 = a,-4 € b, = a e temos, pelo
Corolario 1.3.1, que Z[by, ... , b,] € um Z-moddulo finitamente gerado
e portanto a € um inteiro algébrico. m

Corolario 1.3.2. (Samuel, 1967, p.29, Corol.1 ) Sejam B um anel e
A um subanel de B. Se a, 8 € B séo inteiros sobre A, entdo A, a8 €
Ag.

Demonstragao. Pela Observacao 1.3.1, temos que mostrar que A,
af sao inteiros sobre A. Temos que A, aB € Ala, B]. Como a, 8 séo
inteiros sobre A temos entao, pelo Corolario 1.3.1, que A[a, B] € um
A-mddulo finitamente gerado. Assim, existe um A-modulo
finitamente gerado, A[a, B], que contém A e aB. Deste modo, pelo
Teorema 1.3.1, A e af sé&o inteiros sobre A, isto é, A, aB € Ag. m

Corolario 1.3.3. (Samuel, 1967, p.29, Corol.2) Sejam B um anel e A
um subanel de B. O conjunto Ag dos elementos de B que sdo

inteiros sobre A € um subanel de B que contem A.

Demonstragao. Pelo Corolario 1.3.2, segue que A € Age a3 € Ag,
Y a, B € Apg, assim Ag é subanel de B. Por outro lado A c Ag, pois
se a € A, entdo a é raiz do polinbmio ménico p(X) = X — a, que tem
coeficientes em A, isto é, a é inteiro sobre A e assim a € Agm.



Definicao 1.3.3. Sejam B um anel e A um subanel de B. Dizemos
que B é inteiro sobre A, se todo elemento de B é inteiro sobre B, isto
é, se Ag=B.

Exemplo 1.3.3. Dentre os anéis que satisfazem esta condig&o,
citamos o anel dos inteiros de Gauss contendo Z, pois todo

elemento a+bi de Z[i] é raiz do polinémio X? —2aX+(a? +b?) € Z[X].

Proposicao 1.3.1. (Samuel, 1967, p.29, Prop.2) Sejam R um anel,
B um subanel de R e A um subanel de B. Entdo R é inteiro sobre A
se, e somente se, R é inteiro sobre B e B é inteiro sobre A.

Demonstragao. Suponhamos R inteiro sobre A e seja a € B. Como
B c R, segue que a € inteiro sobre A, ou seja, B € inteiro sobre A.
Para mostrar que R € inteiro sobre B, seja a € R. Ent&o existem a,
ay, ...,a, 1€EAtalque a”+a,_a" '+ .. +a,a+a;=0.ComoAc
B, segue que a € inteiro sobre B, ou seja, R € inteiro sobre B. Por
outro lado, seja a € R. Como R ¢é inteiro sobre B, ent&do existem by,
by, ..., b,—4 € B, ndo todos nulos tal que a” +b,_,a" 1 + ... + bya + b,
= 0. Seja C = A[by, by, ..., b,-41]. Logo a € inteiro sobre C, pois a é
raiz de um polindmio ménico com coeficientes em C. Como B é
inteiro sobre A, segue que os b; s € B sao inteiros sobre A. Dai pelo
Corolario 1.3.1 temos que A[by, ... , b,-¢, a] = C[a] € um A-modulo
finitamente gerado e pela parte (¢) do Teorema 1.3.1, segue que a é
inteiro sobre A. Portanto R € inteiro sobre A. m

Proposicao 1.3.2. (Samuel, 1967, p.29, Prop.3) Sejam AC B anéis
com B um dominio e inteiro sobre A. Entdo A é um corpo se, e
somente se, B € um corpo.

Demonstragao. Suponha que A seja um corpo. Seja a € B, a # 0.
Como B ¢ inteiro sobre A entdo a € inteiro sobre A e portanto pelo
Teorema 1.3.1 segue que A[a] € um espaco vetorial finitamente
gerado sobre A, pois A € um corpo. Seja



¢ . Ala] — Ala]
b— ba, Ybe Alal.

Temos que ¢ é A-linear e Ker(¢) = {b € A[a] : ¢(b) = 0} = {0}, pois
@¢(b) = 0 se, e somente se, ba=0e como B é um dominioe a#0
segue que b=0. Deste modo, ¢ ¢é injetora e como estamos
considerando espagos de mesma dimensao finita, segue que ? é
sobrejetora. Portanto ¢ € bijetora. Assim, como 1 € A[a] segue que
exite b € A[a] tal que b a = 1, ou seja, a € inversivel em B. Portanto
B é um corpo. Por outro lado, sejaa € A, a# 0. Como A c B entao

a € B e como B é um corpo segue que a~ ' € B. Como B é inteiro
sobre A, e a~! € B segue que

(a)+a, () +. +a,(at)+a,= 0,

com a; € A ndo todos nulos. Multiplicando por a™!, obtemos
al+a, +..+a,0"%+a,0™7 =0

eentdioa ' =—(a,_4 + ...+ a;a" % + aya" ") € A.
Portanto A € um corpo. m
Definicao 1.3.4. Um anel A é chamado integralmente fechado
quando A € um dominio e é seu proprio fecho inteiro. Em outras
palavras, um anel A é integralmente fechado se todo elemento do

seu corpo de fracbes que é inteiro sobre A esta em A.

Proposigao 1.3.3. (Samuel, 1967, p.30, Ex.1) Se A € dominio,
entdo Apg é integralmente fechado.

Demonstragao. Segue do fato de que o fecho inteiro de Ay € inteiro
sobre Ag, portanto sobre A. m

Proposicao 1.3.4. (Samuel, 1967, p.30, Ex.2) Se A € um dominio
principal entdo A é integralmente fechado.



Demonstracao. Seja [ o corpo de fracoes de A. Seja a € K inteiro
iy

a = -
sobre A, isto &, a € Ak tal que b a,beA, b#0e mdc(a, b)=1.
Entdo existema; € A,i=0, 1, ..., n— 1, ndo todos nulos, tal que

a’+a, ™! +. .+ a,a+a, =0

i

Substituindo a por b temos
(3 ros(3)" - w(5) v =0

Multiplicando por b" ambos os lados, obtemos
a'+a, ,a" b +..+ a;ab™+aob" = 0
e assim
a" =-b(a,,a"" +...+ a,ab™? + ayb"’)

Portanto b|a” e como mdc(a, b) = 1 segue que bla, ou seja, a = bc.
Sendo mdc(a, b) = 1 ent&o existe x,, yy € A tal que axg + byyg=1=
bexg + byg =1 = b(cxy + yp) = 1. Portanto b é inversivel em A.

Assim, a = ab™! € A. Portanto Ax c A e como A c Ak segue que A =
Ak. Portanto A é integralmente fechado. m

Exemplo 1.3.4. O anel Z dos numeros inteiros é integralmente
fechado, pois é principal.

Exemplo 1.3.5. Todo dominio fatorial é integralmente fechado, uma
vez que é principal.

1.4 Elementos algébricos sobre um corpo e
extensoes algébricas



Nesta secao apresentamos as definicdes de elemento algébrico,
extensao algébrica e polinbmio minimal.

Para isso, sejam A um anel e K um corpo de A. Dizemos que um
elemento a € A é algébrico sobre K, se a é raiz de um polinbmio
nao nulo, com coeficientes em [§. Se todo elemento de A for
algébrico sobre K, dizemos que A é algébrico sobre K. Um elemento
de A que néo é algébrico sobre [ é dito transcendente sobre K. Se
A é um corpo entdo A é chamado uma extensao algébrica de £. Um
corpo de numeros é uma extensao finita dos racionais. Sabemos,
pelo Teorema do Elemento Primitivo, que um corpo de numeros [

de grau n é da forma Q(a) para algum elemento a € €. Como o
polinbmio minimal de a sobre Q é de grau n, segue que Q(a) = {a, +
aa+..+a,4a"1:a,€Q,i=0,..,n- 1}, e esta representacéo &
Unica, ou seja, {1, q, ... , "1} é uma base para o espaco vetorial

Q(a) sobre Q.

Segundo a defini¢do, sendo a um elemento algébrico sobre um
corpo K, a satisfaz uma equagéo do tipo, a,a” +a,_,a"" ! +...+a,a+a,
=0, com a; € K, a, # 0. Multiplicando essa equagéo por a, ',
obtemos uma equagéo de dependéncia inteira, a” + a, 'a,_.a"" 1 +
..+a, la,a+a, 'a; =0, e portanto, sobre um corpo, o conceito de
elemento algébrico coincide com o de elemento inteiro.

Exemplo 1.4.1. O elemento a = \3 + -5 é algébrico sobre @, pois
é raiz do polinémio X* + 4X2 + 64 € Q[X].

Definigao 1.4.1. Sejam K <L uma extenséo de corpos e a um
elemento de L. O polinbmio ménico e de menor grau em K[X] que
tem a como raiz € chamado de polindmio minimal de a sobre [§ e
seu grau é [K(a) : [].

1.5 Norma e tragco em uma extensao



Nesta sec¢ao apresentamos os conceitos de norma e traco, onde a
Proposicao 1.5.2 e o Corolario 1.5.1 sao os principais resultados.

Sejam A um anel e B um A-modulo livre de posto n. Sejam ¢ : B —
B um homomorfismo de anéis e {e,4, e,, ... , €,} uma base de B

sobre A. Entao

e ) = ap ey + apaes + - + 4,8,
wiex) = aney +ane: + - + ane,

Wwie,) = gy + ap28p + -0 + i1,

com a; € A, paratodo/,j=1, .., n. Assim

yriey) ay @y v A ey
yrien) ax @ v d €2
yrley) Ayl gz vt e

Triy) = Z i

Definigao 1.5.1. Definimos o trago de y por =, anorma de
w por N(yp) = det(a;) e o polinémio caracteristico de y por g(X) =

det(X./ - y) = det(X5; - ay).
Como consequéncia imediata desta definicdo tem-se:

Tr(w+y) = Tr(y) + Tr(y ),
N(py ) = N(w)N(y ),
det(X./ - ) - X" - THw)X™" +..+ (-1)" det(y).

Definigado 1.5.2. Sejam A um anel e B um A-modulo livre. Seja o
endomorfismo y, : B — B definido por w4 (x) = ax, para todo x € B.

Definimos o trago (respectivamente, norma e polinbmio
caracteristico) de a € B relativo a A, como o trago (respectivamente,
determinante e polinbmio caracteristico) do endomorfismo y,,.

Usaremos as notagdes Trg s(a), Ng(a), ou simplesmente, Tr(a),
N(a) quando n&o houver possibilidade de confuséo.



Observacgao 1.5.1. i) O fraco e a norma s&o elementos de A.

ii) O polinbmio caracteristico € um polinébmio ménico com
coeficientes em A.

iii) Paraa,a’e Bea€e Atemos que Wy + Wy = Warg © Yo ° Wy =
Waa' € Waq = @Y, Além disso, a matriz de w, com respeito a uma

base de B sobre A é a matriz diagonal cujas entradas nao nulas sédo
a.

Proposicao 1.5.1. (Samuel, 1967, p.36, Prop.1) Sejam K um corpo
de caracteristica zero ou um corpo finito, L uma extensao algébrica
delk de grau n, a um elemento deL e a4, ... , a, as raizes do

polinbmio minimal de a sobre I&. Entdo Tn_j(a) = a4 + ... + a,, NI
(@)=aq...a,egX)=(X-aq) ... (X—a,).

Demonstracao. Consideraremos primeiramente o caso em que a é
um elemento primitivo de L sobre K. Seja f(X) o polinbmio minimal

de a sobre K. Entéo L é K-isomorfo a K[X]/ < f(X)>e {1, q, ..., o™}
é uma base de L sobre K. Tomando f(X) = X" + a,_X""1 +...+a,,
com g, € K, temos que a matriz do endomorfismo y, com respeito a
esta base é dada por

00 e 0 —ag
I 0 e ) =ay
= M=[0 1 « 0 —-m

wlll=a

v, (a) =

w"(ﬁ,n—l}: " oo s
00 | —a,,

Assim, det(X./ - y,) € o determinante da matriz

[ x 0 0
-1 X - 0 a

Xt M = D =1 « 0 3

- X auz

[ 0 0 o =1 X+an |

Expandindo esse determinante como um polinbmio em X, obtemos
o polinbmio caracteristico de a, que € igual a f(X) e temos que Tr(a)



= -a,_q e N(a) = (-1)"ag. Como a é primitivo, segue que f(X) = (X -
aq) ... (X — a,) e igualando os coeficientes vemos que Tr(a) = a4 + ...
+a,e N(a)=ay ... a,.

Consideremos agora o caso geral. Se r = [L : [§[a]], é suficiente

mostrarmos que o polindmio caracteristico g(X) de a, com relacao a

L sobre K, é igual a r-ésima poténcia do polinbmio minimal de a

sobre K. Seja {yj};=1, . o uma base de K[a] sobre K e seja {z; }-¢

uma base de L sobre K[a]. Entéo {y;z; } € uma base de L sobre [

com n = qr. Se M = (a;,) é a matriz de multiplicacao por a em K[d]
Y= E Qjjp Y-

1§
com relagao a base {y;}, temos que h . Entdo temos,

aiy ;)= (Eﬂnk,'l'.!.)-fj = Z‘?lh”'n:;}
" " . Logo,

ayZy =any 2 +anys + - +rr|,,1",:|
ay:I) = any 2+ ¥+ - +ﬂ'3.|.,1',,2|

ﬂ_!'¢:| =dg N + B2 ¥aI) + e ﬂw'\‘q;'].

Assim, a matriz do endomorfismo de a em L com relagao a base
{yjz;}, ordenada lexicograficamente € dada por

M 0 0

0 M w0
M[: . .

o o0 - M

isto €, M aparece r-vezes na diagonal como blocos na matriz M,.
Dai, a matriz X1,,-M, consiste de r blocos diagonais, cada um tem a

forma XI, - M, e consequentemente, det(Xl, - M;) = det(Xl, - M)".
Assim g(X) = det(Xl, - M) e det(XI, — M) € o polinbmio caracteristico
de a sobre [, de acordo com a primeira parte da demonstragao. m

Proposigao 1.5.2. (Samuel, 1967, p.38, Prop.2) Sejam A um
dominio, I§ seu corpo de fragbes com caracteristica zero, L uma
extensao finita de € e a um elemento de L inteiro sobre A. Entao os



coeficientes do polinémio caracteristico g(X) de a relativo a L sobre
K em particular, Tn_j(a) e N_i(a), sdo inteiros sobre A.

Demonstragao. Pela Proposicao 1.5.1, temos que g(X) = (X - ay) ...
(X-a,). Como os coeficientes de g(X) a menos de sinal, sGo somas
de produtos dos a;'s, € suficiente mostrarmos que cada a; é inteiro
sobre A. Mas cada a; € um conjugado de a sobre [, ou seja, existe
um K-isomorfismo o; : K[a] — K[a]] tal que o(a) = a,. Como a é
inteiro sobre A, entao

a’+a, a1 +..+a,a+a, =0,
com a; € A nao todos nulos. Aplicando g;, obtemos
0,(Q)" + a,_40(a)™" +...+ a;0(a) + a5 = 0,

ou seja, 0/(a) = a; é inteiro sobre A, portanto T jk(a) e N_ik(a), séo
inteiros sobre A. m

Corolario 1.5.1. (Samuel, 1967, p.38, Corol.1) Nas condicbes da
Proposicéo 1.5.2, se A é um anel integralmente fechado, entdo os
coeficientes do polinbmio caracteristico de a, e em particular, Tn_jg

(a) e N_ig(a) sé&o elementos de A.

Demonstragao. Por definicdo esses coeficientes sdo elementos de
[€. Pela Proposicéo 1.5.2 sao inteiros sobre A. Logo, sao elementos
de A, pois A ¢é integralmente fechado. m

Observagao 1.5.2. Observando a Proposi¢cdo 1.5.2 temos que

Tria) = aila), Nia) = mila) e g (X)) = | [{X — ala)), .
E‘ H H ,onde 0;=1, ..., n séo os k-

monomorfismos de L em C.

Sejam K c L ¢ M corpos de numeros, a, a € M e a € [§. Entao
>valem as seguintes propriedades:



L Tryw(a + a ) = Tryge(a) + Trygcler )
2 Tryloe) = aTrywla)

3. Tryla) = M : Kla

& Trygla) = Trip(Triga (a)).

5. Nw(aa ) = Nwr(@Nwx(a)

6. Nykia) = a™¥l

7. Nylaa) = a™ FIN o (a)

8. Nyelar) = Nyw(Nua (@).

1.6 Discriminante

Nesta secao apresentamos o conceito de discriminante enfocando
suas principais propriedades, e o Teorema 1.6.1 € o principal
resultado.

Definicao 1.6.1. Sejam B um anel e A um subanel de B tal que B é
um A-moédulo livre de posto finito n. Dado (a4, as, ..., a,) € B",
definimos o seu discriminante por

Dp/alay,0,...,a,) = det (Tr(aa)).

Exemplo 1.6.1. Sejam K = Q(N3) um corpo de nimeros e {1, \3}
uma base de & sobre Q. Entao

20
06

(1) TrA3)
W3 T3P

=12,

Dgra(l, ﬁ} =

Proposicao 1.6.1. (Samuel, 1967, p.38, Prop.1) Seja (a4, ..., a,) €
B". Se (B4, ..., B,) € B" é um conjunto de elementos de B tais que

B = Z”U{IJ

=1, coma; € A, entgo

Dg/ a(B1,---Br) = (det(a;))?Dg/ a(ay,...,0tp).



= i apa; e fi, = iuwﬂ}.

Demonstragao. Sejam i=1 =, com ap;, 8, € A. Assim,
B = iﬂ ity i gty = i 6 il 4 ~
087 &7 eentdo Tr(BpBq) =
?k{if{mf{wu,{rﬂ = iumuw?i'{u,u‘.) L.
7 7 . Na forma matricial, temos (7r(8,8,)) = (a)

(Tr(a,-aj))(aqj)t. Pela Definigdo 1.6.1 temos que Dg/s(B4, -+, B,) =
det(Tr(BpBg))- Logo

Dg/a(B1---Bn) = det((ay)(Tr(aa)(ag)!)
= det((ap,)det(Tr(aja))det(a,)!
= det(aU)ZDB/A(a1,...,an).

Exemplo 1.6.2. Pelo exe 1.6.1 vimos que o discriminante da base
{1, N3} do corpo de numeros & = Q(\3) é igual a 12. Agora,

considerando uma outra base para o corpo I§, por exe, {2 -3, 3 +
43}, segue pela Proposicdo 1.6.1, que 2 -\V3=2-1+(-1)- V3 e 3
+43=3-1+4-3. Assim

2 - ) ,
Dia(2-v3, 3+41/3) = (m-r( )) Diall, V3 = (11)%12.
3 4

Observacao 1.6.1. A Proposi¢cdo 1.6.1 implica que o discriminante
das bases de B sobre A sdo associados, isto é, a matriz (a,-j) que

expressa uma base em termos da outra tem uma matriz inversa com
entradas em A. Portanto, ambos det(a;) e del‘(a,-j)‘1 S&o inversiveis
em A.

Definigao 1.6.2. Sejam B um anel e A um subanel de B tal que B é
um A-maodulo livre de posto finito n. O discriminante de B sobre A é
um ideal de A, dado por

®p/a = (Dg/al@y,.--,Qp))

onde {ay, ..., a,} &€ base de B sobre A.



Proposicao 1.6.2. (Samuel, 1967, p.39, Prop.2) Suponhamos que ®
g/A contém um elemento que ndo e um divisor de zero. Entéo, para

que (a4, ..., a,) € B" seja uma base de B sobre A, é necessario e
suficiente que, Dg,(ay, ..., a,) gera Dg,.

Demonstragao. Se {a4, a,, ..., a,} € uma base de B sobre A, entao
pela Proposigéo 1.6.1, segue que Dgj(ay, ... , a,) gera Dg,.
Reciprocamente, suponhamos que d = Dgy(eq, ... , €,) gera Dg,.
Sejam {ey, ... , e,} uma base de B sobre A, d'= Dg/ (€1, ... , €,) €

ay = iu.ftr,

=t coma; € A 1=i<n.PelaProposicao 1.6.1, segue que d =
det(a,-j)zd'. Por hipotese, Ad = 25, = Ad'. Logo, existe um elemento
b € Atal que d' = bd. Entao d = def(a; )2bd, e portanto d(1 -
det(a,-j)zb) = 0. Temos que d nao é um divisor de zero, pois se fosse
todo elemento de Ad = @5/, seria um divisor de zero, contrariando a
hipétese. Logo, 1 - det(a,-j)zb = 0, e portanto det(a;) € inversivel.
Assim, a matriz M = [a;] € inversivel. Portanto, {ay, -+, a,} € uma
base de B sobre A. m

Lema 1.6.1. ( Lema de Dedekind) (Samuel, 1967,p.39) Sejam Gum
grupo, K um corpo e 04, ... , 0, homomorfismos distintos de G no

grupo multiplicativo K. Entédo {0y, ... , 0,} sdo linearmente
independentes sobre K.

Demonstragdo. Suponhamos que os g;' s sejam linearmente

E agr; = 0}

dependentes. Seja i , a; € K uma combinagdo linear minima
com a; # 0, Vi. Logo, para qualquer x € G, temos que

3101(X)+8202(X)+...+am0m(X) = 0.

(1.3)



Como os homomorfismos sao distintos, entao existe ¢ € G tal que
o4(c) # o,,(c). Agora, como cx € G, segue que

a,0,(cX)+a,0,(cX)+...+a, 0, (cx) = 0
(1.4)
e entdo
8,0(C)04(X)+505(C)T(X) +...+8,0,(C)T(X) = O.
(1.5)
Multiplicando (1.3) por o;(c), obtemos
8,0,(C)0(X)+8,04(C)T(X) +...+8,,04(c)T,(x) = 0.
(1.6)
Subtraindo (1.5) de (1.6) obtemos
2,05(X)(05(C))*+...+8,,0,(X) (O, (C)-04(c)) = O.
(1.7)

Como isso vale para todo x € G e m € minimo, segue que a,,(0,,(¢c)—
o4(c)) =0, ou seja, 0,,(c) = 04(c) para todo c € G, visto que a,, # 0, 0
que contradiz a hipotese de que os homomorfismos sao distintos. =

Proposicao 1.6.3. (Samuel, 1967, p.39, Prop.3) Sejam € um corpo,
L uma extenséo finita de K de graun e oy, ... , 0, 0s n k-

isomorfismos distintos de L em um corpo algebricamente fechado F
contendo K. Se {a4, ..., a,} € uma base de L sobre K, entéo

Dypelay, -, aq) = (det(ada;)))* # 0.



Demonstragao. Temos que D i(ay, ..., a,) = det(Tr(a;a;)). Como o

traco de a;a; € a soma dos seus conjugados, segue que Dm(a1, e

o) = det(Ttagy) = “(E) () < det(oy(a) detior(ap) =
(det(oi(a;)))?, uma vez que

oilay) Galay) - oula) ailay) oylaz) - o1(as)
oilaz) ealaz) o o,la) oxlm) ealaz) o oalm) |

Fuloy)  Galaz) - Gulan)

aila,) oala,) - Gala)

- zn',mn.w,}
Suponha por absurdo que det(oy(a;)) = 0. Entéo existem a4, ..., a, €
aymlag) = 0 B ~
F, ndo todos nulos, tal que Eu } para todoj. Se a € L, entao
o= iﬁ.u Eﬂ i) = ()

=, com b; € K, e por linearidade concluimos que =i
Mas |sto contradiz o Lema de Dedekind e portanto det(o,(a))) # O ]

Corolario 1.6.1. (Ribeiro, 2013, p.21, Corol.2.4.1) Sejam & um
corpo, L uma extens&o finita de & de grau n e 04, 05, ... , 0, 08 n -

isomorfismos distintos de L em um corpo algebricamente fechado F
contendo K. Entdo a forma bilinear y : L x L — R definida por y(a,

B) = Tr(aB) é nao degenerada, isto é, se Tr(aB) = 0 para todo i3 € L,
entdo a = 0.

Demonstragio. Seja {ay, ..., a,} uma base de L sobre K. E
suficiente mostrar que se Tr(aa)) = 0, paratodoj=1, ..., n, entdo a =
0. Temos que a = a,aq +a,a, +--+a,a,, coma, €K, i=1, ..., n.
Assim, se a(Tr(aya; ) + a;Tr(a,0;) + ... + a,Tr(a,q)) = Tr(aa) 0, para
todoj=1, ---, n, entdo obtemos o seguinte sistema linear
homogéneo



Triaai) Triaaz) - Trlaja,)
Tr(asm) Trigaes) - Trloam,)

[ ﬂ: ]_I {] ]
Da Proposicao 1.6.3, temos que det(7r(aa))) # 0, e portanto o

sistema possui solugdo unica dada pora;=a, =...=a,=0.
Portanto, a = 0.

Tr{awan ) Tr(awaa) - Trleq)

Corolario 1.6.2. (Ribeiro, 2013, p.22, Obs.2.4.1) A aplicacdo y : L
— Homy (L, K) definida por y(a) = S,, onde S,(B) = Tr(aB), BEL, é
um isomorfismo. Assim, se {day, ..., d,} € uma base de L sobre [K,
entdo existe {yg_, ..., Yp } base dual de Homy (L, K) tal que Tr(aa;) =

Wp,(%) = Oy

Demonstracao.

i) w € K-linear, uma vez que para 8 € L temos que Syq.42 (B) = Tr((ay
+ ap)B) = Tr{ay B) + THazB) = Sg1 (B) + SealB) = (Sar + Sa2)(B).
Portanto (a4 + 05) = Sg1 +02 = Saq1 + Sa2 = Ww(ay) + w(ay). Por outro
lado, S,,(B) = Tr((ka)B) = Tr(kaB) = kS,(aB) = kS,(B). Portanto w(ka)
=S4 = kSa = ky(a).

ii) Y é injetora: Seja a € L tal que w(a) = 0. Entdo w(a) =S,=0, e
isto implica que S,(B8) = Tr(aB) = 0, VB € L. Pelo Corolario 1.6.1
segue que a = 0. Portanto Ker(y) = {0}, ou seja, y ¢é injetora.

iii) @ é sobrejetora: Como diml = dimyl’, onde L™ = Hom(L, K),
segue que  é sobrejetora.

Por (i), (ii), e (iii) concluimos que @ € um isomorfismo. m

Teorema 1.6.1. (Samuel, 1967, p.40, Teo.1) Sejam A um anel
integralmente fechado, & seu corpo de fragbes com caracteristica
zero, L uma extenséo finita de K de grau n e Ay o fecho inteiro de A

em L. Entdo Al é um A-submoédulo de um A-moédulo livre de posto n.



Demonstragao. Seja {ay, ... , a,} uma base de L sobre [&. Como
toda extenséo finita € algébrica, segue que cada a; € algébrico sobre
[ e assim existem a,€ A, i =1, ..., n, ndo todos nulos tal que

aga) + aﬁ_m:"" + e g +oag =00

Suponhamos que a,, # 0 e multiplicando esta equagéo por a,"",
temos que

a?Napa + apraf " + o F @y +an) =0,

ou seja,

] =1 = =
(an))" + anr{an)™™" + - + @ralHane) + af " ao.

Portanto a,a; € A, ou seja, a,q; é inteiro sobre A. Logo, a,a; = z;,
com z; € Ay . Portanto {z4, ... , z,} forma uma base de L sobre K
contida em Ay , uma vez que se bz, + ... + b,z, = 0 com b, € K,
entdo b4(a,aq)*+ ...+ b,(a,a,) =0, ou seja, (bia,)aq + ...+(bya,)a, = 0.
Como {ay, ..., a,} € base de L sobre K, segue que b;a, = 0, para
todo /, e como a,, # 0, segue que b; = 0, para todo /, 0 que prova que
{z4, ..., z,} € linearmente independente, e como possui n elementos,

segue que é uma base de L sobre K. Pelo Corolario 1.6.2 existe
uma base {By, ... , B} de L sobre K, tal que Tr(zj8)) = ;. Tomando p

€ A, e como {B4, ..., B,} € uma base de L sobre K, escrevemos
n
p= b
=1 com ¢; € [§. Para todo i temos z;, € A, uma vez que z; €

A. Portanto, pelo Corolario 1.5.1, temos que Tr(z;,) € A. Assim,

Tr(zip) = ”(E f;'z.-ﬁ;-) = ZCJT*'{E-'ﬁf} = ZL'JEU = ¢
como

; .

J J , concluimos
que c; € A, para todo /, o que implica que A é um submddulo do A-
1]

2, AB;
modulo livre Jj=! .u



Corolario 1.6.3. (Samuel, 1967, p.40, Corol.1) Considerando as
hip6teses do Teorema 1.6.1, se A é um anel principal, entdo Ay é

um A-modulo livre de posto n.

Demonstragao. Pelo Teorema 1.2.1 temos que um submodulo de
um A-modulo livre com A principal, € livre com posto < n. Pelo
Teorema 1.6.1 vimos que Aj contém uma base com n elementos de

L sobre K. Logo Aj tem posto n. m

Exemplo 1.6.3. Sejam K uma extenséo finitade Qe A= 7. O anel
Ak dos inteiros algébricos de & é um Z-médulo livre de posto [L : @],
visto que Z é principal.

Definigdo 1.6.3. Sejam K uma extenséo finita de Q, A=7 e Ak o
anel dos inteiros algébricos de K. Temos que Ak é um Z-médulo

livre de posto [I& : Q], cuja base é chamada de base integral, e seu

discriminante € chamado de discriminante absoluto e denotamos
por Di.

Observacgao 1.6.2. Qualquer base integral de Ak é uma Q-base de

£ mas nem toda Q-base de [ consistindo de inteiros algébricos é
uma base integral de Ak.

Exemplo 1.6.4. Temos que {1, V5} é uma Q-base de K = Q(\5),
1+1/5

mas ndo é uma base integral de Ak, pois o elemento 2 é raiz
de X? - X + 1 e portanto inteiro algébrico, mas ndo é combina¢éo
linear, com coeficientes em Z, de 1 e 5.

Proposicao 1.6.4. (Ribeiro, 2013, p.23, Prop.2.4.4) Sejam & um
corpo, L = K[a] uma extensé&o finita de Kk de grau n e f(X) o
polinbmio minimal de a sobre K. Entéao,



Dyil,a, - &™) = '[—|J':"U'_]'N11K(f ()},

onde f (a) € a derivada de f(q).

Demonstragao. Se ay, ..., a, sédo as raizes de f(X) em alguma
extensao de K, entdo sao conjugados de a. Pela Proposicao 1.6.3
temos que Dy (1, a, ..., @' 1) = (det(g{(d)))? = det(a/)?, comi=1, ...
,nej=0,..,n-1.Como det(a/) € um determinante de
Vandermonde segue que

det(a!)’ = H (=) = H [(a; =
| Eheizn 15k<izn

ww - el = D ] @ - o =
Isk<ign, i#k

(_l}_l..ll[u—ll l‘l[ H (a; _m):l - (_I):“l“_“l_lf (@)
i=1 | k=1_ki i=1

(_IJ:":M_IINLIH(I (). [

Exemplo 1.6.5. Sejam K = Q, L = Q(V3) e f(X) = X2 - 3 o polinébmio
minimal de N3 sobre Q. Entéo Dy jk(1, \3) =

(—I)%NUK(};(\/E)) = _NUE&(Z\/E) = —22Nuz~a(\/§) =

—4(\/3)(=V3) = 12.

1.7 Anéis Noetherianos e anéis de Dedekind

Os principais objetivos desta secao sao provar que o anel dos
inteiros algébricos de um corpo de numeros € um dominio de
Dedekind e mostrar a unicidade da fatoracido de um ideal ndo nulo
como um produto de ideais primos neste dominio.

Definigao 1.7.1. Sejam A um anel e M um A-médulo. Dizemos >que
M é um A-mddulo Noetheriano se satisfaz uma das sequintes
condigoes:

i) Todo conjunto ngo vazio de submaodulos de M contém um



elemento maximal.

ii) Toda sequéncia crescente de submodulos de M é estacionaria.
iii) Todo submddulo de M é finitamente gerado.

Um anel A é chamado Noetheriano se quando considerado como
um A-modulo for Noetheriano.

Exemplo 1.7.1. Todo anel principal € Noetheriano, uma vez que
seus ideais sdo submodulos gerados por um elemento.

Proposicao 1.7.1. (Samuel, 1967, p.46, Prop.1) Sejam A um anel,
M um A-modulo e M' um submoédulo de M. Entdo M € Noetheriano
M

se, e somente se, M'e M sao Noetherianos.

Demonstragado. Suponhamos que M é Noetheriano. Seja (M,)),,>0

uma sequéncia crescente de submoédulos de M', que também é uma

sequéncia de submodulos de M. Como M é Noetheriano, segue que

(M,))=0 € estacionaria, ou seja, M’ € Noetheriano. Para mostrarmos
M

que M g Noetheriano, sejam S = {conjunto dos submddulos de M
M

contendo M} e S' = {conjunto dos submddulos de M'}. Temos que
existe uma aplicacao bijetora ¢ : S — S’ definida por ¢(H) = @(H)
M
ondep: M — M & o homomorfismo canénico. A inversa de ¢e
dada por 6 : S'— S, onde 6(€') = ?~1(H'). Através do isomorfismo ¢
M
temos que M também é Noetheriano, uma vez que se (H',),>0 €
M

uma sequéncia crescente de submddulos de M |, entdo (6(H',)),s0 €

uma sequéncia crescente de submoddulos de M e como M é
Noetheriano, segue que (6(H',)),>0 € estacionaria, o que implica que
M

(H'.),=0 € estacionaria, ou seja, M ¢é Noetheriano.



M

Reciprocamente, suponha que M' e M s30 Noetherianos. Seja
(M,)),20 Uma sequéncia crescente de submaddulos de M. Como M' é

Noetheriano, segue que a sequéncia (M' N M,,),>o € estacionaria, e

M M, +M
como € Noetheriano, segue que a sequéncia é
estacionaria. Assim, a sequéncia (M,, + M'),.5o € estacionaria e
portanto (M,)),»o € estacionaria, ou seja, M é Noetheriano. =

Corolario 1.7.1. (Samuel, 1967, p.47, Corol.1) Sejam A um anel e
My, ..., M, A-moédulos Noetherianos. Entdo M, x ... x M,, é um A-

modulo Noetheriano.

Demonstragao. Faremos a prova por inducio sobre n. Para n = 2

identificando My =~ My x {0} € My, x M, e M, = {0} x M, € M, x M,,
M, x M>

temos que M1 X {0} ¢ isomorfo a M,. Como M, e M, x {0} sdo

Noetherianos, segue da Proposicao 1.7.1 que M, x M, e

Noetheriano. Agora, suponha por hipétese de indugéo que M = M, x

.. X M,_4 € Noetheriano. Como M,, € Noetheriano, segue do caso n
=2que M=M1x ... x M, € Noetheriano. m

Corolario 1.7.2. (Samuel, 1967, p.47, Corol.2) Sejam A um anel
Noetheriano e M um A-médulo finitamente gerado. Entdo M é um A-
modulo Noetheriano.

Demonstragao. Seja {e,, ... , €,} um conjunto de geradores de M

sobre A. Temos que a aplicagao ¢ : A" — M definida por

n
Play, az, - ,a,) = A

=1 & um homomorfismo sobrejetor e que Ker(d) &

isomorfo a M. Pelo Corolario 1.7.1 temos que A" é Noetheriano, e
da Proposicao 1.7.1, segue que Ker(¢) e M sdo Noetherianos. m



Proposicao 1.7.2. (Samuel, 1967, p.47, Prop.1) Sejam A um anel
Noetheriano e integralmente fechado, & seu corpo de fragbes com
caracteristica zero, L uma extensgo de I de grau n e Ay o fecho
inteiro de A em IL. Entdo A] é um A-modulo finitamente gerado e um
anel Noetheriano.

Demonstracao. Segue do Teorema 1.6.1 que A é um A-
submodulo de um A-mddulo livre de posto n, e portanto A € um A-
maodulo finitamente gerado. Pelo Corolario 1.7.2, segue que A] é
um A-médulo Noetheriano. Como os ideais de A séo A-
submodulos de Ay, e sendo Ap um A-modulo Noetheriano segue
que os ideais de Aj sao Noetherianos. Portanto, A é um anel
Noetheriano. m

Proposicao 1.7.3. (Samuel, 1967, p.47, Lema 1) Sejam B um anel,
A um subanel de B e ¥ um ideal primo de B. Entdo ¥ N A é um ideal
primo de A.

i
Demonstragdo. Consideremos os seguintes homomorfismos A —
B
iT

B — —

P, onde i é ainclusdo e 1T a projecao, e seja o
homomorfismo 6 =m°i: A — B/P, definido por 6(a) = a + P, Va € A.
Temos que 6 € um homomorfismo, pois € composicao de
homomorfismos, e que Ker(6) = AN P, pois se x € Ker(6) entédo x €
AeB(x)=0oqueimplicaquexe Aex+P=0,ouseja,xe ANP.
Logo, Ker(B) c AN P. Por outro lado, se y € AN P entédo 6(y) = (i °
Ny)=m(y)=y+ P =0eassimy € Ker(6), ou seja, ANP c Ker(6).
Portanto, Ker(6) = ANYP. Logo, pelo Teorema do Isomorfismo de
anéis, temos que A/AN P = Im(6) c B/P. Mas como B/P é um
dominio, Im(6) € um dominio. Portanto, A/A N P € um dominio, ou
seja, AN P é um ideal primo. m

Proposicao 1.7.4. (Samuel, 1967, p.48, Lema 2) Se um ideal primo
P de um anel A contém um produto a, ... a, de ideais de A, entéo ¥

contém pelo menos um dos ideais 4;.



Demonstragdo. Suponhamos que ¢; ¢P, vV ji=1, ..., n. Entdo para
cadai=1, ..., nexiste um elemento a;€ &, - P. Assima; ... a, € ?,
pois P € um ideal primo, e a; ... a, € a, ... a, c P oque é um
absurdo uma vez que a¢&?, Vi=1, ..., n. Portanto, a; c P, para
algumi=1,...,n.m

Proposicao 1.7.5. (Samuel, 1967, p.48, Lema 3) Se A ¢ um anel
Noetheriano, entéo todo ideal ndo nulo de A contém um produto de
ideais primos nao nulos de A.

Demonstragao. Sendo A Noetheriano, seus ideais sdo A-modulos
Noetherianos. Seja F o conjunto de todos os ideais ndo nulos de A
que ndo contém um produto de ideais primos ndo nulos de A.
Suponha que F # @. Como A é Noetheriano segue que F possui um
elemento maximal M. Temos que M nao é primo, pois caso
contrario, M nao pertenceria a F. Além disso, temos que M # A. Por
M nao ser um ideal primo, existem elementos x, y € A — M tais que
Xy € M, e que os ideais < x> +Me <y > +M contém M
propriamente. Pela maximalidade de M estes ideais ndao estdao em F,
e assim existem ideais ¥4, ..., ¥, 44, ..., 9 primos ndo nulos de A,
taisque<x>+M>9,...9,e<y>+M> 9, ... 4. Assim, M o< xy
>+M>¥P,...P49,..9, 0que éum absurdo. Assim F = @ e portanto

todo ideal nao nulo de A contém um produto de ideais primos nao
nulosde A. m

Definigdo 1.7.2. Um anel A é chamado um anel de Dedekind, se A
é Noetheriano, integralmente fechado e se todo ideal primo ndo nulo
de A é maximal.

Exemplo 1.7.2. Todo dominio A de ideais principais € um dominio
de Dedekind. De fato, do exe 1.7.1 seque que A é Noetheriano. Da
Proposicéo 1.3.4 seque que é A integralmente fechado. Além disso,
em um dominio de ideais principais todo ideal primo ndo nulo é
maximal. Portanto A € um dominio de Dedekind.

Teorema 1.7.1. (Samuel, 1967, p.49, Teo.1) Sejam A um anel de
Dedekind, I§ seu corpo de fracées, L uma extensao de grau finita de



K e Ay o fecho inteiro de A em L. Entdo A é um anel de Dedekind.

Demonstragao. Sabemos que Ay é integralmente fechado,
Noetheriano e € um A-maoddulo finitamente gerado. Falta mostrar que
todo ideal primo ¥ # {0} de Ay é maximal. Pela Proposigéo 1.7.3,
temos que ¥ N A é um ideal primo de A. Sejaxe P - {0’ e
consideremos a equacao de dependéncia inteira de x sobre A dada
por x"+a,_x" 1+ .. +a;x+a,=0,coma €A, i=1,..,n-1,néo
todos nulos, de grau minimo. Assim ag # 0, pois caso contrario
obteriamos uma equacao de grau menor. Portanto temos que ag =
-x(x"V+a,_x"2+ . +a,)e ApxNAc PNA, ouseja P NA#0
. Como A é Dedekind, segue que P N A é um ideal maximal de A e

portanto A/(¥ N A) € um corpo. Além disso, A/P N A pode ser
identificado com um subanel de Ay /P, e como Aj_¢é inteiro sobre A,

segue que Ay /P é inteiro sobre A/P N A. Assim, pela Proposicao
1.3.2 temos que Ay /P é corpo e portanto P € maximal. m

Exemplo 1.7.3. Segue do Teorema 1.7.1 que o anel do inteiros de
um corpo de numeros € um anel de Dedekind.

Exemplo 1.7.4. Seja o anel Z[N-5]. Temos que Z[N-5] néo é fatorial,
uma vez que 6 =2 - 3 = (1 + \-5)(1 - V-5). Além disso, Z[\N-5] ndo
é um anel principal. De fato, temos que N(1 + V-5) = N(1 =\-5) = 6,
N@2)=4 e N@3) =9, e que 1 + \-5 ndo possui um divisor ngo trivial
em Z[N-5] pois se a + b\N-5 é um divisor ndo trivial de 1 + N-5, ou
seja, se 1 + V-5 = (a+ b\-5)y,comy € Z[N-5], y #+1 ey # 1 + -5,
entdo 6 = N(1 + V-5) = N(a + b\-5)N(y) e que N(a + b\N-5) seria um
divisor ndo trivial de 6, mas isto é impossivel, pois a% + 5b% = 2 e a2
+ 5b2 = 3, ndo possui solucdo em Z. Assim, 1 + N-5 é um elemento
primo. Agora, se Z[\N-5] fosse principal e como 1 + N-5 divide 6 = 2 -
3, segue que 1 + V-5 divide 2 ou 3. Tomando as normas temos que
6 divide 4 ou 9, o que é um absurdo. Portanto Z[N-5] ndo é um anel
principal.



Definigao 1.7.3. Sejam A um dominio e K seu corpo de fragbes. Um
A-submoddulo | de & é chamado de ideal fracionario de A se existe
umd €A - {0} tal que d - | c A. Quando d =1 dizemos que | € um
ideal inteiro.

Observacao 1.7.1. Segue da Definicdo 1.7.3 que os elementos >de
um ideal fracionario | tem um denominador comum d € A.

Proposicao 1.7.6. (Ribeiro, 2013, p.29) Se A é um dominio
Noetheriano entdo todo ideal fracionario | de A € um A-modulo
finitamente gerado.

Demonstracao. Como / € um ideal fracionario, entdo existe d € A -
{0} tal que d - I c A. Assim, | c d"1A. Além disso, d"1A é um A-
médulo e a funcéo ¢ : A — d~ 1A tal que ¢(x) = d"'x define um
isomorfismo entre A e d” 1A, e como A é Noetheriano entéo

concluimos que d~1A é Noetheriano. Logo, / € um A-mddulo
finitamente gerado. m

Proposicao 1.7.7. (Ribeiro, 2013, p.29) Sejam A um dominio e I
seu corpo de fragbes. Todo A-submoédulo finitamente gerado de K é
um ideal fracionario.

Demonstragao. Se {xy, ..., x,} € um conjunto finito de geradores de
I, entdo os x;' s tem um denominador comum d dado pelo produto

dos denominadores d;, onde x; = ad;"', com a;, d;€ A. Assim dl c A
e portanto / € um ideal fracionario.

Observacao 1.7.2. O produto II' de dois ideais fracionarios | e I' é

Xi¥;
definido como o conjunto das somas Z comx;€ley; el
Sendo | e I' ideais fracionarios com denominadores comuns d e d',
entdo os conjuntos | N I', | + I" e II' sGo ideais fracionarios, os quais
sdo A-submaddulos de € e tem denominadores comuns d ou d', dd',
e dd', respectivamente.



Lema 1.7.1. (Ribeiro, 2013, p.31, Lema 2.7.1) Sejam A um anel de
Dedekind que nao é um corpo e Ik seu corpo de fracbes. Seja M um
ideal maximal de A. Entdo M = {x € K : xI c A} é um ideal
fracionario de K.

Demonstragdao. Como A ndo é um corpo, temos que M # {0} e que
m' £ @, pois 0 € M. Sejam x, y € M. Entao pela definicdo de M’
temos que xM c Ae yM c A, e portanto (x + y)INt = xM + yM c
A, ou seja, x + y € M’ Agora, sejam x € M’ e g € A. Assim xIMl c A,
e portanto (xa)M = a(xMM) c A, ou seja, xa € M'. Finalmente, temos
que dM c A, para todo d € A - {0}, ou seja, M' & um ideal
fracionariode K. m

Teorema 1.7.2. (Samuel, 1967, p.50, Teo. 2) Sejam A um anel de
Dedekind que ndo é um corpo e & seu corpo de fragbes. Todo ideal
maximal de A é inversivel no conjunto dos ideais fracionarios de A.

Demonstragao. Seja M um ideal maximal de A. Pelo Lema 1.7.1
temos que M’ = {x e K : xM c A} é um ideal fracionario de K. Pela
definicdo de M’ | segue que M'M c A, e como M & um ideal de A,
segue que M =MA c MM’ c A. Desde que M é maximal, temos
que MM’ =1 oy MM’ = A, Vamos mostrar que M1’ £ M. Para
isto suponhamos que MM’ = 1M, Seja x € M’ . Entdo xM < M; x2
Mmcm; . ; xX"M c M. Se de M é nédo nulo, temos que x'd € A,
para todo n € 1. Assim, A[x] € um ideal fracionario de A, e como A é
Noetheriano, segue da Proposicao 1.7.6 que A[x] € um A-moddulo
finitamente gerado. Portanto, pelo Teorema 1.3.1 segue que x é
inteiro sobre A, e como A é integralmente fechado, segue que x € A,
ou seja, M c A. Como A c M | segue que A =M’ . Por outro lado,
se a € M- <0 >, entdo pela Proposi¢cao 1.7.5, o ideal aA contém
um produto de ideais primos n&o nulos P, ... P,,, de A com n o menor
possivel. Assim, T 5 aA > P, ... P,.. Pela Proposi¢édo 1.7.4 temos
que M > P, para algumi=1, ..., n, e sem perda de generalidade,
digamos que M 5 P,. Como P, € maximal pois A é Dedekind,
segue que M = P, Tomando b=P, ... P,, temos que aA > Mbe
aA » Mb devido a minimalidade de n. Assim, existe z € b tal que



Z Z
z¢aA. Como MDb c aA segue que Ma c A. Assim, a e M’ | e
Z

como z¢aA, temos que EeA, ou seja, M'# A, o que contradiz o fato
de M’ = A. Portanto, MM’ = A ou seja, M'é oinversode M. m

Teorema 1.7.3. (Samuel, 1967, p.50, Teo.3(a)) Sejam A um anel de
Dedekind e & # A um ideal ndo nulo de A. Ent&do existem ideais
primos néao nulos ¥4, ..., P; de A e inteiros positivos €, ... , € tal que

!
a= ][] ) ,
i=l | e esta expresséo é unica.
Demonstragao. Pela Proposicao 1.7.5, existem ideais primos ¥4, ...,

P, nédo nulos de A tal que P,. ... .P, c a. Provemos que a € um

produto de ideais primos por indugao sobre v. Se v =1, temos que «a
c P4, mas como ¥, &€ maximal, pois A é Dedekind, entdoa = P,, e
assim a é primo. Agora, suponhamos que todo ideal que contém um
produto com v—1 ideais primos nao nulos de A € um produto de
ideais primos de A. Temos que P, ... P, c a4, e como A é Dedekind

segue que a esta contido em um ideal maximal M de A. Seja M1 o
ideal fracionario inverso de M. ComoM >a > P, ... P , segue da
Proposicao 1.7.4, que ™M contém um dos ¥'s, parai=1, ... v.
Suponhamos que M > P, e assim, M =P, pois P, € maximal.
Portanto P, ... P,_; c aM’ c MM’ = A, Da hipdtese de indugéo
decorre que aM~1=49q, 9 com 9s, paraj=1, ..., s, ideais
primos ndo nulos de A, e portantoa = 4, ... 4P , como queriamos.
! I
[Ty = IT»
Para provar a unicidade suponhamos que = =t Entao
A= H P se e; — ¢;# 0, podemos separar os expoentes positivos
e 0s expoentes negativos e reescrevé-los como

PIpE e =al'al e,



com ¥;, 4;ideais primos n&o nulos de A e a;, §;> 0 para ¥; # 9, Vi, j.
Portanto ¥, contém 4,81 4,82, q Pv e pela Proposigédo 1.7.4 segue
que P, O Clj, para algum j. Suponhamos sem perda de generalidade
que P, 2 4,. Como P, e 9, sdo ideais maximais, segue que ¥, = 4.
Portanto e; - ;= 0, isto &, e; = ¢;, 0 que € uma contradigcéo pois P, #
Clj , VI, j € assim concluimos que a expressao € unica. m

Corolario 1.7.3. Se A € um anel de Dedekind, entdo o conjunto dos
ideais fracionarios ndo nulos de A formam um grupo com relagéo a
multiplicagéo.

Demonstragao. (Samuel, 1967, p.50, Teo.3(b)). m
1.8 Norma de um ideal

Sejam K uma extens3o finita de Q e Ak o anel dos inteiros de [K.

Nesta secao apresentamos a norma de um ideal como uma
generalizacdo da norma de um elemento de Ak.

Definigdo 1.8.1. Seja @ um ideal ndo nulo de Ak. A norma do ideal
a, é definida como o nimero de elementos do anel quociente Ax/a,
isto e, Nig/p(@) = #(Ak/a).

Observacao 1.8.1. Quando ndo houver duvida quanto ao anel que
contém o ideal &, usaremos N(&) ao inves de N ().

Exemplo 1.8.1. Seja a um ideal principal de Z[i], onde i? = -1,

Z|i .
gerado por 2 - i. Assim, @ = bera e A normadea éo
numero das classes laterais de 4. Uma vez que 2 — i = 0(mod ),
segue que 2 = i(mod «). Assim para x = a+ bi, com a, b € Z, temos
que x =a+ bi = a+ 2b(mod a). Como (2 +i)(2 - i) =5 € a, segue
que as classes laterais de &« em Z]i] sdo {0, 1, 2, -1, -2}, ou seja, N(
a) =5,



Proposigdo 1.8.1. (Samuel, 1967, p.52, Prop.1) Se a € Ak, a # 0,
entdo |[N(a)| = #4k/Aka.

Demonstracao. Seja a € Ak, a # 0. Entéo, pelo Corolario 1.5.1,
temos que N(a) € Z. Pelo Corolario 1.6.3 temos que Ak é um Z-
médulo livre de posto n. Além disso, como y : Ak — Ak a definida
por w(a) = aa, com a € Ak, & um isomorfismo, segue que Aka é um
Z-submadulo livre de posto n de Ax. Pelo Teorema 1.2.1 existe uma

base {e4, €, ..., €,} do Z-méddulo Ak e elementos ¢; € N tal que
{ci€4, Cr€,, ..., C,8,} € uma base de Aka. Também temos que o

[1zriz
grupo abeliano Ak/Aka é isomorfo ao grupo abeliano = , CUja
ordem & c4C, ... ¢,. Agora seja a aplicagéo linear ¢ : Ak — Aka
definida por ¢(e;) = cia;, i =1, ..., n. Temos que det(¢) = c,C, ... C,.
Por outro lado, como {aey, ..., ae,} também é uma base de Aka,
segue que existe um endomorfismo de Zmaédulo ¢ : Aka — Aka,
definido por ¢(ce;)) = ae;, i=1 ..., n. Logo, como o det(p) e Ze é
inversivel, segue que det(¢p) = £1. Mas, a composi¢cao @¢ € um
homomorfismo, que € a multiplicacéo por a, e seu determinante é

por definicdo N(a). Portanto, como det(¢@¢) = det(p) det(¢), segue
que N(a) = £c; ... ¢, = t#(Ak/Aka). m

Proposicao 1.8.2. (Samuel, 1967, p.52) Se a € um ideal ndo nulo
de Ak, entdo o quociente Ak/a é finito.

Demonstracao. Seja a € a, a # 0. Temos que Aka c a. Logo

A A
Axla ~ Ax/Axa g K Ky @
/A  Assim, k& a  Axa
A
N(a) = #—2
Portanto, a é finito.

Proposicao 1.8.3. (Samuel, 1967, p.52, Prop.2) Se a e b sdo ideais
nédo nulos de Ak, entdo N(ab) = N(@)N(b).



Demonstracao. Pelo Teorema 1.7.3, temos que i€l , onde
os P's sdo ideais primos ndo nulos de Ak e a;= 0, j € i. Como Ak é
um dominio de Dedekind, entdo os ideais P, i € /, sdo ideais
maximais. Seja ;= M, para algum i € /. Por indugéo sobre o
numero de fatores, € suficiente provar que

N(am) = N(a)N(m).
(1.8)

Segue da definicdo de norma que (1.8) se verifica se

@) A5) o

- ‘ﬂhﬂﬂ. » ﬂaﬂﬁ
Mas, do homomorfismo sobrejetor v am a , definido por
a
Ker(p) = —
@(x + amM) = x + a, temos que ap e pelo Teorema do

A a
—Mf— ~ Ak/a

Isomorfismo temos que, A1 am . Logo,

#(%):#(ij)-#(‘%‘). (1.10)

De (1.9) e (1.10), podemos concluir que (1.8) é verificado se

()=o) “
m am / . Agora, mostremos que am g uym espaco
Ak

vetorial sobre 1M de dimensao 1. De fato, sejam as operagoes



{(x+am,y+am) — (x+ y)+am.

Ay qa a
R

“m am am
(x+m,y+am) — {ax) +am,

Estdo bem definidas:
Soma:x+aM=x+aMey+aM=y+aM = x-x=0ey-y
=0=Xx+y=xX+y = (x+aM + (y+ aM) = (x' + aM) + () + aM)
= (X'+y)+all = (x' + ) + amn,

Produto: x+aM =x+aMeg+M=g+M = x-x'eaMeqg-

|
o€ M. Assim, a' X' —a=x'(a' - a) + (X - x)a € aM_ Assim, 41 ¢
Ak
um espaco vetorial sobre M . Temos que os Ak-submddulos de
a b

AM 530 ideais e sdo do tipo AM | onde b é um ideal tal que atm
C b c a. Mas, como todo ideal num dominio de Dedekind admite
inverso, segue que

mraximal

ata=Ay -
alamCoa'bCa’a = mcalbCAx =

m=a'bona'b=Ayx =am=boub=a.

Portanto, ndo existe b tal que aM C b € a. Assim, os Ak-
a a

submddulos de @M ou os subespacos do espaco vetorial am

_ Qa
dima, — =1

m am

sao apenas os triviais. Portanto, e entao

()G



1.9 Formas quadraticas sobre o R

Nesta secdo apresentamos as formas quadraticas sobre o R”, que

serao muito util no estudo das aplicagdes das formas quadraticas
aos corpos ciclotdmicos e desta forma calcular a densidade de
centro dos reticulados obtidos via esses corpos.

Para cada inteiro n, seja Q,(X) a forma quadratica sobre o R,
definida por

L]
Q(X) = O,(X1, ., Xd= D XT+ ) (Xi— X))
=1 1gicisn

Da igualdade

> X=X = |)ix3—2 Y XX
l=i<jzn i=1 lgizjsn

obtém-se que

L]
Xy, X =n ) X =2 Y XX,
] Igi<fsn

Observamos que Q,(X) € uma fungao positiva definida e totalmente
simétrica, isto €, Q,(X, ..., X)) = Qu(X5(1y, = » Xg(n)), ONde 0 € uma
permutacdo qualquer do conjunto {1, ..., n}.

A proxima proposicao € de grande importancia no calculo do raio de
empacotamento de certos reticulados.

Proposicao 1.9.1. (Flores, 1996, p.64, Prop.3.4.1) i) O menor valor
que Q.(Xy, ..., X,,) assume com entradas inteiras ngo todas nulas é

n.
ii) Para a € 7", temos que Q,(a) =nquandoa=%(1,1,...,1)oua=
te, i=1,..,n;onde{ey, ..., e, € aZ-base canbnica de 7".



Demonstracgao. i) Observe que
Qi Xi o Xa) = O ((Xy - X)) + xf+§m,—x,.f.
Sea,=..=a,=0,entdo Qn(a,, ..., a,) = a,> +(n-1)a,? = na,? =
n, para a, # 0. Caso contrario, por hipétese de indugdo, tem-se que
Qn1(@y, - ,85.1)2 N-1,
e neste caso

n=1
vl
al+ E (o —ay)” Zn=1.
=1

De fato, se a,, # 0 entdo a,? = 1. Caso contrario, pelo menos uma
das parcelas (a; - a,,)? sera no nula.

ii) A prova se faz usando novamente inducéo sobre n. Para j = 1
temos que Q4(a) = Q,(a;) = a,%> = 1, onde a, = +1. Suponhamos que

n—1

ﬂ:", + Z{a; - H,,}l >0
o resultado seja valido paraj = n — 1. Observe que i=

. Assim temos que Q,(a) = Q,(ay, ..., a,) =

n=1 n—1
O, lay, -, ap-1) + ﬂ;': + Z[a. - ﬂ'u}g =n—14+0=n-1 n:",+ E(a;—a”}ll # 1

=1 . Agora, se =1
entao Q,(ay, ... , @,) assumiria um valor maior que n+ 1, o que

n=1
:r}:+Z{ﬂ,-—a,,]: =]
contraria o item (i). Portanto, i=1 e assim Q,(a) = Q,(a1,
,ap)=n-1+1=nsea=%+(1,...,1)oua==xe,i=1,...,n

onde {eq, ..., e,} € a Z-base canbnicade /". m

Lema 1.9.1. (Flores, 1996, p.80, Lema A.1) Se Q,(X4, ..., X,;) =

i X+ ) (Xi- X))

i=1 i<j ,ea=(aq,...,a, € R", entdo



Q.(a4, ..., a,) = d?(a,0) + n.d*(a,p),

onde d?(a, 0) e d%(a, A) sdo os quadrados das distancias euclidianas
de a até a origem e de a até a diagonal de R", respectivamente.

Demonstragao. Se X = (x, ..., X) € um elemento qualquer da
diagonal de R", entdo

i
dia, Xy = Z(m - xP
=1

d
—(Qla; = %)% =0
Esta distancia sera minima quando dx

i
x=(1/n). Z a;
ocorre para =l Assim

, e isto

d*a,8) = i(ﬂ,—{lm}.(Zm)
=1

] l
il n o BRI
- = = =
S
! I
SEE
— By
- = 1p- 1 a
= 0 =
N~ LT
AT e e

,
(Za
1

!

(£9)-(5-)

[
=1
|
_
12
=
=
A

Logo,
nd*(Pa)=n— I}.(i:I a:) - 2( E r.',-.r:,) .
=l 1<i<j<n
n

d*(P,0) = z a

e somando izl em ambos os membros chegamos ao
resultado desejado. m



Teorema 1.9.1. (Flores, 1996, p.81, Teo.A.2) Sejam os numeros
reais a4, ..., a, comr<n. Se

F(XI’+7""’XH) = Qn(a1,...,a,,Xr+1,...,Xn),

entao F atinge seu minimo com coordenadas inteiras no ponto

(3, ¥, ¥, onde y= [(Za,)f{r+ IJ] .
i=1

onde [z] denota o inteiro mais proximo de z. Caso z + 1/2 seja
inteiro, entéo [z] denota z — 1/2.

Demonstragao. Os pontos da reta, em R"™" passando por P = (x, X,

e=(Sa

( r )J‘{r + 1)
..., X), onde i=1 e tendo (b1, ..., b,) como vetor
diretor sdo da forma

X = P+t(byq, ... ,by) = (X+tbyq, ... X+tb,).
Assim

FUx o+ thgy, - x 4 thy) = Qay, - @, X+ thegy, - X + 1) =
r

Eu} + i (x 4+ 1by)* + E{m - ul}: + E{u. -X —JbIJ:+
=l ry

fmr] i)
+ z Ay - !:,}3 =AP 4+ BI+C,

def

onde

A=(r+1) Z b + Y (b = by
i<t

J=rel

B=2xir+1) i b,—?(iﬂ,) ( i F;}) &
J=re]

J=re]

=]

C={n—r+l) E nf+2(a, —EIJ_:I2+(!'+ l:l(l']'—i'}.\""—?.\'(}l'—i'} Eu,_
i=1

i= i<j

Como esta expressao é uma fungao de segundo grau na variavel {,
segue que derivando com relacio a t, obtemos que



!f“ "
‘T(.\-+fh,.+|,---,x+rb.,} =2i(r + 1) Z B+
dr

J=r+l

+20 3 (b = by) +2x(r + 1) i b; —z(iu,) ( Z ;;,).
[ J=rel i=1 J=ral

Em t =0, temos que

iF . , .
— () = 2x(] b, =2 b=
O =2x “;J;‘. ’ (;a,n;] )

A5)(30)() (20)

Assim, sobre as retas passando por P, o grafico de F € uma
parabola com concavidade voltada para cima, cujo menor valor é

Yo

assumidoem P. Seja Y, = (v, ¥, ..., ¥), onde | . Supomos no que

segue que y < x, sendo que para o caso y = x a demonstracao &
analoga. As parabolas descritas acima tém coeficiente dominante

r Z b} +< 2 B+ Y (b -!:))“) =r Z b + Q,(0),
fmrs| imrel i<y fmrel

onde v = (b1, ... , b,) € Q,-, € a forma quadratica definida no inicio
da secao. Pelo Lema 1.9.1, segue que este coeficiente dominante é

r Y b+ w0+ (1 - N, 8),

i=r+l

onde d?(v, 0) e d?(v, A) representam os quadrados das distancias de
v até a origem e diagonal de R"™", respectivamente. Para determinar

a direcao de menor crescimento destas parabolas, consideremos
vetores diretores v com comprimento 1. Na direcao de v, o
coeficiente dominante da parabola passando por P é dado por

(r+1)+(n-r)d?(v, 4)

Logo, a direcdo de menor crescimento dessas parabolas € dada
com d?(v, A) minimo, ou seja, na direcéo de Y, que é a diagonal.



Observe que para outra direcio o crescimento dessas parabolas
sera estritamente maior. Consequentemente, se Y € R ¢ tal que
F(Y) = F(Y;), temos que

d(Y, P) =d(Yy, P),
(1.11)

com igualdade se, e somente se, Y estiver na diagonal de R"™.
Agora, dado o conjunto

A ={YER"; F(Y) 2 F(Y,)},

vamos calcular A N Z. Para isso, vamos escrever A como a uniao
disjunta de dois conjuntos A, e A,, onde

Ay ={YER™; F(Y) < F(Y4)}
e
Ap ={YER™; F(Y) = F(Y4)}

Temos que A, NZ,,_, = @. Para calcular A, NZ note, por (1.11), que
para todo Y em A, temos que d(Y, P) <d(Y,, P)ou Y esta na

diagonal de R"™". Os Y que satisfazem a primeira possibilidade nao

sdo inteiros. Caso Y esteja na diagonal de R"™", novamente, por
(1.11), temos d(Y, P) = d(Y,, P). Para concluir, consideremos dois
casos:

1° caso: x < y + 1/2. Aqui, d(Y, P) = d(Y, P) ocorre apenas para Y =
Y1;

2° caso: x = y+1/2. Neste caso, os unicos pontos da diagonal de 7"
satisfazendo d(Y, P)=d(Y, P)sGo Y,e Yo=(y+1, ...,y +1).



Assim,

Yy, sex<y+1/2;
AnFE" = 1 3 )
Y1, Y2}, se x = y+ 142,

Para concluir, observe que para todo ponto Y de Z"~"temos que
F(Y) = F(Y;), ou seja, Y, é o ponto de minimo de Fem Z"". m

Teorema 1.9.2. (Flores, 1996, p.84, Teo.A.3) Sejamm € Ne Q',(m)
= Q,(m, t, ..., t), onde t = [m/2], isto é, Q'(m) é o menor valor que
Q,(m, X, ..., X)) assume fazendo X5, ... , X,, variar no conjunto dos
numeros inteiros. Entdo Q' é uma fungdo crescente de m.

m

= —
Demonstragao. Se m for par, entdo 2, éinteiro e

Q(m) = Q,(m, m/2, ..., m/2) = m? + 2(n-1)(m?%/4).
Neste caso,[m+1]=1/2, e

Q(m+1) = Q,(m+1, m/2, ..., m/2) =
(m+1)2 + (n-1)(m?%/4) + (n-1)(1+m/2)?.

Logo, Q" (m + 1) > Q'(m). A prova para o caso m impar se faz de
modo analogo. =

Denotaremos por /, 0 conjunto {(ay, ... , a,) € Z™; |a] < d}.

Lema 1.9.2. (Flores, 1996, p.76, Lema 3.4.13) A forma quadratica
Q.(ay, -.- , @,) ndo atinge o valor n + 1, para (a4, ... , a,) € Z".

Demonstragao. Paraa € I, ={(a,, ... , a,) € Z", |a)| < 1} o resultado
é verdadeiro. Tomemos a € I, — /;. Sem perda de generalidade,
podemos supor que a = (2, ay, ..., a,), para inteiros a,, ..., a,. Pelo
Teorema 1.9.1 temos que



Q.(a)2Q,(2, 1, ..., 1) = 4+n-1+n-1 = 2n+2 > n+1,
e pelo Teorema 1.9.2, Q,(a)>n+1,Vjea€l.

Definigao 1.9.1. Dados p um numero primo e m um numero inteiro
positivo, denotamos por v,(m) a valorizagao p-adica de m, ou seja,

0 maior numero a para o qual p? divide m.

Proposicao 1.9.2. (Simonato, 2000, p.61, Lema A.1) Se n é um
numero inteiro positivo, p um numero primo e by, by, ... , b, € Z, com
O0<b;sp-1sdotaisquen=by+bip+..+bypS entdo

u-z“b.

p=1"

vanly =

onde v,(n') é a valorizagao p-adica de n! .

Demonstragao. Faremos por indugao sobre n.
i) Se n=1, a conclusao é imediata.

ij) Suponhamos verdadeira para n,onde n=bg+ bp + ... + bpSe
mostremos que a asser¢ao é verdadeira para n + 1, onde

o+ D +bip+-+bp', se bp#p-—1
el =9 (b4 Dp b p™ + ok byp’, se bp=co=by =p=1

eb. <p-2.

1°Caso:n+1=(byg+1)+bp+..+ by seby#p—1.Pelo fato
de que #h+1 pois by + 150(mod p), e da hipotese de indugéo segue
que

n-ih, u+|—(§b¢+bn+ l)

. 1y o= g5 (el § = L =
vplln+ 1)1 = wpln! ) = =1 = P

2°Caso:n+1=(b,+1)p + b p™" + ..+ bpS seby=by=..=
b1 =p—1. Assim



n+1 = p'[(b+1)+b,.p+ ... +b;p°'] €
Vo((n+1)]) = r+vy(nl)

Sendo n = (p—1)+(p—-1)p+...+(p-1)p" " +b,p" +b,,.1p™ " +...+b PS5,
segue que

H—Zh,
) =0 )
p=1
ot n=_(rip- |}+b,+b,+1+-r-+b‘)_
p=1
Fp=11%n=rip=1)=(b, + by + =+ b,)

r+vnly = r+

p-1
n=(b 4 beyy + - + b}
p=1
4+ 1y=10b+ 1)+ by + =+ by
p=1 '

Corolario 1.9.1. (Simonato, 2000, p.62, Corol.A.2) Se p é um
numero primo e m, n S4o inteiros positivos com m < n tais que

n=ap+ap+..+aps 0<a <p-1,
m= bO + b1p +... + bsps, 0= b,S p-1,
n-m=cy+cqp+..+cps 0<c;<p-1,

n

entao a valorizagéo p-adica de ( m ) é dada por

() BEE

m p=1

Demonstracao. Aplicacdo da Proposicédo 1.9.2. m

Proposicao 1.9.3. (Flores, 1996, p.74, Lema 3.4.10) Sejam p um
ndamero primo, r um nimero inteiro positivo e m = p"~2. Ent&o

m I !
Up =1, onde =
i i it{m =i

parai=1,...,m-1.



Demonstragao. Sejam by, ..., b, ¢4, ... , C;, NUMeros naturais
satisfazendo0<b;,sp-1,0<c;sp-1etaisquei=by+ bp+ ..
+ape(m-i=cytcip+..+CpPm

Pela Proposicao 1.9.2, temos que

vplm!) = L. uplily =

S S 1 -y =
p—1 P 1 , Upllm =1

de onde segue que

bit a2
Como = = , 0 resultado segue. =



2 — Corpos Quadraticos e
Ciclotomicos

2.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos os conceitos de corpos quadraticos e
corpos ciclotdmicos, dando énfase especialmente aos corpos
ciclotbmicos. Para isso usamos os resultados de Teoria Algébrica
dos Numeros vistos no capitulo 1. Concluindo o capitulo
apresentamos a decomposi¢ao de um ideal primo em uma extensao
onde fizemos o uso do Teorema de Kummer.

Temos duas classes importantes dos corpos de numeros que sao a
classe dos corpos quadraticos e a classe dos corpos ciclotdbmicos.
Nosso objetivo nas proximas secdes € determinar o anel dos inteiros
algébricos, base integral e discriminante dos corpos quadraticos e
dos corpos ciclotémicos.

2.2 Corpos quadraticos

Nesta secao apresentamos os corpos quadraticos juntamente com a
teoria necessaria para caracterizar seu anel dos inteiros, base
integral e discriminante.

Definicao 2.2.1. Uma extenséo de corpos de grau 2 sobre o corpo @
€ chamado um corpo quadratico.

Proposicao 2.2.1. (Ribeiro, 2013, p.13, Prop.2.2.1) Todo corpo
quadratico é da forma Q(\d), sendo d um inteiro livre de quadrados.

Demonstragao: Sejam K = Q(6) um corpo quadratico, ou seja, um
corpo de numeros de grau 2, e f(X) = X%+aX+b, coma, beQ,o



polindmio minimal de 6 € K. Resolvendo a equacao quadratica 62 +

—a+ Va2 —4b
af+b=0temos que 2 sdo as raizes de f(X). Como 26
+ a = Va2 - 4b segue que Q(6) = Q(Va? - 4b). Por outro lado, a2 -4b

i i

o . 4b= - =
& um numero racional que podemos escrever como a2 - vt

comu, veE Z, mdec(u, v) =1 e de forma que u e v ndo sejam

quadrados perfeitos, pois caso contrario, teremos Q(6) = Q. Assim,

Q(0) = (Va2 —4b) = L(\/ZE) = @(1 !‘:—‘) = Q(y/wv).
' ' . Suponhamos que uv =

k?d, com k, d € Z, e d livre de quadrados. Logo, Q(8) = Q(Nuv) =
Q(k?d) = Q(Vd). m

A Proposigao 2.2.1 nos diz que todo corpo quadratico I£ é da forma
Q(d), onde d é um inteiro livre de quadrados e {1, Vd} & uma base

do espaco vetorial Q(Vd) sobre Q.

Proposicdo 2.2.2. (Samuel, 1967, p.35) Seja I = Q(Vd), com d um
inteiro livre de quadrados, um corpo quadratico. Se um elemento a =
a + bVd € Q(Vd) é um inteiro algébrico, entdo 2a e a® — db? sdo
numeros inteiros.

Demonstracao. Seja a € K um inteiro algébrico. Entdo existem ag, -+
,a,_4 € Ztalque a" + a,_1a" 1+ ... + a;a + a; = 0. Assim,
considerando o um automorfismo de [ tal que o(Vd) = —Vd, segue
que, a(a)n + a,_o(a)" ! + ... + a,0(a) + ay = 0, ou seja, o(a) também
€ um inteiro algébrico de K. Do Corolario 1.3.2, temos que a + o(a) e
ao(a) também sao inteiros algébricos de K. Além disso, temos que se

a=a+bVd,coma, beQ,entdoa+ o(a)=2a€ Qe ao(o) =a%-
db? € Q. Como Z é integralmente fechado segue, da Proposicéo
1.3.4, que 2a e a2 - db? sdo numeros inteiros. m



Observacgio 2.2.1. Se d > 0, a extensdo Q(\d) é dita real e se d < 0,
a extensdo Q(\d) é dita imaginatria.

A seguir determinaremos o anel dos inteiros algébricos de um corpo
quadratico K = Q(\/d), com d um inteiro livre de quadrados.

Teorema 2.2.1. (Stewart; Tall, 1987, p.67, Teo.3.2) Selk = Q(\/d) é
um corpo quadratico com d € Z livre de quadrados, entdo o anel dos
inteiros algébricos Ak de Q(Vd) é dado por:

a) Ak = Z[Nd] se d= 2 ou d = 3(mod 4) e

AH=:{{'+“EI
b) ’

Demonstracgido: Seja a = a + bVd € Q(Vd), com a, b € Q, um inteiro

se d =1(mod 4).

algébrico sobre Z. Se b = 0 entdo o polindbmio minimal de a sobre Q
€ dado por m(X) = X — a, e como a € um inteiro algébrico sobre 7,
segue que a € Z. Se b # 0, entdo o polinbmio minimal m(X) de a
sobre QQ tem grau 2 e é obtido do seguinte modo:

a=a+bld =a-a=bVd =(a-a)?=bd =
a’-2aq+a? = b’°d = a?-2aa+(a’-b%d) = 0.

Logo m(X) = X2 — 2aX + a? — db®. Pela Proposicéo 2.2.2 temos que
2a, a% - db? € 7. Assim, (2a)? - d(2b)? € Z e dai d(2b)? € Z, pois 2a
€ /. Ainda temos que 2b € Z, pois, caso contrario, no seu
denominador existiria um fator primo p que apareceria na forma p2 no
denominador de (2b)? e como d é livre de quadrados teriamos que
d(2b)2¢Z, o que é um absurdo. Logo, 2b € Z. Assim, podemos
escrever:

1] o - :
a= 3 b= 3 comu, UEF., (2.1)



Além disso, temos que

(2a)?-d(2b)? €47

v
e b por 2 , obtemos u? - dV2 € 47.

| =

Substituindo a por

a) Se d = 2 ou 3(mod 4), temos que u e v sao pares, pois se v fosse
impar teriamos v2 = 1(mod 4). Assim, como u? - dv? € 47 temos que
u? = dv2 = d(mod 4), ou seja, d = 0(mod 4) ou d = 1(mod 4), o que é
um absurdo. Portanto, concluimos que v é par, isto &, v2 = 0(mod 4) e
assim, u2 = dv? = 0(mod 4) o que implica que u é par. Logo, se a = a
+ b\d € Ak temos que a € Z[Vd] e assim, Ak c Z[Vd]. Por outro lado,
tomando a € Z[Vd], temos que a é raiz do polindmio X2 —2aX+a?
—db? € Z[X], pois pela Proposicédo 2.2.2, temos que 2a, a - db? € Z.
Logo, Z[Vd] c Ak. Portanto, Ak = Z[Vd].

b) Se d = 1(mod 4), temos que u? — dv2 € 47, e que u e v s&o de

mesma paridade, isto €, s&o ambos pares ou impares. Se u e v séao

pares entdo a, b € Z. Logo, a = a + b\d € Z[Vd]. Se u e v sdo

impares, entdo a = a + b\d = u/2 + vi2\d = (u = v)/2 + v((1 + Vd)/2) €
] ] sl

zl ? 1 Portanto,aezl ? ) ouseja,Axczl ? I Poroutro

),
€

lado, sea=a+b( 2 2 ]com a, b € Z,temos que 2a +

beZe(a+bl2)?>-db/2)?=a’+ab+ (1-d)b?%4 e Z, poisd=
5]
1(mod 4). Logo, Z 2 e Ak, pois os coeficientes do polindmio
minimal de a, m(X) = X2 - (2a + b)X + a® + ab + (1 — d)b?/4 estdo em
1+y/d
Z.Portanto, ZL % 1=Ak m




Exemplo 2.2.1. Seja [€ o corpo quadréatico Q(N-1). O anel dos
inteiros algébricos de l§ é dado por Ax = Z[i] = {a + bi : a, b € 7},
onde i = V-1 pois d = -1 = 3(mod 4). O anel dos inteiros algébricos

I+\/_

do corpo quadréatico Q(N-3)é Z[

Como os Q-monomorfismos de [ = Q(\/d), com d € Z livre de

quadrados, em C s&o 04 e 0,, onde g4(Vd) = Vd e g,(Vd) = —Vd,

segue que o discriminante absoluto de um corpo quadratico € obtido
do seguinte modo:

i) se d = 1(mod 4), entao

1 +y/d
Dy = nm(l. ,)V!‘_)

]
———
e
—_—
2 2
=

5 +
&
—
g 2
—_——
[ 5] - -
-
=
R
—
P—

ii) se d =2 ou (mod 4) entao

Dra(1, Vd) = (dc ( :::L;’“} ::}_) ))
Vd

(o1s )

Dy

=,

f = 7 1 + \,."(E
Exemplo 2.2.2. Dado Ik = Q(V5), tem-se { 2 | isto &,

1+4/5 }
1,
{ 2 é uma base integral de Ax e o discriminante absoluto de K
é 5. Os monomorfismos de & em C séo o4 a inclusgo e o0, a
conjugagdo complexa, isto é, a,(a + b\5) = a + b\5 e g,(a+ b\5) =



'."'ry,_.-q{a+h‘|,.}§} s Z I’T,{f]'+bv(_:l} =2a
a-b\5. Logo,

Nwala+bV/5) = H oila +bVS) = a® +
i=1

e

Exemplo 2.2.3. Dado i = Q(i) entdo Ak = Z[\-1], isto &, {1, V-1} é
uma base integral para Ak e o discriminante absoluto de K é —4. Os
monomorfismos de € em C sdo o4 a inclusgo e o0, a conjugacéo
complexa, isto é, o,(a + bN-1) = a + b\-1 e 0,(a + b\-1) = a—bV-1.

2 2
“‘:—;_ru{ﬁ‘!‘bvl{—_” = Zﬂ;f{f+b\mj =2a Ngala+bV=1= 1_[ aila + !;\G} =a" + b
=1 i=1

Logo, e

2.3 Corpos ciclotémicos

Nesta secéo apresentamos os corpos ciclotdmicos. Esses corpos
desempenham um papel fundamental na Teoria Algébrica dos
Numeros, uma vez que é possivel caracterizar o anel dos inteiros
algébricos de um corpo ciclotdmico e, consequentemente, seu
discriminante.

Definigdo 2.3.1. Sejalk um corpo. Um elemento { € K é chamado
uma raiz n-ésima da unidade se " = 1, paran =1, um inteiro.

Segue da Defini¢do 2.3.1 que as raizes n-ésimas da unidade sao
raizes do polindmio x” — 1. Seja U={{", ..., {'n } o conjunto de todas
as raizes distintas de X" - 1 em K. Como ({'@ )" = ({)"(Z )" =

ol gt \ E_i “_ﬂ_{{:”}é _
ey =1e (i") @@, segue que o conjunto U é um
grupo multiplicativo. Como todo grupo multiplicativo finito num corpo
€ ciclico entao segue que U € um grupo ciclico. Assim, podemos
representar as n raizes n-ésimas da unidade por ¢, 7%, ..., (" =1,
onde ¢ € um gerador do grupo U. As raizes n-ésimas primitivas da
unidade s&o os geradores do grupo U, isto &, os elementos {* com
mdc(k, n) =1, para k=1, 2, ..., n. O numero das raizes n-ésimas
primitivas da unidade é dado por




¢(n) =#H0 <m <n:mdc(m, n) =1, me}

onde ¢ é a funcdo de Euler. Dado n um inteiro positivo, definimos ¢,
como sendo ¢+ e 0 corpo Q(¢,,) é chamado o n—ésimo corpo
ciclotémico.

o o e= [ &=
Definicao 2.3.2. O polinbmio j=1. mde(jm)=1 € chamado de
n—ésimo polinbmio ciclotémico.

Lema 2.3.1. (Lang, 1972, p.206) Se n € um inteiro positivo, entdo
X' 1= Hmd(}‘{'}

dn

Demonstracao: Sendo f(X) = X"-1, temos que as raizes de f(X) sao
1, w, w? ..., w L LogoX"-1=(X-1)X-w) ... (x-wV").
Analisando os periodos de cada raiz de f(X), e escrevendo todas as
raizes de mesmo periodo como um polinémio da forma ¢, (X) =

l_[ (X — w), segue que X" -1 = ]__[ Pq(X)
dln

Fq_-rr':n;!u sir=l

Exemplo 2.3.1. Considere o polinémio f(X) = X® —1. Temos que as
raizes de f(X) sdo w, w?, w3, w*, w®, wb. Deste modo, w, w?, w3, w?,
e w® tem periodo 6, 3, 2, 3 e 6, respectivamente. Assim, @4(X)=(X -
w®) = (X = 1), 9o(X) = (X = w?), p3() = (X = w?)(X - w?), Pg(X) =
(X-w)(X-w?). Como os divisores de 6 sdo 1, 2, 3, 6, temos que
X1 =JJesx

6 , ou seja, X°=1 = @1(X)po(X)3(X)@g(X) = (X = 1)(X =
w3)(X - w?)(X - w*)(X - w)(X - wd).

Como consequéncia do Lema 2.3.1 temos que

X® =1

@lX) = :
11 e
dlr, d<n

(2.3)



X*—1_ X'-1

X)=X-1, gs(X) = = X+1, @3(X) =
Assim @ (X) ‘ g2(X) o X) - X1 +‘ @3(X)
X -1 xX*- . X4
= = X+ X+ |1 I{X:] = — =
@, (X) X -1 . @ (X)ps(X)
(X2 = DX+ 1) X241
(X = DX +1) . Quando n = p, onde p € um numero primo,
segue que

que é chamado de p-ésimo polindmio ciclotomico. Quando n = p,
onde r € um numero inteiro maior que 1 e p € um numero primo, de
acordo com o Lema 2.3.1,

XY — 1 = (X9, (X9 (X) = 0 (X)p, (X) €
X7 1= (X0, (X)@(X) -+ @ (X).

Fo_

= = = XU X L x4 o
Logo X7 -1 . Este polindbmio

é chamado de p'-ésimo polindmio ciclotomico.

Py (X)

Teorema 2.3.1. (Lang, 1972, p.204, Teo.6) Se {,, € uma raiz n-ésima
primitiva da unidade, entdo [Q({,) : Q] = ¢(n).

Demonstragao. Seja f(X) um polinbmio monico, irredutivel e de
menor grau de ¢, sobre Q. Logo X" -1 = fiX)h(X), com h(X) € Q[X].
Pelo lema de Gauss segue que f(X), h(X) € Z[X]. Seja p um numero
primo tal que p t n. Assim, P é raiz n-ésima primitiva da unidade.
Logo (P,)" = 1 = f(C,P)A(,P), ou seja, O = fZP)A(SP). Assim, se (P
n&o for raiz de f(X), entdo ¢, é raiz de h(X), e portanto ¢, é raiz de

h(XP). Portanto, pelo modo como tomamos f(X), segue que, f(X) |
h(XP), ou seja, h(XP) = f(X)g(X), com g(X) € Z[X] pelo lema de Gauss.
Como consequéncia do pequeno Teorema de Fermat, aP = a(mod p)



e dai h(XP) = h(X)P(mod p). Assim,f(X)g(X) = h(X)°(mod p), e portanto

h(X)P = f(X)g(X)(mod p). Logo, h({,)? = 0, pois {, é raiz de f(X). E
recursivamente chegamos que h(,,) = 0. Portanto fe h tem uma raiz

em comum. Assim X" - 1 = f{X)h(X), e portanto X" — 1 tem raizes
muiltiplas. Logo nX""" = 0 e assim, para qualquer a € Z,, na"" = 0.
Como a caracteristica de Z, € p segue que p|n, o que contradiz o

fato de termos suposto que p t n. Portanto {,’ é raizde iX)Vptne
mdc(p, n) = 1. Logo 9(f(X)) 2 d(¢,(X)), pois toda raiz de ¢,(X) é raiz

de f(X), e como f(X)|p,(X), segue que d(¢p,(X)) = o(f(X)). Portanto
d(f(X)) = 9(@s(X)) = ¢(n). m

Observagao 2.3.1. Existe um unico polinbmio minimal f(X) tal que
f({,) = 0. Pelo Teorema 2.3.1, o(f(X)) = d(¢,(X)), e ¢.({,) = 0. Assim

f(X) = @,(X), e assim @,(X) é irredutivel.

Lema 2.3.2. (Lang, 1972, p.204) Se mdc(m, m) = 1, entdo U, = U,,
x U,

Demonstragao. Seja a seguinte fungao:

@-'Umen _’Umn
(a, b) = ab

i) @ esta bem definida, pois (ab)™ = (a™)"(b")" = 1

ii) ¢ € homomorfismo, pois V (a, b), (c, d) € U,,, x U,, temos que ¢((a,
b) - (c, d)) = @(ac, bd) = (achd) = (ab)(cd) = ¢(a, b)p(c, d).

iii) ¢ é injetora: Temos que provar que Ker(p) = {(a, b) e U, x U,, :
@(a, b) = 1} = {1}. Deste modo, temos que mostrar que para Vv (a, b) €
U, x U,tal que ¢(a, b)=ab=1= a=b=1.Paraisto, seja a = g”‘m,
b=_,onde0<k<m-1e0</<n-1.Assimab=1<=7k 7 =1
= =0 <= "*=¢-"<= % =1.Logo, como {,, é uma raiz
m-ésima primitiva da unidade, segue que m|nk, e como mdc(m, n) =



1 entdo m|k, e isto implica que k = mx. Analogamente n|/, e isto
implica que / = ny. Deste modo, {,.K= ¢, ™ =1=_"_ =7, ou seja,
g« =, 1=1, eisto implica que k= /=0, pois {,, e {, sdo raizes m-
ésima e n-ésima primitivas da unidade, respectivamente. Portanto ab
=1 < a=b=1.Portanto Ker(¢p) = {1} e assim ¢ ¢ injetora.

iv) ¢ é sobrejetora: Como o(U,,, x U,)) = o(U,,,,) € ¢ € injetora, segue
que @ € sobrejetora. Por iii) e iv), @ € bijetora. Portanto ¢ é
isomorfismo. m

Proposigao 2.3.1. (Lang, 1972, p.205) Temos que {¥,.C,,, para 0 < k
<m-1e0=</=<n-1, é uma raiz mn-ésima primitiva da unidade se, e
somente se, {,,X é uma raiz m-ésima primitiva da unidade e ¢, é uma
raiz n-ésima primitiva da unidade.

Demonstragéo. Se ¥, ndo € uma raiz m-ésima primitiva da

kgl 2
unidade, entdo temos que mdc(k, m) = d > 1. Assim, ¢nén)* =

kol . mn
(&&= 1

_ , . T =< mn .

=1lo que é absurdo, pois ¢ . Reciprocamente,
se ¥ & uma raiz m-ésima primitiva da unidade e {'n é uma raiz n-
ésima primitiva da unidade, entdo mdv(k, m) = mdc(l, n) = 1. Assim,

B

la

(BREl) = 1 e hotle = | e gho = 110 e Ao = 1000 o

E = (@ = () = 17" = ()" = | = nilma.

Como mdc(m, n) = 1 segue que m|a. De modo analogo, n|a. Ainda,
usando o fato de que mdc(m, n) = 1 segue que mn|a. Assim temos

que, (¢K..Z.)™ = (" )K(Z. 7Y™ = 1. Assim, mn é a menor poténcia tal
que (£,,X¢.)\™ = 1. Portanto ¥,.',, € uma raiz mn-ésima primitiva da
unidade. m

Corolario 2.3.1. (Lang, 1972, p.205) Q(¢,,)Q(<,)) = Q(&,p)-

Sejam p um numero primo e ¢, uma raiz p-ésima primitiva da
unidade. Como em @,(X) o coeficiente a,_, do termo XP~2¢éigual a1,



segue que

{ Tragua(l) = [Q) : Q] - 1=p—1, ¢

Trogually) = —ap2 = =1, paraj =1, p= 1

Consequentemente,

Traw,vall=¢2) = Tragva(1)=Trag,yalCl) = p, para j =1, p=1.
(2.5)

Os elementos 1 - dp ,paraj=1, ..., p— 1, sdo todos os conjugados
de 1 - (kp, para k=1, ..., p— 1. Assim, pela Definigao 2.3.2, segue

que Nz, yo(1 - 3f) =@ (1)=p,parak=1,...,p-1.

Lema 2.3.3. (Simonato, 2000, p.18, Lema1.4.4) Se Ak é o anel dos
inteiros algébricos de I = Q({,) entéo:

i) (1-¢,)AxNZ=pZ
il) Tngio((1 = p)y) € PZ, ¥ y € Ak.

Demonstragao: i) O p-€simo polindbmio ciclotomico de ¢, € ¢,(X) =
XP 1+ 4+ X+1= (X—Cp)(X—(pZ) (X—(pr). Como NQ(Cp)/@(1 —(pK)
=(1-)1 -4 . (1- ¢ ) = p, segue que @,(1) = (1= {,)(1 -
%) ..(1- ¢y =p.Como1-7,eAx paraj=1,..,p-1,segue
que p € (1 - ,)Ak. Portanto pZ c (1 - {,)A« N Z. Para mostrar a
outra inclusdo, vamos supor por absurdo que pZ esta contido
propriamente em (1 - (p)f%ﬁa NZ c Z.Como pZ € um ideal maximal
de Z, entdo (1 - {,)A N Z =Z. Como 1 € Z segue que 1 = (1 - {,)a,
para algum a € Ak. Logo 1 - ¢, € inversivel em Ak, e assim 1 - Cpf
sdo inversiveis em Ak, paraj=2, ..., p - 1. Assim, (1-¢,)(1 —(pz)
(1 -¢,P~") é inversivel em Ak NZ, isto &, p é inversivel em Ak N Z, 0
que é um absurdo. Portanto (1 - {,)Ax N Z = pZ.

ii) Cada conjugado y(1-{',) de y(1-, ) € um mltiplo de 1-{’, em Ak



,parai=1,2,..,p=1.Como1-0,=(1-)1+,+ ..+ )
segue que 1 - C'p € um multiplode 1 - ¢, em Axk. Sendo o traco a
soma dos conjugados, Trg(Y(1 = ¢,)) = y1(1 = §p) + yo(1 - (pz) + ..
+Ypq(1 =3P N = a(1 - {,), a € Ax. Portanto Tr(y(1 - {, )) € Ak(1 -
¢p)- Como, pela Proposicao 1.3.4, Z é integralmente fechado, segue
pelo Corolario 1.5.1 que Tr(y(1 = {;)) € Z. Assim, Tr(y(1 = ¢,)) € Ak (1
- {,) N Z = pZ, onde a igualdade segue de (/). m

Teorema 2.3.2. (Samuel, 1967, p.43, Teo.2) O anel dos inteiros de Ik
= Q(¢,) e A =7[C ] e{1, {, -, {,P"?} é uma base de Z[{,] como um
Z-modulo.

Demonstracao: Seja Ak o anel dos inteiros de I = Q(¢p). Como

Z1,] c Ak, falta mostrar que Ak c Z[{,]. Se a € Ak, entdo a € Q({)),
e assim podemos escrever

a=rm«l—fn{.'r.,-i-~-+a,.,_;.f.';"2. (2.6)

com g; € Q, parai=0,1, ..., p— 2. Multiplicando por 1 - ¢, em
ambos os membros temos que

all =) = ao(l = &)+ @G, — 5+ - + @l = !

.

Aplicando o trago nesta equacgao e usando a sua linearidade,
obtemos que

Trog yala(l = 0 =

aoTr(l = &) + aTr(, = {3+ + apa T = 071 € pZ,

pelo Lema 2.3.3. Como Tr({, - {,*") =0, parai=1,2,..,p- 2,
segue que ayTr(1-(,) = agp € pZ e assim ag € Z. Como ¢, = ¢~
segue que {,”' € Ak, e portanto pela Equagéo (2.6) segue que



(a— ﬂ‘u]‘;;] =a +a, + -+ ap—f;{:_?-

Multiplicando ambos os membros por 1 - ¢, temos que

@=a);" (1 =) = ar(l = §) +ax(C, = &) + =+ a2 = 770,

Logo

Trita = an)f; (1 = £,0) =
aTr(l = &)+ @Tr(l, = £ + = + ap 2T = (77 € pZ.

Mas a{Tr(1 - {,) = a1p € pZ e assim a4 € Z. Continuando dessa
forma, chegamos que a; € Z, paratodoi=0, 1, ... p — 2. Portanto Ak
CIZ+7{+.. + prp‘z, ou seja, Ak C Z[¢, ]. Deste modo concluimos
que Ak = Z[{,]. Além disso, como 1, {,, ..., {,’~2 s&o linearmente
independentes sobre Z, pois sdo sobre Q e como Ak = VAYAS
+.+2{P?segue que {1, , , ..., {,;’ %} é uma base de Z[{,]. m

Proposigao 2.3.2. (Simonato, 2000, p.19, Obs.1.4.6) O discriminante
absoluto de K = Q({,,) sobre Q é dado por Dy =

(p=1)(p=2) }I:P—E}

Dac,ya(l, Cp, C*"" y=(=1) 2z pp-2.

Demonstragao: Sejam p um numero primo e ¢, uma raiz p-ésima da
unidade. Vimos que {1, ¢, ..., (pp—Z} € uma base integral de Z[(].
Pela Proposicéo 1.6.4 temos que Do yo(1, §p. - (%) =

(p—=1)(p—-2) ]Ep—"’]

-1 N |
== @[‘:P)’FQ(@P(C.PD’, e deste modo vamos mostrar que
NQ((p),Q(go'p((p)) = pP~2. Como o p-ésimo polinémio ciclotdmico é dado
XP 1
@p(X) = :
por X — 1, segue que derivando ambos os lados temos que

(X =DpX™' = (X" -1)
(X -1) . Substituindo X por {P temos que

@,(X) =



(&= Dpi' =2 -1)

[

@,(,) =

(=17 . Como ¢,P =1, pois ¢, € uma raiz p-ésima da
- pg, '€= 1) TR .
PpL) = —L—r—— Pp(Ep) =
unidade, temos que & -D" ou seja, R (Y DS e
' —P
®,(C,) =
isto implica que T =8)8, Aplicando a norma e usando a
sua linearidade obtemos que
- N o, yo(=p) (—py' _ pr!
Naeyo(@,(E,) = - = = =
GO Nagyo(l = E)Nagyo&,)  p-l p

(p—1)Mp-2) "

Do ya(l, & S = (=) 2 pr?

pP~2. Portanto ..

Sejam p um numero primo € n =2 1 um inteiro. O Lema 2.3.3 estende
naturalmente para o p'-ésimo corpo ciclotomico, Q({,), ou seja,
valem

Dl = )AxnZ =pf.
i) Trag, yol(1 = £,)¥) € PZ, ¥ y € Ax.

onde Ak é o anel dos inteiros de [ = Q(¢,r)- Nosso objetivo agora €
encontrar o anel dos inteiros algébricos, Ak, de K = Q(Sp)-

Lema 2.3.4. (Marcus, 1977, p.30, Lema.1) Temos que Z[1-{,] =
Z[¢y] e que

i,

Dagg,vall 1 = &y (1 = £)%71) = Dog yall gy 557,

onde p" = 3.

Zla] = {Eu.ﬁ‘ : u.Eé’T}
Demonstragao. Por definigcao, i . Logo, para
qualquer a € Z[1 - {,y] temos que a = by + by(1 = ) + by(1 - (/or)2 +
—1\p1 =
... T b(p_1)pr—1 _1(1 - Cpf)(p 1)p 1 = (bo + b1 + b2 + ...+ b(p_1)pr—1 _1) +



(b1 = 2by)Cyr + bzfprz + ... . Assim, temos que a é da forma ag + a1{,y
+ a0+ o+ a1 (P P71, ou seja, a € Z[{,]. Portanto Z[1
— {y] © Z[{y]. Por outro lado, seja a € Z[{,y]. Assim, a = ap + a;{y +

ay0y” + ... + ap-1yp-1 -1{y(p~1)p""1 —1. Observando que {y=1- (1 -
fpr), temos que

¢ = ap+mll =1 =L+ +appp-r(l =(1 —-':;.'J]'P_Imr-l_l
= ap+m—a(l =) +ax(l =201 =)+ (1 —{.'p,):)+-~-
= ap+a —a(l =) +az—2ax(l =) +aall - :_'.'rfJ3+
= lagp+ -+ Ay +(—ay = 2a)(1 = L) + -

Dessa forma, chegamos que a € da forma by + b(1 ={,r )+ b2(1 -
{y)? + ... + b(p=1)p™ 1 -1(1 - (pr)p—1)F’r_1 “isto é, a e Z[1 - {,l.
Assim Z[{,y] < Z[1 - {,1]. Portanto, das duas incluses concluimos
que Z[¢y] = Z[1 - {,y]. Para a segunda parte, como os conjugados
ded,r sao os elementos (p/‘ taisque k=1, ..., p" -1 emdc(k, p) =1,
segue que os elementos 1 - (p/‘ sdo os conjugados de 1 = (.

Como det(c/({’r)) € o determinante de uma matriz de Vandermonde,

Dag,va(l, &y, e0 ™ = []r - &)

1<k

= Jlau-gr-a-¢»

1<k

= Dag,ya(l, =, (1=¢)*"™.

(-
Lema 2.3.5. (Marcus, 1977, p.31, Lema 2) Temos que 1:[ ("pr) =

p, onde o produto é tomado sobre todos os k, com 1< k<p', e tal
que p £ k.



x7 -1

) Pp(X)= =1+ X"+ X7 4
Demonstragao. Como Xro—-1 ot

XP-1"" segue que todos os /%, onde 1< k< p'e tal que # s&o
raizes de @, (X) pois s&o raizes de X" - 1 mas ndo de XP~' - 1.

oy (X)=[](X-25)
Deste modo, k e existem exatamente ¢(p") =

(p—1)p"1 valores de k pois (@, (X)) = (p=1)p,-1- Tomando X =1,

o () =J1-5) = 14174410 =,

temos que k .;

Teorema 2.3.3. (Marcus, 1977, p.29, Teo.9) Sejam {a,, ... , a,} uma
base de [ sobre Q consistindo de inteiros algébricos e d = Di;p(ay,

.., a,). Se a € Ak, entdo a pode ser expresso na forma
my + -+ My

d , com m; € Z e mj2 divisivel pord, paraj=1, 2, ..., n.

Demonstragio. Se a € Ak, entdo a € K. Como {ay, ..., a,} € uma
base de K sobre QQ, segue que

a=x404+... + X0,

com x; € Q, paraj=1, ..., n. Sejam 0y, ... , 0, 0s Q-monomorfismos
de € em C. Aplicando cada g, parai=1, ..., n, em a, obtemos um
sistema de n equacgdes dada por

04(a) = x40i(ay) + ... + x,04(ay),

parai=1, ..., n. Resolvendo esse sistema pela regra de Cramer,
1

obtemos que as n raizes sao dadas por P , onde 0 = det(oy(q;)) e

y; € obtido de 6 trocando a j-ésima coluna por oj(a). Temos que os y;,

paraj=1,2, ..., n, e dsao inteiros algébricos pois sao obtidos a

partir dos a's, que s&o, por hipotese, inteiros algebricos. Pela



?J' a ‘1".!'
.. 2 _ dxj = f.'l—_, =0 — ;
Proposicao 1.6.3, temos que 6“ = d e portanto 0 0 5\/,- é

um inteiro algeébrico. Como Z € integralmente fechado segue que dx;
€/Z,paraj=1,2,..,n. Seja m; = dxj, paraj=1,2,...n.Se
m_;-'
mostrarmos que d €7, teremos que mj2 e divisivel por d. Mas,
m;
como 4 € Q e como Q é o corpo de fracdes de Z entao é suficiente
m;

mostrarmos que ¢ € um inteiro algebrico. Como m; = dx; = 5\/,- segue

2

que mj2 _ dzsz _ 52\/,'2 =y 2

.Logo ¢ =vy;
m?

y; € um inteiro algebrico. Portanto ¢ € Z e assim mj2 é divisivel por

dm

€ um inteiro algébrico pois

Lema 2.3.6. (Marcus, 1977, p.31) Se d = Do (1, § » --- » 2" ),
onde n = ¢(p"), entdo d = p° para algum s € N.

Demonstragao: Pela Equacao (2.3) temos que

X7 =1 =g, (X)g(X), (2.7)

onde g(X) = X' 1e @, (X) € o polindmio irredutivel de ¢," sobre
Q. Derivando a Equagao (2.7) temos que erPr‘1 = @'y (X)9(X) + @
(X)g' (X), e substituindo X por ¢, obtemos que

P = 0,608, + 9,08 €).
Como @,y (¢,r) = 0 segue que

P = 0,8y,



e isto é equivalente a

P = 0,808,
ou seja,
V=08

Aplicando a funcdo norma nesta ultima igualdade obtemos que

P = Nag,va(@y €y ) Nae, val&yg&y)).
Pela Proposicao 1.6.4, temos que

p" = £Dag,ya(l, -, &y WNae, vay 8¢y ))-

Logo, d|p™, ou seja, d = p®, para algum inteiro s. m

Teorema 2.3.4. (Marcus, 1977, p.30, Teo.10) O anel Ak dos inteiros
algébricos de K = Q({,) € Z[(Cy]-

Demonstragao. Mostraremos que Ak = Z[1 - ({y], € @assimo

teorema segue pelo Lema 2.3.4. Suponhamos que Ak # Z[1 - ($o]-

Pelo Teorema 2.3.3, todo elemento a € Ak pode ser expresso na
forma

n—1

_om +mal = Cp) + -+ mu(l = ¢)
- d

44

onden=¢(p"),em;eZ, parai=1,2, -, n. PeloLema 2.3.6, temos
que d = pS, onde s € N. Logo, existe a € Ak de modo que nem todos
os m; s&o divisiveis por p°. Seja i < n tal que m; nao seja divisivel por
ps. Assim, temos que m; = p°q + r,onde q, r € Z e r < p°. Logo,

podemos reescrever a da seguinte forma



a= ,
mi+my(1 =)+ + (P g+ =)™ + o+ m(1 =8,

‘US

Desse modo, Ak contém um elemento da forma

n—1

r(1= )™ A mia (1= 8,0 + o 4+ ma(1 = &)
p’

}f:

Multiplicando ambos os lados por pS~1, obtemos que

o1 ra =& T Ema (1= 8) + -+ my(1 =g,
p s

rp

que podemos reescrever como

.H—]

ai(l =) a1 =) + - +a,(1- )
P

p=

com g, € Z e a; nao divisivel por p. Pelo Lema 2.3.5, temos que p/(1 -
)" € Z[Z,] pois 1 — ¥, & divisivel, em Z[{,], por 1 = . Entéo p/(1
- (pr)" € Z[{,y] e portanto temos que B,/(1 - (pr)" € Ak. Subtraindo
termos que estdo em Ak, obtemos que aj/(1 —Cpy) € Ak. Disto segue
que Noznal1 ~¢p)l No(gnal@i)- Como N o yola) = a,' e pelo
Lema 2.3.5, temos que N@(Cpr)/Q(1 —{y)=p.Assimp|a";, oque e
impossivel pois a; ndo é divisivel por p. Portanto Ak = Z[1 - (]l =
Z[(pr]. n

Observacao 2.3.2. Como o p'-ésimo polinémio ciclotbmico tem grau

(p— 1)pr_1 e seu termo independente ¢é igual a 1, obtemos pela secéo
1.4, que



Nag,va(Cy) = (DT onde 1t = 0, p" e mde(t, p) = 1.

(2.8)
Trae,va(ly) = —ap2 =—1, paraj=1,~,(p— Dp’™"  (2.9)
Trae,ya(1) = [QC,) : Ql=(p - Hp. (2.10)

Proposic¢ao 2.3.3. (Simonato, 2000, p.22, Prop.1.4.9) O

discriminante absoluto de K = Q(,) sobre Q é dado por Dy =
N1\ — 40 ((p=1)-1
DQ((pr)/Q (1, Gor s e s g’pr¢(P) )= +pP " (p=1)-1),

Demonstragao. Pela Proposicao 1.6.4 temos que
Do, ya(l, $p -+, E0") = £ N o, wa(@, (C).

X" -1
_ Pp(X) = —
Derivando ambos os membros de X" =1 temos que

PN S 1) = (X = 1ypix

=
@V( ) {X'ur_l _ 1)2

e substituindo X por ¢,r temos que

el - - npieh !
&y -1y

@ () =

Como {,” = 1 segue que

A
¢ -0 a-¢ie,

9, C) =



=1 2mi =1 2ai
=(e? P =er =( ) _
Temos que g-“” e7) °P Aplicando a funcdo norma

em ambos 0s membros e usando sua linearidade temos que

Nag, va(=p")

N ' = '
g, val@y () Na, yall = &) Nag, vally)

Da Equagé&o (2.8) temos que No; ya(dy) = 1. Também No yq(-p"
)= (-p")P-" g

Nag,a(l = &) = Nagra(Nag,ae) (1 =)
= (Nogya(l=§)Y = P

= |
Bt H} _ Iﬁrwulm’

Firlp=1)=1
U{{NII'L!“!;;H"'!- p — iﬂp {rip y

D -
Portanto p ..

A seguir nosso objetivo & determinar o anel dos inteiros Ak para
qualquer corpo ciclotémico, Q(¢,,), onde {, € uma raiz n-ésima

primitiva da unidade. Esta generalizacao seguira de um resultado
mais geral considerando os inteiros algébricos de um corpo
composto KL, onde K e L s&o corpos numéricos.

Se [§ e L sdo dois corpos numéricos, entdo o corpo composto KL
(definido como o menor subcorpo de C contendo K e L) consistem de
todas as somas finitas

af+ - +af,ondea; €K, e f€l, parai=1,2 - r

Se Ak, Ay e A s&o os anéis dos inteiros algébricos de K, L e KL,
respectivamente, entdo Ay contém o anel

AgAy ={af, + - +af, . ai €A, f; €A, parai=1,2, - r}.



Em geral, ndo temos uma igualdade. Entretanto, podemos mostrar
que Ak = AgAy sob certas condi¢des sobre os corpos

ciclotdmicos.

Sejam m e n os graus de [ e L, respectivamente, sobre Q, e seja d =
mdc(d4, d,), onde d, e d, sdo o discriminante absoluto de Ak e Ay,
respectivamente.

Teorema 2.3.5. (Marcus, 1977, p.33, Teo.12) Se [KL : Q] = mn, entdo
.
A — A A
KL © g .

Demonstragio. Sejam {ay, ..., a,,} uma base de Ak sobre Z e {84, ...
, Bn} Uma base de Ay sobre Z. Assim, temos que B ={ag/,i=1, ...,
m;j=1, ..., n} € uma base de A Ay sobre Z e também uma base de
KL sobre Q. Se a € A , entdo a pode ser expresso na forma

a= Z%a;ﬂj, (2.11)

i

onde r e todos os m; estdo em Z, e que estes mn + 1 inteiros nao tem
fatores comuns maiores que 1, ou seja, mdc(r, mde(m;;)) = 1. Para

mostrar o teorema, temos que mostrar que r|d para qualquer a. Para
isto, devemos mostrar que r|d, e r|d, pois assim, pela definicdo de

maximo divisor comum, teremos que r | d. Temos que todo
monomorfismo o de K em C estende a um monomorfismo (que

também denotamos por o) de KL em C, fixando L. Portanto, para
cada o temos que

oa) = Z n:_” o(a;)p;-

i



) . ~
Tomando i= ,paracadai=1, ---, m, obtemos m equacgoes

m

Zﬂim}xr = ala)
i=I para cada 0. Agora, resolvendo este sistema pela regra

o _
de Cramer, obtemos que A' ¢, onde 0 é o determinante da matriz
formado pelos coeficientes o(a;) e y; € obtido de 0 trocando a i-ésima
coluna por o(a), parai=1, 2, ..., m. Temos que d e todos os y; sao

inteiros algébricos, pois todos os o(a;) e a(a) s&o, e além disso 6% =
d,. Se e = d4, temos que ex; = oy; € AC, onde AC é o anel dos

"
em;;

ex; = B, € AcnL = Ay

inteiros algébricos de C, e portanto j=1 :
Lembrando que {84, -, B} forma uma base integral para A,
em;

concluimos que os numeros racionais  devem ser inteiros, e
deste modo r divide em;;, para todo / e j. Como assumimos que r €

relativamente primo com mdc(m; ), segue que rle = d;.

Analogamente, r|d,. Portanto, r | d e assim d = kr, com k € Z, ou seja,
d

. Substituindo na Equacéo (2.11) temos que

Tk
«= E km;jmﬂj = _I. Zk”l,jﬂ'ﬁﬁj = l,q!{;ﬁl‘ Ay C laﬂﬁ}aa‘ﬂir_
w4 44 . Logo d .Portanto ~ d :

Corolario 2.3.2. (Marcus, 1977, p.34, Corol.1) Se[KL : Q] =mned=
1, entdo A = AAY .

Demonstragao. Como Ak A) < Ay e como d = 1 segue, pelo
Teorema 2.3.5, que Ay = AAY .

Teorema 2.3.6. (Marcus, 1977, p.34, Corol.2) O anel dos inteiros de
Q(¢n) e R = Z[{,l.



Demonstragao: O teorema ja foi provado se n € primo ou se € uma
poténcia de um primo. Agora, se n nao € primo ou hao é uma
poténcia de um primo, entdo podemos escrever n = nqn,, para

inteiros relativamente primos n4, n, maiores que 1. Vamos mostrar
por indug&o que se o resultado também é valido para n4 e n,, entdo o
resultado é valido para n. Assim, suponhamos por hipétese de
inducdo que Ry = Z[{,1 ] e R, = Z[{,» ]. Para aplicar o Corolario 2.3.2,
temos que mostrar que

Q) = QG YQ(Eyz ) € como consequéncia Z[Z,] = Z[Gp 1216y, 1

2) ¢(n) = ¢(nq)d(ny).
3)d=1.

A parte (1) segue do Corolario 2.3.1 e a parte (2) segue do fato de n;
e n, serem relativamente primos. Para a parte (3), temos da
| .
D(1,a, - ,a"") = (=1)""DN(f (a)).
Proposicao 1.6.4 que ( ) (=1 (f (@) :
Seja d,,, e d,, o discriminante absoluto de Z[{,1]1e Z[{,> ],

respectivamente. Como f(X) = X" - 1, segue que f(X) = n,n, X" 1 e
f {':_l“} - ”lr:_}iijl_l = L

substituindo X por ¢,,1 segue que o Assim
aplicando a fungcdo norma em ambos os lados e usando a sua

linearidade temos que

Nag, valm)  pd™
NG(Cnl y@(é’}” ) i 1 )

Nag, yvalf Cnly =

Portanto d,; = +n,%(™) | e isto implica que
dn] Iu‘f(m }.

Analogamente,

(n3)
dy, qu .



Sendo d = mdc(d,,q , d,» ), temos que

d\d,, e dp, 02" = dind".

{ dldy, e dy 0" = dn?™
Como mdc(n#"1), n,#("2)) = 1 segue que d|1, e portanto d = 1.
Finalmente entdo concluimos que R = R{Ry = Z[{,,1 1Z[{,p 1 = Z[{,)]- m

Teorema 2.3.7. (Washington, 1982, p.11) O discriminante absoluto
de K = Q(¢,,) sobre Q é dado por

S pdo)
Dy = Do, ya(l, Gy, &) = g

H p¢(nutp—n°
pln

Demonstragao: Por (Ribenboim, 1972, p.217, prop.70) temos que

Di — D[M'ﬂ'] ) Dlﬂ_ﬂ]
LM L M. Aplicando a func&o logaritmo em ambos os
lados e usando as propriedades do logaritmo segue que log |Dy | =

[M: Q]log |Dp |+ [L: Q]log |Dy|- Como toda extensao ciclotdmica é
Galoisiana, segue que [LM : Q] =[L : Q][M : Q], e assim

log | Dy _ log | Dy | + log | Dyl
(LM :Q] [L:Q] [M:Q

n=]]s"
Portanto, se i temos que
log | D| log | Dy, | log | Dy, | < log|Dy |
= +ot = s
[Q,) 1 Q1 [QE,e) = Ql (Q(e) = Ql Z]‘ )

onde ; = Q((piai), i=1,2,...,r Assim, pela Proposicado 2.3.3, temos
que



(ﬂ(p 1)- r

log |Di|  _ Z log pi' _ {a;(p; 1) — l)
¢I:"I) i=1 (.p: - ]) i=1 : (pl - I')

= i(af- 1 )!ogp,-=20;!ogpi.—iﬂ=
=1 pi= ] =1 pi—1

i=] ot

logp; =

r

= 2 logp{" — Z.’ogp’]_ =

i=l

) f’oﬁ(l:[ ﬂ?,) _ !og(g[p,ﬁ) -

G
= Iog(rr)—!og(Hp,-""
i=1

e consequentemente,

Plm)

Py

!03|DE-G|=‘f)(-"?)(fﬁg(”)*IOS(HP:J%I)) =log| — .
i=] H =1

i=l

e

I = | =2
[T+

Assim, e portanto,

noﬁ(n)

H pt;b(H)-‘{.r?—l )

pn

- )
DG(;“};Q(I, é’uv e p?(n) 1) = (-1 )MHH"

2.4 Decomposicao de ideais primos em uma
extensao

Nesta secao apresentamos a decomposicao de um ideal primo em
um extensdo. Assim, dados A c B, anéis e @ um ideal de A,
denotamos por aB ao ideal de B formado pelos elementos da forma



/]
Xi ¥y

=1, com x; € a e y; € B. Além disso, consideramos K c L corpos de
nameros tais que [L : K] = n.

Se P é um ideal primo de B, consideremos a inclusdoi: A — B, a
projecao candnica h : B — B/P e a composicao f= h o i. O nucleo de
fé AN P e portanto A/(AN P) = f(A) c B/P, e deste modo, A/(A N P)
é um dominio, isto €, AN P é um ideal primo de A.

Proposicao 2.4.1. (Samuel, 1967, p.71, Prop.1) Sejam P um ideal
£
pAc =[] o
primo néo nulo de Ak e =1 g decomposigdo do ideal PA) em
ideais primos de A . Entdo os bys sdo os unicos ideais primos de Aj

cuja interse¢do com Ak coincide com P e nestas condigdes dizemos
que b; é um ideal acima de ¥.

Demonstragao: Paracadai=1, ...,gtemos que b;2 PA] 2 P, e

portanto b; N Ak é um ideal primo de Ak que contém P. Sendo P

maximal resulta que ¥ = b; N Ak. Agora, se d € um ideal primo de Ap
pAL = ﬁ by’

talque d N Ak =P, entdo d = = . Assim, d 2 b;, para algum /.

Como b; é maximal seque que d = b;. m

O anel Ak/P pode ser considerado como um subanel de Ay /b;
através do homomorfismo induzido acima. Além disso, Ak/P e Ay /b;
sd0 corpos e Ay /b; é um espaco vetorial de dimens&o finita sobre Ak
/¥, uma vez que A] e Ay /b; sdo finitamente gerados como Ak-
maodulo e Ak/P-médulo, respectivamente. A dimensao [Ay /5; : Ak/P],
denotada por f; ou f(b;, P) é denominada de grau residual de b,
sobre Ak. O expoente e; ou e(b;, P) & denominado indice de
ramificagdo de b; sobre Ak. Quando e; > 1, para algum indice /,
dizemos que P se ramifica em L.



£
_ D eif; = [AUpAL 2 Alpl = n _
As igualdades i=! podem ser vistas em ([6], p.71,
Teo.1) e este resultado é conhecido como Igualdade Fundamental.

A igualdade fundamental forma alguns tipos de decomposi¢des de ¥P.
Diremos, entdo, que o ideal primo P de Ak é

(i) totalmente decomposto em L, se g = n e consequentemente, e; = f;
=1,i=1,...,9.

(ii) inerte em L, se g = 1, e; = 1 e consequentemente f; = n.

(iii) totalmente ramificado em L, se g = 1 e consequentemente f; = 1
eeq|=n.

Teorema 2.4.1. (Lang, 1970, p.27, Prop.25) (Kummer) Seja A um
anel de Dedekind com corpo quociente I&. Seja L uma extensao finita
separavel de K. Seja A) o fecho integral de A em L e assuma que A

L = Ala] para algum elemento a. Seja f(X) o polinbmio irredutivel de a

sobre K. Seja ¥ um ideal primo de A. Seja f(X) a reducéo de f(X) e P,
e seja

JX) = (X)" - (X)

a fatoragdo de f(X) em poténcias de fatores irredutiveis sobre A = A/¥P
, com coeficiente dominante 1. Entdo

pA; = B - B (2.12)

é a fatoracdo de ¥ em Ay, de modo e; é o indice de ramificagcéo de
B, sobre ¥, e temos que

B, = pAL + pi(a)Ag, (2.13)

se u{(X) € A[X] é um polinbmio com coeficiente dominante 1 cuja

redugdo modulo ?¥é ?u(X).



Demonstragdo: Sejam u(X) um fator irredutivel de f(X), a uma raiz

de u(X), e B o ideal primo de A que é o kernel da funcéo

Ala] — A[a).

Temos que PA + p(a)Ay esta contido em B. Por outro lado, seja

g(a) € B onde g(X) € A[X]. Entao §(X) = u(X)h(X) para algum
h(x) € A[X], e portanto g(X) — u(X)h(X), que & um polindmio com
coeficientes em A, uma vez que tem coeficientes em P. Isto prova a
inclus&o contraria, provando (2.13). Para provar (2.12), seja e’; o

indice de ramificagao de fB,-, tal que

PAL =B - 28;"',
e seja d; o grau de y;. Como f(a) = 0, e como
SX) = iy (X)° - i (X)” € pALX],

segue que

fy (@) o p (@) € pAY. (2.14)

Por outro lado, temos que

B C pAL + p(0) Ay,
consequentemente usando a Equacao (2.14) temos que
BY' - By CPAL + (@) - p (@) AL C pAL = B! - 23‘,'
Isto prova que e, 2 e, para todo i. Mas sabemos que

Yedi=of =[L: Kl = Yed



Assim e; = e'; para todo /, 0 que prova (2.12). m

Teorema 2.4.2. (Samuel, 1967, p.74, Teo.1) Se [k é um corpo de
numeros, entdo um ideal primo pZ de 7 se ramifica em[{ se, e
somente se, p divide Dis. m

Decorre deste resultado que existe apenas um numero finito de
ideais primos de Z que se ramificam em IK.

Lema 2.4.1. (Marcus, 1977, p.78, Corol.) Sejam ¢,, uma raiz m-ésima

da unidade, n = {(m), p um numero primo e O,,(p) a ordem de p
n

modulo m. Se p néo divide m, entdo pZ[{,,] se decompbe em On(p)
ideais primos distintos de Z[{,,]. m

Exemplo 2.4.1. Se [ = Q(N-17), entdo Ak = Z[N-17] e fiX) = X2 + 17
é o polinémio minimal de \-17 sobre Q. Vamos obter a fatoracdo
dos ideais 2Ak, 3Ak e 5Ak em produto de ideais primos de Ak

usando o Lema de Kummer. Como
X2 417 = (X + D)’ (mod (Z2Z)[ X)),
segue que

g=1, mX)=X+1, e =2 e fi=05(X)=1
P =2Ax + (1 + vV -17)Ax.

Portanto, 2Ak = »,2, onde P, é o ideal primo de Ak, com N(¥,) = p/ =

2. Pela Proposigdo 2.4.1 segue que P, é o unico ideal de Ak acima
do ideal 27 e é totalmente ramificado em . Para o ideal 32k como

X%+ 17 = (X + 1)(X = 1)(mod (Z13Z)[ X)),

Seque que:



g=2 XN =X+, mX)=X-l,ei=es=lef,=f,=1.
q; =3Ax+(1+vV-1TAK e q2=3¢ﬁh|}g+(] — v —=17Agk.

Portanto, 38k = 4,9, onde 4, e 4, sdo os nicos ideais primos de
Ak acima de 3Z com norma 3 e o ideal 37 é totalmente decomposto

em K. Finalmente, para o ideal 58k, temos que X2 + 17 = X2 + 2(mod
(ZI5Z)[X]) e X2 + 2 é irredutivel sobre Z/5Z. Logo 57k é um ideal

primo de Ak com norma 25 e o ideal 57 é inerte em K.

Exemplo 2.4.2. Sejam Ak = Z[{,5] 0 anel de inteiros algébricos de K
= Q({45) € fiX) = X8 =X + X° =X* + X3 =X+ 1 0 polinémio minimal de
{,5 sobre Q. Vamos obter a fatoragéo de 3Ak. Como

f(X) = (X* + X3 + X2 + X + 1)%(mod Z/32)[X]),
segue que

g= LX) =X+ X+ X>+X+1,e,=2ef, = 0(X) = 4.
1 =3Ak + (s + &5 + s + &5 + DA

Portanto, 3Ak = P,2, onde P, é o unico ideal primo de Ak acima de

37 com norma 3*. Note que neste caso 37 se ramifica em I, mas
néo é totalmente ramificado em K.

n

}
Tendo em vista o Lema 2.4.1 e considerando On(P) | temos que a
menor decomposigao possivel do ideal pZ[{,,] em produto de ideais

primos distintos de Z[{,,] ocorre primeiramente em m =3 e p = 1(mod

3), pois pZ[{3] se decompde em 2 ideais primos distintos de Z[{5].
Usando o Lema de Kummer vejamos, por exemplo, como se da a
fatoracao do ideal 13Z[{;]. Note que 13 = 1(mod 3) e o polinbmio

minimal de {3 sobre Q é X? + X + 1. Logo



X2+ X+ 1= (X +4)(X + 10)(mod (Z/13Z)[ X]).
g=2(X)=X+4, X)=X+10,e1=ex=1, f; = f, =1

"'jl-"isilll. ]32[;;1 = plpz, (Jlld{‘. ,p] = ]32[@"}] + (C’; + 4)Zl§1| e ,pz -
13ZI4] + (& + 10)ZIE).

Agora, sejam K c L corpos de numeros com L uma extensao
Galoisiana de K de grau n. Veremos que em uma extensao
Galoisiana a decomposicao de um ideal em Ay , dado como no

Teorema 2.4.1, assume certas caracteristicas particulares. Seja G o
grupo de Galois de LL sobre [£. Se G for um grupo abeliano diremos
que L é uma extensdo abeliana de K.

Observacgao 2.4.1. Seja & um corpo de numeros. Se L = K({,,),
entao L é uma extensao galoisiana de Ik e o grupo de Galois de L
sobre [ é isomorfo a um subgrupo de (ZImZ)'.

Decorre da Observacgao 2.4.1 que toda extensao ciclotdmica de [ é
abeliana e, em particular, todo subcorpo de um corpo ciclotdémico é

uma extensao abeliana de Q. Reciprocamente, se & € uma extensao

abeliana de Q, entdo existe um inteiro m tal que ik < Q(¢,,,). Este
resultado € conhecido como Teorema de Kronecker-Weber.

Lema 2.4.2. (Samuel, 1967, p.89, Lema 1) Sejam A um anel e b, P,
..., P, ideais primos de A tais que b ndo esteja contido em ¥;, para i =
1, ..., r. Entdo existe b em b tal que b ndo esta em ¥;, para todo i = 1,
-

Demonstragcao. Sem perda de generalidade, podemos considerar o
caso em que ¥; ndo esta contido em ¥, para j # i. Tomemos

elementos x; € ;- P; (paraj# i, 1 <iej<r)e elementos a; Eb—P;

bi = i HIU
e

S i, entdo b; € b, b;€ A-P;e b; € P;, para j#i. Colocando



beb—opf
b=by+--+b,tem-seque b e beb=b(mod?¥)), isto &, =l @

o elemento procurado. m

Seja a um elemento de Ay . Aplicando o € G na equacéo de
dependéncia inteira de a sobre Ak temos que o(a) € Ay, ou seja, of
Ay ) = Ay para todo o € G. Por outro lado, se P € um ideal primo de
Ay e 9 é um ideal primo de Ay tal que 9 contém PAj como na
Proposicdo 2.4.1, ou seja, 1NAy = P, entdo o(9)NA = P para todo
o € G, ou seja, o(49) contém PA] e tem o mesmo expoente que 9.

Neste caso dizemos que 9 e 9' = g(4) sdo ideais primos conjugados
contidos em Ay .

Proposicao 2.4.2. (Samuel, 1967, p.89, Prop.1) Se P é um ideal
primo de Ay, entdo os ideais primos ¥; de A] acima de P séo dois a

dois conjugados, tém o mesmo grau residual f e 0 mesmo indice de

PAL = (H v,) en=efg.
=1

ramificagdo e. Portanto,

Demonstracao: Suponhamos, por absurdo, que existam ideais
primos 9 e 9' acima de P tais que o(49) # 9, para todo 0 € G. Como 1
e 9' sdo ideais maximais, podemos supor que 9 ndo esteja contido
em o(4'), para 0 € G. Pelo Lema 2.4.2, existe um elemento

a e q- U a(q )
¢ Sendo a inteiro sobre Ay, segue que o(a) também é
[]ot@ = Nuxie
inteiro sobre Ay, de onde <6 é um elemento de 9, e

portanto um elemento de 9 N A.

Por outro lado, o(a) ndo esta em 4', pois caso contrario teriamos

o (o(a)) = a € 071(9"), contrariando a hipdtese feita sobre a. Dessa
Nywla) = H ola)

forma, oel nao pertence a 9’ (pois 9’ é ideal primo) e

assim P ndo esta contido em 49', o que é um absurdo. m



Exemplo 2.4.3. Se p é um numero primo e Ay é o anel dos inteiros
algébricos de I = Q(,), entéo o ideal pAy é da forma pAK = (1 -
(p)P‘Uﬂaug. De fato: Se 1 < k, j<j— 1, entdo existe um inteiro t, onde 1
<t<p-1tal quej= kt(mod p). Assim,

1=0 = 1= ==+ + -+,

e portanto, (1 = {,*)|(1 - {J ). Analogamente (1 - &, )|(1 = {,¥). Assim
p=1
p= ]_['[I - &)

1-J,e1- (¥, sdo associados em Ag. Como i , segue que
existe um elemento inversivel B em Ay tal que p = (1 —(p)P‘1 B.
Assim, pAk = (1 - Cp)P‘Uiaug e (1 - {,)AK € um ideal primo de Ay e
da igualdade fundamental, segue que o grau residual de (1 = {,)AK
sobre 7 é 1.

Exemplo 2.4.4. De modo analogo ao Exemplo 2.4.3, temos que se p
€ um numero primo, r um numero maior que 1 e Ay o anel dos

inteiros algébricos de K = Q({r ) entdo pAg = (1 = { )= 1P A
Em sintese podemos classificar o ideal primo pZ como totalmente
ramificado em Q({, ), comrz1.

Definigao 2.4.1. Seja P um ideal primo de Ay. Para cada ideal primo
9 de Ay satisfazendo 9 N Ay = P, os conjuntos

Dig,p)={oe G : alq)=q}

Elq,p)= {6 € G : 6(x) = x(mod q), paru todox € Ay |

Ss&o subgrupos de G, chamados de grupo de decomposicao e
grupo de inércia de 9 com relagdo a ¥, respectivamente.

Quando L é uma extensao abeliana de [, os grupos D(4;, P), para i =
1, ..., g, onde os 4/ s sdo os ideais de A) acima de P, sdo todos
iguais, dependendo somente do ideal P de Ag. O mesmo acontece



com os grupos E(4;, P), parai=1, ..., g. Em ndo havendo

possibilidade de confusdo denotamos tais grupos simplesmente por
D(P) e E(P).

Se g denota o nimero de conjugados de 4, entéo

1
f.'m'd((';‘)mrr.f(i)(pj}'l =g ou card(INp)) = 4 =ef
4

Cada o € D(P) induz um automorfismo ¢ de Ay ,q tal que o(x + 9) =
o(x) + 4 (uma vez que o homomorfismo x — o(x) + 4 de A em Ay,
q € sobrejetivo e tem nucleo 9). Como A ,q é uma extensdo
Galoisiana de grau f de Ak, p ([6], p.90, Prop.2) e ¢ fixa o subcorpo A
ip, pois o fixa K o Ay, concluimos que ¢ € G, onde G denota o
grupo de Galois de Ay ,q sobre Ay, p e tal grupo é ciclico de ordem f.

Além disso, temos que 0 — o € um homomorfismo sobrejetor de D(P
) em G com nucleo E(¥). Com isso, temos a seguinte proposicao.

Proposicéo 2.4.3. (Marcus, 1977, p.99) E(?) € um subgrupo normal
de D(P) e D(P)/E(P) — G é um isomorfismo de grupos.

Como consequéncia da Proposicao 2.4.3 temos que
card(G ) = card(D(?))card(E(?))™", ou seja, card(E(¥)) = e.

Exemplo 2.4.5. Sejam K = Q({y), Ak = Z[ly] € f(X) = X8 - X8 + X*

- X2 + 1 0 polinémio minimal de {,, sobre Q. A decomposigéo do
ideal 5AK em ideais primos de Ay satisfaz:

SOXY = (X +3NX + 2y (mod (ZISZXD).
=2 (X)=X+3 X=X+, ey =em=defi=fr=1

P =5Ak+(p+3)Ak e P =58k +(lag +2)Ay.

Portanto, 5Ay = (P4¥,)*. O grupo g dos automorfismos de I sobre Q
é dado por G = {g; : mdc(i, 20) = 1 de forma que a{{yg) = (s} = {04,
O3, 07, Og, 011, 043, O47, O19}- Além disso, temos que ¥, e P, sgo



conjugados, uma vez que o3(P¢) = P, e 05(¥,) = P4. Logo, ¥, e P, sdo
ideais primos conjugados que tém o mesmo indice de ramificacéo
(e=4) e o mesmo grau residual (f=1), conforme a Proposi¢do 2.4.2.

Visto que & é uma extensdo abeliana de Q, o grupo de
decomposicado D(57), é dado por:

DSZ)={e€ G :alp)) =p! = lonoe, 013,017,

Da mesma forma, o grupo de inércia E(57) é dado por:

E(57)y={o € G : alx) = x(mod p,), pura tedox € Ag) = lc€ D :

’7(‘_‘-‘3:) = f_‘.’_x.("!lﬁ-lﬂ' Py )

Como card(E(57)) = 4 e como E(57) é um subgrupo de D(57) segue
que E(57) = D(52).

Quando tratamos de ideais no anel dos inteiros algébricos do corpo
de numeros L = Q(¢,,,) com p e g numeros primos distintos, a
fatoragéo dos ideais pAy ou gAg em produto de ideais primos de A
[ assume algumas particularidades interessantes que serao
essenciais no proximo capitulo. Sejam Dy (p) o grupo de
decomposicéo de um ideal de A acima de pZ e Di(P) o grupo de

decomposicdo de um ideal de Al acima de PZ em I§ = Q({,).

Observacgao 2.4.2. Sejam A o anel dos inteiros algébricos de L =

Q(¢pg), O a conjugagcdo complexa de Q(pg) € PAYL = (P1P5 ... P)°
como na Proposigdo 2.4.2. Se o ndo pertence ao grupo Dy (p), entdo

paracadai=1, ..., g, existe um unico indice k, k # i, tal que o(¥;,) = ¥
i = P, (note que o(¥;) = P)). Aplicando g no ideal pA] temos que

Pl = (B by )



Podemos supor Pe = PPt = P2 o assim sucessivamente.
Reordenando os ideais de maneira conveniente, obtemos que

PAL = (P2 PP P2 P’

Para saber em que situacdes teremos a fatoracdo acima, precisamos
caracterizar quando o pertence ao grupo de decomposicao.

Proposicao 2.4.4. (Flores, 2000, p.69, Teo.3.5.4) Com as notagbes
acima, temos que o pertence a Dy (p) se, e somente se, o pertence a

D (p)-

Demonstragao: Seja o, € Dk(p) dado por a({,) = ¢°,. Para cada o
€ D (p), existem p — 1 automorfismos o ; de Dy (p) tais que o ;(x) =
04(x) para qualquer x € Q(¢,). Consideremos u e v tais que pu + qv =
1. Como cada o ; € definido por seu valor em ¢, temos:

G,lEpg) = 0(EE4) = 0, (C56, (LX) = 6,05 = L =

s piraqul
(i

Deste modo, g € Dy (p) se, e somente se, existirem s, i tais que pus +
qvi = —1(mod pq) e isto € o mesmo que

pus + gui = —=(mad p)
pus + gui = =1 {mad g).

A primeira condi¢cao vale sempre pois s pode assumir qualquer valor
ndo nulo médulo p e a segunda condigao equivale a o € Dk(p), e

isso conclui a demonstragao. m

Corolario 2.4.1. (Flores, 2000, p.70, Corol.3.5.5) A conjugag¢éo
complexa o pertence a Dy (p) se, e somente se, O,(p) = 0(mod 2).

Demonstragao: Pelo Lema 2.4.1 e pela Proposicao 2.4.2 temos que
o nimero g de conjugados de um ideal primo 9 em Q({,), acima de



n

g=1 " =
, card(D(p)) = — . &=
pZ é %»_ Temos que =% eassim,  «@dP®) Comparando

= q- I
com * O4(p), temos que card(Dk(p)) = O,(p), € assim 2 divide
Op(p)- Portanto O,(p) = 0(mod 2). Reciprocamente, suponhamos que
O4(p) = 0(mod 2). Como o grupo Di(p) € ciclico de ordem pair,

decorre que {-1, 1} € o unico subgrupo de ordem 2 deste grupo. =

Exemplo 2.4.6. SejamL = Q({y5), p =3 e g =5. Como O5(3) = 4,
pelo Corolario 2.4.1, segue que o esta em Dy (3) e, portanto, o ideal 3
A ndo se decompbe segundo a Observagdo 2.4.2. Visto que O5(5)
= 2, 0 mesmo ocorre com o ideal 54y .

Exemplo 2.4.7. SejamL = Q({57), p =19 e g = 3. Como O5(19) =1,
segue pelo Corolario 2.4.1, que g néao pertence a Dy (19). Portanto o
ideal 19A) se decompbe segundo a Observagdo 2.4.2.



3 — Reticulados

3.1 Introducao

Os reticulados tém se mostrado bastante uUteis em aplicacdes na
Teoria das Comunicacoes. Intuitivamente, um reticulado no R” é um
conjunto infinito de pontos dispostos de forma regular.

Neste capitulo apresentamos as definicdes de reticulado,
empacotamento esférico, densidade de empacotamento, densidade
de centro e homomorfismo candnico. Através do homomorfismo

candnico obtemos um método de gerar reticulados no R”. Os

reticulados obtidos desta maneira dependem diretamente do anel
dos inteiros de um corpo de numeros. O grande desafio € encontrar
o anel dos inteiros de qualquer corpo de numeros, uma vez que sao
conhecidos apenas o0 anel dos inteiros dos corpos quadraticos e dos
corpos ciclotébmicos.

Deste modo, no presente capitulo apresentamos um estudo sobre
reticulados no R”, explicitando alguns reticulados construtivos

conhecidos na literatura via o homomorfismo canénico. Lembramos
qgue os reticulados de maior interesse sao aqueles com maior
densidade de empacotamento.

3.2 Reticulados

Nesta secido apresentamos o conceito de reticulados enfocando suas
principais propriedades.

Definicao 3.2.1. Sejam V um espaco vetorial de dimensé&o finita n
sobre um corpo &, A € K um anel e vy, ... , v, vetores de V

linearmente independentes sobre K, com m < n. Chama-se



reticulado com base B = {v4, ..., V,,} @o conjunto dos elementos de V
da forma

L
{_\- = Zﬂ,::,. comt gy € A } .
i=l

que sera denotado por Hp .

Nosso interesse maior sera nos casosemque K=R,A=7, V=R, e
m = n.

Definicao 3.2.2. S¢ja HB c R" um reticulado, com Z-base 8 = {vy, ...,
v,,}. O conjunto

Py = {_IE?:." Px= A, 04 < |}_
=1

é chamado de regiao fundamental de Hz com relagédo a base {vy, ...
, Vb

~

Se Hﬁ é um reticulado com base B ={vy, ..., v,} e se ¢4, ..., C, S&0
= En,,t}

elementos quaisquer de Hg, entao =1, com a; € Z.

Temos que uma condig&o necessaria e suficiente para que {cq, ...,
C,} seja uma base de Hg € que det(a;; ) seja um elemento inversivel

de Z.

Exemplo 3.2.1. Hg = 7? é um reticulado gerado pelos vetores e, = (1,
0) e e, = (0, 1) com regido fundamental descrita na figura abaixo.
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Exemplo 3.2.2. Hz ={(a, b) € Z?; a + b = 0(mod 2)} é um reticulado
gerado pelos vetores v, = (2, 0) e v, = (1, 1) com regido fundamental
descrita pela figura abaixo.

Definicao 3.2.3. Um subgrupo H do R" é discreto se para qualquer
subconjunto compacto & do R", tivermos H N K finito.

Exemplo 3.2.3. Um tipico exemplo de subconjunto discreto do R" é
7",

O préximo teorema nos diz que um reticulado € gerado sobre Z por
uma base do R, a qual é entdo, uma Z-base do reticulado dado.



Teorema 3.2.1. (Samuel, 1967, p.53, Teo.1) Se H € um subgrupo
discreto do R", entdo H é gerado como um Z-mddulo por r vetores

linearmente independentes sobre R, com r < n.

Demonstracao. Seja 8 = {ey, ... , €} um conjunto de vetores de H

que sao linearmente independentes sobre R, onde r € o maior
possivel com r < n. Seja o paralelepipedo

.
Py = {,\re B ox= Za’,(’h{}ﬁﬂr, < 1}
i=1

construido a partir destes vetores. Como P € fechado e limitado,
segue que P € compacto. Assim, Pg Mh é finito pois H ¢ discreto. Se
x € H entdo pela maximalidade de r, segue que {x, e4, ... , e} é

linearmente dependente. Logo existem A; € R, i=1, ..., i, ndo todos

r
x= ¥ de
=]

nulos, tal que . Paracadaje N, seja

x;=jx= Y ljkle € H, (3.1)
i=1

onde [K] denota o maior inteiro menor ou igual a k. Assim,

r L4 r
x;=J Y ke = Y Likilei = ) (A = LidiDe € Pen H.
=1 i=l =1

Dessa forma, se tomarmos j = 1 na Equagé&o 3.1 temos que x; =

x— iu‘.,-]e, x=x1+ ) lile

=1, 0useja, i=] . Assim, como x; € P, He este é
finito, segue que H é finitamente gerado como um Z-médulo. Por
outro lado, do fato de P , N H ser finito e N ser infinito, existem
inteiros j e k, tais que x; = x,. Da Equacao (3.1), segue que

Xj = X =r‘-.f'x—ElJ'»i;]v; = kx—zlk»h le; = (j—K)x =

i=l i=l



F

E{[MI— [k AiDe; J—k)ZAm E Lidi] = [kdiDe; =
i=1 i=1
[FA:] — [k Ai]
U=k ouseja, A;€ Q. Assim, H
€ gerado como um Z-modulo por um numero finito de elementos, que

s&o combinagdes lineares com coeficientes racionais dos e's. Seja d
# 0 um denominador comum destes coeficientes. Consideremos o

=k = Al =-kh] = A4 =

dH iza,
conjunto dH. Temos que =1 . Dai, pelo Teorema 1.2.1, segue

Fey
que existe uma base {fy, ... , f,} do Z-mddulo =' e inteiros a;, tal que
{a4f4, ..., a,f,} gera dH sobre Z. Como o Z-m&dulo dH tem o0 mesmo
rZE_’e,- c H
posto de H e como i=! , Segue que o posto de dH = r. Pela
maximalidade de r decorre que o posto de dH é r e os a'is s&o néo

nulos, pois caso contrario dH nao teria posto r. Assim os f’;s s&o
linearmente independentes sobre R, uma vez que {e4, ..., e} €
linearmente independente sobre R. Portanto, dH € gerado por r
vetores linearmente independentes sobre R e consequentemente H

também é gerado por r vetores linearmente independentes sobre R.
=

Observacao 3.2.1. Seque do Teorema 3.2.1 que um subgrupo
discreto do R" é um reticulado.

3.3 Empacotamento esférico

A Teoria dos Caodigos Corretores de Erros nasceu em 1948, com o
famoso trabalho de Shannon (1948), onde foi demonstrado o
Teorema da Capacidade do Canal. Em linhas gerais, este resultado
diz que para a transmisséo de dados abaixo de uma certa taxa C
(simbolos por segundo), chamada de capacidade do canal, é



possivel obter a probabilidade de erro tdo pequena quanto se deseja
através de codigos corretores de erros eficientes.

A prova do Teorema da Capacidade do Canal implica que no caso de
valores altos da relacéo sinal-ruido (SNR), um cddigo de bloco 6timo
para um canal com ruido gaussiano branco (AWGN), limitado em
faixa, consiste em um empacotamento denso de sinais dentro de
uma esfera, no espaco euclidiano n-dimensional, para n
suficientemente grande. Assim, se estabeleceu o vinculo entre
empacotamento esférico e Teoria da Informacéo.

Para cada n, Minkowski provou a existéncia de reticulados no espaco
euclidiano n-dimensional com densidade de empacotamento esférico
0 satisfazendo

<0
62 2

onde { é a funcéo zeta de Riemann. Como consequéncia, obtém-se

|
—log.d 2 =1. (3.2)
n

Depois disto, Leech mostrou como usar codigos corretores de erros
para construir empacotamentos esféricos densos no R"”, Conway e

Sloane (1999) provaram que reticulados satisfazendo a cota de
Minkowski, dada pela Equacgao (3.2) sdo equivalentes a codigos
atingindo a capacidade do canal.

O problema classico do empacotamento esférico consiste em
encontrar um arranjo de esferas idénticas no espacgo Euclidiano n-
dimensional de forma que a fragao do espacgo coberto por essas
esferas seja a maior possivel. Isto pode ser visto como a versao
euclidiana do 18° Problema de Hilbert, proposto em 1900.

Dentre os métodos de geracao de reticulados, o homomorfismo de
Minkowski apresenta caracteristicas interessantes. Usando Teoria
Algébrica dos Numeros, Craig (1978) reproduziu o reticulado de
Leech A\,, através da representacdo geométrica de um ideal no anel



de inteiros de Q({39). Com 0 mesmo método, ainda obteve a familia

A", em dimensbes n = p - 1, através de Q(¢, ), onde p € um numero
primo.

Ao estudar a densidade de empacotamento, um dos principais
problemas € a obtencao de reticulados com alta densidade e que
sejam ao mesmo tempo manipulaveis.

Para que possamos prosseguir no estudo de reticulados, precisamos
da nocao de volume. O volume no R é bem conhecido e pode ser

facilmente transferido para o R-espaco V através do isomorfismo

natural entre R" e V, e definido por meio de uma base {v;, ..., v,}.

Além disso, é possivel restringir a subconjuntos C de V que sao
reunides finitas da regidao fundamental, usando apenas as seguintes
propriedades de volume:

a) Vol(x+ C)=Vol(C), paratodo x e V.
b) V ol(yC) = y"V ol(C), paratodo y € R, y > 0.
c)SeCNC'=@,entdo Vol(Cu C")=VollC)+ VollC.

Definigédo 3.3.1. Sejam H < R" um reticulado, 8 = {v4, ..., v} uma
base de H e P s a regido fundamental. Se v; = (vyy, Vpp, ..., Vi), para i
=1, 2, ..., n, definimos o volume da regido fundamental P gz, como o

maodulo do determinante da matriz

Ui iz o Ui

B= U U2z - Um

Unt Uz = U

Proposicao 3.3.1. (SAMUEL, 1967, p.55, Lema.1) O volume da
regiao fundamental V ol(P g ) € independente da base 8 de H.



Demonstracao. Se f={f, ... , f,} € uma outra base de H, entao,
Ji= E{r.-je:j

st ,coma; € Z. Assim, Vol(p ) = | det(a; )|V ol(P ,). Como a
matriz de mudanca de base (a; ) € inversivel, segue que det(a;; ) =
+1. Portanto, Vol(Pf)= Vol(P ). m

Definicao 3.3.2. S¢ja HB c R" um reticulado com base 3 = {v4, Vo, ...
, Va}. Definimos o volume do reticulado Hg como V ol(Hg ) = V ol(P g ).

Observamos que, sendo 'uma outra base para Hg , segue que V
ol(Hg ) = V ol(H g"), pois 8 e 3" diferem pelo produto de uma matriz
inversivel com entradas inteiras. Dessa forma, faz sentido definir o
volume de Hgz como sendo o volume de uma regiao fundamental.

Definigao 3.3.3. a) Um empacotamento esférico, ou simplesmente
um empacotamento no R", é uma distribuicao de esferas de mesmo

raio no R" de forma que a intersecg¢ao de quaisquer duas esferas

tenha no maximo um ponto. Pode-se descrever um empacotamento
indicando apenas o conjunto dos centros das esferas e o raio.
b) Um empacotamento reticulado é um empacotamento em que o

conjunto dos centros das esferas formam um reticulado H g de R".
c) Dado um empacotamento no R", associado a um reticulado H g ,
com B ={vy, ..., V,} uma Z-base, definimos a sua densidade de

empacotamento como sendo a proporgao do espaco R" coberta
pela unido das esferas.

Estamos interessados no empacotamento associado a um reticulado
H g em que as esferas tenham raio maximo. Para a determinagao

deste raio, observe que fixado k > 0, a intersecg¢ao do conjunto
compacto {x € R"; |x| < k} com o reticulado H g € um conjunto finito,
de onde segue que o numero Hg = min{|A; A€ H g, A # O} esta

bem definido e (H Bm,-n)z € chamado de norma minima. Observamos
que p = HBmm/2 € 0 maior raio para o qual € possivel distribuir



esferas centradas nos pontos de H ; e obter um empacotamento.

Dessa forma, estudar os empacotamentos reticulados equivale ao
estudo dos reticulados.

Denotando por B(p) a esfera com centro na origem e raio p, temos
que a densidade de empacotamento de H s € igual a

ACH ) Volume da regiio coberta pelas esferas  Vol(B(p))
8= Volume da regiao fundamental © Vol(Hp)

Vol(B(1))p"
Vol(Hg)

Portanto, o problema se reduz ao estudo de um outro parametro,
chamado de densidade de centro, que é dado por

. _ "
a(H ) = —an'( Hy)

Exemplo 3.3.1. Se H g = 72 com base (1, 0) e (0, 2), temos que p =
1/2, V ol(B(1)) = m.1 = m, o volume do reticulado é V ol(H g ) = 1.2 =
2, a densidade de empacotamento é

.
&~ _

11 Frd
ACH ) = Vol(B(1)). a1
(Hp) = VoltB)- 3 iy =742 7 3

e a densidade de centro € 6(H g ) = 1/8.

Exemplo 3.3.2. Seja H g = 2" um reticulado do R", gerado pelos
vetoresv,=(1,0,...,0),»vw,=(0,1,...,0),...,v,=(0,0, ... ,1). A
forma quadratica |v|* = x,% + ... + x> assume o valor minimo quando

umdos x;=1, parai=1, ..., n e os demais nulos. Assim |v|>=1ep
= 1/2. Visto que v(H g ) = | det b|, e B neste caso € a matriz
|

>

S(Hp) =
identidade, temos que o V ol(H g ) = 1, e portanto, '



Um dos problemas de empacotamento esférico de um reticulado H g

do R” é encontrar um empacotamento com maior densidade. Em
dimensao um, temos que os pontos de coordenadas inteiras da reta
formam um Z-reticulado cuja a densidade de empacotamento é a

melhor possivel dada por A = 1. Neste caso, as “esferas” sdo
intervalos como podemos ver na figura abaixo.

esfera

Para dimensao dois o reticulado hexagonal € o de maior densidade,
A= - & 0,9069
dada por 12 . O empacotamento deste reticulado com

fi={t|.m.r—§.-‘?:}

base € dado por

Em dimensao trés Gauss mostrou em 1831 que o reticulado fec, € o
empacotamento com maior densidade (piramides de laranjas), sendo

A= T &0 7405.

€SSsa m




Ja para dimensdes n = 4 conhece-se apenas algumas densidades de
determinados empacotamentos, mais ainda nao se sabe qual a
maior densidade.

3.4 Reticulados importantes e suas propriedades

Nesta secao descreveremos as propriedades de alguns reticulados
construtivos importantes conhecidos na literatura.

Definigao 3.4.1. Dizemos que um reticulado € equivalente a outro se
este pode ser obtido do outro por rotagdo ou translagcéao.

1. Reticulado cubico n-dimensional Z": Temos que Z" = {(x4, Xo, ...

, Xp); X; € Z} € um reticulado chamado de cubico. A sua matriz

geradora B é a matriz identidade. Assim, detZ" = 1 e a norma minima
1

igual a 1, o raio de empacotamento é r= 5, sua densidade de

empacotamento € A = V,27" e sua densidade de centro é 6 = 27".

Desta forma Z tem densidade de empacotamento A =1, e as

A=2 %0785 A= ? ~ 0524 A= ~0308

densidades de 72, 73, 7% sdo 4 . e
, respectivamente.

bef e

2. Reticulado n-dimensional A,: Paratodon =1, A, = {(xg, X1, ... ,
X,) € Z™7; xo + x4 + ... + x, = 0} € um reticulado. Por definigdo, temos

ZI;‘ =
que A, esta contido no hiperplano ¢ no R™1, possui uma
matriz geradora B,



dada por:

-1 1 0 0 - 0 0
0 -1 1 0 « 0 0
B= 0 0 -1 1 « 0 0/

onde detA, = det(BB!) = n + 1, norma minima igual a 2, 1 raio de

1
p=—F

empacotamento V2 e densidade de centro & = 27"2(n + 1)1,

3. Reticulado hexagonal: Temos que A, = Z e que A, é equivalente

ao reticulado hexagonal. O reticulado hexagonal € gerado pelos
-1 /3 10

2 2

1 -.,-"'}

H=| -
vetores (1, 0) e ( ) , € assim sua matriz geradora é 2

3
detAs = - .. \ .
Desta forma 4, norma minima igual a 1, raio de
1

"2

empacotamento | , densidade de empacotamento

A= " ~0,9069 s ]

Vi2 e densidade de centro Viz,

4. Reticulado D, para n 2 3: Temos que Dn ={(x4, ..., X,,) € Z" : X4
+ ... +x,, é par} € um reticulado. Sua matriz geradora é dada por;

-1 -1 0 - 0 0
Il -1 0 - 0 0
B=| 0 1 -1 - 0 0

onde detD,, = 4, norma minima igual a 2, raio de empacotamento p =
1/2 e densidade de centro § = 2-("*2)2,

5. Reticulado face-centered cubic: Temos que os reticulados A; e
D5 sdo equivalentes ao reticulado fcc. Assim, o fcc consiste de todos



os pontos (X, y, z), onde x, y, z sao inteiros com soma par. Um matriz
geradora de D5 € dada por;
-1 -1 0
B=|: 1 -1 0 ]
0 |

onde detD5; = 4, norma minima igual a 2, raio de empacotamento p =

A= % ~ 0,7305
12, densidade '8 e densidade de centro & = 2792,

» Para D4, temos A = 0, 61685 e densidade de centro p = 0,125.
 Para Dg, temos A = 0, 46526 e densidade de centro p = 0,08839.

6. Reticulado 8-dimensional Eg: Temos que o sistema de
coordenadas pares de Eg consiste dos pontos {(x4, -, Xg) :

Vx; € ZouVx; € Z+l, x; = 0(mod?2
3 2 ( )}.Osistema de

coordenadas impares € obtido mudando o sinal de qualquer
coordenada: os pontos s&o {(xq, ... , Xg) :V X;€E ZoOuV x; €

Z + 3, Y, x; = 2xg(mod2)}

. A matriz geradora de Eg € dada por

(2 0o 0 0 0 0 0 0]
-1 1 0 0 0 0 00
0 -1 1 0 0 0 00
0 0 -1 1 0 0 00
0 0 0 -1 1 0 0 0]
0 0 0 0 -1 1 00
0 0 0 0 0 -110

detB=1, norma minima=2, numero de vizinhos =240, raio de

1 4
p = —F _ A= Z =~ 0.2537 :
empacotamento V2’ densidade 384 e densidade

_ 1
de centro 16



7. Reticulado 7-dimensional E;: Os vetores em Eg perpendiculares
a qualquer vetor minimal v € Eg formam o reticulado E-, isto &, E; =
{x € Eg: x - v=0}. A matriz geradora de E; é dada por

(-1 1 0 0 0 0 0 0]
0 -1 1 0 0 0 0 0
0 0 -1 1 0 0 0 0

O 0 0 0 =1 1 0 0
o 0 0 0 0 -l 1 0

detB=2, norma minima=2, numero de vizinhos =126, raio de
P=p A=A~ 02953

empacotamento = densidade :

1

E+

- e densidade

de centro

8. Reticulado 6-dimensional Eg: Os vetores em Eg perpendiculares
a qualquer A, subreticulado V em Eg formam o reticulado Eg, isto e,
Ec={xe€eEg:x-v=0,Vve V}. Amatriz geradora de Eg € dada por

= o o
o = |
= L -
| - =
- = o
= o o

=

=

[=
I

—_ =
- O
pi—-
- =

- |
=

detB=3, norma minima=2, numero de vizinhos =72, raio de
A= 43‘\& ~ (0.3729

= L
empacotamento P= V2’ densidade e densidade

R
de centro 8V3 "

9. Reticulado 12-dimensional K;,: Temos que K, € gerado pelos

1 3 =144/=3
(0, £17), — mia s
vetores V2 ,onde=w-w=V-83ew= 2 . Amatriz
geradora de K, € dada por



detB=729, norma minima=4, numero de vizinhos =756, raio de

A = & ~ 0.04945
empacotamento p = 1, densidade e densidade
|

de centro 277,

10. Reticulado 16-dimensional A,g: A matriz geradora de Ag €
dada por B=

ISR S S e
(%]

200 0002000000000

1 200 0 00 0200000000
E 2000 000020000000
20 0 0 000002000000

20 0 0 0 0 000 02 00000

I 1o 1o 11001 0000

o 1r1 110 1o 1 1Poo0o 1 000

oo 11110 1$ro0 100100
o001 1 1 1o 1 01T 1 0010

| N U S N R A T D R D s A O O A

detB=256, norma minima=4, numero de vizinhos 1=4320, raio de

A= Zo ~0.01471

empacotamento p = 1, densidade e densidade de

centro 167,

11. Reticulado 24-dimensional A,,: Temos que A\,, € gerado pelos

1 23
\@(iB': il )*

vetores da forma
por

. A matriz geradora de N\, é dada



8000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | Q00O
4400 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000
4040 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000 [ 0000
4004 | Q000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000
4000 | 4000 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000
4000 | 0400 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000
4000 | 0040 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000
2222 | 2222 | 0000 | 0000 | 0000 | 0000
4000 | 0000 | 4000 | 0000 | 0000 | 0000
4000 | 0000 | 0400 | 0000 | 0000 | 0000
4000 | 0000 | 0040 | 0000 | 0000 | 0000
| | 2222 | 0000 | 2222 | 0000 | 0000 | 0000
ﬂ 4000 | 0000 | 0000 | 4000 | 0000 | 0000 |’
2200 | 2200 | 2200 | 2200 | 0000 [ 0000
2020 | 2020 | 2020 | 2020 | 0000 | 0000
2002 | 2002 | 2002 | 2002 | 0000 [ Q000

4000 | 0000 | 0000 | 0000 | 4000 | 0000
2020 | 2002 | 2200 | 0000 | 2200 [ 0000
2002 | 2200 | 2020 | 0000 | 2020 | 0000
2200 | 2020 | 2002 | 0000 | 2002 | 0000

0222 | 2000 | 2000 | 2000 | 2000 | 2000
0000 | 0000 | 2200 | 2200 | 2200 | 2200
0000 | 0000 | 2020 | 2020 | 2020 | 2020
-3111 | 1111 | 1111 | 1111 | 1111 | 1111

detB=1, norma minima=2, numero de vizinhos =196560, raio de

A = 5 ~0.001930

empacotamento p = 1, densidade e densidade de

centro 0 = 1.

3.5 Reticulados via corpos de numeros

Nesta secao apresentamos o método de Minkowiski, para a geragao
de reticulados via ideais do anel de inteiros de um corpos de
numeros.

Sejam [§ um corpo de numeros e n seu grau. Temos que existem n
monomorfismos distintos o; : K — C, uma vez que o polinémio

minimal de um elemento primitivo de € sobre Q tem somente n

raizes em C. Se g; (K) < R diz-se que o; ¢ real, caso contrario, o; &

dito imaginario. Quando todos os monomorfismos sao reais diz-se
que K € um corpo totalmente real e quando os monomorfismos sao
todos imaginarios diz-se que £ € um corpo totalmente imaginario.



Se a: C — C é a conjugacido complexa, entdo paratodoj=1, ..., n,

temos que a - 0; = 0y, paraalgum 1< k=n, e que 0; = Oy se, e

somente se, 0; (i) c R. Assim, usando ry para denotar o numero de

indices, tal que o; (i) c R, podemos ordenar os monomorfismos o4,
..., 0, de tal modo que oy, ..., o, sejam os monomorfismos reais e

QUE Or, +ry +j = O,
assim podemos escrever ry + 2r, = n. Dai, para cada x € KK, temos
que o homomorfismo g : K — R" definido por

+

; paraj=1, ..., r. Entdo n — r; € um numero par,

Fx(X) = (G1(x), ..., 07, 1r(X)) € B X R,

€ um homomorfismo injetivo de anéis, chamado de homomorfismo
candnico de [ em R" x R2"2 . Geralmente identificamos R" x R2"2

com R", e este homomorfismo pode também ser visto como

ae(x) = (alx) ... 60 (x), Ry (x), Ser (), ... Rep 4 (),

B0ryar (1)),

onde as notacdes R(x) e TJ(x) representam as partes real e
imaginaria do numero complexo x, respectivamente.

Exemplo 3.5.1. Sejam o corpo quadratico & = Q(i), onde i = V-1, e
{04, 05} 0 grupo dos Q-monomorfismos de K em C, onde 0, é a
aplicagdo identidade e o,(a + bi) = a — bi, com a, b € Q. Neste caso,
rir=0er,=1. Parax=a+b;€K, coma, b € Q, temos o(x) = (R
04(x), S04(x)) = (a, b).

Exemplo 3.5.2. Sejam o corpo ciclotémico i = Q({5), onde 5 = e

e {04, 0y, 03, 04} 0 grupo dos Q-monomorfismos de & em C. Como [
e um corpo totalmente complexo, temos quer;=0er,=2. Os 4

monomorfismos s&o dados por 04({5) = (s, 05({5) = {52, 05({5) = {5°,



04(05) = G5*. Se x=a + by + c(° + di:° + eC* €K, com a, b, ¢, d, e
€ Q, temos que oK(x) = (Roy(x), Soy(x), Roy(x), Soy(x)).

Uma das aplicacdes deste homomorfismo € a geracao de reticulados
no R", onde os principais parametros podem ser obtidos via teoria

algébrica dos numeros, através de propriedades herdadas de K. Isto
pode ser visto de maneira formal nos resultados que seguem.

Proposicao 3.5.1. (Samuel, 1967, p.56, Prop.1) Seja € um corpo de
numeros de grau n. Se M €K é um Z-maodulo livre de posto n e se (x;

)1<j<n € Uma Z-base de M, entéo o (M) &€ um reticulado no R", com
volume

Vollow(M)) = 2"!:|{|Cl|5‘,| g,._f,,(l’.‘_,{.\'j( Wl

onde r, & o numero de monomorfismos imaginarios.

Demonstragao. Para cada j fixo, as coordenadas de o (x; ) com
respeito a base canbnica do R” sdo dadas por

a (30 a3 () R (), S 1 () My 4, (),

B4 (X)), (3.3)

Agora calculemos o determinante D da matriz que tem a j-ésima
coluna dada pela Equacéao (3.3) fazendo uso das seguintes formulas

—_ ] - (-4 —_— 1 =" .
=) = E{HE)" S = 1’_5(3_2) ‘para z em C e das transformacgdes
elementares no determinante, a saber, pela adi¢éo da (ry + 2/)-ésima
linha a sua anterior e em seguida pela subtrag&o da (rq + 2/ — 1)-
ésima coluna da sua posterior, para /=1, ..., r,. Assim,



(

a1(x1) ai(x;) o1(x)
o (x1) o, (x)) Oy (Xn)
b= R(or1(x1)) R(or41(x;)) RiornCxal) | _
S(or+1(x1)) T(or+1(x)) F(or1(xu))
R(or,+r(x1)) R(0r 4, (x;)) R (07,4, (Xa))
S(mﬁ,.: (x1)) 3(0}1+r:(1j ) S(Urrlr;(xn))
(] (X| ) Gl(xn)
Gn(x1) Gy (Xu)
(L)” G 41(X1) + 61,41(x1) Gry41(Xn) + G401 (X0)
2/ | G () = G (x1) Gry1(Xn) = G721 (X0)
Ory4ry (x1)+ Ur|+r;(xl) Opytrs () + Op, +r;(xn)
Gn-w:(xl) - Ur.+r;(xl) Grﬁrr;(xn) - Ur.H;(Xn)

(Y (1Y
r(z) (3) 2

Gi(x)

cr|(xl)
l)’z (i)’z o O +1(X1) + 0 41 (x1)
2 2 G +1(X1) = 6 11 (X))

Oriars (X1) + Gy (X1)

Orpars(X1) = Gr 4, (X1)

c1(x1)

or,(x1)

Gr1(X1)

o1 (xn)
Gr (Xn)
Gri41(Xn) + Orpp1 (Xs)

ar.-(-l (xn) - E7.|—|+l (Xu)

Cryirs(Xn) + m

Oryrs(Xn) = Oryar (X0)

o) (X,,}

&r, (Xn)

6r|+1(xn)

Gr+1(x1)

Trydr (X 1)

Gry+1(Xn)

Gri4r (Xu )

Ory4ry (X 1 )

Ory4rs (xq)




ci{x1) ... o1(xn)
on(x1) .. On(xn)
(%) Ona(x1) ... Gna(xn) | = (207 det(o;(x)).
Ora2(x1) . Ora2(Xa)
Or12n(X1) o Org2n (X))
Portanto, D = (2i)™2 det(0; (x,)), j, k=1, ..., n. Como (X; )1<j<, € Uma

base de K sobre QQ, segue da Proposicéo 1.6.3, que det(dj(x,)) # 0, e

portanto, D # 0. Assim, os vetores on.g(xj ) do R"” sao linearmente
independentes e geram o (M), ou seja, ol&(M) é um reticulado do

R".

i

, m = E,ﬂ_,.'l.'IF
Como {xq, ..., X} € uma Z-base de M, segue que = ,a,eZ, e
portanto, m € M. Assim,
orlm) = ‘Zl‘r:_,ok(.\'},],
au(M) = {ia,ﬁht_\}h: i; € E’_’}
aj € Z, ou seja, ! . Logo,
Vol(ox(M)) = |D|=27"] |;ﬂﬁ.‘9.‘*’i‘-"*”"
|

Exemplo 3.5.3. Tomemos K = Q(¥3), e Ak = Z[V3] seu anel dos

inteiros com Z-base {1, \3}. Como K é totalmente real, segue que r,
= 0, e portanto

Vollex(Ag) =

() (V3
et

o) ax(y/3)
= 243

(%)




Assim, a imagem do homomorfismo canénico o(Z[\3]) € R? é um
reticulado de posto 2 do R2, cujo volume é 2V3.

K= Q(V=7), e Ay :;rz[t '“‘j'_?]

2

Exemplo 3.5.4. Tomemos
inteiros com Z-base

seu anel dos

| _I+\/—_?

A _1 ] 1
Vollox(Ax)) = 5 |det V=1 b V7.
3

1

. Como K é totalmente imaginario, entéo r, = 1, e portanto

I.\/_'L

1
Vollow(Awx)) = 5 = E

| _I+\/—_?
d 2
! 1=V
2

Assim, o (Ak) € R? é um reticulado de posto 2 de R? com volume

LA

2ai

Exemplo 3.5.5. Tomemos K = Q({3), onde &3 =e3 g Ay = Z[{5]

seu anel dos inteiros com Z-base {1, {3}. Como K é totalmente
imaginario, segue que r, = 1, e portanto

1 £
dcl(
1 g

A

1
Vollow(Ar)) = 5

Il

A imagem do homomorfismo canénico Gu.g(Z[\/S]) e um reticulado de

V3

posto 2 no R2, cujo volume é 2 .

Proposicao 3.5.2. (Samuel, 1967, p.57, Prop.2) Seja € um corpo de
numeros de grau n. Sejam Dy o discriminante absoluto de K, Ay o



anel dos inteiros de & e &« um ideal ndo nulo de Ay. Entéo, oK (AK) e
ok (@) séo reticulados, com respectivos volumes,

Vol(ox(Ax)) = 277 Dx) e Vallox(a)) = 277 Dy|* N{a).

onde r, € o numero de monomorfismos imaginarios.

Demonstragao. Como a e A sao Z-moddulos livres de posto n,
segue da Proposigéo 3.5.1, que o (@) e o (Ag) sao reticulados do

R" e que V ol(oK(AK)) = 272 | det(oi(x,))|, onde {x4, ... , X,} é uma Z-
base de A e pela Proposigéo 1.6.3 temos que Dy = det(oj(x,))?.

IDk|? = |det(o:(xx)))

Assim, e portanto

1
Vol(ok(Ak)) = 277°|Dk|* paraa segunda férmula, temos que
O (@) € um subgrupo de o (Ay) de indice N(a) uma vez que A/a é
isomorfo a o (Ag)/ o (@). Além disso, como um dominio fundamental
de o (@) é a unido disjunta de N(a) copias de um dominio
fundamental de o (Ay), segue que

Vol(owla)) = 27| Dy|! N(a).
| |

Chamamos de realizagdo geométrica de um ideal a ao reticulado oy(

a). Em consequéncia das Proposicdes 3.5.1 e 3.5.2, temos que a
densidade de centro destes reticulados é dada por

2%(p(ow(a))’

dlogla)) = - .
D] Nia)

(3.4)

1

plok(a)) = EHI‘HIHD’};{I}I', x€a, x #0]}.

Proposicao 3.5.3. (Conway; Sloane, 1999, p.225) Sejam & um corpo
de numeros e x €. Entao



lox () = ex. Triga(x¥),

onde

{ 1, se i for totalmente real
g =

se I for totalmenfe imagindrio.

B3| —

Demonstragao: Suponhamos que £ seja um corpo de grau n de
forma que ry + 2r, = n. Como o(x) € R", segue que

|cr;<,(x}|: = {m (.\:)}: ot {cr,,(.\:l]: + ‘Ji»(e'f,,+|l{:\.')]-j + EK(rJ.-,“(:\')): +

O L APICS ) L 1 M ) o

Observe que R(0y(x))? + T (0x(X))? = 04(x)0K(X) = O(xX), para ry + 1 <
K< ry+ry Assim,

low()F = (017 + w4 (07, (X)) + 0,41 (XT) + =+ + O 47, (xT).

Se ry =0, entado

o6l = 61 (3F) + =+ + G, (¥F) = Grpa1 (KT + w0+ Gppar (AT,

pois sendo o a conjugacao complexa, temos que Or,.. (xX) = (0 o o))
(XX) = 0; (xX), paraj=1, ..., r,. Logo,

2ow (3P = @ (XF) 4 o+ G (XF) + Gyt (XT) o+ o o By (XF) =

E ol xX),
i=1

€ CoOmo 0S 0{(xX) sdo os conjugados de xX, segue que

y.J I- . —
low(x)]” = 5 Triglax).

2

Se r, =0, entdo



low (ol = (a1 (X)) + = + (g, (x))°

e como 0(x) = (0 ° 0))(x) = 0x) segue que 0(xX) = 0}(X)TX) =
o{(x)o{(x) = (o(x )) e assim, |o(X)|? = 04(xX) + ... + 04(xX). Portanto,

oI = 3 6:(x%) = Triga(xX),
=l

e isto conclui a demonstracéo. m

Observacao 3.5.1. Se K é um corpo de nimeros e @ um ideal nao
nulo de Ay, podemos reescrever o raio de empacotamento do

reticulado oy (%) da seguinte forma:

1
plagla)) = Sminflog(x)], x €a, x #0} =

1
;im’n{ VerTrgo(xX), x € a, x # {J} .

Fazendo t,= min{Tng o (xX), X € a, x # 0} temos que:

1. se K é totalmente real entao

(%) () ¢

IDENG)Y Dl NGa) |1 Dg|ENT)

Hoxla)) =

2. se [ é totalmente imaginario entao

-
-

a
7"

[f

|D<| N(a) ”)H.I 4""(0-} IDKI"N(GJ

Slowla))

r

)

ID<IENG) Dkl NG 1D N(a)

Portanto, a densidade de centro € a mesma para ambos 0S casos.



Exemplo 3.5.6. Se K = Q(i) entdo A = Z[N-1]e D= -4. Sex=a +
bi € Ay, entdo Xx = (a + bi)(a — bi) = a® — abi + abi + b®> = a® + b, Tr,
o(xX)=2(a®+ b?) e tn =2, paraa=1eb=0. Assim

—
>

- |
oy ) _G) 1
Slow(Ag)) = \J_f_ =5 =3 0,25,

o |



4 — Reticulados via Corpos
Quadraticos e Ciclotomicos

4.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos aplicagdes dos resultados
apresentados nos capitulos anteriores, mais precisamente,
calculamos a densidade de centro dos reticulados obtidos via o
homomorfismo candnico. Visto que a representagcdo geométrica de
um ideal € um reticulado, nosso maior desafio no calculo da
densidade de centro € minimizar uma forma quadratica,
caracterizada em funcéo do traco. No caso dos corpos quadraticos,
caracterizamos a forma quadratica e calculamos a densidade de
centro da realizagdo geomeétrica do anel dos inteiros algébricos e de
ideais principais. No caso dos corpos ciclotdbmicos, apresentamos um
estudo da representacdo geométrica de ideais do anel de inteiros

dos corpos ciclotémicos Q({,), Q({,r ) e Q({y,), onde p e q s&o

numeros primos distintos e r € um inteiro positivo ndo nulo, e
seguindo esta linha nos direcionamos ao estudo de reticulados
obtidos via estes corpos.

Visto que, pelo Teorema de Kronecker-Weber, todo corpo de
numeros abeliano esta contido em um corpo ciclotdomico Q(¢,,), para

algum n, estudamos também reticulados via corpos abelianos o que
equivale ao estudo da representacdo geométrica de ideais via
subcorpos de corpos ciclotdmicos.

4.2 Reticulados via corpos quadraticos

Nesta secdo, apresentamos o calculo da densidade de centro de
reticulados de posto 2 no R2. Pela Proposicdo 2.2.1, temos que todo

corpo quadratico tem a forma [ = Q(\/d), com d um numero inteiro



livre de quadrados e que seu anel de inteiros algébricos é Ay = Z[\d]
se d =2 ou 3(mod 4), com DK = 4dou A = L *
com Dk =d.

se d = 1(mod 4)

De acordo com a Observacéo 3.5.1, temos que

dlow(Ag)) = (4.1)

IDg|E

A seguir exemplificamos o calculo da densidade de centro de alguns
reticulados via corpos quadraticos.

Exemplo 4.2.1. SelK = Q(\7) entdo Ak = Z[N7] e DK =28. Sea=a
+ b7 € A, temos que aa = (a + bN7)(a + b\7) = a2 + 2ab\7 + 7b2.

Assim, Tr(aa) = Tr(@? + 2ab\7 + 7b2) = Tr(@?) + Tr(2ab\7) + TrH(7b?) =
2a% + 14b® = 2(a? + 7b?), e portanto temos que tAy = min{Tr(aa); a #
0,a€ AK}=2, paraa=1eb=0.Assim,

1
Slog(Ak)) = —= = (1,09449,

2428

Ak = 7 1+ v’ﬁl
Exemplo 4.2.2. Selk = Q(\5) entdo [ * leDK=5.Sea=a+

b\5 € Ak, temos que aa = (a + bV5)(a + b\5) = a2 + 2ab\5 + 5b2.
Assim, Tr(aa) = Tr(a@? + 2ab\5 + 5b2) = Tr(a?) + Tr(2ab\5) + Tr(5b%) =
2a + 10b® = 2(a? + 5b?), e dai thy = 2, para a =1 e b = 0. Portanto,

1
Mol Ak)) = ——= = 0,2236.
2v/5

Consideremos, agora ideais principais do anel dos inteiros
algébricos, Ay, de um corpo quadratico K. Seja @ um ideal ndo nulo

de Ay, tal que a = yAy, onde y € A. Entdo, pela Proposicao 3.5.2,



temos que oj(4) é um reticulado de posto 2 no R? e sua densidade
de centro, pela Observacio 3.5.1, é dada por

(%)

dlogla)) = ————.
[P 1N

Exemplo 4.2.3. Sejam K = Q(N11), Ak = Z[\N11] e & o ideal principal

de Ak, gerado pory =1+ 2\11. Se a € yAy, entdo existem a, b € Z
tais que a = (1 + 2\11)(a + bV11) = (a + 22b) + (2a+b)V11. Assim aa =
(a+22b)? + 11(2a+b?)+2(a+22b)(2a+b)V11 e Tr(aq) = 2[(a + 22b)? +
11(2a + b)?]. Logo tq = 90, paraa=1e b =0. Como DK =44 e N(< 1
+2V11 >) = [N(1 + 2N11)] = |(1 + 2V11)(1 = 2¥11)] = |1 = 2411 + 2411
- 44| = | - 43| = 43, seque que

% % 50

%0
4 _ 4 ]
Vad-43  2.4/11-43

C86-411
90

45 45

4-y11-86 2-411-8 172-4/11

Sloxla)) =

= (), 0788,

l +2».;’§]

Ag=F
1)

Exemplo 4.2.4. Sejam K = Q(\/5)

de Ak, gerado pory = 3-2V5. Se a € yA, entdo existem a, b € Z
_ 7 I _

tais que ¢ = (3a~3b) + V5(-2a+ 2b)  Assim da =

(3a—1b)* +5(=2a + 1b)* +2v/5(3a - 1b) (-2a + 1b)

Triyglaa) = 2[{3& - %b}g + 5{—2a + %b

e a o ideal principal

e portanto,
) ].Logota =27, paraa=0eb=1.
Como D = 5 e [Ngq(y)l = 11 segue que

Sloxla)) = = (), 2744,

27
445

Proposicao 4.2.1. (Vicente, 2000, p.72) Se € é um corpo quadratico
totalmente imaginario e @ € um ideal principal do anel dos inteiros



algébricos de I, entéo os reticulados oy(«) e o (Ay) tem a mesma
densidade de centro.

Demonstracao. Sejam a = yAg um ideal principal de A e x € q,

onde x = yl, com | € A. Assim, xX = yyll e Thg(yy) = 2(yyl), pois
yyll € Q. Como
f'.;'n-m(mh=\/_?_‘/Tﬁ‘

5 v

segue que, p(oK(yYAK)) = IN(y)|p(ol(A)) e sendo & um corpo
quadratico totalmente imaginario segue que r, = 1. Portanto,

2 (plon(rA) _ 2plo(rA)) _
IDAEINGL | py b PORARD)
o plox(Ak))
2Aptor(rAx)) plox(A)) _
D! plow (i)
2(:—’(0}1( FA NP (A ) _
1Dkt

dloxla)) =

2 A
- e Is}} = S (As)).
IDel}

Exemplo 4.2.5. Sejam K = Q(N-7), Ak = Z[w], a = a + bw € Ay, com

1 +/=7
2 e a = yAy um ideal principal de Ay. Entgdo

= [ors(3+ 2| [arn(8 - F)| =+

ab(Y = Y57 )+ab( 4 + Y51 ) 407 (12 + 1) = @ +abio+abor+ 325

2 "2 4
. Assim, Tr(aa) = 2(a® + 11ab + 32b?) e deste modo tAy = 2, para a =
1eb=0. Visto que D = -7, temos que a densidade de centro

-

¢ dlowla)) = dlow(fu)) = = (), 1889.

\_j'f=

Sl
..I:‘-u;]

4.3 Reticulados via corpos ciclotdmicos



Nesta secdo, apresentamos um estudo de como encontrar a maior
densidade de centro para os reticulados obtidos via os corpos
ciclotémicos Q({,), Q({, ) e Q({,,) onde p e g s&o numeros primos
distintos e r € um inteiro positivo. Para isso, faremos uso das
aplicacdes das formas quadraticas aos corpos ciclotdmicos e desta
forma calculamos a densidade de centro dos reticulados obtidos.
Além disso, para alguns corpos ciclotdmicos calculamos
explicitamente a densidade de centro de algumas familias de
reticulados.

1 Reticulados via Q({,).

Nesta segcao apresentamos alguns resultados sobre os reticulados
obtidos via os corpos ciclotdmicos Q({,), onde p € um numero primo.

P—Enr;j; zlr:lnl
Sejam K = Q({,), Ak = Z[{,] o anel dos inteiros de K e a = = -
a= Eu,{.’;'

.Como{,=¢, "sequeque @ e assim,

p=2 p=2
aa (Zu.e’;) (Eﬂr{f;') = (g + = +ap_) +
I=0 (E)

- -
+ Aanay + - +ap3ap )+ )+ +

+

(ﬂuﬂp_‘c + fJ|H‘.,_:]{;_:‘_{’_-' + 'E';[P_"I:I +

+

3 aipe2
!’l"p‘]'p_:{l:; = +;I,P”' =h.

Por outro lado, fazendo a;= (', + {,” € A; = @pa; + @481 + ... +
ap-2-i8p-2, temMos que aa = Ag + Aqay + ... + A, 20,-o. Como Trigq(a;)
= -2 segue que Trg(aa) = (p - 1)Ag—2(A1 + Ay + ... + A, 0) = (P —
Ao~ 2(8paq *+ ... + @p3@pp tagay + ... +ta, 48,5+ ... + ap-3 +
ala,p + apap-p)- Assim,

Trigalad@) = p E u_: - JE (:,2 +2 z u,n,]
=0

i=0 Qi jid p=2

e, portanto,



p=2 =2 :
Trigla@)=p Y af - [Zm] . (4.2)
i=0

f=0

Fazendo algumas operagdes no segundo membro da Equacgao (4.2),
temos que

p=2
Trwola@) = Y al + 9 (ai—a), {4.3)
f=0 Ogiejsp=1

que € a forma quadratica Q,-4(X) calculada em (ag, -, @p-2)-

Quando n&o houver possibilidade de confusdo usaremos Q no lugar

Proposicao 4.3.1. (Flores, 2000, p.41, Prop.3.1.1) Sejam ¥ o ideal
de Ay = Z[{,] gerado por 1 - ¢, a € Z[{,] e f(X) € Z[X] tal que a =
f(¢,). Entéo

a € p = f(1) = 0{mod p).

Demonstragao: Sendo o polinbmio minimal de ¢, sobre Q dado por

Xr—1
MX)= —+,
( X-=1

Z1X)

temos que “Eh0 > Se u(X) representa a classe de equivaléncia,
modulo h(X), do polindmio u(X) em Ay, seque que a € P é
equivalente a existéncia de u(X) € Z[X] tal que (X) = (1 — X)u(X)(mod
h(X)) e isto € equivalente a existéncia de v(X) € Z[X] tal que f(X) = (1
- X)u(X) + v(X)h(X). Como

XP=1_(X=1¥

X)) = Y_1 -1

= (X = 1Y (med pZ[ X)),

segue que



f(X) = (1-X)u(X) + v(X)(X-1)P"! (mod pZ[X]).
Colocando 1 - X em evidéncia, encontramos #(X) € Z[X] tal que
f(X) = (1-X)t(X)(mod pZ[X]),
ou seja, existe g(X) € Z[X] tal que
f(X) = (1-X)t(X) + p.g(X),

e esta igualdade é equivalente a (1) = O(mod p). m

Proposicao 4.3.2. (Flores, 1996, p.72, Prop.3.4.8) Sep>2er=1
entdo Q(X) = 2P, onde X € P = (1 — {p)AK e X # 0. Além disso, Q(x)

=2pparax=1- ¢,

Demonstragao: Seja x = ap + a(, + ... + ap_z(pp‘z um elemento de P
e suponhamos que (ay, ... , 8p-2) € 1 ={(b, ..., by) € 2", |bj| < 1}.
Sejam re s o numero de a's iguais a 1 e -1, respectivamente. Assim,
o numero de a's nulos sera p — r— s — 1. Como a forma quadratica
Q(X) é totalmente simétrica, segue que

Qag .., a,- =Q(1, ..., 1,-1,...,-1,0,...,0) =

2)
=r+s+4rs+r(p-1-r-s)+s(p-1-r-
S)=
=r+s+4rs+m-r-r°-rs+sp-s-sr-
s2 =
=2rs+m+sp-r’-s2=-(r-s)?+p(r+
S).

Sabemos que quando x € P, pela Proposicao 4.3.1, f(1) = 0(mod p),

ou seja, sendo f(x) =ap + ax + ... + ap_zxp_z segue que f(1) =



p=2
ag + o+ ap = Z.u]- = r—3 = Wmod p)
i=0 , € consequentemente r = s, tendo

em vista o intervalo de variacao de r e s. Portanto Q(x) = 2pre parar
=1 temos que Q(x) = 2p € o valor minimo. Se (by, ..., b,-») € uma (p
— 1)-upla de I, - /4, entdo pelo Teorema 1.9.1, tomandoa;=2er=1

teremos que *~ 2~ ! e assim Q(bg, .- s bp2) 2 QR2, 1, ..., 1) =4 +p
—2+p-2=4+2p-4=2p. Pelo Teorema 1.9.2, se (by, ..., b,-) €
lqg— 144, com d > 1, segue que

Q(bo, cee bp-Z) = 2p,

0 que demonstra a primeira parte da demonstragao. Para a segunda
parte, se x=1- ¢, € P, entéo

Q)= Qp1(1,-1,0,...,0 =12+ (-1)2+ 4+ (p-3).1 +
+(p-3).1=6+p-3+p-3=2p-6+6=2p,

e isto conclui a demonstragao. m

Nosso objetivo agora € considerar ideais principais nao nulos do anel
dos inteiros algébricos, Ak, de I€ = Q({,) e calcular a densidade de
centro da realizagcdo geométrica destes ideais. Deste modo, seja ¥ =

p=2
— Fri
o= Z i,

AA[ o ideal primo de A, comA=1-{,. Se a € P, com &

a = Zm{um! i} _
temos que = , uma vez que ¢, = 1(mod P). Assim, a € ¥ se,
=2
Za,EpﬁE:pE. L.
e somente se, = . Como 1 - ¢, € ¥, pela Proposicéo 4.3.2,

temos que Q(1, -1, 0, ---, 0) = 2p, e assim

tp = min{Trialea),a € p, a £ 0] =2p.

Como N(P) = N(A) = p e D = +pP~? segue que



(’1““‘ & I
doxp) = —— = o = —— (4.4)

[ ==

'E
=
L)
T
!
e
=]
il

e como A, = p — 1 segue, da Proposigao 1.9.1, que

p-DTF .
dlorlAr)) = W (4.5)

Exemplo 4.3.1. O quadro abaixo apresenta o valor aproximado da
densidade de centro, A(o(?)), da realizagdo geométrica do ideal

principal P de Z[¢,] gerado por 1 =¢,, onde p € um numero primo:

p | dimensdo densidade de centro

13 g L ]

3 2 v (0, 288675

o 1

5 J Lz ~0,111803

i I

7 6 v 0, 047245

11 10 ~ 0,009422

13 i2 = 0,004333

17 it "“‘1.?'_ = U 000947404

19 i8 _’v\f_ = 0,000448077

23 22 W,_.-uﬂ 000101813

29 28 7 ~ 0,000011333

{ | . =16

97 96 e 7 3,6072342- 10
6619 | 6618 ~9,57961725 - 107

2209 m

Tabela (4.3.1)

Observamos que a densidade de centro 0,288675 € a maior
conhecida em dimenséo 2 e corresponde a densidade de centro do



reticulados conhecido na literatura A,, (Conway; Sloane, 1999, p.15).

Passamos agora ao calculo da densidade de centro de o (¥'), para i
> 1. Assim, pelas condi¢des para que um elemento de Ay pertenca

ao ideal P’ precisamos encontrar o minimo que a forma quadratica
assume nos elementos de P’ para entéo calcular a densidade de
centro de o (¥').

Proposigéo 4.3.3. (Flores, 2000, p.48, Lema.3.2.5) Sejam K = Q({,)
e?=(1-0)I,) Sexe P, comi=1, .., (p-1)2, entdo Tngg(xX)
22.p.im

Pela Proposicao 4.3.3 e pelo fato da norma ser multiplicativa, temos
que

} E:J

= 1 gl

i (5)7 _»7.()° (3)
Slop(p Nz = T T T
P‘C"_ i PL’_ P

(4
-
. _p—1
I = .

Esta expressao admite um limitante minimo quando 2Inp Deste
modo, devemos tomar i como sendo um numero inteiro proximo de
p=1

2Inp’

Exemplo 4.3.2. O quadro abaixo apresenta o valor aproximado da
densidade de centro do reticulado o (¥'), i = 1, onde ¥’ é o ideal

principal de Z[¢5] gerado por (1 - Cp)’, onde p € um numero primo.

p | dimensio ‘f;]; i 5(cw(p"))
? 2 0,91 1 0,288675
5 y 1,24 ! 0111803
7 6 1,54 2 0,054
11 10 208 | 2 0,027
I8 ra 2 .33 g {11121




17 16 2 82 9 0,022

19 18 2.07 9 0,02443

23 22 3.5 4 0.0351

9% 96 10.49 | 10 | 474491823048089,9652
6619 6618 276,178 | 376 3,0254 - 1059

Tabela (4.3.2)

Agora veremos uma familia de reticulados A,,, para cada dimens&o n,

a partir de subcorpos de Q({,). Para isto precisamos dos seguintes
resultados:

Teorema 4.3.1. (Flores; Nobrega, 1999, p.45, Teo.1) Sejam p um
numero primo e I um subcorpo de Q({, ), com [K : Q] = upl e tal que
p ndo divide u. Entao

|y = (047 - )

Corolario 4.3.1. (Flores, 2000, p.22, Corol.2.1.18) Se K < Q({}),
entao

|Dx| = le.;l}]—Il



Teorema 4.3.2. (Flores, 2000, p.50, Teo.3.3.1) Sejam L = Q({,), K
um subcorpo de L de grau (p - 1)/t sobre Q, P = (1 - {;)Z[(,] e P =
P N K. Entao

Slow(pi)) 2 (%)_ P (4.6)
Demonstragido: Como P ramifica totalmente em L, segue que P/
Z1,] = P*/. Pela Proposigéo 4.3.3, temos que se x € Pfg, parai=1, ...
, (p = 1)/2, entao T (xX) 2 2.p.t.i. Assim, como T ;q(XX) = T Tr
Li(xx)) = T q(t(xX)) = tTNgo(XX), segue que Trq(xX) =

1 1
r?‘l"“‘;_"{.\.'.x] > {].p.r.i = 2.1,

. Assim, o raio de empacotamento satisfaz

Ver2pi

Pz

1, se K for real;
K= |
5, CASO contririo,

onde

Pelo Corolario 4.3.1, temos que o discriminante de Ik é

Dy = +p7 ",

e como a norma de Y/ é p/, segue que, a densidade de centro
satisfaz

i fow 2pi . E1 (=1
a2 R 272 (NP5 A .
Liplowp)” | 2T (J) P

dor(pe ) = 7 z i
[ D] N(py) p.p

Usando o software Maple, Flores mostrou que quando p e t séo

fixados, o maior valor para o limitante inferior na Equacao (4.6) é
p—1

obtido quando i é igual ao inteiro mais préximo de 2¢Inp’

Se n € N - {0}, entdo existem infinitos primos p tais que p = 1(mod
n). Sejam



p, = min{p/o € primo e p =1(mod n)}

f)”_l I_P"—I

e Ip 0 inteiro mais préximo de 2tnp, onde  n .Denotamos por
A, a representagdo geométrica do ideal Plo = PO NK € Ak, isto é,

A, = 0(P0 ) onde K é um subcorpo de Q({, ) de grau n sobre Q.

Exemplo 4.3.3. Como exemplo, mostramos na Tabela 4.3.3, para

alguns valores de n, a densidade de centro e o ganho fundamental
= _dimn_

de codificagdo, " Vol(A)?" | onde de min € @ disténcia minima

Euclidiana de A,,.

min

n o {p, | 1= p—";—[ %;—L io | 6(An) n

2 3 1 0.9 1| 0,288675 0.624
3|7 |2 0,771 1| 0,133631 0.193
'BERE 1243 | 1 | 0111803 | 1.263
5 1|2 1.04 1| 00533002 0.927
6 |7 |1 15017 2 | 0,053997924 | 1.795
7 2914 10394 | 1| 0,0164133 | 0.921
8 4115 1,077 1| 000976086 1.472
g 19| 2 1,528 21 0,0120745 1.758
10111 2,085 | 2 | 0027410122 | 2.896

Tabela (4.3.3)

Uma das diferencgas entre esta familia e as demais da literatura, é
que as constelacbes desta familia sdo obtidas para qualquer
dimensé&o.

2 Reticulados via Q({y)

Nesta secao apresentamos alguns resultados sobre reticulados
obtidos via os corpos ciclotdmicos Q({, ), onde p € um nimero

primoerz1,re /.



Sejam K = Q({,r ) e Ak = Z[{,r ] 0 anel dos inteiros de K. Se x =
2t €75 onde m = @(p'), existe uma Unica representagao da forma

f
x= Z.\f}i:f,.

=0

ondet=p~1-1e

ai=1

X = E @iy, para j =0, 1.

i=A), fa flmad 1)

Observagao 4.3.1. Se x = ag + @10y + ... + @10 v € Z[{,],
Usamos a expressao

m=1
xx = Ap + E Ay,
=1

onde

. m={j+1}
=Ly + i e Ay = E @ilyer, pura j=0, m—1.

=0

Lema 4.3.1. (Flores, 2000, p.43, Teo.3.1.2) Se p € um numero primo
e r € um numero inteiro positivo, entao

0, se mde(k, py<p";
Tragvaléy) =1 —p', se mdetk, p') = p';
p‘rHI(.ﬂ_ 1), s¢ medelk, p°) > J'-"HI-

Demonstragéo: Temos que & =¢7 =&

minimal de ¢,r sobre Q € dado por

* e que o polinbmio

b T e e A 2

Assim se r = 1 entao TrQ((p,),Q((pr) = 0. Se mdc(k, p") = 1, entéao Ckpr é

um conjugado de ¢, ou seja, (kpr € raiz do mesmo polinbmio



minimal e deste modo tem o mesmo trago que ¢, . Portanto TrQ(gp, )/
Q((kpr) = 0. Se mdc(k, p" ) > 1, temos trés casos a considerar: 1°
caso: Se mdc(k, p") = pS < p'™ 1, onde s < r - 2, temos que pSlk e
assim k = pSk', com k' € Z. Logo, {*;r = (P ¥ = {¥ -, onde mdc(p™s,
k')=1, e assim

Trag,vally) = Trag,valli-) = Trag, yolfp-) =

= Trag,..va(Trag, vaig,. () =

= pTrag, . vally-) = p0 =0,

2° caso: Se mdc(k, p) = p"~1, temos que p" |k e assim k = p" k',
com k'€ Z. Logo, {¥,r = g’prf’i_1k' = {,*, onde mdc(p, k') = 1. Como o
polindbmio minimal de ¢, sobre Q & XP1+ XP2 4+ + X +1, segue
que Tf@(gp)/Q(Cp) = —-1. Assim,

Trag,vall,) = Trag vaTrag, vag (&) = p7 Tragvall,) =

=1 =—p-l

3° caso: Se mdc(k, p) > p™ 1, temos que mdc(k, p") = p" e assim p'lk o
que implica que k = p'k’, com k' € Z. Deste modo, {,/* = (pfprk' =1.
Portanto, Trogyya(Syr) = Traenall) = (P = 1)p". =

O proximo teorema nos fornece uma relacdo entre uma forma
quadratica com o calculo de distancias dos reticulados o (Z[{,r ])-

Teorema 4.3.3. (Flores, 1996, p.67, Teo.3.4.3) Sejam p um numero
primo, r um numero inteiro positivo, n = @(p') e x = ap + a1y + ... +
a,-1{,"™! um inteiro algébrico de K = Q(, ). Entdo

=l —
loxF = 550,00,

onde X = (ag, aq, -, @p-1); €, (X) = Qpoq(Xp ) + .- + Qp_q(Xy), cOM t =
P =1 e X = (A -1 g - Ap-2)pT +4)-



Demonstracao: Pelo Lema 3.5.3, temos que

lok(x)* = }Tra(x®).

Pelo Lema 4.3.1, temos que os elementos (kpr , com mdc(k, p') <
p"~1, tem traco nulo. Se mdc(k, p") > p"~! temos que mdc(k, p") = p'.
Assim, k=0ou k=p > (p - 1)p"', 0 que ndo ocorre pois 1 <k<n -
1=(p-1)p" 1 - 1. Deste modo, podemos considerar apenas 0s
indices k tais que mdc(k, p") = p~ . Tais k sdo: p” 1, 2p™1, ..., (p -
2)p"1. Tomando xx como na Observacéo 4.3.1 temos que

: 1 1f .
|meclx ) 3 Tryn(xX) = E(erq{flu] + ‘5_‘: Trygal A })

I . -
= (p=1p"" An + Triga(Aian) + = + Triga(An-186-1))

1 G 2 -
= E(IP— NPt Y af ek f'lw—lh'wuﬂﬂn—ll)

t=0

r=1 -2
_ (;!: ”p’"(z Hf) - n’"(PZ A;‘n‘"')
2 =1

fe=l}

Fazendo

a=1
(p— l}(znf) =(p—= by + -+ (p— )by,

i=i)

ondet=p~1-1e

» 2 > .
by =ag+ag, +-tag g0

r SR 2 .
by =ay+ag. + o @ et

2

e 4o

2 2
by=a; +a i prign

segue que

. p! =
I = | (p = Do + =+ (p— Db =2 Y A ).

4=l



Ed“, = Eu_:r_,, — ,
Temos que = onde a ultima soma é tomada sobre todos os

a's,parai=0, ..., n- 1, satisfazendo i < j e i = j(mod p" '), uma vez
tomando a;a; tal que i <je i = j(mod p" 1), temos que p"|(i - j) o0 que
implica que existe u € {1, ..., p—-2}talquei—j=up™', ouseja,j=i
+ up™. Logo a;a; = a@j.ypr-1. COMo No primeiro somatorio, um
produto a;a; aparece uma unica vez, segue a igualdade. Podemos
agora reescrever

=1

lew(x)]® = P,._, ((p = Dbg = 2do + - + (p— 1)by, = 2d,),

dy = Eﬂ',‘f{,‘,

onde ,onde i<j,j= k(modp™),e k=0, ..., t. Assim
(p= Dby =2d, = Qoo (T8, g1, o Qpgp-2ypr-1 s
para k=0, ..., t, 0 que completa a demonstracao.

Exemplo 4.3.4. Sejamp=7,r=1ex=1-{; um elemento de Z[{;].

R = 1D ) =
Sex=(1,-1,0,0,0,0), entdo 17" = 2Q6(2)
104(1,-1,0,0,0,
0= %{12+{—1]2+4.12+4.{—1]2+22] = %“ +14+4+44+4) = I_E-l =7

' ou seja, |ol(x))|
=17.

Exemplo 4.3.5. Sejamp =3,r=2 e x=1 - {5 um elemento de Z[{y].

Sex=(1,-1,0,0,0,0), entdo 1<l =120:00=
%(QZ( I,':}) + Qz[—],[]] + QE({}: []}} — %{2 =+ 2 4= {}} = 12_-_? o 6, ou Seja’ |OM(X)| _
\6.

Nosso objetivo agora € calcular a densidade de centro de alguns
reticulados obtidos via os corpos ciclotomicos Q({,r ). Primeiramente

calculamos a densidade de centro dos reticulados o(¥/), i = 1, onde P



€ um ideal principal de Z[(,r ] gerado pelo elemento 1 - {r. Se K &
um corpo ciclotdmico, de grau n, entédo investigar os reticulados oyg(P
), onde P c Ay é um ideal, com densidade de centro maxima

r}JF

equivale a maximizar o quociente N’ uma vez que a densidade de

centro de oj(P) é dada por IP<'N) e os valores 212 e 1P

determinados.

P2 o
L

ot

sao

Proposigéo 4.3.4. (Flores, 1996, p.69, Prop.3.4.4) Se K = Q({y ) e A

ik = Z[¢y], @ densidade de centro dos reticulados ojg( W), paraj € N,
e periodica, ou seja,

Blox(p™) = dlox(P™™™),

onde m = @(p") e n € N.

Demonstragao: Pelo Exemplo 2.4.3, temos que P = pAj, uma vez
que p ramifica completamente. Logo, P = P17 pM = p P o que
implica que N(P™M) = p™*M_Como P"*M = p (P") segue que x € p*M
se, e somente se, x = py, onde y € P, Assim

— Aco(x)  2epyl  2Trge(mdy) | 2 _
B = | ]I _2 :_JI[ _ J_J]'H} :__]’,rmwzl}_}
o ” 4 ”

2 . , 2
= P Trea(yy) = p Ffr:«urc-,(y_v}

2 g
= P'ﬁ,—_llrx(}-llz =p Q).

F(”k(p“” - "“.“{ |O1::]|: v e Pjr}

plox(p™™n = umi{ Ia(?x)l_l X E p"*"’} - urr’n{ lﬂ;}l (X E p.p"}

p-plaw(p)).



Para a densidade de centro, temos que

_ 2% (plar(p™ "0y _ 2% (p.plow (™))" _

Slaw (p*T)) T
‘1"‘- IIT{),':[:‘rrI J:r' L ?f\lf}:r.l:.llrl:'.nlrll
_ (ﬂila-f.(li' wr_ 2 (.r?(ﬂ'k.lu' we_ Sow(p')m
1Dy o™ | D= . pm

A proxima proposigao € uma generalizagao da Proposicao 4.3.1

Proposicao 4.3.5. (Flores, 2000, p.41, Prop.3.1.1) Sejam ¥ o ideal
de Ay = Z[{y] gerado por 1 - {,y, a € Z[{,y] e f(X) € Z[X] tal que a =
(o )- Entao

a€pt = filly= f ()= = ) = 0(mod p),

onde f)(X) denota a i-ésima derivada formal de f, 0 <i<m,em =
P(p").

Demonstragao: Sendo o polinbmio minimal de ¢, sobre Q dado por

X7 -1
hX)= = ;
X7 =1

temos que e % Se u(X) representa a classe de equivaléncia,
modulo h(X), do polinémio u(X) em Ay, segue que a € P*1 ¢
equivalente a existéncia de u(X) € Z[X] tal que (X) = (1 - X)*u(X)
(mod h(X)) e isto € equivalente a existéncia de v(X) € Z[X] tal que

f(X) = (1= Xy u(X) + v(X)h(X). Como

¥ _ — 1
hX)= X_I ]-E X ”_,E(X—I}‘{"P"lf
Xl x-1Y
(X = D" (mod pZ X)),

segue que

FX) = (1= X (XY + 00X = D (mod pZ[X]).



Colocando (1 - X)*' em evidéncia, encontramos #(X) € Z[X] tal que
f(X) = (1 - X)""t(X)(mod pZ|X])
ou seja, existe g(X) € Z[X] tal que

fX) = (1-X)*"t(X) + p.9(X),
e esta igualdade ¢é equivalente a
f(1) = 1) =...=f)(1) = 0(mod p)
Proposicao 4.3.6. (Flores, 1996, p.72, Prop.3.4.8) Ser> 1 entdo ¢

AX)22(p—1), parax € P =(1-{,)A e x# 0. Além disso, ¢ (x) =
2(p-1)parax=1-{y.

Demonstracao: Se x = ap + a({y + ... + am_1§”p/”"1 € Z[{y], onde m =
@(p") e entdo podemos escrevé-lo de uma Unica maneira como x = X
+ X710y + ...+ x{y,ondet=p"1-1e

=1 el
Xo=ag+ a1 Ly Hoet “tp-llﬂ"-‘:.:rp w.

- - =1
e #l Ap=2p %1,
xyp=ay+ay I+|@f ST T R -4 .

-1 =2
X =a +r:J.,.-=+,_§"‘: i SRTTRTS H”,__g,,\f--lq__f;f W

Assim pelo Teorema 4.3.3, temos que

o jr--l —_— el
ool = Z= B0 = Fom (00x) + -+ + 0(w))

Se x € P e se existir um unico X; nao nulo na decomposigcao acima,
entdo Q(x;) = 2p, e portanto @ (x) 22p >2(p - 1). Vistoquep-1¢éo0
menor valor que Q(A) assume, com a € ZP~1, segue que se o nimero
dos a';s n&o nulos for maior que 1, entao

B0 2 20— 1),



Finalmente, temos que o elemento x = 1 -, € P satisfaz @ (x) = 2(p
— 1) e isto conclui a demonstragéo. m

Lema 4.3.2. (Flores, 1996, p.75, Lema.3.4.11) O elemento 1—{prpr_2
pertence a PP,

Demonstragao: Sendo A = Z[(,r], vimos que

pAx = (1 =) A,

4
uma vez que p se ramifica totalmente em Ajyg. Sejam o ( i ) com
0 <i< p™?, os coeficientes do desenvolvimento binomial de (1 -
Cpr)pr_z. Pela Proposicdo 1.9.3, parai=1, ..., p~2 - 1, temos que
Vy(c)) 2 1, ou seja, p € um divisor de (1 - (pr)Pr_2 -(1- g”prpr_z).
Consequentemente,

1 - .:;' = (1- r:p.J"r-!{mm.f ]JU'_“""-IJ,

0 que implica que

1= = (1= £, (mod p7).

Como PP = pAg = (1 - ()P~ Ak entdo (1 - ()P € PP"". Assim 1

~ Cprpr_z = 0 mod PP e portanto 1 - y P2epr™ u

Teorema 4.3.4. (Flores, p.47, 1e0.3.2.3) Ser>2e P = (1 - () AK
entdo a maior densidade de centro entre os reticulados o (¥'), para i
=1, ..., p 2 ocorre comi=1.

Demonstragao: Pelo Lema 4.3.2 temos que o elemento x =1 -
(pfpr_z pertence a PP & além disso temos que 2 (x)=2(p - 1).
Assim, parai=1, ..., p"2, temos que



1=¢0 " = (1= 4,0 (mod p= ),

e as densidades de centro sao dadas por

1=¢8 =0 =, (mod p 7).
onde n = @(p") e |DK| = p? ®rN. Isto mostra que @K(P) tem a
maior densidade de centro dentre os reticulados considerados. m

Exemplo 4.3.6. O quadro abaixo apresenta o valor aproximado para
a densidade de centro 6(oi(¥)), onde P € um ideal principal de Z[0,]
gerado por 1 - 0,r, p € um numero primo e r > 2.

plr | dimensdo | densidude de cenfro

2| 3| 4 £=0,125
24| s 4 =0,03125
33| 18 & = 4,37.007

O valor 0,125 obtido para a densidade de centro em dimenséo 4 é o
maior encontrado para esta dimenséo, e corresponde a densidade
de centro do reticulado conhecido na literatura D, (Conway; Sloane,

1999, p.15).

Teorema 4.3.5. (Flores, p.47, Teo.3.2.4) Ser=2,p>2e ¥ =(1-{y)

Ay entdo a maior densidade de centro entre os reticulados oy (¥),
parai=1,..,p, ocorre comi= 2.

Demonstracao: Mostramos que parai= 2, ..., p, 0 menor valor
assumido por ¢ (x) para x € P’ é 2p. Consideramos primeiramente o

caso i = 2 e sejam x um elemento de P2 e os x';s como na Proposi¢éo
4.3.6. Se apenas um dos x;s n&o se anula, entdo, pela Proposi¢cao
4.3.2, temos que T (x) = 2p, para x € P. Para g € ZP~! temos que o
menor valor que Q(a) assume € p — 1. Assim, se o numero dos xS
n&o nulos for maior do que 2, entdo ¢, (x) = 3(p—1) = 2p, uma vez
que, @ (x) = Qpq (Xg)*+...+Qp_4(X;), com t = p"~1 = 1, e portanto T (x) =



Qp_1(ao, Apr1 s e s a(p_z)pr-1) +---+Qp_1(at, Ap1 4t -e 5 B(p-2)p'" +) 2
p—1+p—-1+p—-1 = 3(p—1) = 2p. Deste modo, falta considerar o caso em
que apenas dois dos x"~':s ndo se anulam, digamos x; e X; .
Mostraremos, primeiramente, que neste caso ¢ (x) ndo atinge o valor
2(p = 1). Se isto ocorre, temos que Q(x;) = Q(x;) = p - 1 e isto ocorre
apenas nos casos seguintes: 1° caso : Se x; = te, e X; = te,,

podemos supor, sem perda de generalidade, que x; = e e X; = —e;.

Logo existem a, b € N tais que

X=X+ Ox = L =Ly = MG,

onde f(X) = X@ - X?. Como x € P2, segue que, pela Proposicado 4.3.5,
que

f(1)=a-b=0(modp)

Observe que x = ¢% (1 - {prb‘a). Como estamos considerando
apenas dois dos x's ndo nulos, segue que a — b = 0(mod p) nao
ocorre, 0 que € uma contradicao.

2°caso:Se x;=(1,1,...,1) e X; = te;, temos que se x € ¥ entéo>_<j=
es. Logo x é da forma

= . . I sl plp=21ptt b
x=Lpn =0 + 00 e+ LY +& = M),

onde f(X) = X'+ ... +X*S. Se x € ¥2, pela Proposicéo 4.3.5, temos que
f(1)si+...+(p-2)p+i+j+s=i-j=0(modp)

0 que nao ocorre, pois i, j € {0, ... , p — 1}.
3°caso:Sex;=(1,1,..,1)ex=+(-1,-1, ..., -1), temos que x; =
-1,-1,...,-Ne

- . - el plp=2bpbl o el =2 et >
¥ = E;«-"r"“.-;{'-‘fx = "-‘:*""-‘:: +"'+'e.f P == Q‘; LA . SEe

onde fIX) =X + ...+ XP~2P* - X7 +  + X(P=2)p*/ Se x € P2, entdo



f(1)=i-j= 0(mod p)
O que novamente ndo ocorre.

Mostramos, assim, que para x € P2 e dois x":s ndo nulos, o valor 2(p
— 1) ndo é atingido por 2 (x). Mas, pelo Lema 1.9.2, o valor 2p - 1

também n&o ¢ atingido e portanto para x € P2 temos que @ (x) = 2p.
Observe que o elemento x = 1 - ¢Pr pertence a P parai=1,..,p, e

P 5
70 seque que

low () =

2 (x) = 2p. Como

-1
lew () = FIT.EF =y,

o b o VI .
o que implica que 77« = Frintlol x#20.x € VI =57 gara j=1,2, ..., p.

Como o ideal de menor norma é P2, segue que oy (P?) tem a maior
densidade de centro. Assim, parai=1, ..., p, a maior densidade de
centro é obtida em oy (¥) ou o(P?). Para r = 2, temos que

dlok(p’) _ ( P ) - o1
dow(p)) p—1 ’

Logo, g (P?) é o mais denso dentre os reticulados considerados, e
sua densidade de centro € dada por

lr_,m- §73

dog(p)) = =T

1Dy p*

Exemplo 4.3.7. Se A = Z[{35] e P = (1 — {35)AK, entdo

y |
Slew(p)) = ——= = 0,072168.
3\5

Note que Ay tem dimenséo 6 e que o reticulado o ((1-32)°Z[{35])
apresenta maior densidade de centro que o reticulado o ((1 -



{)Z[Z7)), (Exemplo 4.3.1) e o reticulado oK((1-7)?Z[{-]), (Exemplo

4.3.2). Para esta dimenséao temos que 0,072168 é o maior valor
conhecido para a densidade de centro e corresponde a densidade de
centro do reticulado conhecido na literatura Eg,(Conway, Sloane,

p.15).
3 Reticulados via Q({,)

Nesta secéo apresentamos alguns resultados sobre reticulados
obtidos via os corpos ciclotomicos Q({,,), onde p e g s&o primos
distintos.

Lema 4.3.3. (Flores, p.64, Lema.3.5.1) Se p e q sGo numeros
distintos entao

1, se mdelk,pg) =1,

- I =p, se mde(k, pg) = p;
Trag, vallp,) =
1 =g, se mdelk,pg)=q;

(1= p)1 —gq), se mdelk, pg) = py.

Demonstracao: Suponhamos que mdc(k, pg) = 1. Como mdc(p, q) =
1, segue que existem inteiros r, s tais que que pr + gs = 1. Deste
modo,

ok _ swkipraqs) _ whprikps _ wkpr pkqs _ ek pks
L=l =T =0 =1

k
@ b

onde mdc(kr, q) = mdc(ks, p) = 1. Entao

- k - ke ok
Trag, vallpg) Trog, valdy"C")

. o I ks
Trag,valTrag, vae (85 C5 )
- ks ok
Trag vol&, Trag, wag (&)

Trog,valéy" Tragval@)")

Tragya(—C) = 1.

Se mdc(k, pq) = p, entdo existe i € Z, com mdc(i, q) = 1, tal que



B
I
L
-4
I
™
-

Logo,

Trag, o) = Trag,va(Trae, vac) (&) = Tragyal(=1) = 1 - p.

Se mdc(k, pq) = q, entdo existe i € Z, com mdc(i, p) = 1, tal que

Ge=ta=t
Logo,
Tragwally) = Tragua(Trag, vae () = Trag,valfylg — 1) =
=g = DTragvallp) == -1 =1-4q

Se mdc(k, pq) = pg, entéo existe i € Z, tal que {¥,, = {°¥,, = 1. Logo,

Trag, walép) = Trag va(Trag, vai, (1) = Tragyalg = 1) =
(g=1ip=1)

Corolario 4.3.2. (Flores, p.65, Corol.3.5.2) Se 0 < i < pq entéo

pg, sei=0Doui=py=p=4q
'ﬁ"::lc;nxra({|—§;—ﬂf+§§:"].{;¥] =4 —pgsei=pg—poui=pg—q,

n. S0 !'-l’.‘“!i'l'!'!'ﬂlﬂ.

Demonstracao: Se mdc(i, pq) = 1, entado

P pt ey el el el el gt
(=G = g W =g =G =Gy + 87

sendo que o expoente de cada parcela é primo com pq. Logo, o trago
de cada uma dessas parcelas € 1. Assim



Trag, val(l = &5, = & + O .85,) = Trag, valin,) = Trag, valEh )

~Trog yalCl") + Trag o™ = 1= 1= 1+1=0,

Para i = 0, aplicando o Lema 4.3.3 temos que

Trog, walll =8 —C3 +EE N =(p—Dg—D+p—1+g-1+1=pg.

Para i = pqg - p, temos que

Trag,valll = &5 — & + GG = Trag valéld™" — 1 - (7
=P = Trog vl = 1 = P+ M) = 1= p=(1 = p)
=g =1+1=g=1l=-p=-pg+p+g-=1=1+1—-g=—-pg.

Analogamente para i = pq — q, temos que Tf@((pq)/Q(“ =g~ (g *

(pqu)_(pqpq-q) = —-pq. Parai=pqg - p - qtemos que

T ” ) i PPy = T, P=p=q P=q
Trag, val(l = &5y — & + E LR = Trag wo @R — L

. =P pu i 2 plg—
=T g = Trae ol =8 =B N e D=1 = (1= )

=1 =p)+ (1 =p)l —g)= pq,

e isto conclui a demonstragéo. m

Proposicao 4.3.7. (Simonato, 2000, p.47, Prop.3.3.8) Se p e q séo
numeros primos distintos, n = @(pq) e x € um elemento de Z[{y],

com x = ag + a1{g + ... + ap-1{yg" ", entdo

Trag, valxx) =

(P 1g—-DA+201-p) Y A +201 ) Y, Ac+2 3 A,
Pk ik P gk

Lt al]

onde % M parak=0,1,...,n-1.

Demonstracao: Pela Observacao 4.3.1 e da linearidade da fungao
traco temos que

Troge, valxx) = Trag, valAe) + Z AgTro, valag),
k=1



onde ay = (¥, + {,, . Pelo Lema 4.3.3 temos que

Trag,wa(xX) = Ao(p— (g — 1)+ A Trag, valla, + i )+ = +
+AnaTrag vallny ' +E0 " = (p = Dig— DAg+

FA1=-p Y A+l = Y Ac+2 Y Ay,
Pk ik MEL gtk

e isto conclui a demonstracéo. m

Exemplo 4.3.8.Sep=3,9g=7ex=1+,, + %, + % 6 um
elemento de Z[{,4], entdo x=(1,0,0,1,0,0,1,0,0,1, 0, 0) e 0s AiS
séo dados porAg=4,A3=3,Ac=2,Ag=1e A=A, = A, =As= A,
= Ag = Ay =Aq1=0. Logo, Tro,, (XX) = 48 — 24 = 24 e portanto |0
K(X)| = V12. Agora, se x=1 - {321 em Z{,4] entdo x= (1,0, 0, -1, O,
0,0,0,0,0,0,0), eosAgs sGo dados porAg=2,A3=-1eA; = A, =
Ay =As=Ag=A;=Ag=Ag=A10=Aqy =0.Logo, Try,,yalXX) = 24
+ 4 = 28 e portanto |o(x)| = V14.

Se A= Z[{,], pela Segéo 2.4, temos que se p e q s&o numeros
primos distintos tais que O,(p) = O,(q) = 1(mod 2) entao

PAL= (= b B BT € qAL= (@ e @) (A7)

Tomando oideal P =P, ... P4, ... 9, temos que x pertence a P se, e
somente se, xx pertence a (1 - {P,, )(1 = {94 )AL. De fato, se x
pertence a P, entdo xx € um elemento de (1-¢P,,)(1-¢%,q )AL, uma
vez que pAL = (P1 .. PP1 PP = (1= g PTIAL = (1= PP )AL
)p‘1. Por outro lado, se x ndo € um elemento de P, entao pelo menos
um dos P;s ou 4/s ndo aparecera na fatoragdo do ideal xA] e

portanto na fatoracdo de xxA) ndo aparecerdo todos os fatores de (1
= {Ppq N1 = {%¢)AL, contradizendo a hipotese. Visto que o corpo L =

Q(¢pq) € totalmente complexo, segue que a densidade de centro do
reticulado o (¥), € dada por



ZEp“

Son(p) = ————,
[ D)2 N(p)

onden=[L:QJ]e

p=plagip) = _Jlmi'n{ w LxeEp x#F l]} .

Exemplo 4.3.9. Veremos a construgéo algébrica de K, via a
representagcdo geométrica de um ideal primo acima de 78] em A] =
2[{>4] comL = Q({51). Seja f(X) o polinbmio minimal de {,, sobre Q.
Vamos fatorar os ideais 3R] e 7A] em um produto de ideais primos
utilizando o Lema de Kummer. Temos que f(X) = X2 - X1 + X% - X8
+X0-X+ X3 -X+1,eportanto IX) =X+ X2+ X+ X3+ X2 + X
+ 1)2(mod (Z/37)[X]). Assim

= LX) =X+ X+ X+ X+ X4 X+ 1,0 =2¢f =6

Py =34+ () + i_:?l +33 '+'t:j;| +t:§| + 1A

Portanto, 3A) = % com N(?)) = 35. Note que o ideal 3A| néo se

fatora conforme a Equacéo (4.7), o que ja era possivel concluir pois
0(3) = 6 = 0(mod 2) ou simplesmente observando que card(Dy (3)) =

e f1 = 12. Portanto Dy (3) = G, onde G é o grupo de Galois de L sobre
Q. Para o caso 7Ay , temos que

f(X) = (X + 3)%(X + 5)%(mod (2/7 Z)[X])
Assim

g=2, (X)=X+3, mX)=X+5,e=ex=06cf,=f-=1
4 =TAL+(Ey + DAL e gy =TAL+ (5 + )AL

Portanto, TA) = (949,)%, onde 4, e 9, séo ideais com norma 7 e 9, =
q,. Observamos que O5(7) =1 = 1(mod 2) e que 0 = 020 n&o



pertence a Dy (7) = {04, 04, 01¢, 043, 014, O19}. Dado que o
discriminante absoluto de L é 35710 (Teorema 2.3.7), seque que a

12

<

el = —-
37 . Calculamos

densidade de centro de oy (1,) é dada por
entao o raio de empacotamento

p=ploin)) = ;mm{ 1/ ""'-“fﬁ! IXEqQLxF tl} .

Temos que Tn o(xX) € par, ou seja, T o(xX) =2I, 1 € Z e para x em
9, temos que Tn ,o(XX) € 7Z, o que implica que Tn ;(xX) € mdltiplo
de 14. Como mdc(p, q) = 1, segue que para xem 94, x=ay + a,{3
com ag, a4 € Z[{7], seque que

Ty, (xX) = aot + oy + (oo — ) Nag — @ ).

Aplicando o trago novamente temos:

Trawval Trume (XX =

Trag valmotn) + Trag, valei @) + Trag, val (e — oy deo — ay)l.

Temos duas possibilidades para x = ag + a4(s.

1° caso : Se ap = a4, entdo x = ay(1+{3) € 94. Como 1+{3 ndo
pertence ao ideal primo 44, segue que ay € 94. Logo, TrQ(C7),Q(aoﬁb)
2 14. Portanto

Tryn(xx) = 2T, valeean) = 28,

5
y= Y al; € ZI5l,

2°caso: Seay#aq, para = segue do Teorema 4.3.3, que
Ttz ya(Yy) € uma forma quadratica Qg(ag, a4, @z, as, a4, as) cujo
valor minimo é 6, (Proposi¢éao 1.9.1). Entdo

LAt



e portanto T ;o (xX) = 28. Vamos caracterizar um elemento de 4.
Em 9, temos que {,4 = —3(mod 4,) e entdo para x em 9, temos que

11

il
x= Ea‘._i';] = Zﬂ.(—_ﬁ}l'(mﬂdq,}_
i=0

Como 94N Z =717, segue que

1]
X Eq = Ea,[—.’rl‘ = O{mad 7).
=l

O elemento x = 1—(321 € Ap. Comox=(1,0,0,-1,0,0,0,0,0,0,0,

11

a(=3) = 1 =(=3)" = 28 = O{mod 7)

0), segue que = e portanto x pertence a 4.
Pelo Exemplo 4.3.8, temos que Tn q(xX) = 28. Logo o menor valor
Vis _ {7

de {Tro(xX) : x € 44, x # 0} & de fato 28. Portanto, =
densidade de centro é dada por:

(V1)

8oL (@) = —5 g — = 35 = 0,037037.

-t ea

Para esta dimensao temos que esta € a maior densidade de centro ja
obtida, e corresponde a densidade de centro do reticulado conhecido
na literatura K,, (Conway; Sloane, 1999, p.15).

Exemplo 4.3.10. Veremos a construgéo do reticulado N\,,. Dados Ay
= Z[{39] 0 anel dos inteiros algébricos de L = Q({39) € f(X) o

polinbmio minimal de {39 sobre Q, vejamos as fatoragbes dos ideais
3Ay e 13A1 como um produto de ideais primos de Ay . Como

f(X) = X24 _ X23 + X271 _ }20 4 18 _ 17 4+ x15 _ x4 +
+ X12- X104+ X9 - X7+ X0 - X+ + X3 - X +1,

segue que



f(X) = (X3 +2X + 2)2(X3 + X2 + X + 2)(X3 + 2X? + 2X +
2)2(X3 + X2 + 2)2(mod (Z/32)[X]).

Assim
g=4, r.';=r_"_»=1’_\=t'_;=2| f|=f3=f_==f4=3
X =X +2X+2, BX =X+ X+ X 42,
B =X 4+2X7+2X 42, WX =XT+Xx1+2
Logo,

Pi =380 + (L + 200 + 2)Ay
P2=3AL + ({39 + 03 + Lao + 2044
Py =3AL + ({3 + 205 + 200 + DA

Py= AL+ +OH + DAL

Portanto 3Ay = (¥, P,P3P,)%, com N(¥)) = 33, parai=1, 2, 3, 4. Como
043(3) = 3 = 1(mod 2), segue que 0 = 053¢0y (3) = {01, T14, T4, T2,
Oyg, O35}. Neste caso, temos que P, = ¥, e P; = P,. Para o ideal 13A
[ temos que

FIXY= (X + 93X + 100 (mod (ZN3T)[ X))
=2, m=X+4, m=X+10, gg=e=12, fi=fr=L
4 = 138 + (Lo +4)y e q: = 138 + ({30 + 1Ay,

Logo, 13A) = (949,)"?, onde 9, e 9, sdo ideais primos com norma
13. Observe novamente que a¢Dy (13) = {04, 04, 07, T19, 015, T19,
Oy9, U5, Oog, O34, O34, 037}, POIS O3(13) = 1 = 1(mod 2). Neste caso,
temos que 9, = g1 Considerando o ideal ¥ = ,P,P,, vamos calcular
a densidade de centro de oy (P). Como Dy = 3121322 e N(¥) = N(P

IN(P,)N(q,) = 35.13, segue que

512 24

4

e (p))= IR

Precisamos agora determinar



Tryolxx
Trua(xx) P XER, x#ll}.

2

1
p=plec(p) = -,l‘mirr{

Veremos agora que se x € P, entédo Tn ,q(xX) 2 4.39. Visto que
mdc(p, Q) = 1, para x € P, podemos escrever x = ay + a,{3, com ay,
ay € Z[{43]. Temos também que se x pertence a ¥, entédo Tn jp(xX) =
0(mod 2.39). Pelo Exemplo 4.3.9, temos que

Tf“u(.‘\.’f} =

Trog, volaoto) + Trag, wole@) + Trog, valleo — @ ao —ar)].

Nesta soma, para que o valor 2.39 seja atingido, as unicas
possibilidades sdo, a menos de ordem, TrQ(( ’ 3),Q(crocr773;0) =12,

Tro(g,0(@1a7734) = 30 e Tro g, yql(d — ar)ag— an] = 36. As
possibilidades para ag e a, s&o:

g = 2073, o =0, ,12;

@ ==L+ 43+ 43

onde iy, iy, i3, SG0 dois a dois distintos. Sejam ag = —{450 e a, = {;3" +

{137 + {435, Se g # iy, com k=1, 2, 3, entdo Tr, .yol(d ~ a4)(dy
“a7)] = 36. Sendo x um elemento de P, segue que

TN, (XX) = 3(agdg + a1a1) = (ag + aq)(ag+ &) € 3Z[{y3), €
portanto, se y = (ap +a4)(ap + aq). Assim y = 0(mod 3Z[{43]). Seja y :
E:rn_-'ia)= i

¥ ;.
Z[{43] — Z o homomorfismo de anéis dado por ( = . Como

y esta em 3Z[{,3] segue que y(y) = 0(mod 3). Reescrevendo y
substituindo ay e a4 pelos valores fixados acima temos que

(O H R O H O I H ) =4 - A+ B=

O(mead 32(£451),



3 L]
A= E{":Irl_li_h + '-:'Irfi_“} e B = E l-:lr';’l_ ] |
onde = ~= . Sendo n, 0 numero de expoentes tais

que iy —is=—-1o0uis — iy = -1 e ng 0 numero de expoentes tais que i,
- iy = -1, segue que as possibilidades para n, sdo 0 ou 1, uma vez
que iy, iy, iz SG0 dois a dois distintos. Por outro lado, para ng as
possibilidades séo 0, 1 ou 2. Observe que y({;3 ") =y(-1 - {43~ ... —
{431 = -12 = 0(mod 3). Assim,

V(A)=6-nyey(B)=6-np

Logo, y(y) =4 - y(A) +y(B) =1+ n, — ng = 0(mod 3Z[¢13]) e as
unicas solugbes possiveis sao

ny,=0eng=1
ou
ny=1eng=2
Suponhamos ny, =0 e ng=1. Dado 0 < a < 11, por hipotese, o

coeficiente de %15 é mdltiplo de 3. Temos

3
-1 =i, . .
B={3+ z L comip — i # =1L
ra=1

Se existem r e s tais que i, — i = a, entdo o coeficiente de {?,3 na
equacéo acima & nulo, pois { 43 =-1= {43~ ... = {43". Assim, (%3
aparece também com coeficiente nulo na expansdo de A na base
integral {1, -+, {;3"}. Se néo existem r e s tais que i, - is = a,
novamente (2,5 aparece com coeficiente nulo na decomposigéo de y.

Deste modo, a unica possibilidade portanto ¢ a=0 e y = 3. Entéo
como

Trisag,(xx) = et +ay@ ) — (g + oy Ma + @),



temos

T o(XX) = Trg(g,ya(3(dody + a1a4) = (dg + as)(ag+ a)) = 3Trgq,,y
a(@d) + 3Trg(g,ya(@1%) = Trgg,yal(do + a1)(dp + a7) =3 - 12+ 3

- 30 — 36 = 90, e isto ndo ocorre pois 90 ndo é multiplo de 2 - 39.
Quando ny = 1 e ng = 2 a verificagdo € analoga. Portanto Tn ;q(xX) 2

4.39 = 156. O elemento x = 1 — {3¢° — {354 + {1854 pertence ao ideal
P e observando que x=(1,0,0,-1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,-1,0,0, 1,
0,0,0,0,0,0,0, 0), pela Proposigao 4.3.7, temos que Tr(xx) = 156.

W (p)) UE /E
J ﬂl = - . = .ﬁ. . ,
> "V2 ¢ a densidade de centro é dada por:

(/)

Slo(pn = BEET =1

Portanto,

M

Para dimensao 24 a densidade de centro obtida neste exemplo é a
maior conhecida, e corresponde a densidade de centro do reticulado
conhecido na literatura \y4. (Conway; Sloane, 1999, p.15).



5 — Os Canais Gaussiano e
Desvanecimento do tipo Rayleigh

5.1 Introducao

Neste capitulo, apresentamos através do trabalho de Boutros;
Viterbo; Rastello; Belfiori (1996), constelagdes de reticulados que
sao eficientes para ambos os canais Gaussianos e com
desvanecimento do tipo Rayleigh, enfocando a construcédo das
versoes rotacionadas dos reticulados ja conhecidos na literatura: Dy,

K, e N\4g, através da matriz mudanga de base de um ideal contido
no anel dos inteiros de um corpo de numeros.

5.2 Breve historico

O rapido crescimento da comunicacado sem fio requer um aumento
na capacidade e melhoria no desempenho dos sistemas de
transmissdo. Os canais de comunicacao mével sao agrupados em
dois tipos: canal via satélite e canal terrestre. O canal de
comunicacao terrestre é caracterizado pelo efeito de multiplos
percursos de propagacao. Tal efeito pode alterar de maneira
significativa a amplitude do sinal, mesmo para uma pequena
variacao na distancia ou orientacao entre o transmissor e o receptor,
comportamento que € comumente rotulado como desvanecimento.
LimitagGes nas perdas de propagacao, variagao no tempo, ruido,
inferéncia e desvanecimento fazem com que, nestes sistemas, a
transmissao de dados com altas taxas de transmissao nao seja uma
tarefa facil.

Para se alcancar essas altas taxas de transmissao de dados é
necessario aumentar a capacidade do canal de comunicagdes
moveis. Quando o desvanecimento compromete substancialmente a



qualidade da transmissao, o aumento da capacidade do canal ou
equivalentemente, a diminuicdo da taxa de erro é extremamente
dificil.

Uma alternativa mais simples para aumentar a capacidade do canal
com desvanecimento é utilizar técnicas de diversidade. Estas
técnicas geralmente fornecem ao receptor réplicas da informacgao
transmitida que experimentam desvanecimentos
descorrelacionados. Neste caso, se uma componente do sinal
estiver sobre um desvanecimento profundo, algumas das outras
componentes terdo uma grande probabilidade de sofrer uma
atenuacgao mais leve.

A funcdo densidade de probabilidade de Rayleigh caracteriza o
desvanecimento percebido em uma comunicacao movel onde nao
ha predominancia direta entre a antena transmissora e a receptora.
Esse desvanecimento indica que existe uma maior probabilidade da
amplitude da envoltéria do sinal recebido estar abaixo de um valor
meédio.

Os codigos projetados para canais com desvanecimento Rayleigh
levam em conta dois parametros fundamentais: o ganho de
diversidade, que descreve a diminuigcao exponencial da taxa de erro
na decodificacdo em funcio da relacao sinal-ruido na curva de
desempenho e o ganho de codificacdo que resulta em
deslocamentos a esquerda dessa curva. Os melhores valores para
estes parametros foram obtidos maximizando-se, respectivamente,
0 posto minimo e a média geomeétrica minima dos autovalores, de
um conjunto de matrizes complexas formadas pelas diferencas entre
palavras-codigo tomadas duas a duas.

A principal desvantagem destes codigos € que sao extremamente
dificeis de se projetar, pois os critérios utilizados na sua construcio
baseiam-se em operag¢des no dominio complexo das modulagdes
em banda basica e ndo no dominio binario ou discreto no qual os
codigos de canal sao tradicionalmente projetados. Uma grande
capacidade computacional € necessaria para acompanhar a busca,
codificacao e decodificacdo destes cddigos.



O canal de comunicacéao via satélite € um canal AWGN (Additive
White Gaussian Noise) onde predominam fortes atenuacdes e
muitas vezes grandes atrasos de propagacao do sinal. O termo
AWGN é utilizado em modulamentos matematicos para caracterizar
aqueles canais onde o tipo de ruido responsavel por degradar a
comunicacgao € um ruido branco adicionado ao sinal. Este tipo de
ruido € um dos mais “bem comportados” e a teoria acerca do
desenvolvimento de receptores 6timos para a utilizagdo em canais
AWGN ja se tornou classica.

O ruido branco é um sinal aleatorio e tem um modelamento
matematico que o considera como possuindo largura de faixa
infinita, média nula e correlacido nula entre suas amplitudes tomadas
a instantes de tempo distintos, ou seja, o valor da amplitude do ruido
em um determinado instante independe daquele observado em
outro instante de tempo qualquer. O termo gaussiano se deve ao
fato desse tipo de ruido possuir uma funcao densidade de
probabilidade gaussiana com média nula, com desvio padrao igual a
sua tensao rms e variancia igual a poténcia dissipada de um resistor
de 1W. No canal gaussiano, usando esquemas convencionais de
modulacio e codificagdo de canal apropriada, pode-se reduzir a

probabilidade de erro e bit de 1072 a 103 por meio de um aumento
da relacio sinal-ruido de somente 1 ou 2 dB.

5.3 Boas constelacoes para ambos os canais
Gaussianos e com desvanecimento do tipo
Rayleigh

Nesta secao estabelecemos condigdes sobre os reticulados
construidos para que tenhamos boas constelagdes para ambos os
canais Gaussianos e Rayleigh com desvanecimento.

1. Canal Gaussiano

» A probabilidade de erro de simbolo € limitada superiormente por



T i g minf2 -
FA) = zerfe . 5.1)
2 f ( v 2No ) (

onde 7 é o numero de vizinhos, er fc € a fungéo erro, Ny € a
variancia gaussiana e dg € a distancia minima Euclidiana do

reticulado A. O ganho de codificagcéo do reticulado A é dado por

2
d‘-:- min__

"= Vel

» Constelacdes eficientes podem ser obtidas através de
reticulados com alta densidade de empacotamento. Assim,
constelacdes com boas propriedades de simetria podem ser
obtidas.

e Usando corpos de numeros totalmente reais e com
discriminante absoluto minimo a grande desvantagem € que a
densidade de empacotamento esférico € baixa.

e Usando corpos de numeros totalmente complexos e com
discriminante absoluto minimo a grande vantagem é que é
possivel obter reticulados com alta densidade de
empacotamento.

. Canal Rayleigh com Desvanecimento

» A probabilidade de erro de simbolo com alta relagao sinal-ruido
satisfaz,

. 1

)

PAN € 5 Y ——,
=L {f‘;} dPx, yy?

(5.2)

b ] —

D

onde onde E, é a energia média por bit, "~ » ¢é a eficiéncia
espectral e dp(’)(x, y)? é a distancia /-produto normalizada de x a
y, quando esses pontos diferem em / componentes e € dada por



l-ll[.l'r -y

EY

(5

dfx, 3 =

(5.3)

onde E = E(||x||?) é a energia média por ponto da constelagéo
S.

» Constelacdes eficientes, ou seja, aquelas em que a
probabilidade de erro € minima, podem ser obtidas através de
reticulados com diversidade maxima L = min(/), menor energia
meédia da constelagao E e maior distancia produto minima dp,m,-n
= min(d,\M(x, y)).

e Usando corpos de numeros totalmente reais e com
discriminante absoluto minimo, a grande vantagem € que eles
apresentam diversidade maxima.

e Usando corpos de numeros totalmente complexos e com
discriminante absoluto minimo a grande vantagem é que
obtemos uma menor energia média da constelacio.

Assim, concluimos que para obter boas constelagdes de reticulados
para ambos os canais, procura-se construir reticulados com alta
densidade de empacotamento e com diversidade maxima.

Através da familia de reticulados A,, que vimos a partir de subcorpos

de Q({,) é possivel obter constelagbes que tém maxima diversidade

e boa densidade de empacotamento, que fazem estes reticulados
uteis para uso nos canais Gaussiano e Rayleigh com
desvanecimento.

Corpos de numeros algébricos totalmente reais com discriminante
absoluto minimo sao conhecidos até a dimensao 8 e sao dados na
1° coluna da Tabela (5.3.1).




Discriminantes absolutos minimos
(Valores com * sao os melhores valores conhecidos)

n r,=0 ro =1 ry=2 | rh,=3| r,=4
2 5 -3 - - -

3 49 -23 - - -

4 725 -275 117 - -

5 14641 -4511 1609 - -

6| 300125 -02779* | 28037* | -9747 -

7| 20134393 ? ? ? -

8| 282300416 ? ? ? 125778*

Tabela (6.3.1)

Pela Tabela (5.3.1) notamos que os discriminantes absolutos dos
corpos totalmente complexos sao menores do que dos corpos
totalmente reais. Os corpos da Tabela (5.3.1) (especialmente em
dimensao acima de 4) tem sido objeto de estudos na teoria dos
numeros algébricos computacionais.

Definigao 5.3.1. A diversidade de um reticulado N\ é a distancia
minima de Hamming entre quaisquer dois vetores de .

Teorema 5.3.1. (BoutrosS; Viterbo; Rastello; Belfiori, 1996) Sejam kK
um corpo de numeros, {04, Oy, ..., 0,} 08 Q-homomorfismos de K

em C e {w4, wo, ..., w,} uma base integral de K. Os reticulados
obtidos a partir da matriz geradora G =

mlagy) e e} Ryl ‘:Ifr.l.mnl e R iy} ‘Jer.l.,:cu'gl
aplien) oo e lun) Reypaaler)  Tealeed oo Reanluzl T e, (en)

mliee) oo o) Raaalen)  Segalund o R lind G e i)

possuem diversidade L = ry + 1.



Demonstragao. Seja z # 0 um ponto arbitrario de A\ = o(Ag). Assim

=2, 22,0, 2.0 = i:.‘;,{.'

= ,comA;€Zev;=(v;)=0(w)sao as linhas do
reticulado da matrlz geradora G. Logo,

:‘f”(ﬂ.z]=ﬁ|g|=ﬁ At =
i=1 J=1li=1

>
i a,(g,-,”) m.,,(ljm )

J=1

<11

J=ry#l

<]

Jary+l

o(5m)

n

Aty . . , - -
Os inteiros algeébricos >:| sdo nao nulos pois todos os A’;s sdo nao

ayl y Apeg) # 0

nulos (z # 0). Isto implica que = e assim o primeiro produto
do lado direito da ultima igualdade contém exatamente r, fatores

nao nulos. O numero minimo de fatores n&o nulos no segundo € no
terceiro produtos é r, pois as partes real e imaginaria de qualquer

um dos monomorfismos complexos nao sdo ambos nulos. Assim
concluimos que para tal reticulado temos uma diversidade L =2 ry +

r,. Agora, se a = 1 em Ay, entao o(1)=1paraj=1,2,...,n+tne
portanto o(1) fornece ry + 1, componentes n&o nulos. ASS|m L=r4+
[o. m

No caso de um corpo de numeros algébricos totalmente real temos
que a matriz geradora G € da forma

a{ty) o) - o)
G= alz)  eawy) e glin)

altn)  oa,) - daliy)

Neste caso, o reticulado A = o(Ajyg) construido atinge o grau maximo
de diversidade L = n.

Para corpos totalmente complexos K temos que r, = n/2 é par e a
matriz geradora do reticulado o(Ayg) € dada por



Re(un) [e(wn) - Re ) Fe(wn)
G Ry (wy) Soylw;) - Mo (wy) To,lws)
§F =

Roy(wy) Sorlwy) - Rop(wy) Tor (i)

Definicao 5.3.2. Um polinbmio minimal é chamado reduzido se as
poténcias de uma de suas raizes (o elemento primitivo) € uma base
integral do corpo de numeros.

A Tabela (5.3.2) apresenta os polinbmios minimais reduzidos dos
corpos da Tabela (5.3.1) com o volume fundamental do reticulado
correspondente obtido via 0 homomorfismo candnico, indicados por

NnL-



Nt HO(x) redV
ol(\, 1)
Ny X2-X+1 0.8660
1 X2-X-1 2.2361
Ny
2
Ns X3 -X-1 2.3979
5 X3+ X2-2X-1 7
Ns
3
Mg X4-XB-X2+ X +1 2.7042
5 X4- X3 +2X-1 8.2916
Ny X4 -X3-3X2+ X +1 26.9258
3
Mg
4
Ns XoO-X3+ X2+ X-1 10.0281
3 X0 -2X3 + X2 -1 33.5820
Ns Xo+ X4-4X3-3X2 +3X + 1 121
4
Ns
5
Ne | XO-3X°+4X?-4X3+4X2-2X+1 | 12.3409
3 X6-2X5+3X3-2X-1 41.8606
Ng | XC+X5-2X4-3X3-X2+2X+1 | 152.2982
4 X6 _ X5 - 7X4 +2X3 + 7X2 - 92X - 1 547.8367
N,
5
Ne,
6
N7 7| X7 + X6 - 6X% - 5X4 + 8X3 + 5X2 - 2X -| 4487.1364




1

Ag X8-2X7 +4X* +3X2-2X +1 70.0928
4’ X8 +2X7-7X6-8X°+15X4 +8X%- | 16801.798
Mg OX2 - 2X + 1 0

Tabela (5.3.2)

Os passos para a constru¢ao de um reticulado a partir de um corpo
de numeros algébricos K = Q(0) pode ser resumido do seguinte
modo:

» Encontre uma base integral de K, que identifica A.
e Encontre as n raizes de gg(X), que identifica os n

monomorfismos 0y, Oy, ..., O,
e Construa a matriz geradora aplicando o homomorfismo
candnico.

Exemplo 5.3.1. Seja K = Q(iV3). Como -3 = 1(mod 4) segue que a
base integral de I§ é {1, (1+iN3)/2}. Os dois monomorfismos s&o
04(N3) = N3, 0,(IN3) = -N3 e a matriz geradora é dada por

Re (1) S (1) 1 0
T\ ma(45) e (45) ( )

O volume fundamental do reticulado é dado por

G

V3

|det{7)] = T = (), 8660254,

A diversidade é L = 1 pois r; = 0 e r, = 1. Portanto, o (A)
corresponde ao reticulado N, 4.



Exemplo 5.3.2. Sgja ¥ =Q(V7+ 2V5).  As raizes do polinémio

minimal X*-14X2+29 sdo 01 = V1 +2V5, 6= —\7+2v5,0; =
V7-2V5.05= -y T_Z‘E'. O elemento primitivo é 6 = 6, e os 4

monomorfismos s&o 04(6) = 64, 0,5(0) = 6,, 03(0) = 03, € 04(0) = 6,.
Mas {1, 0, 62, 63} ndo é base integral pois X* — 14X? + 29 ndo é
reduzido. Uma base integral é

(1, 3(140), $(3+6°), §(1+6)(3+6°

por

)}. A matriz geradora é dada

3618 1381 1381 8618 |

1.000 1.OOO  LODO  1.000
G= =1.193 0294 1.294 2.193
=4.318 =0407 1789 7.936

O volume fundamental do reticulado é | det(G)| = 26.92. A
diversidade é L = 4 pois ry = 4 e r, = 0. Portanto, o (AK)
corresponde ao reticulado Ny 4.

5.4 Construcao das versoes rotacionadas dos
reticulados D4, K12, e Aqg

Craig (1978) como construir os reticulados Eg, Eg, N4 a partir dos

corpos ciclotdmicos totalmente complexos Ik = Q(E?™"), para n = 9,
20, 39. Via este procedimento Boutros; Viterbo; Rastello; Belfiori
(1996) encontrou D,, Ky, e A4 a partir das 8-ésima, 21-ésima e 40-
ésima raizes da unidade. Estes reticulados s&o obtidos aplicando o
homomorfismo candnico em ideais destes corpos ciclotdbmicos. Os
ideais s&o dados na Tabela (5.3.3). Os reticulados obtidos sao
subreticulados de o(Ay), mas com um ganho fundamental muito
maior comparado com os reticulados presentes na Tabela (5.3.2).



Sejam K um corpo de numeros de grau n, Ay o anel dos inteiros de
I, a € A um ideal e {yq, ..., ¥,} uma Z-base de a. Aplicando o
homomorfismo canénico gy ao ideal a de Ay, pela Proposi¢ao 3.5.2
obtemos o reticulado Agq = o(«) de posto n contido em A = o(Ag). A
matriz geradora Gg de Agq € dada por

ailr) e i) Reqaaln) Feaaalnd o Aeqenln)  Jog00n)

G om| M o enln) Ravparlrad Foqulrd = Rerue () Soa i)
T4 . . : . : ’

alrg) v dgirg) Rapalr)  Bagalrd o Bogen i) 30 el

Comparando Ay> e a como Z-mddulo, vemos que existe uma
relagdo entre as matrizes G de o(Ay) e a matriz Gq de o(a). Seja T

a matriz mudancga de base n x n da primeira base para a segunda
base, isto €,

Como, os y';s s&o inteiros algébricos segue que s&o escritos como

.I"IJ = z’ !ri. g,

combinacao linear dos w's, ou seja, = , onde t; € Z. Assim
que T = [t; ] € uma matriz inteira. A matriz T € conhecida como

matriz da representacao integral de a. Com isso temos a seguinte
proposicao.

Proposicao 5.4.1. (Boutros; Viterbo; Rastello; Belfiori, 1996) A
matriz geradora Gg do reticulado \g € obtida a partir da matriz

geradora G do reticulado N\ pela aplicacdo da matriz mudancga de
base T entre as Z-bases de a e Ay, isto é, Gq = TG.

Demonstracao. O resultado segue diretamente da formula y; =

n
E Fig ey,

=t que também é valido tomando as partes real e imaginaria de



ofr) = Y, oltuien) = Y twey ),
ambos os lados = ey

demonstracao. m

, e isto conclui a

Da igualdade Gg = TG temos que det Gg = det T - det G, o que
significa que

V ol(A\a) = |det T| . V ol(/).

Se a é um ideal principal, isto &, a = aAj entdo a matriz mudanca
de base é dada por T = R(a). A Z-base do ideal principal a = aAy é
o conjunto {aw;, i =1, ..., n}. Assim podemos escrever

Hi|

72
a-|

Y

A procura de reticulados rotacionados da Tabela (5.3.3) com
dimensao n e diversidade n/2 segue os seguintes passos:

1w

s
= Rla) -

Wy

1. Calcule o polinbmio minimal de ¢, sobre Q que tem grau

¢(n).

2. Encontre todos os ideais @ de Ay com norma inteira.

3. Usando a matriz mudanca de base T, calcule a matriz
geradora Ggq = TG e avalie os parametros dos reticulados, por

exemplo, a densidade de centro e o numero de vizinhos. Se
eles sdo iguais aos parametros de D,, Eg, Eg, N2, \1g OU Aoy,
entao obtemos uma versao rotacionada destes reticulados pois
tais reticulados s&o os unicos com tais parametros.

Este procedimento € aplicado sucessivamente para obter uma
matriz geradora para cada um dos reticulados presentes na
Tabela (5.3.3).

Alguns reticulados conhecidos dos corpos ciclotémicos:



Q(0) n |deais
D 6% + 1 8| (2,0+1)
Ees 66 - 63+ 1 9| (3,(8+1)?
Eg 4 08 -6 + 6% - 62 + 1 20 (5, 6-2)
Kipg| 6726011 +6°-08+66-6%+ 21 (7,0+3)
03-0+1
Nes| 016-02+68-04+1  |40(2, 6% + 6% + 62
+0+1)
(5, 62+ 2)
Npgrg| 624-625+021.620+078. 139 (3,60%+62-1)
017 + 915 - 974 + (3,934_924_9
+012.9710 + g9 .97 + g6 - g4 +1)
+93_9+1 (13,9-3)

Tabela (6.3.3)

Exemplo 5.4.1. (Construgéo de D, ;). Note que ¢(8) = 4 e que para
outros valores de n tal que ¢(n) = 4 ngo resultam na verséao
rotacionada de D,, cuja densidade de centro é 1/8. O polinbmio
minimal de 6 = {g sobre Q é dado na Tabela (5.3.2), o discriminante
absoluto do corpo K = Q(3) é D = 28, r, = 0 e r, = 2. Pela Equagéo
(3.4) temos que

N(a) = %‘:; =25,
p= : .
e para N(a) = 2 devemos tomar V2 . O ideal & com norma 2 pode
ser obtido da fatoracéo do ideal primo (2), que tem norma 2*do
seguinte modo

=20+ =at.



Assim a tem a norma desejada 2. A matriz geradora do reticulado é
Ga = TG, onde T € a matriz da representacéo integral de &

20 00
I 1 00
I 01 0
ool

e G é a matriz geradora de o(Ay). O reticulado gerado por Gy tem

|
. 125 = — P . . P
densidade de centro 8§ e o numero de vizinhos é 24, sendo

exatamente como D,. Como D, é o unico reticulado com estes

parametros, obtemos sua versdo rotacionada com diversidade igual
az2.

Exemplo 5.4.2. (Construgéo de Ky, ). Note que ¢(21) = 12 e que
para outros valores de n tal que ¢(n) = 21 ndo resultam na verséo
rotacionada de K,,, cuja densidade de centro é 1/27. O polinbmio
minimal de 6 = {,4 sobre Q é dado na Tabela (5.3.2), o discriminante

absoluto do corpo K = Q({,4) é D =3%.7"0, r, =0 er, = 6. Pela
Equacéo (3.4) temos que

e para N(a) = 7 devemos tomar "" V2. O ideal @ com norma 7 pode

ser obtido da fatoracéo do ideal primo (7), que tem norma 712, ou
seja,

(T)= (7,0 +3)°7,0 + 5)° = afal.

Como N(a,) = N(a,) =7, podemos escolher a = a,, que tem a norma
desejada. A matriz geradora do reticulado é Gg = TG, onde T é a
matriz da representagéo integral de a



700000000000
300000000000
501 000000000
6 001 00000000
300001 0000000
500001 000000
6 000000100000
3000000010000
500000001000
6 00000000100

500000000001

e G é a matriz geradora de o(Ay). O reticulado gerado por Gg tem
|

densidade de centro ¥ e o numero de vizinhos é 756, sendo
exatamente como Ky,. Como K,, é o0 unico reticulado com estes

parametros, obtemos sua verso rotacionada com diversidade igual
ab.

Exemplo 5.4.3. (Construcédo de N\16,8). Note que ¢(40) = 16 e que
para outros valores de n tal que ¢(n) = 16 ndo resultam na verséo
rotacionada de /\g, cuja densidade de centro é 1/16. O polinémio

minimal de 6 = {,, sobre Q é dado na Tabela (5.3.2), o discriminante

absoluto do corpo K = Q({,,) € D = 232.5'2,r,=0er, = 8. Pela
Equacéo (3.4) temos que

e para N(a) = 24 52 devemos tomar p = \2.5. O ideal @ com tal
norma pode ser obtido da fatoracdo dos ideais (2) e (5) que tem

norma 2% e 516 respectivamente. Assim

D=0+ +0* +0+ 1) = o
(5) = (5,00 +2)*(5,0%° +3)* = alal.

Como, N(a,) = 24, N(a,) = 52, N(a3) = 52, podemos escolher @ = aa
, que tem a norma desejada N(a) = N(a,a,) = N(a,)N(a,) = 2452, A



matriz geradora do reticulado é Ggq = TG, onde T € a matriz da
representacéo integral de & e G é a matriz geradora de o(Ay). O
reticulado gerado por Gq tem densidade de centro 0,0625 e o
numero de vizinhos é 4320, sendo exatamente como N\g. Como Ng

€ 0 unico reticulado com estes parametros, obtemos sua versao
rotacionada com diversidade igual a 8.

5.5 Conclusao

Duas diferentes aproximacdes tem sido usadas para estudar duas
familias de reticulados com o objetivo de atingir bom desempenho
sobre ambos os canais Gaussianos e Rayleigh com
desvanecimento.

A primeira familia € gerada pelo homomorfismo canénico sobre o
anel dos inteiros de um corpo de numeros. Entre os reticulados
desta familia, demos importancia aos reticulados obtidos a partir de
corpos totalmente reais e totalmente complexos. Vimos que os
reticulados obtidos a partir de corpos totalmente reais tem bom
desempenho sobre o canal Rayleigh com desvanecimento com uma
diversidade maxima n. Mas eles tem um ganho negativo sobre o
canal Gaussiano causado pela sua baixa densidade de
empacotamento. Os reticulados obtidos a partir de corpos
totalmente complexos tem um acordo entre diversidade e densidade
de empacotamento. Eles mostram um ganho positivo sobre o canal

Gaussiano e bom desempenho sobre o canal Rayleigh com
n

desvanecimento com uma diversidade 2 .

A segunda familia de reticulados € gerada pelo homomorfismo
candnico sobre determinados ideais nos anéis dos inteiros dos
corpos ciclotdbmicos que sao corpos totalmente complexos. Esta
familia inclui versdes dos famosos reticulados conhecidos na

literatura; Dy, Eg, Eg, K12, N\ € \y4. Estes reticulados atuam de
n

modo analogo aos reticulados de diversidade 2 sobre o canal



Rayleigh e entdo podem atingir a diversidade de 2 até 12. Além
disso, estes sao os melhores reticulados para o canal Gaussiano.

O ponto importante nesta conclusao é o fato de que corpos de
numeros com discriminante absoluto minimos sdo conhecidos
somente em graus menores ou iguais a 8. Assim, a diversidade de
reticulados obtidos a partir de corpos totalmente reais ndo podem
exceder 8, a menos que encontremos corpos 6timos com alto grau.
Ao contrario, os reticulados da segunda familia sdo menos limitados
na diversidade, /\y4 1, atinge uma diversidade 12. Naturalmente,
podemos pensar em construir Az, 46 € Agy 32 que tem diversidades
16 e 32, respectivamente. Mas somos limitados pela proporcéo da
complexidade de um sistema sobre o ganho pratico. Nao podemos
nos esquecer também que o estudo da primeira familia possibilita-
nos construir e entender a segunda familia.
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