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Lista de símbolos

ℕ: conjunto dos números naturais

ℤ: conjunto dos números inteiros

ℚ: conjunto dos números racionais



ℝ: conjunto dos números reais

ℂ: conjunto dos números complexos

∂ƒ : grau do polinômio ƒ

[  : ]: grau de  sobre 

∏: produtório

∑: somatório

det A: determinante de A

(aij): matriz

ƒ α(X): polinômio característico de α

D(α1, … , αn): discriminante de uma n-upla

: anel dos inteiros de 

#X: cardinalidade do conjunto X

,  …: ideais

φ(n): função de Euler para o inteiro n

A[X]: anel dos polinômios sobre A em X

K(α1, … , αn): corpo obtido pela adjunção de α1, … , αn a K

 : quociente de A por I

∀: para todo

∃: existe



, raiz n-ésima primitiva da unidade

x̅ : conjugado complexo do elemento x

D : discriminante absoluto do corpo 

Tr / : traço em relação à extensão /

N / : norma em relação à extensão /

irr(α, ): polinômio irredutível de α sobre 

ker(ƒ ): núcleo do homomorfismo ƒ

< α1, … , αn >: ideal gerado por α1, … , αn

Gal( / ): grupo de Galois de /

a|b : a divide b

Om(a) : ordem de a módulo m, com mdc(a, m) = 1

D( ) : grupo de decomposição com relação a 

E( ) : grupo de inércia com relação a 

min(X) : mínimo do conjunto X

δ(Λ) : densidade de centro do reticulado Λ

σ̅ : conjugação complexa (σ̅ (x) = x̅ )

X = (X1, ... , Xn) em ℝn

vp(m) : valorização p-ádica de m

[z] : o inteiro mais próximo de z



dmin : distância mínima

γ : ganho fundamental de codificação

Δ : densidade de empacotamento esférico

η : eficiência espectral

E : energia da constelação

Eb : energia por bit

N0 : potência do ruído

L : diversidade

Ga : ganho assintótico

er fc : função erro
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Introdução

Em um sistema de comunicação digital, o objetivo é transmitir dados
de uma fonte até um usuário. O meio usado para esta transmissão é
chamado de canal e pode ser um cabo coaxial, fibra óptica, a
atmosfera (no caso de ondas de rádio) etc.

Em um sistema tradicional, os dados gerados pela fonte são
símbolos de um alfabeto A. Como cada símbolo tem sua
probabilidade de ocorrência, estes dados são processados pelo
codificador de fonte, com o objetivo de eliminar redundância, ou
seja, tornar os símbolos equiprováveis e desta forma compactar a
informação.

As sequências geradas pelo codificador de fonte são então
processadas pelo codificador de canal, que introduz redundância,
gerando sequências de símbolos de A que são chamadas de
palavras código. Para a transmissão, o modulador associa a cada
palavra código x um símbolo analógico, que é então enviado pelo
canal.

A imperfeição do canal gera distorções e o sinal recebido nem
sempre coincide com o enviado. O demodulador faz então a melhor
estimativa, fornecendo uma sequência r de símbolos de A. Devido
ao ruído, é possível que r não seja uma palavra código. Então o
decodificador de canal associará uma palavra código, que é a
melhor estimativa. Finalmente, o decodificador de fonte associará a
esta palavra código a suposta sequência original de símbolos
enviada. O diagrama abaixo ilustra o processo.



Cada uma destas etapas gerou grandes áreas de pesquisa, que se
desenvolveram, de certa forma, independentemente.

A teoria dos códigos corretores de erros nasceu em 1948, com o
famoso trabalho de Shannon (1948), no qual foi demonstrado o
Teorema da Capacidade de Canal. Em linhas gerais, este resultado
diz que para transmissão de dados abaixo de uma taxa C (símbolos
por segundo), chamada de capacidade do canal, é possível obter a
probabilidade de erro tão pequena quanto se deseja através de
códigos corretores de erros eficientes.

A prova do Teorema da Capacidade do Canal implica que no caso
de valores altos da relação sinal-ruído (SNR), um código de bloco
ótimo para um canal com ruído gaussiano branco (AWGN), limitado
em faixa consiste em um empacotamento denso de sinais dentro de
uma esfera, no espaço euclidiano n-dimensional, para n
suficientemente grande. Assim, se estabeleceu o vínculo entre
empacotamento esférico e Teoria da Informação.



Para cada n, Minkowski provou a existência de reticulados no
espaço euclidiano n-dimensional com densidade de empacotamento
esférico δ satisfazendo

onde ζ é a função zeta de Riemann. Como consequência, obtém-se

Depois disto, Leech mostrou como usar códigos corretores de erros
para construir empacotamentos esféricos densos no ℝn, Conway e
Sloane (199) provaram que reticulados satisfazendo a cota de
Minkowski, dada pela Equação (1) são equivalentes a códigos
atingindo a capacidade do canal.

O problema clássico do empacotamento esférico consiste em
encontrar um arranjo de esferas idênticas no espaço Euclidiano n-
dimensional de forma que a fração do espaço coberto por essas
esferas seja a maior possível. Isto pode ser visto como a versão
euclidiana do 18º Problema de Hilbert, proposto em 1900.

Dentre os métodos de geração de reticulados, o homomorfismo de
Minkowski apresenta características interessantes. Usando teoria
algébrica dos números, Craig (1978) reproduziu o reticulado de
Leech Λ24 através da representação geométrica de um ideal no anel
de inteiros de ℚ(ζ39). Com o mesmo método, ainda obteve a família
Amn em dimensões n = p − 1, através de ℚ(ζp), onde p é um número
primo.

Embora os resultados apresentados aqui não sejam traduções àéis
dos originais, eles são equivalentes ou consequências dos mesmos.
Dessa forma, o restante do livro está delineado na sequência que
segue.



O Capítulo 1, visa atender aos leitores com menos conhecimentos
em teoria algébrica dos números. Sendo assim, introduzimos os
conceitos de módulo, inteiro algébrico, norma e traço de um
elemento, discriminante, base integral, anel de Dedekind e outros
conceitos indispensáveis ao desenvolvimento dos demais capítulos.
Além disso, estudamos formas quadráticas, cuja aplicação se faz
quando tentamos determinar o raio de empacotamento da
realização geométrica de um ideal em questão. No Capítulo 2,
apresentamos um estudo sobre corpos de números, dando ênfase
ao estudo dos anéis dos inteiros e discriminantes de corpos
quadráticos e ciclotômicos. Também apresentamos a decomposição
de um ideal primo em uma extensão fazendo uso do Teorema de
Kummer.

No Capítulo 3, apresentamos as definições de reticulado,
empacotamento esférico, volume e densidade de centro. Além
disso, apresentamos o método de Minkowski para obtenção de
reticulados via a representação geométrica de ideais dos anéis de
inteiros algébricos.

O estudo desses capítulos proporcionou-nos ferramentas
necessárias para o estudo do Capítulo 4, no qual apresentamos o
tema central desse livro. Este capítulo traz um método para o
cálculo da densidade de centro de reticulados gerados através de
ideais dos anéis de inteiros de ℚ(ζp), ℚ(ζpr) e ℚ(ζpq), onde p e q
são números primos distintos e r é um inteiro maior ou igual a 1.

No Capítulo 5, no qual ànalizamos nosso trabalho, apresentamos
através do trabalho de Boutros; Viterbo; Rastello; Belfiori (1996),
constelações de reticulados que são eficientes para ambos os
canais Gaussianos e Rayleigh com desvanecimento, enfocando as
construções das versões rotacionadas dos reticulados já conhecidos
na literatura, tais como, D4, K12 e Λ16, através da matriz mudança de
base de um ideal contido no anel dos inteiros de um corpo de
números.



1 – Corpos de Números

1.1 Introdução

Neste capítulo, apresentamos uma coletânea de resultados básicos
de teoria algébrica dos números. O objetivo é fornecer a base
teórica para o desenvolvimento dos demais capítulos. Aqui
introduzimos os conceitos de módulos, elementos inteiros sobre um
anel, elementos algébricos sobre um corpo e extensões algébricas,
norma e traço em uma extensão, discriminante, anéis noetherianos
e anéis de Dedekind, norma de um ideal e formas quadráticas sobre
o ℝn.

1.2 Módulos

Iniciamos esta seção com as definições de módulos e submódulos.
Em seguida apresentamos um teorema que será de grande utilidade
posteriormente.

Definição 1.2.1. Seja A um anel. Um A-módulo M é um grupo
abeliano (aditivo) munido de uma aplicação A × M  M, denotada
por (a, m)  am, tal que, para quaisquer a, b ∈ A e x, y ∈ M, tem-
se:

i) a(x + y) = ax + ay;

ii) (a + b)x = ax + bx;

iii) (ab)x = a(bx);

iv) 1x = x.

Definição 1.2.2. Sejam A um anel e M um A-módulo. Um
subconjunto N ⊂ M não vazio é um A-submódulo de M se, com as
operações herdadas de M, também é um A-módulo.



Um A-módulo M é dito finitamente gerado se existem x1, ⋯ , xr ∈ M
tais que M = Ax1 + ... + Axr e, neste caso, dizemos que x1, ... , xr
formam um sistema de geradores de M. Um conjunto de
elementos y1, ... , ys ∈ M são linearmente independentes (sobre A)

se a igualdade , com aj ∈ A, implicar que a1 = ... = as = 0.
Mas, se além disso, y1, ⋯ , ys formarem um sistema de geradores
de M, então eles formam uma base de M. Porém, é importante notar
que nem todo módulo finitamente gerado possui um base. Um A-
módulo que possui uma base é chamado de um A-módulo livre, e
o número de elementos da base é chamado de posto de M.

Teorema 1.2.1. Sejam A um anel principal, M um A-módulo livre de
posto n, e M um A-submódulo de M. Então:

i) M é livre de posto q, 0 ≤ q ≤ n.

ii) Se M ≠ 0, então existe uma base {e1, ... , en} de M e elementos
não nulos a1, ⋯ , aq ∈ A tais que {a1e1, ⋯ , aqeq} é uma base de M e
que ai divide ai+1, 1 ≤ i ≤ q − 1.

Demonstração. (Samuel, 1976, p.21, Teo.1). 

1.3 Elementos inteiros sobre um anel

Nesta seção apresentamos as definições de elemento algébrico,
extensão algébrica e polinômio minimal.

Definição 1.3.1. Sejam B um anel e A ⊂ B um subanel. Um
elemento α ∈ B é chamado inteiro sobre A se α é raiz de um
polinômio mônico com coeficientes em A. Se A = ℤ e B ⊂ ℂ,
dizemos que α é um inteiro algébrico.

Observação 1.3.1. Denotaremos o conjunto dos elementos que
estão em B e são inteiros sobre A por B, ou seja, B = {α ∈ B : α é
inteiro sobre A}.



Observação 1.3.2. B é chamado fecho inteiro de A em B ou anel
dos inteiros de A em B. Se A é um domínio e B =  é o corpo de
frações de A, dizemos que  é o fecho inteiro de A em .

Exemplo 1.3.1. O elemento α = √2 + √3 é inteiro sobre ℤ, pois é raiz
do seguinte polinômio X4 − 10X2 + 1 ∈ ℤ[X].

Definição 1.3.2. Sejam B um anel e A ⊂ B um subanel. Seja p(X) ∈
B[X] um polinômio mônico tal que p(α) = 0, com α ∈ B. A relação
p(α) = 0 é chamada uma equação de dependência inteira de α
sobre A.

Exemplo 1.3.2. O elemento α = √2 ∈ ℝ é inteiro sobre ℤ. A relação
α2 − 2 = 0 é uma equação de dependência inteira.

Teorema 1.3.1. (Samuel,1967, p.27, Teo.1) Sejam B um anel, A um
subanel de B e α um elemento de B. Então as seguintes condições
são equivalentes:

1) é inteiro sobre A.

2) O anel A[α] é um A-módulo finitamente gerado.

3) Existe um subanel R de B tal que R é um A-módulo finitamente
gerado contendo A e α.

Demonstração (1)  (2) Como α ∈ B é inteiro sobre A, então α ∈ 
B, ou seja, α é raiz de um polinômio mônico com coeficientes em A.
Logo existem a0, a1, ... , an−1 ∈ A não todos nulos tal que

αn+an-1αn-1+...+a1α+a+a0=0.

Seja M = [1, α, α2, ... , αn−1] o A-módulo finitamente gerado. Vamos
mostrar que A[α] = M. Por definição



e assim, pelo modo como definimos M, segue que M ⊂ A[α]. Por
outro lado,

αn= -(an-1αn-1+...+a1α+a0)

(1.1)

e assim αn ∈ M. Portanto 1, α, α2, ... , αn−1, αn ∈ M. Agora
provaremos por indução sobre j que αj ∈ M, ∀ j = n + 1, n + 2, ... .
Para j = 0, ... , n vimos acima que o resultado é válido. Agora
suponhamos que o resultado seja válido para j > n e provemos que
o resultado vale para j + 1. Sendo αj = b0 + b1α + ... + bn−1αn−1 com
bi ∈ A, então

αj+1=b0α+b1α2 +...+ bn-2αn-1 + bn-1αn.

(1.2)

Substituindo (1.1) em (1.2) temos

αj+1=-bn-1a0+(b0-bn-1a1)α+...+(bn-2-bn-1an-1)αn-1

e assim αj+1 ∈ M. Portanto A[α] ⊆ M. Portanto A[α] = M.

(2)  (3) Como A ⊂ A[α], α ∈ A[α] e, por hipótese, A[α] é um A-
módulo finitamente gerado, então é suficiente tomar R = A[α].

(3)  (1) Seja R um A-módulo finitamente gerado que contém A e α
e sejam {y1, y2, ... , yn} os geradores de R, ou seja, R = Ay1 + ... +
Ayn. Como α ∈ R e como R é um subanel de B segue que ayi ∈ R, ∀
i = 1, ... , n. Assim,



Daí segue que ; onde δij = 1 se i = j e δij = 0 se i ≠ j.

Considere o sistema linear homogêneo definido pelas n equações
nas variáveis y1, ... , yn. Ou seja,

Seja d = det(δijα − aij). Por Cramer dyi = 0, ∀ i = 1, ⋯ , n. Portanto db
= 0, ∀ b ∈ R. Em particular d·1 = d = 0. Mas d é uma expressão
polinomial em α e o coeficiente da maior potência de α é 1, pois o

termo de maior grau aparece na expansão do produto  das
entradas da diagonal principal. Portanto α é inteiro sobre A. 

Corolário 1.3.1. (Samuel, 1967, p.28, Prop.1) Sejam B um anel, A
um subanel de B e {α1, α2, ... , αn} ⊂ B. Se αi é inteiro sobre A[α1, α2,
... , αi−1], em particular, se αi é inteiro sobre A para todo i = i, ... , n,
então A[α1, α2, ... , αn] é um A-módulo finitamente gerado.

Demonstração. A demonstração será feita por indução sobre n.
Para n = 1 segue do Teorema 1.3.1, pois se α1 é inteiro sobre A,
então A[α1], é um A-módulo finitamente gerado. Assim, suponhamos
que o teorema seja verdadeiro para n − 1 elementos e provaremos
que o teorema é válido para n elementos. Por hipótese de indução
temos que R = A[α1, ... , αn−1] é um A-módulo finitamente gerado,

isto é,  , onde v1, ... , vn ∈ R. Visto que αn é inteiro sobre R
temos, pelo Teorema 1.3.1, que R[αn] é um R-módulo finitamente

gerado, isto é, , onde w1, ... , ws ∈ R[αn]. Então 



. Portanto {vjwi} gera A[α1, ...
, αn] como um A-módulo. Portanto A[α1, ... , αn] é um A-módulo
finitamente gerado. 

Teorema 1.3.2. (Stewart; Tall, 1987, p.47, Teo.2.9) Se α é uma raiz
de um polinômio mônico, onde os coeficientes são inteiros
algébricos, então α é um inteiro algébrico.

Demonstração. Seja αn + αn−1αn−1 + ... + α1α + α0, tal que αi, i = 1,
... , n − 1 pertença ao conjunto de todos os números complexos que
são raízes de polinômios mônicos com coeficientes em ℤ. Fazendo
B = ℤ[a0, ... , an−1, α] e b0 = a0, ... , bn−1 = an−1 e bn = α e temos, pelo
Corolário 1.3.1, que ℤ[b0, ... , bn] é um ℤ-módulo finitamente gerado
e portanto α é um inteiro algébrico. 

Corolário 1.3.2. (Samuel, 1967, p.29, Corol.1 ) Sejam B um anel e
A um subanel de B. Se α, β ∈ B são inteiros sobre A, então , αβ ∈ 

B.

Demonstração. Pela Observação 1.3.1, temos que mostrar que ,
αβ são inteiros sobre A. Temos que , αβ ∈ A[α, β]. Como α, β são
inteiros sobre A temos então, pelo Corolário 1.3.1, que A[α, β] é um
A-módulo finitamente gerado. Assim, existe um A-módulo
finitamente gerado, A[α, β], que contém  e αβ. Deste modo, pelo
Teorema 1.3.1,  e αβ são inteiros sobre A, isto é, , αβ ∈ B. 

Corolário 1.3.3. (Samuel, 1967, p.29, Corol.2) Sejam B um anel e A
um subanel de B. O conjunto B dos elementos de B que são
inteiros sobre A é um subanel de B que contém A.

Demonstração. Pelo Corolário 1.3.2, segue que  ∈ B e αβ ∈ B,
∀ α, β ∈ B, assim B é subanel de B. Por outro lado A ⊂ B, pois
se a ∈ A, então a é raiz do polinômio mônico p(X) = X − a, que tem
coeficientes em A, isto é, a é inteiro sobre A e assim a ∈ B .



Definição 1.3.3. Sejam B um anel e A um subanel de B. Dizemos
que B é inteiro sobre A, se todo elemento de B é inteiro sobre B, isto
é, se B = B.

Exemplo 1.3.3. Dentre os anéis que satisfazem esta condição,
citamos o anel dos inteiros de Gauss contendo ℤ, pois todo
elemento a+bi de ℤ[i] é raiz do polinômio X2 −2aX+(a2 +b2) ∈ ℤ[X].

Proposição 1.3.1. (Samuel, 1967, p.29, Prop.2) Sejam R um anel,
B um subanel de R e A um subanel de B. Então R é inteiro sobre A
se, e somente se, R é inteiro sobre B e B é inteiro sobre A.

Demonstração. Suponhamos R inteiro sobre A e seja α ∈ B. Como
B ⊂ R, segue que α é inteiro sobre A, ou seja, B é inteiro sobre A.
Para mostrar que R é inteiro sobre B, seja α ∈ R. Então existem a0,
a1, … , an−1 ∈ A tal que an + an−1αn−1 + ... + a1α + a0 = 0. Como A ⊂
B, segue que α é inteiro sobre B, ou seja, R é inteiro sobre B. Por
outro lado, seja α ∈ R. Como R é inteiro sobre B, então existem b0,
b1, ... , bn−1 ∈ B, não todos nulos tal que αn +bn−1αn−1 + ... + b1α + b0
= 0. Seja C = A[b0, b1, ... , bn−1]. Logo α é inteiro sobre C, pois α é
raiz de um polinômio mônico com coeficientes em C. Como B é
inteiro sobre A, segue que os bi s ∈ B são inteiros sobre A. Daí pelo
Corolário 1.3.1 temos que A[b0, .... , bn−1, α] = C[α] é um A-módulo
finitamente gerado e pela parte (c) do Teorema 1.3.1, segue que α é
inteiro sobre A. Portanto R é inteiro sobre A. 

Proposição 1.3.2. (Samuel, 1967, p.29, Prop.3) Sejam A⊆ B anéis
com B um domínio e inteiro sobre A. Então A é um corpo se, e
somente se, B é um corpo.

Demonstração. Suponha que A seja um corpo. Seja α ∈ B, α ≠ 0.
Como B é inteiro sobre A então α é inteiro sobre A e portanto pelo
Teorema 1.3.1 segue que A[α] é um espaço vetorial finitamente
gerado sobre A, pois A é um corpo. Seja



Temos que ϕ é A-linear e Ker(ϕ) = {b ∈ A[α] : ϕ(b) = 0} = {0}, pois
ϕ(b) = 0 se, e somente se, bα = 0 e como B é um domínio e α ≠ 0
segue que b=0. Deste modo, ϕ é injetora e como estamos
considerando espaços de mesma dimensão finita, segue que ? é
sobrejetora. Portanto ϕ é bijetora. Assim, como 1 ∈ A[α] segue que
exite b ∈ A[α] tal que b α = 1, ou seja, α é inversível em B. Portanto
B é um corpo. Por outro lado, seja α ∈ A, α ≠ 0. Como A ⊂ B então
α ∈ B e como B é um corpo segue que α−1 ∈ B. Como B é inteiro
sobre A, e α−1 ∈ B segue que

(α-1)n+an-1(α-1)n-1+...+a1(α-1)+a0= 0,

com ai ∈ A não todos nulos. Multiplicando por αn−1, obtemos

α-1+an-1+...+a1αn-2+a0αn-1 = 0

e então α−1 = −(αn−1 + ... + a1αn−2 + a0αn−1) ∈ A.

Portanto A é um corpo. 

Definição 1.3.4. Um anel A é chamado integralmente fechado
quando A é um domínio e é seu próprio fecho inteiro. Em outras
palavras, um anel A é integralmente fechado se todo elemento do
seu corpo de frações que é inteiro sobre A está em A.

Proposição 1.3.3. (Samuel, 1967, p.30, Ex.1) Se A é domínio,
então B é integralmente fechado.

Demonstração. Segue do fato de que o fecho inteiro de B é inteiro
sobre B, portanto sobre A. 

Proposição 1.3.4. (Samuel, 1967, p.30, Ex.2) Se A é um domínio
principal então A é integralmente fechado.



Demonstração. Seja  o corpo de frações de A. Seja α ∈  inteiro

sobre A, isto é, α ∈  tal que , a, b ∈ A, b ≠ 0 e mdc(a, b) = 1.
Então existem ai ∈ A, i = 0, 1, ... , n − 1, não todos nulos, tal que

αn+an-1αn-1 +...+ a1α+a0 = 0

Substituindo α por  temos

Multiplicando por bn ambos os lados, obtemos

an+an-1an-1b +...+ a1abn-1+a0bn = 0

e assim

an = -b(an-1an-1 +...+ a1abn-2 + a0bn-1)

Portanto b|an e como mdc(a, b) = 1 segue que b|a, ou seja, a = bc.
Sendo mdc(a, b) = 1 então existe x0, y0 ∈ A tal que ax0 + by0 = 1 
bcx0 + by0 = 1  b(cx0 + y0) = 1. Portanto b é inversível em A.
Assim, α = ab−1 ∈ A. Portanto  ⊂ A e como A ⊂  segue que A =

. Portanto A é integralmente fechado. 

Exemplo 1.3.4. O anel ℤ dos números inteiros é integralmente
fechado, pois é principal.

Exemplo 1.3.5. Todo domínio fatorial é integralmente fechado, uma
vez que é principal.

1.4 Elementos algébricos sobre um corpo e
extensões algébricas



Nesta seção apresentamos as definições de elemento algébrico,
extensão algébrica e polinômio minimal.

Para isso, sejam A um anel e  um corpo de A. Dizemos que um
elemento α ∈ A é algébrico sobre , se α é raiz de um polinômio
não nulo, com coeficientes em . Se todo elemento de A for
algébrico sobre , dizemos que A é algébrico sobre . Um elemento
de A que não é algébrico sobre  é dito transcendente sobre . Se
A é um corpo então A é chamado uma extensão algébrica de . Um
corpo de números é uma extensão finita dos racionais. Sabemos,
pelo Teorema do Elemento Primitivo, que um corpo de números 
de grau n é da forma ℚ(α) para algum elemento α ∈ . Como o
polinômio minimal de α sobre ℚ é de grau n, segue que ℚ(α) = {a0 +
a1α + ... + an−1αn−1 : ai ∈ ℚ, i = 0, ... , n − 1}, e esta representação é
única, ou seja, {1, α, ... , αn−1} é uma base para o espaço vetorial
ℚ(α) sobre ℚ.

Segundo a definição, sendo α um elemento algébrico sobre um
corpo , α satisfaz uma equação do tipo, anαn +an−1αn−1 +...+a1α+a0
= 0, com ai ∈ , an ≠ 0. Multiplicando essa equação por an

−1,
obtemos uma equação de dependência inteira, an + an

−1an−1αn−1 +
... + an

−1a1α + an
−1a0 = 0, e portanto, sobre um corpo, o conceito de

elemento algébrico coincide com o de elemento inteiro.

Exemplo 1.4.1. O elemento α = √3 + √−5 é algébrico sobre ℚ, pois
é raiz do polinômio X4 + 4X2 + 64 ∈ ℚ[X].

Definição 1.4.1. Sejam  ⊆  uma extensão de corpos e α um
elemento de . O polinômio mônico e de menor grau em [X] que
tem α como raiz é chamado de polinômio minimal de α sobre  e
seu grau é [ (α) : ].

1.5 Norma e traço em uma extensão



Nesta seção apresentamos os conceitos de norma e traço, onde a
Proposição 1.5.2 e o Corolário 1.5.1 são os principais resultados.

Sejam A um anel e B um A-módulo livre de posto n. Sejam ψ : B 
B um homomorfismo de anéis e {e1, e2, ... , en} uma base de B
sobre A. Então

com aij ∈ A, para todo i, j = 1, ... , n. Assim

Definição 1.5.1. Definimos o traço de ψ por , a norma de
ψ por N(ψ) = det(aij) e o polinômio característico de ψ por g(X) =
det(X.I − ψ) = det(Xδij − aij).

Como consequência imediata desta definição tem-se:

Tr(ψ+ψ) = Tr(ψ) + Tr(ψ ),

N(ψψ ) = N(ψ)N(ψ ),

det(X.I - ψ) - Xn - Tr(ψ)Xn-1 +...+ (-1)n det(ψ).

Definição 1.5.2. Sejam A um anel e B um A-módulo livre. Seja o
endomorfismo ψa : B  B definido por ψa(x) = ax, para todo x ∈ B.
Definimos o traço (respectivamente, norma e polinômio
característico) de α ∈ B relativo a A, como o traço (respectivamente,
determinante e polinômio característico) do endomorfismo ψa.

Usaremos as notações TrB/A(α), NA/B(α), ou simplesmente, Tr(α),
N(α) quando não houver possibilidade de confusão.



Observação 1.5.1. i) O traço e a norma são elementos de A.

ii) O polinômio característico é um polinômio mônico com
coeficientes em A.

iii) Para α, α′ ∈ B e a ∈ A temos que ψα + ψα′ = ψα+α′ e ψα º ψα′ =
ψαα′ e ψαα = aψα. Além disso, a matriz de ψa com respeito a uma
base de B sobre A é a matriz diagonal cujas entradas não nulas são
a.

Proposição 1.5.1. (Samuel, 1967, p.36, Prop.1) Sejam  um corpo
de característica zero ou um corpo finito,  uma extensão algébrica
de  de grau n, α um elemento de  e α1, ... , αn as raízes do
polinômio minimal de α sobre . Então Tr / (α) = α1 + ... + αn, N /
(α) = α1 ... αn e g(X) = (X − α1) ... (X − αn).

Demonstração. Consideraremos primeiramente o caso em que α é
um elemento primitivo de  sobre . Seja ƒ(X) o polinômio minimal
de α sobre . Então  é -isomorfo a [X]/ < ƒ(X) > e {1, α, ... , αn−1}
é uma base de  sobre . Tomando ƒ(X) = Xn + an−1Xn−1 +...+a0,
com ai ∈ , temos que a matriz do endomorfismo ψa com respeito a
esta base é dada por

Assim, det(X.I − ψα) é o determinante da matriz

Expandindo esse determinante como um polinômio em X, obtemos
o polinômio característico de α, que é igual a ƒ(X) e temos que Tr(α)



= −an−1 e N(α) = (−1)na0. Como α é primitivo, segue que ƒ(X) = (X −
α1) ... (X − αn) e igualando os coeficientes vemos que Tr(α) = α1 + ...
+ αn e N(α) = α1 ... αn.

Consideremos agora o caso geral. Se r = [  : [α]], é suficiente
mostrarmos que o polinômio característico g(X) de α, com relação a 
 sobre , é igual a r-ésima potência do polinômio minimal de α

sobre . Seja {yi}i=1,...,q uma base de [α] sobre  e seja {zj }j=1,...,r
uma base de  sobre [α]. Então {yizj } é uma base de  sobre 
com n = qr. Se M = (aih) é a matriz de multiplicação por α em [α]

com relação a base {yi}, temos que . Então temos, 

 . Logo,

Assim, a matriz do endomorfismo de α em  com relação a base
{yjzj}, ordenada lexicograficamente é dada por

isto é, M aparece r-vezes na diagonal como blocos na matriz M1.
Daí, a matriz XIn−M1 consiste de r blocos diagonais, cada um tem a
forma XIq − M, e consequentemente, det(XIn − M1) = det(XIq − M1)r.
Assim g(X) = det(XIq − M) e det(XIq − M) é o polinômio característico
de α sobre , de acordo com a primeira parte da demonstração. 

Proposição 1.5.2. (Samuel, 1967, p.38, Prop.2) Sejam A um
domínio,  seu corpo de frações com característica zero,  uma
extensão finita de  e α um elemento de  inteiro sobre A. Então os



coeficientes do polinômio característico g(X) de α relativo a  sobre 
 em particular, Tr / (α) e N / (α), são inteiros sobre A.

Demonstração. Pela Proposição 1.5.1, temos que g(X) = (X − α1) ...
(X−αn). Como os coeficientes de g(X) a menos de sinal, são somas
de produtos dos αi ′s, é suficiente mostrarmos que cada αi é inteiro
sobre A. Mas cada αi é um conjugado de α sobre , ou seja, existe
um -isomorfismo σi : [α]  [αi] tal que σi(α) = αi. Como α é
inteiro sobre A, então

αn+an-1αn-1 +...+ a1α+a0 = 0,

com ai ∈ A não todos nulos. Aplicando σi, obtemos

σi(α)n + an-1σi(α)n-1 +...+ a1σi(α) + a0 = 0,

ou seja, σi(α) = αi é inteiro sobre A, portanto Tr / (α) e N / (α), são
inteiros sobre A. 

Corolário 1.5.1. (Samuel, 1967, p.38, Corol.1) Nas condições da
Proposição 1.5.2, se A é um anel integralmente fechado, então os
coeficientes do polinômio característico de α, e em particular, Tr /
(α) e N / (α) são elementos de A.

Demonstração. Por definição esses coeficientes são elementos de 
. Pela Proposição 1.5.2 são inteiros sobre A. Logo, são elementos

de A, pois A é integralmente fechado. 

Observação 1.5.2. Observando a Proposição 1.5.2 temos que 

, onde σi = 1, ..., n são os -
monomorfismos de  em ℂ.

Sejam  ⊂  ⊂  corpos de números, α, α ∈  e a ∈ . Então
>valem as seguintes propriedades:



1.6 Discriminante

Nesta seção apresentamos o conceito de discriminante enfocando
suas principais propriedades, e o Teorema 1.6.1 é o principal
resultado.

Definição 1.6.1. Sejam B um anel e A um subanel de B tal que B é
um A-módulo livre de posto finito n. Dado (α1, α2, ... , αn) ∈ Bn,
definimos o seu discriminante por

DB/ A(α1,α2,...,αn) = det (Tr(αiαj)).

Exemplo 1.6.1. Sejam  = ℚ(√3) um corpo de números e {1, √3}
uma base de  sobre ℚ. Então

Proposição 1.6.1. (Samuel, 1967, p.38, Prop.1) Seja (α1, ... , αn) ∈
Bn. Se (β1, ... , βn) ∈ Bn é um conjunto de elementos de B tais que 

, com aij ∈ A, então

DB/ A(β1,...βn) = (det(aij))2DB/ A(α1,...,αn).



Demonstração. Sejam , com api, aqj ∈ A. Assim, 

, e então Tr(βpβq) = 

. Na forma matricial, temos (Tr(βpβq)) = (api)
(Tr(αiαj))(aqj)t. Pela Definição 1.6.1 temos que DB/A(β1, ⋯ , βn) =
det(Tr(βpβq)). Logo

DB/ A(β1,...,βn) = det((api)(Tr(αiαj))(aqj)t)
= det((api)det(Tr(αiαj))det(aqj)t

= det(aij)2DB/ A(α1,...,αn).

Exemplo 1.6.2. Pelo exe 1.6.1 vimos que o discriminante da base
{1, √3} do corpo de números  = ℚ(√3) é igual a 12. Agora,
considerando uma outra base para o corpo , por exe, {2 −√3, 3 +
4√3}, segue pela Proposição 1.6.1, que 2 − √3 = 2 · 1 + (−1) · √3 e 3
+ 4√3 = 3 · 1 + 4 · √3. Assim

Observação 1.6.1. A Proposição 1.6.1 implica que o discriminante
das bases de B sobre A são associados, isto é, a matriz (aij) que
expressa uma base em termos da outra tem uma matriz inversa com
entradas em A. Portanto, ambos det(aij) e det(aij)−1 são inversíveis
em A.

Definição 1.6.2. Sejam B um anel e A um subanel de B tal que B é
um A-módulo livre de posto finito n. O discriminante de B sobre A é
um ideal de A, dado por

B/ A = 〈DB/ A(α1,...,αn)〉

onde {α1, ... , αn} é base de B sobre A.



Proposição 1.6.2. (Samuel, 1967, p.39, Prop.2) Suponhamos que 
B/A contém um elemento que não é um divisor de zero. Então, para
que (α1, ... , αn) ∈ Bn seja uma base de B sobre A, é necessário e
suficiente que, DB/A(α1, ... , αn) gera B/A.

Demonstração. Se {α1, α2, ... , αn} é uma base de B sobre A, então
pela Proposição 1.6.1, segue que DB/A(α1, ... , αn) gera B/A.
Reciprocamente, suponhamos que d = DB/A(e1, ... , en) gera B/A.
Sejam {e1, ... , en} uma base de B sobre A, d′ = DB/A(e1, ... , en) e 

 com aij ∈ A, 1 ≤ i ≤ n. Pela Proposição 1.6.1, segue que d =
det(aij)2d′. Por hipótese, Ad = B/A = Ad′ . Logo, existe um elemento
b ∈ A tal que d′ = bd. Então d = det(aij )2bd, e portanto d(1 −
det(aij)2b) = 0. Temos que d não é um divisor de zero, pois se fosse
todo elemento de Ad = B/A seria um divisor de zero, contrariando a
hipótese. Logo, 1 − det(aij)2b = 0, e portanto det(aij) é inversível.
Assim, a matriz M = [aij] é inversível. Portanto, {α1, ⋯ , αn} é uma
base de B sobre A. 

Lema 1.6.1. ( Lema de Dedekind) (Samuel, 1967,p.39) Sejam Gum
grupo,  um corpo e σ1, ... , σn homomorfismos distintos de G no
grupo multiplicativo *. Então {σ1, ... , σn} são linearmente
independentes sobre .

Demonstração. Suponhamos que os σi′ s sejam linearmente

dependentes. Seja , ai ∈  uma combinação linear mínima
com ai ≠ 0, ∀i. Logo, para qualquer x ∈ G, temos que

a1σ1(x)+a2σ2(x)+...+amσm(x) = 0.

(1.3)



Como os homomorfismos são distintos, então existe c ∈ G tal que
σ1(c) ≠ σm(c). Agora, como cx ∈ G, segue que

a1σ1(cx)+a2σ2(cx)+...+amσm(cx) = 0

(1.4)

e então

a1σ1(c)σ1(x)+a2σ2(c)σ2(x) +...+amσm(c)σm(x) = 0.

(1.5)

Multiplicando (1.3) por σ1(c), obtemos

a1σ1(c)σ1(x)+a2σ1(c)σ2(x) +...+amσ1(c)σm(x) = 0.

(1.6)

Subtraindo (1.5) de (1.6) obtemos

a2σ2(x)(σ2(c))+...+amσm(x)(σm(c)-σ1(c)) = 0.

(1.7)

Como isso vale para todo x ∈ G e m é mínimo, segue que am(σm(c)−
σ1(c)) = 0, ou seja, σm(c) = σ1(c) para todo c ∈ G, visto que am ≠ 0, o
que contradiz a hipótese de que os homomorfismos são distintos. 

Proposição 1.6.3. (Samuel, 1967, p.39, Prop.3) Sejam  um corpo, 
 uma extensão finita de  de grau n e σ1, ... , σn os n -

isomorfismos distintos de  em um corpo algebricamente fechado F
contendo . Se {α1, ... , αn} é uma base de  sobre , então



Demonstração. Temos que D / (α1, ... , αn) = det(Tr(αiαj)). Como o
traço de αiαj é a soma dos seus conjugados, segue que D / (α1, ... ,

αn) = det(Tr(αiαj)) =  = det(σk(αi)) det(σk(αj)) =
(det(σi(αj)))2, uma vez que

Suponha por absurdo que det(σk(αj)) = 0. Então existem a1, ... , an ∈

F, não todos nulos, tal que  para todo j. Se α ∈ , então 

, com bi ∈ , e por linearidade concluímos que .
Mas isto contradiz o Lema de Dedekind e portanto det(σk(αj)) ≠ 0. 

Corolário 1.6.1. (Ribeiro, 2013, p.21, Corol.2.4.1) Sejam  um
corpo,  uma extensão finita de  de grau n e σ1, σ2, ... , σn os n -
isomorfismos distintos de  em um corpo algebricamente fechado F
contendo . Então a forma bilinear ψ :  ×   ℝ definida por ψ(α,
β) = Tr(αβ) é não degenerada, isto é, se Tr(αβ) = 0 para todo iβ ∈ ,
então α = 0.

Demonstração. Seja {α1, ... , αn} uma base de  sobre . É
suficiente mostrar que se Tr(ααj) = 0, para todo j = 1, ... , n, então α =
0. Temos que α = a1α1 +a2α2 +⋯+anαn, com ai ∈ , i = 1, ... , n.
Assim, se a1Tr(α1αj ) + a2Tr(α2αj ) + ... + αnTr(αnαj) = Tr(ααj) = 0, para
todo j = 1, ⋯ , n, então obtemos o seguinte sistema linear
homogêneo



Da Proposição 1.6.3, temos que det(Tr(αiαj)) ≠ 0, e portanto o
sistema possui solução única dada por a1 = a2 = ... = an = 0.
Portanto, α = 0.

Corolário 1.6.2. (Ribeiro, 2013, p.22, Obs.2.4.1) A aplicação ψ :  
 Hom ( , ) definida por ψ(α) = Sα, onde Sα(β) = Tr(αβ), β ∈ , é

um isomorfismo. Assim, se {α1, ... , αn} é uma base de  sobre ,
então existe {ψβ1

, ... , ψβn
} base dual de Hom ( , ) tal que Tr(ααj) =

ψβ1
(αj) = δij .

Demonstração.

i) ψ é -linear, uma vez que para β ∈  temos que Sα1+β2 (β) = Tr((α1
+ α2)β) = Tr(α1 β) + Tr(α2β) = Sα1 (β) + Sα2(β) = (Sα1 + Sα2)(β).
Portanto ψ(α1 + α2) = Sα1 +α2 = Sα1 + Sα2 = ψ(α1) + ψ(α2). Por outro
lado, Ska(β) = Tr((ka)β) = Tr(kαβ) = kSα(αβ) = kSα(β). Portanto ψ(kα)
= Skα = kSα = kψ(α).

ii) ψ é injetora: Seja α ∈  tal que ψ(α) = 0. Então ψ(α) = Sα = 0, e
isto implica que Sα(β) = Tr(αβ) = 0, ∀β ∈ . Pelo Corolário 1.6.1
segue que α = 0. Portanto Ker(ψ) = {0}, ou seja, ψ é injetora.

iii) ψ é sobrejetora: Como dim  = dim *, onde * = Hom( , ),
segue que ψ é sobrejetora.

Por (i), (ii), e (iii) concluímos que ψ é um isomorfismo. 

Teorema 1.6.1. (Samuel, 1967, p.40, Teo.1) Sejam A um anel
integralmente fechado,  seu corpo de frações com característica
zero,  uma extensão finita de  de grau n e  o fecho inteiro de 
em . Então A  é um A-submódulo de um A-módulo livre de posto n.



Demonstração. Seja {α1, ... , αn} uma base de  sobre . Como
toda extensão finita é algébrica, segue que cada αi é algébrico sobre

 e assim existem ai ∈ A, i = 1, ... , n, não todos nulos tal que

Suponhamos que an ≠ 0 e multiplicando esta equação por an
n−1,

temos que

ou seja,

Portanto anαi ∈ , ou seja, anαi é inteiro sobre A. Logo, anαi = zi,
com zi ∈ . Portanto {z1, ... , zn} forma uma base de  sobre 
contida em , uma vez que se b1z1 + ... + bnzn = 0 com bi ∈ ,
então b1(anα1)+ ...+ bn(anαn) = 0, ou seja, (b1an)α1 + ...+(bnan)αn = 0.
Como {α1, ... , αn} é base de  sobre , segue que bian = 0, para
todo i, e como an ≠ 0, segue que bi = 0, para todo i, o que prova que
{z1, ... , zn} é linearmente independente, e como possui n elementos,
segue que é uma base de  sobre . Pelo Corolário 1.6.2 existe
uma base {β1, ... , βn} de  sobre , tal que Tr(ziβj) = δij . Tomando p
∈ , e como {β1, ... , βn} é uma base de  sobre , escrevemos 

 com cj ∈ . Para todo i temos ziρ ∈ , uma vez que zi ∈
A. Portanto, pelo Corolário 1.5.1, temos que Tr(ziρ) ∈ A. Assim,

como  , concluímos
que ci ∈ A, para todo i, o que implica que  é um submódulo do A-

módulo livre . 



Corolário 1.6.3. (Samuel, 1967, p.40, Corol.1) Considerando as
hipóteses do Teorema 1.6.1, se A é um anel principal, então  é
um A-módulo livre de posto n.

Demonstração. Pelo Teorema 1.2.1 temos que um submódulo de
um A-módulo livre com A principal, é livre com posto ≤ n. Pelo
Teorema 1.6.1 vimos que  contém uma base com n elementos de
 sobre . Logo  tem posto n. 

Exemplo 1.6.3. Sejam  uma extensão finita de ℚ e A = ℤ. O anel 
 dos inteiros algébricos de  é um ℤ-módulo livre de posto [  : ℚ],

visto que ℤ é principal.

Definição 1.6.3. Sejam  uma extensão finita de ℚ, A = ℤ e  o
anel dos inteiros algébricos de . Temos que  é um ℤ-módulo
livre de posto [  : ℚ], cuja base é chamada de base integral, e seu
discriminante é chamado de discriminante absoluto e denotamos
por D .

Observação 1.6.2. Qualquer base integral de  é uma ℚ-base de 
 mas nem toda ℚ-base de  consistindo de inteiros algébricos é

uma base integral de .

Exemplo 1.6.4. Temos que {1, √5} é uma ℚ-base de  = ℚ(√5),

mas não é uma base integral de , pois o elemento  é raiz
de X2 − X + 1 e portanto inteiro algébrico, mas não é combinação
linear, com coeficientes em ℤ, de 1 e √5.

Proposição 1.6.4. (Ribeiro, 2013, p.23, Prop.2.4.4) Sejam  um
corpo,  = [α] uma extensão finita de  de grau n e ƒ(X) o
polinômio minimal de α sobre . Então,



onde ƒ (α) é a derivada de ƒ(α).

Demonstração. Se α1, ... , αn são as raízes de ƒ(X) em alguma
extensão de , então são conjugados de α. Pela Proposição 1.6.3
temos que D / (1, α, ... , αn−1) = (det(σi(αj)))2 = det(αi

j)2, com i = 1, ...
, n e j = 0, ... , n − 1. Como det(αi

j) é um determinante de
Vandermonde segue que

Exemplo 1.6.5. Sejam  = ℚ,  = ℚ(√3) e ƒ(X) = X2 − 3 o polinômio
minimal de √3 sobre ℚ. Então D / (1, √3) =

1.7 Anéis Noetherianos e anéis de Dedekind

Os principais objetivos desta seção são provar que o anel dos
inteiros algébricos de um corpo de números é um domínio de
Dedekind e mostrar a unicidade da fatoração de um ideal não nulo
como um produto de ideais primos neste domínio.

Definição 1.7.1. Sejam A um anel e M um A-módulo. Dizemos >que
M é um A-módulo Noetheriano se satisfaz uma das seguintes
condições:

i) Todo conjunto não vazio de submódulos de M contém um



elemento maximal.

ii) Toda sequência crescente de submódulos de M é estacionária.

iii) Todo submódulo de M é finitamente gerado.

Um anel A é chamado Noetheriano se quando considerado como
um A-módulo for Noetheriano.

Exemplo 1.7.1. Todo anel principal é Noetheriano, uma vez que
seus ideais são submódulos gerados por um elemento.

Proposição 1.7.1. (Samuel, 1967, p.46, Prop.1) Sejam A um anel,
M um A-módulo e M′ um submódulo de M. Então M é Noetheriano

se, e somente se, M′ e  são Noetherianos.

Demonstração. Suponhamos que M é Noetheriano. Seja (Mn)n≥0
uma sequência crescente de submódulos de M′, que também é uma
sequência de submódulos de M. Como M é Noetheriano, segue que
(Mn)n≥0 é estacionária, ou seja, M′ é Noetheriano. Para mostrarmos

que  é Noetheriano, sejam S = {conjunto dos submódulos de M

contendo M′} e S′ = {conjunto dos submódulos de }. Temos que
existe uma aplicação bijetora ϕ : S  S′ definida por ϕ(H) = φ(H)

onde φ : M   é o homomorfismo canônico. A inversa de ϕ é
dada por θ : S′  S, onde θ(θ′) = ?−1(H′). Através do isomorfismo ϕ

temos que  também é Noetheriano, uma vez que se (H′n)n≥0 é

uma sequência crescente de submódulos de , então (θ(H′n))n≥0 é
uma sequência crescente de submódulos de M e como M é
Noetheriano, segue que (θ(H′n))n≥0 é estacionária, o que implica que

(H′n)n≥0 é estacionária, ou seja,  é Noetheriano.



Reciprocamente, suponha que M′ e  são Noetherianos. Seja
(Mn)n≥0 uma sequência crescente de submódulos de M. Como M′ é
Noetheriano, segue que a sequência (M′ ∩ Mn)n≥0 é estacionária, e

como  é Noetheriano, segue que a sequência  é
estacionária. Assim, a sequência (Mn + M′)n≥0 é estacionária e
portanto (Mn)n≥0 é estacionária, ou seja, M é Noetheriano. 

Corolário 1.7.1. (Samuel, 1967, p.47, Corol.1) Sejam A um anel e
M1, ... , Mn A-módulos Noetherianos. Então M1 × ... × Mn é um A-
módulo Noetheriano.

Demonstração. Faremos a prova por indução sobre n. Para n = 2
identificando M1 ≃ M1 × {0} ⊆ M1 × M2 e M2 ≃ {0} × M2 ⊆ M1 × M2,

temos que  é isomorfo a M2. Como M2 e M1 × {0} são
Noetherianos, segue da Proposição 1.7.1 que M1 × M2 é
Noetheriano. Agora, suponha por hipótese de indução que M = M1 ×
... × Mn−1 é Noetheriano. Como Mn é Noetheriano, segue do caso n
= 2 que M = M1 × ... × Mn é Noetheriano. 

Corolário 1.7.2. (Samuel, 1967, p.47, Corol.2) Sejam A um anel
Noetheriano e M um A-módulo finitamente gerado. Então M é um A-
módulo Noetheriano.

Demonstração. Seja {e1, ... , en} um conjunto de geradores de M
sobre A. Temos que a aplicação ϕ : An  M definida por 

 é um homomorfismo sobrejetor e que  é
isomorfo a M. Pelo Corolário 1.7.1 temos que An é Noetheriano, e
da Proposição 1.7.1, segue que Ker(ϕ) e M são Noetherianos. 



Proposição 1.7.2. (Samuel, 1967, p.47, Prop.1) Sejam A um anel
Noetheriano e integralmente fechado,  seu corpo de frações com
característica zero,  uma extensão de  de grau n e A  o fecho
inteiro de A em . Então A  é um A-módulo finitamente gerado e um
anel Noetheriano.

Demonstração. Segue do Teorema 1.6.1 que  é um A-
submódulo de um A-módulo livre de posto n, e portanto A é um A-
módulo finitamente gerado. Pelo Corolário 1.7.2, segue que  é
um A-módulo Noetheriano. Como os ideais de  são A-
submódulos de , e sendo  um A-módulo Noetheriano segue
que os ideais de  são Noetherianos. Portanto,  é um anel
Noetheriano. 

Proposição 1.7.3. (Samuel, 1967, p.47, Lema 1) Sejam B um anel,
A um subanel de B e  um ideal primo de B. Então  ∩ A é um ideal
primo de A.

Demonstração. Consideremos os seguintes homomorfismos 

, onde i é a inclusão e π a projeção, e seja o
homomorfismo θ = π º i : A  B/ , definido por θ(a) = a + , ∀a ∈ A.
Temos que θ é um homomorfismo, pois é composição de
homomorfismos, e que Ker(θ) = A ∩ , pois se x ∈ Ker(θ) então x ∈
A e θ(x) = 0̅ o que implica que x ∈ A e x +  = 0̅, ou seja, x ∈ A ∩ .
Logo, Ker(θ) ⊂ A ∩ . Por outro lado, se y ∈ A ∩  então θ(y) = (π º
i)(y) = π(y) = y +  = 0̅ e assim y ∈ Ker(θ), ou seja, A∩  ⊂ Ker(θ).
Portanto, Ker(θ) = A∩ . Logo, pelo Teorema do Isomorfismo de
anéis, temos que A/A ∩  ≃ Im(θ) ⊂ B/ . Mas como B/  é um
domínio, Im(θ) é um domínio. Portanto, A/A ∩  é um domínio, ou
seja, A ∩  é um ideal primo. 

Proposição 1.7.4. (Samuel, 1967, p.48, Lema 2) Se um ideal primo 
 de um anel A contém um produto 1 ... n de ideais de A, então 

contém pelo menos um dos ideais i.



Demonstração. Suponhamos que i ⊄ , ∀ i = 1, ... , n. Então para
cada i = 1, ... , n existe um elemento aj ∈ i − . Assim α1 ... αn ∉ ,
pois  é um ideal primo, e α1 ... αn ∈ 1 ... n ⊂  o que é um
absurdo uma vez que αi∉ , ∀ i = 1, ... , n. Portanto, i ⊂ , para
algum i = 1, ... , n. 

Proposição 1.7.5. (Samuel, 1967, p.48, Lema 3) Se A é um anel
Noetheriano, então todo ideal não nulo de A contém um produto de
ideais primos não nulos de A.

Demonstração. Sendo A Noetheriano, seus ideais são A-módulos
Noetherianos. Seja F o conjunto de todos os ideais não nulos de A
que não contém um produto de ideais primos não nulos de A.
Suponha que F ≠ ∅. Como A é Noetheriano segue que F possui um
elemento maximal M. Temos que M não é primo, pois caso
contrário, M não pertenceria a F. Além disso, temos que M ≠ A. Por
M não ser um ideal primo, existem elementos x, y ∈ A − M tais que
xy ∈ M, e que os ideais < x > +M e < y > +M contém M
propriamente. Pela maximalidade de M estes ideais não estão em F,
e assim existem ideais 1, ... , r, 1, ... , s primos não nulos de A,
tais que < x > + M ⊃ 1 ... r e < y > +M ⊃ 1 ... s. Assim, M ⊃< xy
> +M ⊃ 1 ... r 1 ... s, o que é um absurdo. Assim F = ∅ e portanto
todo ideal não nulo de A contém um produto de ideais primos não
nulos de A. 

Definição 1.7.2. Um anel A é chamado um anel de Dedekind, se A
é Noetheriano, integralmente fechado e se todo ideal primo não nulo
de A é maximal.

Exemplo 1.7.2. Todo domínio A de ideais principais é um domínio
de Dedekind. De fato, do exe 1.7.1 segue que A é Noetheriano. Da
Proposição 1.3.4 segue que é A integralmente fechado. Além disso,
em um domínio de ideais principais todo ideal primo não nulo é
maximal. Portanto A é um domínio de Dedekind.

Teorema 1.7.1. (Samuel, 1967, p.49, Teo.1) Sejam A um anel de
Dedekind,  seu corpo de frações,  uma extensão de grau finita de 



 e  o fecho inteiro de A em . Então  é um anel de Dedekind.

Demonstração. Sabemos que  é integralmente fechado,
Noetheriano e é um A-módulo finitamente gerado. Falta mostrar que
todo ideal primo  ≠ 0  de  é maximal. Pela Proposição 1.7.3,
temos que  ∩ A é um ideal primo de A. Seja x ∈  − 0  e
consideremos a equação de dependência inteira de x sobre A dada
por xn + an−1xn−1 + ... + a1x + a0 = 0, com ai ∈ A, i = 1, ... , n − 1, não
todos nulos, de grau mínimo. Assim a0 ≠ 0, pois caso contrário
obteríamos uma equação de grau menor. Portanto temos que a0 =
−x(xn−1 + an−1xn−2 + ... + a1) ∈ x ∩ A ⊂  ∩ A, ou seja,  ∩ A ≠ 0
. Como A é Dedekind, segue que  ∩ A é um ideal maximal de A e
portanto A/(  ∩ A) é um corpo. Além disso, A/  ∩ A pode ser
identificado com um subanel de / , e como  é inteiro sobre A,
segue que /  é inteiro sobre A/  ∩ A. Assim, pela Proposição
1.3.2 temos que /  é corpo e portanto  é maximal. 

Exemplo 1.7.3. Segue do Teorema 1.7.1 que o anel do inteiros de
um corpo de números é um anel de Dedekind.

Exemplo 1.7.4. Seja o anel Z[√−5]. Temos que Z[√−5] não é fatorial,
uma vez que 6 = 2 · 3 = (1 + √−5)(1 − √−5). Além disso, Z[√−5] não
é um anel principal. De fato, temos que N(1 + √−5) = N(1 −√−5) = 6,
N(2) = 4 e N(3) = 9, e que 1 + √−5 não possui um divisor não trivial
em Z[√−5] pois se a + b√−5 é um divisor não trivial de 1 + √−5, ou
seja, se 1 + √−5 = (a+ b√−5)y, com y ∈ Z[√−5], y ≠ ±1 e y ≠ 1 + √−5,
então 6 = N(1 + √−5) = N(a + b√−5)N(y) e que N(a + b√−5) seria um
divisor não trivial de 6, mas isto é impossível, pois a2 + 5b2 = 2 e a2

+ 5b2 = 3, não possui solução em ℤ. Assim, 1 + √−5 é um elemento
primo. Agora, se Z[√−5] fosse principal e como 1 + √−5 divide 6 = 2 ·
3, segue que 1 + √−5 divide 2 ou 3. Tomando as normas temos que
6 divide 4 ou 9, o que é um absurdo. Portanto Z[√−5] não é um anel
principal.



Definição 1.7.3. Sejam A um domínio e  seu corpo de frações. Um
A-submódulo I de  é chamado de ideal fracionário de A se existe
um d ∈ A − {0} tal que d · I ⊂ A. Quando d = 1 dizemos que I é um
ideal inteiro.

Observação 1.7.1. Segue da Definição 1.7.3 que os elementos >de
um ideal fracionário I tem um denominador comum d ∈ A.

Proposição 1.7.6. (Ribeiro, 2013, p.29) Se A é um domínio
Noetheriano então todo ideal fracionário I de A é um A-módulo
finitamente gerado.

Demonstração. Como I é um ideal fracionário, então existe d ∈ A −
{0} tal que d · I ⊂ A. Assim, I ⊂ d−1A. Além disso, d−1A é um A-
módulo e a função ϕ : A  d−1A tal que ϕ(x) = d−1x define um
isomorfismo entre A e d−1A, e como A é Noetheriano então
concluímos que d−1A é Noetheriano. Logo, I é um A-módulo
finitamente gerado. 

Proposição 1.7.7. (Ribeiro, 2013, p.29) Sejam A um domínio e 
seu corpo de frações. Todo A-submódulo finitamente gerado de  é
um ideal fracionário.

Demonstração. Se {x1, ... , xn} é um conjunto finito de geradores de
I, então os xi′ s tem um denominador comum d dado pelo produto
dos denominadores di, onde xi = aidi

−1, com ai, di ∈ A. Assim dI ⊂ A
e portanto I é um ideal fracionário.

Observação 1.7.2. O produto II′ de dois ideais fracionários I e I′ é

definido como o conjunto das somas  com xi ∈ I e yi ∈ I.
Sendo I e I′ ideais fracionários com denominadores comuns d e d′ ,
então os conjuntos I ∩ I′ , I + I′ e II′ são ideais fracionários, os quais
são A-submódulos de  e tem denominadores comuns d ou d′, dd′ ,
e dd′ , respectivamente.



Lema 1.7.1. (Ribeiro, 2013, p.31, Lema 2.7.1) Sejam A um anel de
Dedekind que não é um corpo e  seu corpo de frações. Seja  um
ideal maximal de A. Então  = {x ∈  : x  ⊂ A} é um ideal
fracionário de .

Demonstração. Como A não é um corpo, temos que  ≠ {0} e que 
′ ≠ ∅, pois 0 ∈ ′. Sejam x, y ∈ ′. Então pela definição de ′,

temos que x  ⊂ A e y  ⊂ A, e portanto (x + y)  = x  + y  ⊂
A, ou seja, x + y ∈ ′. Agora, sejam x ∈ ′ e a ∈ A. Assim x  ⊂ A,
e portanto (xa)  = a(x ) ⊂ A, ou seja, xa ∈ ′. Finalmente, temos
que d  ⊂ A, para todo d ∈ A − {0}, ou seja, ′ é um ideal
fracionário de . 

Teorema 1.7.2. (Samuel, 1967, p.50, Teo. 2) Sejam A um anel de
Dedekind que não é um corpo e  seu corpo de frações. Todo ideal
maximal de A é inversível no conjunto dos ideais fracionários de A.

Demonstração. Seja  um ideal maximal de A. Pelo Lema 1.7.1
temos que ′ = {x ∈  : x  ⊂ A} é um ideal fracionário de . Pela
definição de ′ , segue que ′  ⊂ A, e como  é um ideal de A,
segue que  = A ⊂ ′ ⊂ A. Desde que  é maximal, temos
que ′ =  ou ′ = A. Vamos mostrar que ′ ≠ . Para
isto suponhamos que ′ = . Seja x ∈ ′ . Então x  ⊂ ; x2

 ⊂ ; ... ; xn  ⊂ . Se d ∈  é não nulo, temos que xnd ∈ A,
para todo n ∈ ℩. Assim, A[x] é um ideal fracionário de A, e como A é
Noetheriano, segue da Proposição 1.7.6 que A[x] é um A-módulo
finitamente gerado. Portanto, pelo Teorema 1.3.1 segue que x é
inteiro sobre A, e como A é integralmente fechado, segue que x ∈ A,
ou seja,  ⊂ A. Como A ⊂  , segue que A = ′ . Por outro lado,
se a ∈ − < 0 >, então pela Proposição 1.7.5, o ideal aA contém
um produto de ideais primos não nulos 1 ... n, de A com n o menor
possível. Assim,  ⊃ aA ⊃ 1 ... n. Pela Proposição 1.7.4 temos
que  ⊃ i, para algum i = 1, ... , n, e sem perda de generalidade,
digamos que  ⊃ 1. Como 1 é maximal pois A é Dedekind,
segue que  = 1. Tomando  = 2 ... n, temos que aA ⊃  e
aA ⊅  devido a minimalidade de n. Assim, existe z ∈  tal que



z∉aA. Como  ⊂ aA segue que  ⊂ A. Assim,  ∈ ′ , e

como z∉aA, temos que ∉A, ou seja, ′ ≠ A, o que contradiz o fato
de ′ = A. Portanto, ′ = A, ou seja, ′ é o inverso de . 

Teorema 1.7.3. (Samuel, 1967, p.50, Teo.3(a)) Sejam A um anel de
Dedekind e  ≠ A um ideal não nulo de A. Então existem ideais
primos não nulos 1, ... , t de A e inteiros positivos 1, ... , t tal que

 , e esta expressão é única.

Demonstração. Pela Proposição 1.7.5, existem ideais primos 1, ...,
v não nulos de A tal que 1. ... . v ⊂ . Provemos que  é um

produto de ideais primos por indução sobre v. Se v = 1, temos que 
⊂ 1, mas como 1 é maximal, pois A é Dedekind, então  = 1, e
assim  é primo. Agora, suponhamos que todo ideal que contém um
produto com v−1 ideais primos não nulos de A é um produto de
ideais primos de A. Temos que 1 ... v ⊂ , e como A é Dedekind
segue que  está contido em um ideal maximal  de A. Seja −1 o
ideal fracionário inverso de . Como  ⊃  ⊃ 1 ... v, segue da
Proposição 1.7.4, que  contém um dos ′is, para i = 1, ... v.
Suponhamos que  ⊃ v, e assim,  = v, pois v é maximal.
Portanto 1 ... v−1 ⊂ ′ ⊂ ′ = A. Da hipótese de indução
decorre que −1 = 1 ... s, com ′js, para j = 1, ... , s, ideais
primos não nulos de A, e portanto  = 1 ... s v, como queríamos.

Para provar a unicidade suponhamos que . Então 

. Se ei − ej ≠ 0, podemos separar os expoentes positivos
e os expoentes negativos e reescrevê-los como



com i, j ideais primos não nulos de A e αi, βj > 0 para i ≠ j, ∀i, j.
Portanto 1 contém 1

β1 2
β2... v

βv e pela Proposição 1.7.4 segue
que 1 ⊃ j , para algum j. Suponhamos sem perda de generalidade
que 1 ⊃ 1. Como 1 e 1 são ideais maximais, segue que 1 = 1.
Portanto ei − ej = 0, isto é, ei = ej , o que é uma contradição pois i ≠ 

j , ∀i, j e assim concluímos que a expressão é única. 

Corolário 1.7.3. Se A é um anel de Dedekind, então o conjunto dos
ideais fracionários não nulos de A formam um grupo com relação a
multiplicação.

Demonstração. (Samuel, 1967, p.50, Teo.3(b)). 

1.8 Norma de um ideal

Sejam  uma extensão finita de ℚ e  o anel dos inteiros de .
Nesta seção apresentamos a norma de um ideal como uma
generalização da norma de um elemento de .

Definição 1.8.1. Seja  um ideal não nulo de . A norma do ideal 
, é definida como o número de elementos do anel quociente / ,

isto é, N /ℚ( ) = #( / ).

Observação 1.8.1. Quando não houver dúvida quanto ao anel que
contém o ideal , usaremos N( ) ao invés de N /ℚ( ).

Exemplo 1.8.1. Seja  um ideal principal de ℤ[i], onde i2 = −1,

gerado por 2 − i. Assim,  A norma de  é o
número das classes laterais de . Uma vez que 2 − i ≡ 0(mod ),
segue que 2 ≡ i(mod ). Assim para x = a+ bi, com a, b ∈ ℤ, temos
que x = a + bi ≡ a + 2b(mod ). Como (2 + i)(2 − i) = 5 ∈ , segue
que as classes laterais de  em ℤ[i] são {0, 1, 2, −1, −2}, ou seja, N(

) = 5.



Proposição 1.8.1. (Samuel, 1967, p.52, Prop.1) Se α ∈ , α ≠ 0,
então |N(α)| = # / α.

Demonstração. Seja α ∈ , α ≠ 0. Então, pelo Corolário 1.5.1,
temos que N(α) ∈ ℤ. Pelo Corolário 1.6.3 temos que  é um ℤ-
módulo livre de posto n. Além disso, como ψ :    α definida
por ψ(a) = aα, com a ∈ , é um isomorfismo, segue que α é um
ℤ-submódulo livre de posto n de . Pelo Teorema 1.2.1 existe uma
base {e1, e2, ... , en} do ℤ-módulo  e elementos ci ∈ ℕ tal que
{c1e1, c2e2, ... , cnen} é uma base de α. Também temos que o

grupo abeliano / α é isomorfo ao grupo abeliano , cuja
ordem é c1c2 ... cn. Agora seja a aplicação linear ϕ :   α
definida por ϕ(ei) = ciαi, i = 1, ... , n. Temos que det(ϕ) = c1c2 ... cn.
Por outro lado, como {αe1, ... , αen} também é uma base de α,
segue que existe um endomorfismo de ℤmódulo φ : α  α,
definido por φ(ciei) = αei, i = 1 ... , n. Logo, como o det(φ) ∈ ℤ e é
inversível, segue que det(φ) = ±1. Mas, a composição φϕ é um
homomorfismo, que é a multiplicação por α, e seu determinante é
por definição N(α). Portanto, como det(φϕ) = det(φ) det(ϕ), segue
que N(α) = ±c1 ... cn = ±#( / α). 

Proposição 1.8.2. (Samuel, 1967, p.52) Se  é um ideal não nulo
de , então o quociente /  é finito.

Demonstração. Seja α ∈ , α ≠ 0. Temos que α ⊂ . Logo 

. Assim, .

Portanto,  é finito.

Proposição 1.8.3. (Samuel, 1967, p.52, Prop.2) Se  e  são ideais
não nulos de , então N( ) = N( )N( ).



Demonstração. Pelo Teorema 1.7.3, temos que , onde
os ′is são ideais primos não nulos de  e αi ≥ 0, i ∈ i. Como  é
um domínio de Dedekind, então os ideais i, i ∈ I, são ideais
maximais. Seja i = , para algum i ∈ I. Por indução sobre o
número de fatores, é suficiente provar que

N(am) = N(a)N(m).

(1.8)

Segue da definição de norma que (1.8) se verifica se

Mas, do homomorfismo sobrejetor , definido por

φ(x + ) = x + , temos que , e pelo Teorema do

Isomorfismo temos que, . Logo,

De (1.9) e (1.10), podemos concluir que (1.8) é verificado se 

 . Agora, mostremos que  é um espaço

vetorial sobre  de dimensão 1. De fato, sejam as operações



Estão bem definidas:

Soma: x +  = x′ +  e y +  = y′ +   x̅ − x̅′ = 0̅ e y − y̅′
= 0̅  x̅ + y̅ = x̅′ + y̅′  (x +  + (y + ) = (x′ + ) + (y′ + ) 

 (x′ + y′) +  = (x′ + y′) + .

Produto: x +  = x′ +  e α +  = α′ +   x − x′ ∈  e α −

α′ ∈ . Assim, α′ x′ − α = x′ (α′ − α) + (x′ − x)α ∈ . Assim,  é

um espaço vetorial sobre . Temos que os -submódulos de 

 são ideais e são do tipo , onde  é um ideal tal que 
⊆  ⊆ . Mas, como todo ideal num domínio de Dedekind admite
inverso, segue que

Portanto, não existe  tal que  ⊆  ⊆ . Assim, os -

submódulos de  , ou os subespaços do espaço vetorial 

são apenas os triviais. Portanto,  e então 

. 



1.9 Formas quadráticas sobre o ℝn

Nesta seção apresentamos as formas quadráticas sobre o ℝn, que
serão muito útil no estudo das aplicações das formas quadráticas
aos corpos ciclotômicos e desta forma calcular a densidade de
centro dos reticulados obtidos via esses corpos.

Para cada inteiro n, seja Qn(X) a forma quadrática sobre o ℝn
definida por

Da igualdade

obtém-se que

Observamos que Qn(X) é uma função positiva definida e totalmente
simétrica, isto é, Qn(X1, ... , Xn) = Qn(Xσ(1), ⋯ , Xσ(n)), onde σ é uma
permutação qualquer do conjunto {1, ... , n}.

A próxima proposição é de grande importância no cálculo do raio de
empacotamento de certos reticulados.

Proposição 1.9.1. (Flores, 1996, p.64, Prop.3.4.1) i) O menor valor
que Qn(X1, ... , Xn) assume com entradas inteiras não todas nulas é
n.

ii) Para a ∈ ℤn, temos que Qn(a) = n quando a = ±(1, 1, ... , 1) ou a =
±ei, i = 1, ... , n; onde {e1, ... , en} é a ℤ-base canônica de ℤn.



Demonstração. i) Observe que

Se a1 = ... = an−1 = 0, então Qn(a1, ... , an) = an
2 +(n−1)an

2 = nan
2 ≥

n, para an ≠ 0. Caso contrário, por hipótese de indução, tem-se que

Qn-1(a1, ... ,an-1)≥ n-1,

e neste caso

De fato, se an ≠ 0 então an
2 ≥ 1. Caso contrário, pelo menos uma

das parcelas (ai − an)2 será não nula.

ii) A prova se faz usando novamente indução sobre n. Para j = 1
temos que Q1(a) = Q1(a1) = a1

2 = 1, onde a1 = ±1. Suponhamos que

o resultado seja válido para j = n − 1. Observe que 
. Assim temos que Qn(a) = Qn(a1, ... , an) = 

. Agora, se 
então Qn(a1, ... , an) assumiria um valor maior que n+ 1, o que

contraria o item (i). Portanto,  e assim Qn(a) = Qn(a1,
... , an) = n − 1 + 1 = n, se a = ±(1, ... , 1) ou a = ± ei, i = 1, ... , n
onde {e1, ... , en} é a ℤ-base canônica de ℤn. 

Lema 1.9.1. (Flores, 1996, p.80, Lema A.1) Se Qn(X1, ... , Xn) = 

, e a = (a1, ... , an) ∈ ℝn , então



Qn(a1, ..., an) = d2(a,0) + n.d2(a,Δ),

onde d2(a, 0) e d2(a, Δ) são os quadrados das distâncias euclidianas
de a até a origem e de a até a diagonal de ℝn, respectivamente.

Demonstração. Se X = (x, ... , x) é um elemento qualquer da
diagonal de ℝn, então

Esta distância será mínima quando , e isto

ocorre para . Assim

Logo,

e somando  em ambos os membros chegamos ao
resultado desejado. 



Teorema 1.9.1. (Flores, 1996, p.81, Teo.A.2) Sejam os números
reais a1, ... , ar, com r < n. Se

F(Xr+1,...,Xn) = Qn(a1,...,ar,Xr+1,...,Xn),

então F atinge seu mínimo com coordenadas inteiras no ponto

onde [z] denota o inteiro mais próximo de z. Caso z + 1/2 seja
inteiro, então [z] denota z − 1/2.

Demonstração. Os pontos da reta, em ℝn−r, passando por P = (x, x,

... , x), onde  e tendo (br+1, ... , bn) como vetor
diretor são da forma

X = P+t(br+1, ... ,bn) = (x+tbr+1, ... x+tbn).

Assim

Como esta expressão é uma função de segundo grau na variável t,
segue que derivando com relação a t, obtemos que



Em t = 0, temos que

Assim, sobre as retas passando por P, o gráfico de F é uma
parábola com concavidade voltada para cima, cujo menor valor é

assumido em P. Seja Y1 = (y, y, ... , y), onde . Supomos no que
segue que y ≤ x, sendo que para o caso y ≥ x a demonstração é
análoga. As parábolas descritas acima têm coeficiente dominante

onde v = (br+1, ... , bn) e Qn−r é a forma quadrática definida no início
da seção. Pelo Lema 1.9.1, segue que este coeficiente dominante é

onde d2(v, 0) e d2(v, Δ) representam os quadrados das distâncias de
v até a origem e diagonal de ℝn−r, respectivamente. Para determinar
a direção de menor crescimento destas parábolas, consideremos
vetores diretores v com comprimento 1. Na direção de v, o
coeficiente dominante da parábola passando por P é dado por

(r+1)+(n-r)d2(v, Δ)

Logo, a direção de menor crescimento dessas parábolas é dada
com d2(v, Δ) mínimo, ou seja, na direção de Y1, que é a diagonal.



Observe que para outra direção o crescimento dessas parábolas
será estritamente maior. Consequentemente, se Y ∈ ℝn−r é tal que
F(Y) = F(Y1), temos que

d(Y, P) ≤ d(Y1, P),

(1.11)

com igualdade se, e somente se, Y estiver na diagonal de ℝn−r.
Agora, dado o conjunto

A = {Y∈ℝn-r; F(Y) ≥ F(Y1)},

vamos calcular A ∩ ℤ. Para isso, vamos escrever A como a união
disjunta de dois conjuntos A1 e A2, onde

A1 = {Y∈ℝn-r; F(Y) < F(Y1)}

e

A2 = {Y∈ℝn-r; F(Y) = F(Y1)}

Temos que A1 ∩ℤn−r = ∅. Para calcular A2 ∩ℤ note, por (1.11), que
para todo Y em A2 temos que d(Y, P) < d(Y1, P) ou Y está na
diagonal de ℝn−r. Os Y que satisfazem a primeira possibilidade não
são inteiros. Caso Y esteja na diagonal de ℝn−r, novamente, por
(1.11), temos d(Y, P) = d(Y1, P). Para concluir, consideremos dois
casos:

1º caso: x < y + 1/2. Aqui, d(Y, P) = d(Y1, P) ocorre apenas para Y =
Y1;

2º caso: x = y+1/2. Neste caso, os únicos pontos da diagonal de ℤn−r

satisfazendo d(Y, P) = d(Y1, P) são Y1 e Y2 = (y + 1, ... , y + 1).



Assim,

Para concluir, observe que para todo ponto Y de ℤn−r temos que
F(Y) ≥ F(Y1), ou seja, Y1 é o ponto de mínimo de F em ℤn−r. 

Teorema 1.9.2. (Flores, 1996, p.84, Teo.A.3) Sejam m ∈ ℕ e Q′n(m)
= Qn(m, t, ... , t), onde t = [m/2], isto é, Q′(m) é o menor valor que
Qn(m, X2, ... , Xn) assume fazendo X2, ... , Xn variar no conjunto dos
números inteiros. Então Q′ é uma função crescente de m.

Demonstração. Se m for par, então , é inteiro e

Q(m) = Qn(m, m/2, ..., m/2) = m2 + 2(n-1)(m2/4).

Neste caso, [m + 1] = 1/2, e

Q(m+1) = Qn(m+1, m/2, ..., m/2) =

(m+1)2 + (n-1)(m2/4) + (n-1)(1+m/2)2.

Logo, Q′ (m + 1) > Q′(m). A prova para o caso m ímpar se faz de
modo análogo. 

Denotaremos por Id o conjunto {(a1, ... , am) ∈ ℤm; |ai| ≤ d}.

Lema 1.9.2. (Flores, 1996, p.76, Lema 3.4.13) A forma quadrática
Qn(a1, ... , an) não atinge o valor n + 1, para (a1, ... , an) ∈ ℤn.

Demonstração. Para a ∈ I1 = {(a1, ... , an) ∈ ℤn, |ai| ≤ 1} o resultado
é verdadeiro. Tomemos a ∈ I2 − I1. Sem perda de generalidade,
podemos supor que a = (2, a2, ... , an), para inteiros a2, ... , an. Pelo
Teorema 1.9.1 temos que



Qn(a)≥Qn(2, 1, ..., 1) = 4+n-1+n-1 = 2n+2 > n+1,

e pelo Teorema 1.9.2, Qn(a) > n + 1, ∀ j e a ∈ Ij.

Definição 1.9.1. Dados p um número primo e m um número inteiro
positivo, denotamos por vp(m) a valorização p-ádica de m, ou seja,
o maior número α para o qual pα divide m.

Proposição 1.9.2. (Simonato, 2000, p.61, Lema A.1) Se n é um
número inteiro positivo, p um número primo e b0, b1, ... , bn ∈ ℤ, com
0 ≤ bi ≤ p − 1 são tais que n = b0 + b1p + ... + bsps, então

onde vp(n!) é a valorização p-ádica de n! .

Demonstração. Faremos por indução sobre n.

i) Se n=1, a conclusão é imediata.

ii) Suponhamos verdadeira para n, onde n = b0 + b1p + ... + bsps e
mostremos que a asserção é verdadeira para n + 1, onde

1º Caso: n + 1 = (b0 + 1) + b1p + ... + bsps, se b0 ≠ p − 1. Pelo fato
de que  pois b0 + 1≢0(mod p), e da hipótese de indução segue
que

2º Caso: n + 1 = (br + 1)pr + br+1pr+1 + ... + bsps, se b0 = b1 = ... =
br−1 = p − 1. Assim



n+1 = pr[(br+1)+br+1p+ ... +bsps-r] e

vp((n+1)!) = r+vp(n!)

Sendo n = (p−1)+(p−1)p+...+(p−1)pr−1 +brpr +br+1pr+1 +...+bsps,
segue que

Corolário 1.9.1. (Simonato, 2000, p.62, Corol.A.2) Se p é um
número primo e m, n são inteiros positivos com m ≤ n tais que

n = a0 + a1p + ... + asps, 0 ≤ ai ≤ p-1,

m = b0 + b1p + ... + bsps, 0 ≤ bi ≤ p-1,


n-m = c0 + c1p + ... + csps, 0 ≤ ci ≤ p-1,

então a valorização p-ádica de  é dada por

Demonstração. Aplicação da Proposição 1.9.2. 

Proposição 1.9.3. (Flores, 1996, p.74, Lema 3.4.10) Sejam p um
número primo, r um número inteiro positivo e m = pr−2. Então

para i = 1, ... , m − 1.



Demonstração. Sejam b1, ... , bm, c1, ... , cm, números naturais
satisfazendo 0 ≤ bi ≤ p − 1, 0 ≤ ci ≤ p − 1 e tais que i = b0 + b1p + ...
+ ampm e (m − i) = c0 + c1p + ... + cmpm.

Pela Proposição 1.9.2, temos que

de onde segue que

Como , o resultado segue. 



2 – Corpos Quadráticos e
Ciclotômicos

2.1 Introdução

Neste capítulo apresentamos os conceitos de corpos quadráticos e
corpos ciclotômicos, dando ênfase especialmente aos corpos
ciclotômicos. Para isso usamos os resultados de Teoria Algébrica
dos Números vistos no capítulo 1. Concluindo o capítulo
apresentamos a decomposição de um ideal primo em uma extensão
onde fizemos o uso do Teorema de Kummer.

Temos duas classes importantes dos corpos de números que são a
classe dos corpos quadráticos e a classe dos corpos ciclotômicos.
Nosso objetivo nas próximas seções é determinar o anel dos inteiros
algébricos, base integral e discriminante dos corpos quadráticos e
dos corpos ciclotômicos.

2.2 Corpos quadráticos

Nesta seção apresentamos os corpos quadráticos juntamente com a
teoria necessária para caracterizar seu anel dos inteiros, base
integral e discriminante.

Definição 2.2.1. Uma extensão de corpos de grau 2 sobre o corpo ℚ
é chamado um corpo quadrático.

Proposição 2.2.1. (Ribeiro, 2013, p.13, Prop.2.2.1) Todo corpo
quadrático é da forma ℚ(√d), sendo d um inteiro livre de quadrados.

Demonstração: Sejam  = ℚ(θ) um corpo quadrático, ou seja, um
corpo de números de grau 2, e f(X) = X2+aX+b, com a, b ∈ ℚ, o



polinômio minimal de θ ∈ . Resolvendo a equação quadrática θ2 +

aθ + b = 0 temos que  são as raízes de f(X). Como 2θ
± a = √a2 − 4b segue que ℚ(θ) = ℚ(√a2 − 4b). Por outro lado, a2 −4b

é um número racional que podemos escrever como a2 − ,
com u, v ∈ ℤ, mdc(u, v) = 1 e de forma que u e v não sejam
quadrados perfeitos, pois caso contrário, teremos ℚ(θ) = ℚ. Assim, 

. Suponhamos que uv =
k2d, com k, d ∈ ℤ, e d livre de quadrados. Logo, ℚ(θ) = ℚ(√uv) =
ℚ(√k2d) = ℚ(√d). 

A Proposição 2.2.1 nos diz que todo corpo quadrático  é da forma
ℚ(√d), onde d é um inteiro livre de quadrados e {1, √d} é uma base
do espaço vetorial ℚ(√d) sobre ℚ.

Proposição 2.2.2. (Samuel, 1967, p.35) Seja  = ℚ(√d), com d um
inteiro livre de quadrados, um corpo quadrático. Se um elemento α =
a + b√d ∈ ℚ(√d) é um inteiro algébrico, então 2a e a2 − db2 são
números inteiros.

Demonstração. Seja α ∈  um inteiro algébrico. Então existem a0, ⋯
, an−1 ∈ ℤ tal que αn + an−1αn−1 + ⋯ + a1α + a0 = 0. Assim,
considerando σ um automorfismo de  tal que σ(√d) = −√d, segue
que, σ(α)n + an−1σ(α)n−1 + ⋯ + a1σ(α) + a0 = 0, ou seja, σ(α) também
é um inteiro algébrico de . Do Corolário 1.3.2, temos que α + σ(α) e
ασ(α) também são inteiros algébricos de . Além disso, temos que se
α = a + b√d, com a, b ∈ ℚ, então α + σ(α) = 2a ∈ ℚ e ασ(σ) = a2 −
db2 ∈ ℚ. Como ℤ é integralmente fechado segue, da Proposição
1.3.4, que 2a e a2 − db2 são números inteiros. 



Observação 2.2.1. Se d > 0, a extensão ℚ(√d) é dita real e se d < 0,
a extensão ℚ(√d) é dita imaginária.

A seguir determinaremos o anel dos inteiros algébricos de um corpo
quadrático  = ℚ(√d), com d um inteiro livre de quadrados.

Teorema 2.2.1. (Stewart; Tall, 1987, p.67, Teo.3.2) Se  = ℚ(√d) é
um corpo quadrático com d ∈ ℤ livre de quadrados, então o anel dos
inteiros algébricos  de ℚ(√d) é dado por:

a)  = ℤ[√d] se d ≡ 2 ou d ≡ 3(mod 4) e


b)  se d ≡ 1(mod 4).

Demonstração: Seja α = a + b√d ∈ ℚ(√d), com a, b ∈ ℚ, um inteiro
algébrico sobre ℤ. Se b = 0 então o polinômio minimal de α sobre ℚ
é dado por m(X) = X − a, e como α é um inteiro algébrico sobre ℤ,
segue que a ∈ ℤ. Se b ≠ 0, então o polinômio minimal m(X) de α
sobre ℚ tem grau 2 e é obtido do seguinte modo:

α = a + b√d ⇒ α-a = b√d ⇒ (α-a)2 = b2d ⇒ 

α2-2aα+a2 = b2d ⇒ α2-2aα+(a2-b2d) = 0.

Logo m(X) = X2 − 2aX + a2 − db2. Pela Proposição 2.2.2 temos que
2a, a2 − db2 ∈ ℤ. Assim, (2a)2 − d(2b)2 ∈ ℤ e daí d(2b)2 ∈ ℤ, pois 2a
∈ ℤ. Ainda temos que 2b ∈ ℤ, pois, caso contrário, no seu
denominador existiria um fator primo p que apareceria na forma p2 no
denominador de (2b)2 e como d é livre de quadrados teríamos que
d(2b)2∉ℤ, o que é um absurdo. Logo, 2b ∈ ℤ. Assim, podemos
escrever:



Além disso, temos que

(2a)2-d(2b)2 ∈4ℤ.

(2.2)

Substituindo a por  e b por  , obtemos u2 − dv2 ∈ 4ℤ.

a) Se d ≡ 2 ou 3(mod 4), temos que u e v são pares, pois se v fosse
ímpar teríamos v2 ≡ 1(mod 4). Assim, como u2 − dv2 ∈ 4ℤ temos que
u2 ≡ dv2 ≡ d(mod 4), ou seja, d ≡ 0(mod 4) ou d ≡ 1(mod 4), o que é
um absurdo. Portanto, concluímos que v é par, isto é, v2 ≡ 0(mod 4) e
assim, u2 ≡ dv2 ≡ 0(mod 4) o que implica que u é par. Logo, se α = a
+ b√d ∈  temos que α ∈ ℤ[√d] e assim,  ⊂ ℤ[√d]. Por outro lado,
tomando α ∈ ℤ[√d], temos que α é raiz do polinômio X2 −2aX+a2

−db2 ∈ ℤ[X], pois pela Proposição 2.2.2, temos que 2a, a2 − db2 ∈ ℤ.
Logo, ℤ[√d] ⊂ . Portanto,  = ℤ[√d].

b) Se d ≡ 1(mod 4), temos que u2 − dv2 ∈ 4ℤ, e que u e v são de
mesma paridade, isto é, são ambos pares ou ímpares. Se u e v são
pares então a, b ∈ ℤ. Logo, α = a + b√d ∈ ℤ[√d]. Se u e v são
ímpares, então α = a + b√d = u/2 + v/2√d = (u − v)/2 + v((1 + √d)/2) ∈

ℤ . Portanto, α ∈ ℤ , ou seja,  ⊂ ℤ . Por outro

lado, se α = a + b  ∈ ℤ  com a, b ∈ ℤ, temos que 2a +
b ∈ ℤ e (a + b/2)2 − d(b/2)2 = a2 + ab + (1 − d)b2/4 ∈ ℤ, pois d ≡

1(mod 4). Logo, ℤ  ⊂ , pois os coeficientes do polinômio
minimal de α, m(X) = X2 − (2a + b)X + a2 + ab + (1 − d)b2/4 estão em

ℤ. Portanto, ℤ  = . 



Exemplo 2.2.1. Seja  o corpo quadrático ℚ(√−1). O anel dos
inteiros algébricos de  é dado por  = ℤ[i] = {a + bi : a, b ∈ ℤ},
onde i = √−1 pois d = −1 ≡ 3(mod 4). O anel dos inteiros algébricos

do corpo quadrático ℚ(√−3)é ℤ .

Como os ℚ-monomorfismos de  = ℚ(√d), com d ∈ ℤ livre de
quadrados, em ℂ são σ1 e σ2, onde σ1(√d) = √d e σ2(√d) = −√d,
segue que o discriminante absoluto de um corpo quadrático é obtido
do seguinte modo:

i) se d ≡ 1(mod 4), então

ii) se d ≡ 2 ou (mod 4) então

Exemplo 2.2.2. Dado  = ℚ(√5), tem-se , isto é, 

 é uma base integral de  e o discriminante absoluto de 
é 5. Os monomorfismos de  em ℂ são σ1 a inclusão e σ2 a
conjugação complexa, isto é, σ1(a + b√5) = a + b√5 e σ2(a+ b√5) =



a−b√5. Logo,  e 

Exemplo 2.2.3. Dado  = ℚ(i) então  = ℤ[√−1], isto é, {1, √−1} é
uma base integral para  e o discriminante absoluto de  é −4. Os
monomorfismos de  em ℂ são σ1 a inclusão e σ2 a conjugação
complexa, isto é, σ1(a + b√−1) = a + b√−1 e σ2(a + b√−1) = a−b√−1.

Logo,  e 

2.3 Corpos ciclotômicos

Nesta seção apresentamos os corpos ciclotômicos. Esses corpos
desempenham um papel fundamental na Teoria Algébrica dos
Números, uma vez que é possível caracterizar o anel dos inteiros
algébricos de um corpo ciclotômico e, consequentemente, seu
discriminante.

Definição 2.3.1. Seja  um corpo. Um elemento ζ ∈  é chamado
uma raiz n-ésima da unidade se ζn = 1, para n ≥ 1, um inteiro.

Segue da Definição 2.3.1 que as raízes n-ésimas da unidade são
raízes do polinômio xn − 1. Seja U = {ζr1 , ... , ζrn } o conjunto de todas
as raízes distintas de Xn − 1 em . Como (ζiζj )n = (ζi)n(ζj )n = 

, segue que o conjunto U é um
grupo multiplicativo. Como todo grupo multiplicativo finito num corpo
é cíclico então segue que U é um grupo cíclico. Assim, podemos
representar as n raízes n-ésimas da unidade por ζ, ζ2, ... , ζn = 1,
onde ζ é um gerador do grupo U. As raízes n-ésimas primitivas da
unidade são os geradores do grupo U, isto é, os elementos ζk com
mdc(k, n) = 1, para k = 1, 2, ... , n. O número das raízes n-ésimas
primitivas da unidade é dado por



ϕ(n) = #{0 < m < n : mdc(m, n) = 1, m ∈ℤ}

onde ϕ é a função de Euler. Dado n um inteiro positivo, definimos ζn

como sendo  e o corpo ℚ(ζn) é chamado o n−ésimo corpo
ciclotômico.

Definição 2.3.2. O polinômio  é chamado de
n−ésimo polinômio ciclotômico.

Lema 2.3.1. (Lang, 1972, p.206) Se n é um inteiro positivo, então 

.

Demonstração: Sendo f(X) = Xn−1, temos que as raízes de f(X) são
1, ω, ω2, ... , ωn−1. Logo Xn − 1 = (X − 1)(X − ω) ... (x − ωN−1).
Analisando os períodos de cada raiz de f(X), e escrevendo todas as
raízes de mesmo período como um polinômio da forma φd (X) = 

. 

Exemplo 2.3.1. Considere o polinômio f(X) = X6 −1. Temos que as
raízes de f(X) são ω, ω2, ω3, ω4, ω5, ω6. Deste modo, ω, ω2, ω3, ω4,
e ω5 tem período 6, 3, 2, 3 e 6, respectivamente. Assim, φ1(X) = (X −
ω6) = (X − 1), φ2(X) = (X − ω3), φ3(φ) = (X − ω2)(X − ω4), φ6(X) =
(X−ω)(X−ω5). Como os divisores de 6 são 1, 2, 3, 6, temos que 

, ou seja, X6−1 = φ1(X)φ2(X)φ3(X)φ6(X) = (X − 1)(X −
ω3)(X − ω2)(X − ω4)(X − ω)(X − ω5).

Como consequência do Lema 2.3.1 temos que



Assim  

 

. Quando n = p, onde p é um número primo,
segue que

que é chamado de p-ésimo polinômio ciclotômico. Quando n = pr,
onde r é um número inteiro maior que 1 e p é um número primo, de
acordo com o Lema 2.3.1,

Logo  . Este polinômio
é chamado de pr-ésimo polinômio ciclotômico.

Teorema 2.3.1. (Lang, 1972, p.204, Teo.6) Se ζn é uma raiz n-ésima
primitiva da unidade, então [ℚ(ζn) : ℚ] = ϕ(n).

Demonstração. Seja f(X) um polinômio mônico, irredutível e de
menor grau de ζn sobre ℚ. Logo Xn −1 = f(X)h(X), com h(X) ∈ ℚ[X].
Pelo lema de Gauss segue que f(X), h(X) ∈ ℤ[X]. Seja p um número
primo tal que p ∤ n. Assim, ζn

p é raiz n-ésima primitiva da unidade.
Logo (ζp

n)n − 1 = f(ζn
p)h(ζn

p), ou seja, 0 = f(ζn
p)h(ζn

p). Assim, se ζn
p

não for raiz de f(X), então ζn
p é raiz de h(X), e portanto ζn é raiz de

h(Xp). Portanto, pelo modo como tomamos f(X), segue que, f(X) |
h(Xp), ou seja, h(Xp) = f(X)g(X), com g(X) ∈ ℤ[X] pelo lema de Gauss.
Como consequência do pequeno Teorema de Fermat, ap ≡ a(mod p)



e daí h(Xp) ≡ h(X)p(mod p). Assim,f(X)g(X) ≡ h(X)p(mod p), e portanto
h(X)p ≡ f(X)g(X)(mod p). Logo, h̅(ζ̅n)̅p = 0̅, pois ζn é raiz de f(X). E
recursivamente chegamos que h̅(ζn) = 0. Portanto f̅ e h̅ tem uma raiz
em comum. Assim Xn − 1̅ = f̅(X)h̅(X), e portanto Xn − 1̅ tem raízes
múltiplas. Logo nXn−1 = 0̅ e assim, para qualquer α ∈ ℤp, nαn−1 = 0̅.
Como a característica de ℤp é p segue que p|n, o que contradiz o
fato de termos suposto que p ∤ n. Portanto ζn

p é raiz de f(X) ∀ p ∤ n e
mdc(p, n) = 1. Logo ∂(f(X)) ≥ ∂(φn(X)), pois toda raiz de φn(X) é raiz
de f(X), e como f(X)|φn(X), segue que ∂(φn(X)) ≥ ∂(f(X)). Portanto
∂(f(X)) = ∂(φn(X)) = ϕ(n). 

Observação 2.3.1. Existe um único polinômio minimal f(X) tal que
f(ζn) = 0. Pelo Teorema 2.3.1, ∂(f(X)) = ∂(φn(X)), e φn(ζn) = 0. Assim
f(X) = φn(X), e assim φn(X) é irredutível.

Lema 2.3.2. (Lang, 1972, p.204) Se mdc(m, m) = 1, então UMN ≅ Um
× Un.

Demonstração. Seja a seguinte função:

φ : Um × Un ➝ Umn

(a, b) ➝ ab

i) φ esta bem definida, pois (ab)mn = (am)n(bn)m = 1

ii) φ é homomorfismo, pois ∀ (a, b), (c, d) ∈ Um × Un temos que φ((a,
b) · (c, d)) = φ(ac, bd) = (acbd) = (ab)(cd) = φ(a, b)φ(c, d).

iii) φ é injetora: Temos que provar que Ker(φ) = {(a, b) ∈ Um × Un :
φ(a, b) = 1} = {1}. Deste modo, temos que mostrar que para ∀ (a, b) ∈
Um × Un tal que φ(a, b) = ab = 1  a = b = 1. Para isto, seja a = ζk

m,
b = ζl

n, onde 0 ≤ k ≤ m − 1 e 0 ≤ l ≤ n − 1. Assim, ab = 1  ζk
mζl

n = 1
 ζk

m = ζn
−  ζm

nk = ζn−nl  ζnk
m = 1. Logo, como ζm é uma raiz

m-ésima primitiva da unidade, segue que m|nk, e como mdc(m, n) =



1 então m|k, e isto implica que k = mx. Analogamente n|l, e isto
implica que l = ny. Deste modo, ζm

k = ζm
mx = 1 = ζ-ny

n = ζn
-1 , ou seja,

ζk
m = ζn

-1 = 1, e isto implica que k = l = 0, pois ζm e ζn são raízes m-
ésima e n-ésima primitivas da unidade, respectivamente. Portanto ab
= 1  a = b = 1. Portanto Ker(φ) = {1} e assim φ é injetora.

iv) φ é sobrejetora: Como o(Um × Un) = o(Umn) e φ é injetora, segue
que φ é sobrejetora. Por iii) e iv), φ é bijetora. Portanto φ é
isomorfismo. 

Proposição 2.3.1. (Lang, 1972, p.205) Temos que ζk
mζl

n, para 0 ≤ k
≤ m−1 e 0 ≤ l ≤ n−1, é uma raiz mn-ésima primitiva da unidade se, e
somente se, ζm

k é uma raiz m-ésima primitiva da unidade e ζn
l é uma

raiz n-ésima primitiva da unidade.

Demonstração. Se ζk
m não é uma raiz m-ésima primitiva da

unidade, então temos que mdc(k, m) = d > 1. Assim,  

, o que é absurdo, pois . Reciprocamente,
se ζk

m é uma raiz m-ésima primitiva da unidade e ζln é uma raiz n-
ésima primitiva da unidade, então mdv(k, m) = mdc(l, n) = 1. Assim,

Como mdc(m, n) = 1 segue que m|a. De modo análogo, n|a. Ainda,
usando o fato de que mdc(m, n) = 1 segue que mn|a. Assim temos
que, (ζk

mζl
n)mn = (ζm

n)kn(ζn
n)lm = 1. Assim, mn é a menor potência tal

que (ζm
kζn

l)mn = 1. Portanto ζk
mζl

n é uma raiz mn-ésima primitiva da
unidade. 

Corolário 2.3.1. (Lang, 1972, p.205) ℚ(ζm)ℚ(ζn) = ℚ(ζmn).

Sejam p um número primo e ζp uma raiz p-ésima primitiva da
unidade. Como em φp(X) o coeficiente ap−2 do termo Xp−2 é igual a 1,



segue que

Consequentemente,

Os elementos 1 − ζj
p , para j = 1, ... , p − 1, são todos os conjugados

de 1 − ζk
p, para k = 1, ... , p − 1. Assim, pela Definição 2.3.2, segue

que Nℚ(ζp )/ℚ(1 − ζp
k) = φp(1) = p, para k = 1, ... , p − 1.

Lema 2.3.3. (Simonato, 2000, p.18, Lema1.4.4) Se  é o anel dos
inteiros algébricos de  = ℚ(ζp) então:

i) (1 − ζp)  ∩ ℤ = pℤ.

ii) Tr /ℚ((1 − ζp)y) ∈ pℤ, ∀ y ∈ .

Demonstração: i) O p-ésimo polinômio ciclotômico de ζp é φp(X) =
Xp−1 + ... + X+ 1 = (X−ζp)(X−ζp

2) ⋯ (X−ζp
p−1). Como Nℚ(ζp)/ℚ(1 −ζp

K)
= (1 − ζp)(1 − ζp

2) ... (1 − ζp
p−1 ) = p, segue que φp(1) = (1 − ζp)(1 −

ζp
2) ... (1 − ζp

p−1) = p. Como 1 − ζj
p ∈ , para j = 1, ... , p − 1, segue

que p ∈ (1 − ζp) . Portanto pℤ ⊂ (1 − ζp)  ∩ ℤ. Para mostrar a
outra inclusão, vamos supor por absurdo que pℤ está contido
propriamente em (1 − ζp)  ∩ ℤ ⊂ ℤ. Como pℤ é um ideal maximal
de ℤ, então (1 − ζp)  ∩ ℤ = ℤ. Como 1 ∈ ℤ segue que 1 = (1 − ζp)a,
para algum a ∈ . Logo 1 − ζp é inversível em , e assim 1 − ζp

j

são inversíveis em , para j = 2, ... , p − 1. Assim, (1−ζp)(1 −ζp
2) ...

(1 −ζp
p−1) é inversível em  ∩ℤ, isto é, p é inversível em  ∩ ℤ, o

que é um absurdo. Portanto (1 − ζp)  ∩ ℤ = pℤ.

ii) Cada conjugado yi(1−ζi

p) de y(1−ζp ) é um múltiplo de 1−ζi
p em 



, para i = 1, 2, ... , p − 1. Como 1 − ζi
p = (1 − ζp)(1 + ζp + ... + ζp

i−1)
segue que 1 − ζi

p é um múltiplo de 1 − ζp em . Sendo o traço a
soma dos conjugados, Tr /ℚ(y(1 − ζp)) = y1(1 − ζp) + y2(1 − ζp

2) + ⋯
+ yp−1(1 − ζp

p−1) = α(1 − ζp), α ∈ . Portanto Tr(y(1 − ζp )) ∈ (1 −
ζp). Como, pela Proposição 1.3.4, ℤ é integralmente fechado, segue
pelo Corolário 1.5.1 que Tr(y(1 − ζp)) ∈ ℤ. Assim, Tr(y(1 − ζp)) ∈ (1
− ζp) ∩ ℤ = pℤ, onde a igualdade segue de (i). 

Teorema 2.3.2. (Samuel, 1967, p.43, Teo.2) O anel dos inteiros de 
= ℚ(ζp) é  = ℤ[ζp] e {1, ζp, ⋯ , ζp

p−2} é uma base de ℤ[ζp] como um
ℤ-módulo.

Demonstração: Seja  o anel dos inteiros de  = ℚ(ζp). Como
ℤ[ζp] ⊂ , falta mostrar que  ⊂ ℤ[ζp]. Se α ∈ , então α ∈ ℚ(ζp),
e assim podemos escrever

com ai ∈ ℚ, para i = 0, 1, ... , p − 2. Multiplicando por 1 − ζp em
ambos os membros temos que

Aplicando o traço nesta equação e usando a sua linearidade,
obtemos que

pelo Lema 2.3.3. Como Tr(ζi
p − ζp

i+1) = 0, para i = 1, 2, ... , p − 2,
segue que a0Tr(1−ζp) = a0p ∈ pℤ e assim a0 ∈ ℤ. Como ζp

−1 = ζp
p−1

segue que ζp
−1 ∈ , e portanto pela Equação (2.6) segue que



Multiplicando ambos os membros por 1 − ζp temos que

Logo

Mas a1Tr(1 − ζp) = a1p ∈ pℤ e assim a1 ∈ ℤ. Continuando dessa
forma, chegamos que ai ∈ ℤ, para todo i = 0, 1, ... p − 2. Portanto 
⊆ ℤ + ℤζp + ... + ℤζp

p−2, ou seja,  ⊆ ℤ[ζp ]. Deste modo concluímos
que  = ℤ[ζp]. Além disso, como 1, ζp, ... , ζp

p−2 são linearmente
independentes sobre ℤ, pois são sobre ℚ e como  = ℤ+ℤζp

+...+ℤζp
p−2 segue que {1, ζp , ... , ζp

p−2} é uma base de ℤ[ζp ]. 

Proposição 2.3.2. (Simonato, 2000, p.19, Obs.1.4.6) O discriminante
absoluto de  = ℚ(ζp) sobre ℚ é dado por D  = 

.

Demonstração: Sejam p um número primo e ζp uma raiz p-ésima da
unidade. Vimos que {1, ζp, ... , ζp

p−2} é uma base integral de ℤ[ζp].
Pela Proposição 1.6.4 temos que Dℚ(ζp )/ℚ(1, ζp, ... , ζp

p−2) = 

, e deste modo vamos mostrar que
Nℚ(ζp)/Q(φ′p(ζp)) = pp−2. Como o p-ésimo polinômio ciclotômico é dado

por , segue que derivando ambos os lados temos que 

. Substituindo X por ζp temos que 



. Como ζp
p = 1, pois ζp é uma raiz p-ésima da

unidade, temos que , ou seja, , e

isto implica que . Aplicando a norma e usando a
sua linearidade obtemos que 

pp−2. Portanto . 

Sejam p um número primo e n ≥ 1 um inteiro. O Lema 2.3.3 estende
naturalmente para o pr-ésimo corpo ciclotômico, ℚ(ζpr), ou seja,
valem

onde  é o anel dos inteiros de  = ℚ(ζpr). Nosso objetivo agora é
encontrar o anel dos inteiros algébricos, , de  = ℚ(ζpr).

Lema 2.3.4. (Marcus, 1977, p.30, Lema.1) Temos que ℤ[1−ζpr] =
ℤ[ζpr] e que

onde pr ≥ 3.

Demonstração. Por definição, . Logo, para
qualquer α ∈ ℤ[1 − ζpr] temos que α = b0 + b1(1 − ζpr) + b2(1 − ζpr)2 +
... + b(p−1)pr−1 −1(1 − ζpr)(p−1)pr−1 −1 = (b0 + b1 + b2 + ... + b(p−1)pr−1 −1) +



(−b1 − 2b2)ζpr + b2ζpr2 + ... . Assim, temos que α é da forma a0 + a1ζpr

+ a2ζpr2 + ... + a(p−1)pr−1−1ζpr(p−1)pr−1−1, ou seja, α ∈ ℤ[ζpr]. Portanto ℤ[1
− ζpr] ⊂ ℤ[ζpr]. Por outro lado, seja α ∈ ℤ[ζpr]. Assim, α = a0 + a1ζpr +
a2ζpr2 + ... + a(p−1)pr−1 −1ζpr(p−1)pr−1 −1. Observando que ζpr = 1 − (1 −
ζpr), temos que

Dessa forma, chegamos que α é da forma b0 + b1(1 −ζpr )+ b2(1 −
ζpr)2 + ... + b(p−1)pr−1 −1(1 − ζpr)p−1)pr−1 −1, isto é, α ∈ ℤ[1 − ζpr].
Assim ℤ[ζpr] ⊂ ℤ[1 − ζpr]. Portanto, das duas inclusões concluímos
que ℤ[ζpr] = ℤ[1 − ζpr]. Para a segunda parte, como os conjugados
deζpr são os elementos ζprk tais que k = 1, ... , pr − 1 e mdc(k, pr) = 1,
segue que os elementos 1 − ζprk são os conjugados de 1 − ζpr .
Como det(σj(ζi

pr)) é o determinante de uma matriz de Vandermonde,

Lema 2.3.5. (Marcus, 1977, p.31, Lema 2) Temos que  ζk
pr) =

p, onde o produto é tomado sobre todos os k, com 1 ≤ k ≤ pr, e tal
que p ∤ k.



Demonstração. Como  ... +
X(p−1)pr−1, segue que todos os ζprk, onde 1 ≤ k ≤ pr e tal que  são
raízes de φpr (X) pois são raízes de Xpr − 1 mas não de Xpr−1 − 1.

Deste modo,  e existem exatamente ϕ(pr) =
(p−1)pr−1 valores de k pois ∂(φpr (X)) = (p−1)pr−1. Tomando X = 1,

temos que . 

Teorema 2.3.3. (Marcus, 1977, p.29, Teo.9) Sejam {α1, ... , αn} uma
base de  sobre ℚ consistindo de inteiros algébricos e d = D /ℚ(α1,
... , αn). Se α ∈ , então α pode ser expresso na forma 

, com mj ∈ ℤ e mj
2 divisível por d, para j = 1, 2, ... , n.

Demonstração. Se α ∈ , então α ∈ . Como {α1, ... , αn} é uma
base de  sobre ℚ, segue que

α = x1α1 + ... + xnαn,

com xj ∈ ℚ, para j = 1, ... , n. Sejam σ1, ... , σn os ℚ-monomorfismos
de  em ℂ. Aplicando cada σi, para i = 1, ... , n, em α, obtemos um
sistema de n equações dada por

σ1(α) = x1σi(α1) + ... + xnσ1(αn),

para i = 1, ... , n. Resolvendo esse sistema pela regra de Cramer,

obtemos que as n raízes são dadas por , onde δ = det(σi(αj )) e
γj é obtido de δ trocando a j-ésima coluna por σi(α). Temos que os γj ,
para j = 1, 2, ... , n, e δ são inteiros algébricos pois são obtidos a
partir dos α′is, que são, por hipótese, inteiros algébricos. Pela



Proposição 1.6.3, temos que δ2 = d e portanto  δγj
 é

um inteiro algébrico. Como ℤ é integralmente fechado segue que dxj

∈ ℤ, para j = 1, 2, ... , n. Seja mj = dxj , para j = 1, 2, ... n. Se

mostrarmos que  ∈ ℤ, teremos que mj
2 é divisível por d. Mas,

como  ∈ ℚ e como ℚ é o corpo de frações de ℤ então é suficiente

mostrarmos que  é um inteiro algébrico. Como mj = dxj = δγj
 segue

que mj
2 = d2xj

2 = δ2γj
2 = γj

2. Logo  = γj
2 é um inteiro algébrico pois

γj é um inteiro algébrico. Portanto  ∈ ℤ e assim mj
2 é divisível por

d. 

Lema 2.3.6. (Marcus, 1977, p.31) Se d = Dℚ(ζpr)/ℚ(1, ζpr , ... , ζprn−1),

onde n = ϕ(pr), então d = ps para algum s ∈ ℕ.

Demonstração: Pela Equação (2.3) temos que

onde g(X) = Xpr−1 −1 e φpr (X) é o polinômio irredutível de ζp
r sobre

ℚ. Derivando a Equação (2.7) temos que prXpr−1 = φ′pr (X)g(X) + φpr

(X)g′ (X), e substituindo X por ζpr obtemos que

Como φpr (ζpr) = 0 segue que



e isto é equivalente a

ou seja,

Aplicando a função norma nesta última igualdade obtemos que

Pela Proposição 1.6.4, temos que

Logo, d|pnr, ou seja, d = ps, para algum inteiro s. 

Teorema 2.3.4. (Marcus, 1977, p.30, Teo.10) O anel  dos inteiros
algébricos de  = ℚ(ζpr) é ℤ[(ζpr].

Demonstração. Mostraremos que  = ℤ[1 − (ζpr], e assim o
teorema segue pelo Lema 2.3.4. Suponhamos que  ≠ ℤ[1 − (ζpr].
Pelo Teorema 2.3.3, todo elemento α ∈  pode ser expresso na
forma

onde n = ϕ(pr), e mi ∈ ℤ, para i = 1, 2, ⋯ , n. Pelo Lema 2.3.6, temos
que d = ps, onde s ∈ ℕ. Logo, existe α ∈  de modo que nem todos
os mj são divisíveis por ps. Seja i ≤ n tal que mi não seja divisível por
ps. Assim, temos que mi = psq + r, onde q, r ∈ ℤ e r < ps. Logo,
podemos reescrever α da seguinte forma



Desse modo,  contém um elemento da forma

Multiplicando ambos os lados por ps−1, obtemos que

que podemos reescrever como

com aj ∈ ℤ e ai não divisível por p. Pelo Lema 2.3.5, temos que p/(1 −
ζpr)n ∈ ℤ[ζpr] pois 1 − ζk

pr é divisível, em ℤ[ζpr], por 1 − ζpr. Então p/(1
− ζpr)i ∈ ℤ[ζpr] e portanto temos que βp/(1 − ζpr)i ∈ . Subtraindo
termos que estão em , obtemos que ai/(1−ζpr) ∈ . Disto segue
que Nℚ(ζpr)/ℚ(1 −ζpr)| Nℚ(ζpr)/ℚ(ai ). Como N ℚ(ζpr)/ℚ(ai) = an

i e pelo
Lema 2.3.5, temos que Nℚ(ζpr)/ℚ(1 − ζpr) = p. Assim p | an

i, o que é

impossível pois ai não é divisível por p. Portanto  = ℤ[1 − ζpr] =
ℤ[ζpr]. 

Observação 2.3.2. Como o pr-ésimo polinômio ciclotômico tem grau
(p− 1)pr−1 e seu termo independente é igual a 1, obtemos pela seção
1.4, que



Proposição 2.3.3. (Simonato, 2000, p.22, Prop.1.4.9) O
discriminante absoluto de  = ℚ(ζpr) sobre ℚ é dado por D  =
Dℚ(ζpr)/ℚ (1, ζpr , ... , ζprϕ(pr)−1) = ±ppr−1 · (r(p−1)−1).

Demonstração. Pela Proposição 1.6.4 temos que

Derivando ambos os membros de , temos que

e substituindo X por ζpr temos que

Como ζprp
r = 1 segue que



Temos que . Aplicando a função norma
em ambos os membros e usando sua linearidade temos que

Da Equação (2.8) temos que Nℚ(ζpr)/ℚ(ζpr) = ±1. Também Nℚ(ζpr)/ℚ(−pr

) = (−pr)(p−1)pr−1 e

Portanto . 

A seguir nosso objetivo é determinar o anel dos inteiros  para
qualquer corpo ciclotômico, ℚ(ζn), onde ζn é uma raiz n-ésima
primitiva da unidade. Esta generalização seguirá de um resultado
mais geral considerando os inteiros algébricos de um corpo
composto , onde  e  são corpos numéricos.

Se  e  são dois corpos numéricos, então o corpo composto 
(definido como o menor subcorpo de ℂ contendo  e ) consistem de
todas as somas finitas

Se ,  e  são os anéis dos inteiros algébricos de ,  e ,
respectivamente, então  contém o anel



Em geral, não temos uma igualdade. Entretanto, podemos mostrar
que  =  sob certas condições sobre os corpos
ciclotômicos.

Sejam m e n os graus de  e , respectivamente, sobre ℚ, e seja d =
mdc(d1, d2), onde d1 e d2 são o discriminante absoluto de  e ,
respectivamente.

Teorema 2.3.5. (Marcus, 1977, p.33, Teo.12) Se [  : ℚ] = mn, então

.

Demonstração. Sejam {α1, ... , αm} uma base de  sobre ℤ e {β1, ...
, βn} uma base de  sobre ℤ. Assim, temos que B = {αβj , i = 1, ... ,
m; j = 1, ... , n} é uma base de  sobre ℤ e também uma base de

 sobre ℚ. Se α ∈ , então α pode ser expresso na forma

onde r e todos os mj estão em ℤ, e que estes mn + 1 inteiros não tem
fatores comuns maiores que 1, ou seja, mdc(r, mdc(mij )) = 1. Para
mostrar o teorema, temos que mostrar que r|d para qualquer α. Para
isto, devemos mostrar que r|d1 e r|d2 pois assim, pela definição de
máximo divisor comum, teremos que r | d. Temos que todo
monomorfismo σ de  em ℂ estende a um monomorfismo (que
também denotamos por σ) de  em ℂ, fixando . Portanto, para
cada σ temos que



Tomando , para cada i = 1, ⋯ , m, obtemos m equações 

 para cada σ. Agora, resolvendo este sistema pela regra

de Cramer, obtemos que , onde δ é o determinante da matriz
formado pelos coeficientes σ(αi) e γi é obtido de δ trocando a i-ésima
coluna por σ(α), para i = 1, 2, ... , m. Temos que δ e todos os γi são
inteiros algébricos, pois todos os σ(αi) e σ(α) são, e além disso δ2 =
d1. Se e = d1, temos que exi = δγi ∈ ℂ, onde ℂ é o anel dos

inteiros algébricos de ℂ, e portanto .
Lembrando que {β1, ⋯ , βn} forma uma base integral para ,

concluímos que os números racionais  devem ser inteiros, e
deste modo r divide emij , para todo i e j. Como assumimos que r é
relativamente primo com mdc(mij ), segue que r|e = d1.
Analogamente, r|d2. Portanto, r | d e assim d = kr, com k ∈ ℤ, ou seja,

. Substituindo na Equação (2.11) temos que 

. Logo . Portanto .

Corolário 2.3.2. (Marcus, 1977, p.34, Corol.1) Se [  : ℚ] = mn e d =
1, então  = .

Demonstração. Como  ⊂  e como d = 1 segue, pelo
Teorema 2.3.5, que  = .

Teorema 2.3.6. (Marcus, 1977, p.34, Corol.2) O anel dos inteiros de
ℚ(ζn) é R = ℤ[ζn].



Demonstração: O teorema já foi provado se n é primo ou se é uma
potência de um primo. Agora, se n não é primo ou não é uma
potência de um primo, então podemos escrever n = n1n2, para
inteiros relativamente primos n1, n2 maiores que 1. Vamos mostrar
por indução que se o resultado também é válido para n1 e n2, então o
resultado é válido para n. Assim, suponhamos por hipótese de
indução que R1 = ℤ[ζn1 ] e R2 = ℤ[ζn2 ]. Para aplicar o Corolário 2.3.2,
temos que mostrar que

1)ℚ(ζn) = ℚ(ζn1 )ℚ(ζn2 ) e como consequência ℤ[ζn] = ℤ[ζn1 ]ℤ[ζn2 ].

2) ϕ(n) = ϕ(n1)ϕ(n2).

3) d = 1.

A parte (1) segue do Corolário 2.3.1 e a parte (2) segue do fato de n1
e n2 serem relativamente primos. Para a parte (3), temos da

Proposição 1.6.4 que .
Seja dn1 e dn2 o discriminante absoluto de ℤ[ζn1 ] e ℤ[ζn2 ],
respectivamente. Como f(X) = Xn1 − 1, segue que f′(X) = n1n1Xn1 −1, e

substituindo X por ζn1 segue que . Assim
aplicando a função norma em ambos os lados e usando a sua
linearidade temos que

Portanto dn1 = ±n1
ϕ(n1) , e isto implica que

Analogamente,



Sendo d = mdc(dn1 , dn2 ), temos que

Como mdc(n1
ϕ(n1), n2

ϕ(n2)) = 1 segue que d|1, e portanto d = 1.
Finalmente então concluímos que R = R1R2 = ℤ[ζn1 ]ℤ[ζn2 ] = ℤ[ζn]. 

Teorema 2.3.7. (Washington, 1982, p.11) O discriminante absoluto
de  = ℚ(ζn) sobre ℚ é dado por

Demonstração: Por (Ribenboim, 1972, p.217, prop.7O) temos que 

. Aplicando a função logaritmo em ambos os
lados e usando as propriedades do logaritmo segue que log |D | =
[  : ℚ] log |D | + [  : ℚ] log |D |. Como toda extensão ciclotômica é
Galoisiana, segue que [  : ℚ] = [  : ℚ][  : ℚ], e assim

Portanto, se  temos que

onde i = ℚ(ζpi
ai), i = 1, 2, ... , r. Assim, pela Proposição 2.3.3, temos

que



e consequentemente,

Assim,  e portanto,

2.4 Decomposição de ideais primos em uma
extensão

Nesta seção apresentamos a decomposição de um ideal primo em
um extensão. Assim, dados A ⊂ B, anéis e  um ideal de A,
denotamos por B ao ideal de B formado pelos elementos da forma 



, com xi ∈  e yi ∈ B. Além disso, consideramos  ⊂  corpos de
números tais que [  : ] = n.

Se  é um ideal primo de B, consideremos a inclusão i : A  B, a
projeção canônica h : B  B/  e a composição f = h ∘ i. O núcleo de
f é A ∩  e portanto A/(A ∩ ) ≃ f(A) ⊂ B/ , e deste modo, A/(A ∩ )
é um domínio, isto é, A ∩  é um ideal primo de A.

Proposição 2.4.1. (Samuel, 1967, p.71, Prop.1) Sejam  um ideal

primo não nulo de  e  a decomposição do ideal  em
ideais primos de . Então os i′s são os únicos ideais primos de 
cuja interseção com  coincide com  e nestas condições dizemos
que i é um ideal acima de .

Demonstração: Para cada i = 1, ... , g temos que i ⊇  ⊇ , e
portanto i ∩  é um ideal primo de  que contém . Sendo 
maximal resulta que  = i ∩ . Agora, se d é um ideal primo de 

tal que d ∩  = , então d = . Assim, d ⊇ i, para algum i.
Como i é maximal segue que d = i. 

O anel /  pode ser considerado como um subanel de / i
através do homomorfismo induzido acima. Além disso, /  e / i
são corpos e / i é um espaço vetorial de dimensão finita sobre 
/ , uma vez que  e / i são finitamente gerados como -
módulo e / -módulo, respectivamente. A dimensão [ / i : / ],
denotada por fi ou f( i, ) é denominada de grau residual de i
sobre . O expoente ei ou e( i, ) é denominado índice de
ramificação de i sobre . Quando ei > 1, para algum índice i,
dizemos que  se ramifica em .



As igualdades  podem ser vistas em ([6], p.71,
Teo.1) e este resultado é conhecido como Igualdade Fundamental.

A igualdade fundamental forma alguns tipos de decomposições de .
Diremos, então, que o ideal primo  de  é

(i) totalmente decomposto em , se g = n e consequentemente, ei = fi
= 1, i = 1, ... , g.

(ii) inerte em , se g = 1, e1 = 1 e consequentemente f1 = n.

(iii) totalmente ramificado em , se g = 1 e consequentemente f1 = 1
e e1 = n.

Teorema 2.4.1. (Lang, 1970, p.27, Prop.25) (Kummer) Seja A um
anel de Dedekind com corpo quociente . Seja  uma extensão finita
separável de . Seja  o fecho integral de A em  e assuma que 
 = A[α] para algum elemento α. Seja f(X) o polinômio irredutível de α

sobre . Seja  um ideal primo de A. Seja f̅(X) a redução de f(X) e ,
e seja

a fatoração de f̅(X) em potências de fatores irredutíveis sobre A̅  = A/
, com coeficiente dominante 1. Então

é a fatoração de  em , de modo ei é o índice de ramificação de 
i sobre , e temos que

se μi(X) ∈ A[X] é um polinômio com coeficiente dominante 1 cuja
redução módulo ? é ?μ̅i(X).



Demonstração: Sejam μ̅(X) um fator irredutível de f̅(X), α̅ uma raiz
de μ̅(X), e  o ideal primo de  que é o kernel da função

Temos que  + μ(α)  está contido em . Por outro lado, seja

g(α) ∈  onde g(X) ∈ A[X]. Então  para algum
h̅ (x) ∈ A̅ [X], e portanto g(X) − μ(X)h(X), que é um polinômio com
coeficientes em A, uma vez que tem coeficientes em . Isto prova a
inclusão contrária, provando (2.13). Para provar (2.12), seja e′i o
índice de ramificação de i, tal que

e seja di o grau de μ̅i. Como f(α) = 0, e como

segue que

Por outro lado, temos que

consequentemente usando a Equação (2.14) temos que

Isto prova que ei ≥ e′i para todo i. Mas sabemos que



Assim ei = e′i para todo i, o que prova (2.12). 

Teorema 2.4.2. (Samuel, 1967, p.74, Teo.1) Se  é um corpo de
números, então um ideal primo pℤ de ℤ se ramifica em  se, e
somente se, p divide D . 

Decorre deste resultado que existe apenas um número finito de
ideais primos de ℤ que se ramificam em .

Lema 2.4.1. (Marcus, 1977, p.78, Corol.) Sejam ζm uma raiz m-ésima
da unidade, n = ζ(m), p um número primo e Om(p) a ordem de p

módulo m. Se p não divide m, então pℤ[ζm] se decompõe em 
ideais primos distintos de ℤ[ζm]. 

Exemplo 2.4.1. Se  = ℚ(√−17), então  = ℤ[√−17] e f(X) = X2 + 17
é o polinômio minimal de √−17 sobre ℚ. Vamos obter a fatoração
dos ideais 2 , 3  e 5  em produto de ideais primos de 
usando o Lema de Kummer. Como

segue que

Portanto, 2  = 1
2, onde 1 é o ideal primo de , com N( 1) = pf1 =

2. Pela Proposição 2.4.1 segue que 1 é o único ideal de  acima
do ideal 2ℤ e é totalmente ramificado em . Para o ideal 3  como

Segue que:



Portanto, 3  = 1 2 onde 1 e 2 são os únicos ideais primos de 
 acima de 3ℤ com norma 3 e o ideal 3ℤ é totalmente decomposto

em . Finalmente, para o ideal 5 , temos que X2 + 17 ≡ X2 + 2(mod
(ℤ/5ℤ)[X]) e X2 + 2 é irredutível sobre ℤ/5ℤ. Logo 5  é um ideal
primo de  com norma 25 e o ideal 5ℤ é inerte em .

Exemplo 2.4.2. Sejam  = ℤ[ζ15] o anel de inteiros algébricos de 
= ℚ(ζ15) e f(X) = X8 −X7 + X5 −X4 + X3 −X+ 1 o polinômio minimal de
ζ15 sobre ℚ. Vamos obter a fatoração de 3 . Como

f(X) ≡ (X4 + X3 + X2 + X + 1)2(mod ℤ/3ℤ)[X]),

segue que

Portanto, 3  = 1
2, onde 1 é o único ideal primo de  acima de

3ℤ com norma 34. Note que neste caso 3ℤ se ramifica em , mas
não é totalmente ramificado em .

Tendo em vista o Lema 2.4.1 e considerando , temos que a
menor decomposição possível do ideal pℤ[ζm] em produto de ideais
primos distintos de ℤ[ζm] ocorre primeiramente em m = 3 e p ≡ 1(mod
3), pois pℤ[ζ3] se decompõe em 2 ideais primos distintos de ℤ[ζ3].
Usando o Lema de Kummer vejamos, por exemplo, como se dá a
fatoração do ideal 13ℤ[ζ3]. Note que 13 ≡ 1(mod 3) e o polinômio
minimal de ζ3 sobre ℚ é X2 + X + 1. Logo



Agora, sejam  ⊂  corpos de números com  uma extensão
Galoisiana de  de grau n. Veremos que em uma extensão
Galoisiana a decomposição de um ideal em , dado como no
Teorema 2.4.1, assume certas características particulares. Seja G o
grupo de Galois de  sobre . Se G for um grupo abeliano diremos
que  é uma extensão abeliana de .

Observação 2.4.1. Seja  um corpo de números. Se  = (ζm),
então  é uma extensão galoisiana de  e o grupo de Galois de 
sobre  é isomorfo a um subgrupo de (ℤ/mℤ)*.

Decorre da Observação 2.4.1 que toda extensão ciclotômica de  é
abeliana e, em particular, todo subcorpo de um corpo ciclotômico é
uma extensão abeliana de ℚ. Reciprocamente, se  é uma extensão
abeliana de ℚ, então existe um inteiro m tal que  ⊂ ℚ(ζm). Este
resultado é conhecido como Teorema de Kronecker-Weber.

Lema 2.4.2. (Samuel, 1967, p.89, Lema 1) Sejam A um anel e , 1,
... , r ideais primos de A tais que  não esteja contido em i, para i =
1, ... , r. Então existe b em  tal que b não está em i, para todo i = 1,
... , r.

Demonstração. Sem perda de generalidade, podemos considerar o
caso em que j não está contido em i, para j ≠ i. Tomemos
elementos xij ∈ j − i (para j ≠ i, 1 ≤ i e j ≤ r) e elementos ai ∈ – i.

Se , então bi ∈ , bi ∈ A− i e bi ∈ j , para j≠i. Colocando



b = b1 + ⋯ + br, tem-se que b ∈  e b ≡ bi(mod i), isto é,  é
o elemento procurado. 

Seja α um elemento de . Aplicando σ ∈ G na equação de
dependência inteira de α sobre  temos que σ(α) ∈ , ou seja, σ(

) =  para todo σ ∈ G. Por outro lado, se  é um ideal primo de 
 e  é um ideal primo de  tal que  contém  como na

Proposição 2.4.1, ou seja, ∩  = , então σ( )∩  =  para todo
σ ∈ G, ou seja, σ( ) contém  e tem o mesmo expoente que .
Neste caso dizemos que  e ′ = σ( ) são ideais primos conjugados
contidos em .

Proposição 2.4.2. (Samuel, 1967, p.89, Prop.1) Se  é um ideal
primo de , então os ideais primos i de  acima de  são dois a
dois conjugados, têm o mesmo grau residual f e o mesmo índice de

ramificação e. Portanto, 

Demonstração: Suponhamos, por absurdo, que existam ideais
primos  e ′ acima de  tais que σ( ) ≠ ′, para todo σ ∈ G. Como 
e ′ são ideais maximais, podemos supor que  não esteja contido
em σ( ′), para σ ∈ G. Pelo Lema 2.4.2, existe um elemento 

. Sendo α inteiro sobre , segue que σ(α) também é

inteiro sobre , de onde  é um elemento de , e
portanto um elemento de  ∩ .

Por outro lado, σ(α) não está em ′ , pois caso contrário teríamos
σ−1(σ(α)) = α ∈ σ−1( ′), contrariando a hipótese feita sobre α. Dessa

forma,  não pertence a ′ (pois ′ é ideal primo) e
assim  não está contido em ′ , o que é um absurdo. 



Exemplo 2.4.3. Se p é um número primo e  é o anel dos inteiros
algébricos de  = ℚ(ζp), então o ideal p  é da forma p  = (1 −
ζp)p−1 . De fato: Se 1 ≤ k, j ≤ j − 1, então existe um inteiro t, onde 1
≤ t ≤ p − 1 tal que j ≡ kt(mod p). Assim,

e portanto, (1 − ζp
k)|(1 − ζp

j ). Analogamente (1 − ζj
p )|(1 − ζp

k). Assim

1 − ζj
p e 1 − ζk

p são associados em . Como , segue que
existe um elemento inversível β em  tal que p = (1−ζp

)p−1.β.
Assim, p  = (1 − ζp)p−1  e (1 − ζp)  é um ideal primo de  e
da igualdade fundamental, segue que o grau residual de (1 − ζp)
sobre ℤ é 1.

Exemplo 2.4.4. De modo análogo ao Exemplo 2.4.3, temos que se p
é um número primo, r um número maior que 1 e  o anel dos
inteiros algébricos de  = ℚ(ζpr ) então p  = (1 − ζpr )(p−1)pr−1 .
Em síntese podemos classificar o ideal primo pℤ como totalmente
ramificado em ℚ(ζpr ), com r ≥ 1.

Definição 2.4.1. Seja  um ideal primo de . Para cada ideal primo
 de  satisfazendo  ∩  = , os conjuntos

são subgrupos de G, chamados de grupo de decomposição e
grupo de inércia de  com relação a , respectivamente.

Quando  é uma extensão abeliana de , os grupos D( i, ), para i =
1, ... , g, onde os i′ s são os ideais de  acima de , são todos
iguais, dependendo somente do ideal  de . O mesmo acontece



com os grupos E( i, ), para i = 1, ... , g. Em não havendo
possibilidade de confusão denotamos tais grupos simplesmente por
D( ) e E( ).

Se g denota o número de conjugados de , então

Cada σ ∈ D( ) induz um automorfismo σ̃ de /  tal que σ̃(x + ) =
σ(x) +  (uma vez que o homomorfismo x  σ(x) +  de  em /

 é sobrejetivo e tem núcleo ). Como /  é uma extensão
Galoisiana de grau f de /  ([6], p.90, Prop.2) e σ̃ fixa o subcorpo 

/ , pois σ fixa  ⊃ , concluímos que σ̃ ∈ G̃ , onde G̃  denota o
grupo de Galois de /  sobre /  e tal grupo é cíclico de ordem f.
Além disso, temos que σ  σ̃ é um homomorfismo sobrejetor de D(
) em G̃  com núcleo E( ). Com isso, temos a seguinte proposição.

Proposição 2.4.3. (Marcus, 1977, p.99) E( ) é um subgrupo normal
de D( ) e D( )/E( )  G̃ é um isomorfismo de grupos.

Como consequência da Proposição 2.4.3 temos que

card(G̃  ) = card(D( ))card(E( ))−1, ou seja, card(E( )) = e.

Exemplo 2.4.5. Sejam  = ℚ(ζ20),  = ℤ[ζ20] e f(X) = X8 − X6 + X4

− X2 + 1 o polinômio minimal de ζ20 sobre ℚ. A decomposição do
ideal 5  em ideais primos de  satisfaz:

Portanto, 5  = ( 1 2)4. O grupo g dos automorfismos de  sobre ℚ
é dado por G = {σi : mdc(i, 20) = 1 de forma que σi(ζ20) = ζi

20} = {σ1,
σ3, σ7, σ9, σ11, σ13, σ17, σ19}. Além disso, temos que 1 e 2 são



conjugados, uma vez que σ3( 1) = 2 e σ3( 2) = 1. Logo, 1 e 2 são
ideais primos conjugados que têm o mesmo índice de ramificação
(e=4) e o mesmo grau residual (f=1), conforme a Proposição 2.4.2.
Visto que  é uma extensão abeliana de ℚ, o grupo de
decomposição D(5ℤ), é dado por:

Da mesma forma, o grupo de inércia E(5ℤ) é dado por:

Como card(E(5ℤ)) = 4 e como E(5ℤ) é um subgrupo de D(5ℤ) segue
que E(5ℤ) = D(5ℤ).

Quando tratamos de ideais no anel dos inteiros algébricos do corpo
de números  = ℚ(ζpq) com p e q números primos distintos, a
fatoração dos ideais p  ou q  em produto de ideais primos de 

 assume algumas particularidades interessantes que serão
essenciais no próximo capítulo. Sejam D (p) o grupo de
decomposição de um ideal de  acima de pℤ e D (P) o grupo de
decomposição de um ideal de A  acima de Pℤ em  = ℚ(ζq).

Observação 2.4.2. Sejam  o anel dos inteiros algébricos de  =
ℚ(ζpq), σ̅ a conjugação complexa de ℚ(ζpq) e p  = ( 1 2 ... g)e

como na Proposição 2.4.2. Se σ̅ não pertence ao grupo D (p), então
para cada i = 1, ... , g, existe um único índice k, k ≠ i, tal que σ̅( i) = 
i = k (note que σ̅( i) = i). Aplicando σ̅ no ideal p  temos que



Podemos supor  e assim sucessivamente.
Reordenando os ideais de maneira conveniente, obtemos que

Para saber em que situações teremos a fatoração acima, precisamos
caracterizar quando σ̅ pertence ao grupo de decomposição.

Proposição 2.4.4. (Flores, 2000, p.69, Teo.3.5.4) Com as notações
acima, temos que σ̅ pertence a D (p) se, e somente se, σ̅ pertence a
D (p).

Demonstração: Seja σs ∈ D (p) dado por σs(ζq) = ζs
q. Para cada σs

∈ D (p), existem p − 1 automorfismos σs,i de D (p) tais que σs,i(x) =
σs(x) para qualquer x ∈ ℚ(ζq). Consideremos u e v tais que pu + qv =
1. Como cada σs,i é definido por seu valor em ζpq, temos:

Deste modo, σ̅ ∈ D (p) se, e somente se, existirem s, i tais que pus +
qvi ≡ −1(mod pq) e isto é o mesmo que

A primeira condição vale sempre pois s pode assumir qualquer valor
não nulo módulo p e a segunda condição equivale a σ̅ ∈ D (p), e
isso conclui a demonstração. 

Corolário 2.4.1. (Flores, 2000, p.70, Corol.3.5.5) A conjugação
complexa σ̅ pertence a D (p) se, e somente se, Oq(p) ≡ 0(mod 2).

Demonstração: Pelo Lema 2.4.1 e pela Proposição 2.4.2 temos que
o número g de conjugados de um ideal primo  em ℚ(ζq), acima de



pℤ é . Temos que  e assim, . Comparando

com , temos que card(D (p)) = Oq(p), e assim 2 divide
Op(p). Portanto Op(p) ≡ 0(mod 2). Reciprocamente, suponhamos que
Oq(p) ≡ 0(mod 2). Como o grupo D (p) é cíclico de ordem par,
decorre que {−1, 1} é o único subgrupo de ordem 2 deste grupo. 

Exemplo 2.4.6. Sejam  = ℚ(ζ15), p = 3 e q = 5. Como O5(3) = 4,
pelo Corolário 2.4.1, segue que σ̅ está em D (3) e, portanto, o ideal 3

 não se decompõe segundo a Observação 2.4.2. Visto que O3(5)
= 2, o mesmo ocorre com o ideal 5 .

Exemplo 2.4.7. Sejam  = ℚ(ζ57), p = 19 e q = 3. Como O3(19) = 1,
segue pelo Corolário 2.4.1, que σ̅ não pertence a D (19). Portanto o
ideal 19  se decompõe segundo a Observação 2.4.2.



3 – Reticulados

3.1 Introdução

Os reticulados têm se mostrado bastante úteis em aplicações na
Teoria das Comunicações. Intuitivamente, um reticulado no ℝn é um
conjunto infinito de pontos dispostos de forma regular.

Neste capítulo apresentamos as definições de reticulado,
empacotamento esférico, densidade de empacotamento, densidade
de centro e homomorfismo canônico. Através do homomorfismo
canônico obtemos um método de gerar reticulados no ℝn. Os
reticulados obtidos desta maneira dependem diretamente do anel
dos inteiros de um corpo de números. O grande desafio é encontrar
o anel dos inteiros de qualquer corpo de números, uma vez que são
conhecidos apenas o anel dos inteiros dos corpos quadráticos e dos
corpos ciclotômicos.

Deste modo, no presente capítulo apresentamos um estudo sobre
reticulados no ℝn, explicitando alguns reticulados construtivos
conhecidos na literatura via o homomorfismo canônico. Lembramos
que os reticulados de maior interesse são aqueles com maior
densidade de empacotamento.

3.2 Reticulados

Nesta seção apresentamos o conceito de reticulados enfocando suas
principais propriedades.

Definição 3.2.1. Sejam V um espaço vetorial de dimensão finita n
sobre um corpo , A ⊆  um anel e v1, ... , vm vetores de V
linearmente independentes sobre , com m ≤ n. Chama-se



reticulado com base β = {v1, ... , vm} ao conjunto dos elementos de V
da forma

que será denotado por Hβ .

Nosso interesse maior será nos casos em que  = ℝ, A = ℤ, V = ℝn e
m = n.

Definição 3.2.2. Seja Hβ ⊂ ℝn um reticulado, com ℤ-base β = {v1, ... ,
vn}. O conjunto

é chamado de região fundamental de Hβ com relação a base {v1, ...
, vn}.

Se Hβ é um reticulado com base β = {v1, ... , vn} e se c1, ... , cn são

elementos quaisquer de Hβ , então , com aij ∈ ℤ.

Temos que uma condição necessária e suficiente para que {c1, ... ,
cn} seja uma base de Hβ é que det(aij ) seja um elemento inversível
de ℤ.

Exemplo 3.2.1. Hβ = ℤ2 é um reticulado gerado pelos vetores e1 = (1,
0) e e2 = (0, 1) com região fundamental descrita na figura abaixo.



Exemplo 3.2.2. Hβ = {(a, b) ∈ ℤ2; a + b ≡ 0(mod 2)} é um reticulado
gerado pelos vetores v1 = (2, 0) e v2 = (1, 1) com região fundamental
descrita pela figura abaixo.

Definição 3.2.3. Um subgrupo H do ℝn é discreto se para qualquer
subconjunto compacto  do ℝn, tivermos H ∩  finito.

Exemplo 3.2.3. Um típico exemplo de subconjunto discreto do ℝn é
ℤn.

O próximo teorema nos diz que um reticulado é gerado sobre ℤ por
uma base do ℝn, a qual é então, uma ℤ-base do reticulado dado.



Teorema 3.2.1. (Samuel, 1967, p.53, Teo.1) Se H é um subgrupo
discreto do ℝn, então H é gerado como um ℤ-módulo por r vetores
linearmente independentes sobre ℝ, com r ≤ n.

Demonstração. Seja β = {e1, ... , er} um conjunto de vetores de H
que são linearmente independentes sobre ℝ, onde r é o maior
possível com r ≤ n. Seja o paralelepípedo

construído a partir destes vetores. Como Pβ é fechado e limitado,
segue que Pβ é compacto. Assim, Pβ ∩h é finito pois H é discreto. Se
x ∈ H então pela maximalidade de r, segue que {x, e1, ... , er} é
linearmente dependente. Logo existem λi ∈ ℝ, i = 1, ... , i, não todos

nulos, tal que . Para cada j ∈ ℕ, seja

onde [k] denota o maior inteiro menor ou igual a k. Assim,

Dessa forma, se tomarmos j = 1 na Equação 3.1 temos que x1 = 

, ou seja, . Assim, como x1 ∈ P e ∩ H e este é
finito, segue que H é finitamente gerado como um ℤ-módulo. Por
outro lado, do fato de P e ∩ H ser finito e ℕ ser infinito, existem
inteiros j e k, tais que xj = xk. Da Equação (3.1), segue que 

 



 

, ou seja, λi ∈ ℚ. Assim, H
é gerado como um ℤ-módulo por um número finito de elementos, que
são combinações lineares com coeficientes racionais dos e′is. Seja d
≠ 0 um denominador comum destes coeficientes. Consideremos o

conjunto dH. Temos que . Daí, pelo Teorema 1.2.1, segue

que existe uma base {f1, ... , fr} do ℤ-módulo  e inteiros αi, tal que
{α1f1, ... , αrfr} gera dH sobre ℤ. Como o ℤ-módulo dH tem o mesmo

posto de H e como , segue que o posto de dH ≥ r. Pela
maximalidade de r decorre que o posto de dH é r e os α′is são não
nulos, pois caso contrário dH não teria posto r. Assim os f′is são
linearmente independentes sobre ℝ, uma vez que {e1, ... , er} é
linearmente independente sobre ℝ. Portanto, dH é gerado por r
vetores linearmente independentes sobre ℝ e consequentemente H
também é gerado por r vetores linearmente independentes sobre ℝ. 

Observação 3.2.1. Segue do Teorema 3.2.1 que um subgrupo
discreto do ℝn é um reticulado.

3.3 Empacotamento esférico

A Teoria dos Códigos Corretores de Erros nasceu em 1948, com o
famoso trabalho de Shannon (1948), onde foi demonstrado o
Teorema da Capacidade do Canal. Em linhas gerais, este resultado
diz que para a transmissão de dados abaixo de uma certa taxa C
(símbolos por segundo), chamada de capacidade do canal, é



possível obter a probabilidade de erro tão pequena quanto se deseja
através de códigos corretores de erros eficientes.

A prova do Teorema da Capacidade do Canal implica que no caso de
valores altos da relação sinal-ruído (SNR), um código de bloco ótimo
para um canal com ruído gaussiano branco (AWGN), limitado em
faixa, consiste em um empacotamento denso de sinais dentro de
uma esfera, no espaço euclidiano n-dimensional, para n
suficientemente grande. Assim, se estabeleceu o vínculo entre
empacotamento esférico e Teoria da Informação.

Para cada n, Minkowski provou a existência de reticulados no espaço
euclidiano n-dimensional com densidade de empacotamento esférico
δ satisfazendo

onde ζ é a função zeta de Riemann. Como consequência, obtém-se

Depois disto, Leech mostrou como usar códigos corretores de erros
para construir empacotamentos esféricos densos no ℝn, Conway e
Sloane (1999) provaram que reticulados satisfazendo a cota de
Minkowski, dada pela Equação (3.2) são equivalentes a códigos
atingindo a capacidade do canal.

O problema clássico do empacotamento esférico consiste em
encontrar um arranjo de esferas idênticas no espaço Euclidiano n-
dimensional de forma que a fração do espaço coberto por essas
esferas seja a maior possível. Isto pode ser visto como a versão
euclidiana do 18º Problema de Hilbert, proposto em 1900.

Dentre os métodos de geração de reticulados, o homomorfismo de
Minkowski apresenta características interessantes. Usando Teoria
Algébrica dos Números, Craig (1978) reproduziu o reticulado de
Leech Λ24 através da representação geométrica de um ideal no anel



de inteiros de ℚ(ζ39). Com o mesmo método, ainda obteve a família
Am

n em dimensões n = p − 1, através de ℚ(ζp ), onde p é um número
primo.

Ao estudar a densidade de empacotamento, um dos principais
problemas é a obtenção de reticulados com alta densidade e que
sejam ao mesmo tempo manipuláveis.

Para que possamos prosseguir no estudo de reticulados, precisamos
da noção de volume. O volume no ℝn é bem conhecido e pode ser
facilmente transferido para o ℝ-espaço V através do isomorfismo
natural entre ℝn e V , e definido por meio de uma base {v1, … , vn}.
Além disso, é possível restringir a subconjuntos C de V que são
reuniões finitas da região fundamental, usando apenas as seguintes
propriedades de volume:

a) V ol(x + C) = V ol(C), para todo x ∈ V .

b) V ol(γC) = γnV ol(C), para todo γ ∈ ℝ, γ > 0.

c) Se C ∩ C′ = ∅, então V ol(C ∪ C′ ) = V ol(C) + V ol(C′).

Definição 3.3.1. Sejam H ⊆ ℝn um reticulado, β = {v1, ... , vn} uma
base de H e P β a região fundamental. Se vi = (vi1, vi2, ... , vin), para i
= 1, 2, ... , n, definimos o volume da região fundamental P β , como o
módulo do determinante da matriz

Proposição 3.3.1. (SAMUEL, 1967, p.55, Lema.1) O volume da
região fundamental V ol(P β ) é independente da base β de H.



Demonstração. Se f = {f1, … , fn} é uma outra base de H, então, 

, com aij ∈ ℤ. Assim, V ol(p F ) = | det(αij )|V ol(P v). Como a
matriz de mudança de base (αij ) é inversível, segue que det(αij ) =
±1. Portanto, V ol(P f ) = V ol(P v). 

Definição 3.3.2. Seja Hβ ⊆ ℝn um reticulado com base β = {v1, v2, ...
, vn}. Definimos o volume do reticulado Hβ como V ol(Hβ ) = V ol(P β ).

Observamos que, sendo β′ uma outra base para Hβ , segue que V
ol(Hβ ) = V ol(H β′ ), pois β e β′ diferem pelo produto de uma matriz
inversível com entradas inteiras. Dessa forma, faz sentido definir o
volume de Hβ como sendo o volume de uma região fundamental.

Definição 3.3.3. a) Um empacotamento esférico, ou simplesmente
um empacotamento no ℝn, é uma distribuição de esferas de mesmo
raio no ℝn de forma que a intersecção de quaisquer duas esferas
tenha no máximo um ponto. Pode-se descrever um empacotamento
indicando apenas o conjunto dos centros das esferas e o raio.

b) Um empacotamento reticulado é um empacotamento em que o
conjunto dos centros das esferas formam um reticulado H β de ℝn.

c) Dado um empacotamento no ℝn, associado a um reticulado H β ,
com β = {v1, ... , vn} uma ℤ-base, definimos a sua densidade de
empacotamento como sendo a proporção do espaço ℝn coberta
pela união das esferas.

Estamos interessados no empacotamento associado a um reticulado
H β em que as esferas tenham raio máximo. Para a determinação
deste raio, observe que fixado k > 0, a intersecção do conjunto
compacto {x ∈ ℝn; |x| ≤ k} com o reticulado H β é um conjunto finito,
de onde segue que o número H βmin

 = min{|λ|; λ ∈ H β , λ ≠ 0} está
bem definido e (H βmin

)2 é chamado de norma mínima. Observamos
que ρ = H βmin

/2 é o maior raio para o qual é possível distribuir



esferas centradas nos pontos de H β e obter um empacotamento.
Dessa forma, estudar os empacotamentos reticulados equivale ao
estudo dos reticulados.

Denotando por B(ρ) a esfera com centro na origem e raio ρ, temos
que a densidade de empacotamento de H β é igual a

Portanto, o problema se reduz ao estudo de um outro parâmetro,
chamado de densidade de centro, que é dado por

Exemplo 3.3.1. Se H β = ℤ2 com base (1, 0) e (0, 2), temos que ρ =
1/2, V ol(B(1)) = π.1 = π, o volume do reticulado é V ol(H β ) = 1.2 =
2, a densidade de empacotamento é

e a densidade de centro é δ(H β ) = 1/8.

Exemplo 3.3.2. Seja H β = ℤn um reticulado do ℝn, gerado pelos
vetores v1 = (1, 0, … , 0), v2 = (0, 1, … , 0), … , vn = (0, 0, … , 1). A
forma quadrática |v|2 = x1

2 + ... + xn
2 assume o valor mínimo quando

um dos xi = 1, para i = 1, ... , n e os demais nulos. Assim |v|2 = 1 e ρ
= 1/2. Visto que v(H β ) = | det b|, e B neste caso é a matriz

identidade, temos que o V ol(H β ) = 1, e portanto, .



Um dos problemas de empacotamento esférico de um reticulado H β
do ℝn é encontrar um empacotamento com maior densidade. Em
dimensão um, temos que os pontos de coordenadas inteiras da reta
formam um ℤ-reticulado cuja a densidade de empacotamento é a
melhor possível dada por Δ = 1. Neste caso, as “esferas” são
intervalos como podemos ver na figura abaixo.

Para dimensão dois o reticulado hexagonal é o de maior densidade,

dada por . O empacotamento deste reticulado com

base  é dado por

Em dimensão três Gauss mostrou em 1831 que o reticulado fcc, é o
empacotamento com maior densidade (pirâmides de laranjas), sendo

essa .



Já para dimensões n ≥ 4 conhece-se apenas algumas densidades de
determinados empacotamentos, mais ainda não se sabe qual a
maior densidade.

3.4 Reticulados importantes e suas propriedades

Nesta seção descreveremos as propriedades de alguns reticulados
construtivos importantes conhecidos na literatura.

Definição 3.4.1. Dizemos que um reticulado é equivalente a outro se
este pode ser obtido do outro por rotação ou translação.

1. Reticulado cúbico n-dimensional ℤn: Temos que ℤn = {(x1, x2, …
, xn); xi ∈ ℤ} é um reticulado chamado de cúbico. A sua matriz
geradora B é a matriz identidade. Assim, detℤn = 1 e a norma mínima

igual a 1, o raio de empacotamento é , sua densidade de
empacotamento é Δ = Vn2−n e sua densidade de centro é δ = 2−n.
Desta forma ℤ tem densidade de empacotamento Δ = 1, e as

densidades de ℤ2, ℤ3, ℤ4 são  e 
, respectivamente.

2. Reticulado n-dimensional An: Para todo n ≥ 1, An = {(x0, x1, … ,
xn) ∈ ℤn+1; x0 + x1 + ... + xn = 0} é um reticulado. Por definição, temos

que An está contido no hiperplano  no ℝn+1, possui uma
matriz geradora B,



dada por:

onde detAn = det(BBt) = n + 1, norma mínima igual a 2, 1 raio de

empacotamento  e densidade de centro δ = 2−n/2(n + 1)−1/2.

3. Reticulado hexagonal: Temos que A1 ≃ ℤ e que A2 é equivalente
ao reticulado hexagonal. O reticulado hexagonal é gerado pelos

vetores (1, 0) e  , e assim sua matriz geradora é .

Desta forma , norma mínima igual a 1, raio de

empacotamento , densidade de empacotamento 

 e densidade de centro .

4. Reticulado Dn, para n ≥ 3: Temos que Dn = {(x1, … , xn) ∈ ℤn : x1
+ ... +xn é par} é um reticulado. Sua matriz geradora é dada por;

onde detDn = 4, norma mínima igual a 2, raio de empacotamento ρ =
1/√2 e densidade de centro δ = 2−(n+2)/2.

5. Reticulado face-centered cubic: Temos que os reticulados A3 e
D3 são equivalentes ao reticulado fcc. Assim, o fcc consiste de todos



os pontos (x, y, z), onde x, y, z são inteiros com soma par. Um matriz
geradora de D3 é dada por;

onde detD3 = 4, norma mínima igual a 2, raio de empacotamento ρ =

1/√2, densidade  e densidade de centro δ = 2−5/2.

• Para D4, temos Δ ≈ 0, 61685 e densidade de centro ρ ≈ 0,125.

• Para D5, temos Δ ≈ 0, 46526 e densidade de centro ρ ≈ 0,08839.

6. Reticulado 8-dimensional E8: Temos que o sistema de
coordenadas pares de E8 consiste dos pontos {(x1, ⋯ , x8) : 

. O sistema de
coordenadas ímpares é obtido mudando o sinal de qualquer
coordenada: os pontos são {(x1, ... , x8) : ∀ xi ∈ ℤ ou ∀ xi ∈ 

. A matriz geradora de E8 é dada por

detB=1, norma mínima=2, número de vizinhos τ=240, raio de

empacotamento , densidade  e densidade

de centro .



7. Reticulado 7-dimensional E7: Os vetores em E8 perpendiculares
a qualquer vetor minimal v ∈ E8 formam o reticulado E7, isto é, E7 =
{x ∈ E8 : x · v = 0}. A matriz geradora de E7 é dada por

detB=2, norma mínima=2, número de vizinhos τ=126, raio de

empacotamento  densidade  e densidade

de centro 

8. Reticulado 6-dimensional E6: Os vetores em E8 perpendiculares
a qualquer A2 subreticulado V em E8 formam o reticulado E6, isto é,
E6 = {x ∈ E8 : x · v = 0, ∀ v ∈ V}. A matriz geradora de E6 é dada por

detB=3, norma mínima=2, número de vizinhos τ=72, raio de

empacotamento  densidade  e densidade

de centro .

9. Reticulado 12-dimensional K12: Temos que K12 é gerado pelos

vetores , onde θ = ω − ̅ω = √−3 e ω = . A matriz
geradora de K12 é dada por



detB=729, norma mínima=4, número de vizinhos τ=756, raio de

empacotamento ρ = 1, densidade  e densidade

de centro .

10. Reticulado 16-dimensional Λ16: A matriz geradora de Λ16 é
dada por B=

detB=256, norma mínima=4, número de vizinhos τ=4320, raio de

empacotamento ρ = 1, densidade  e densidade de

centro .

11. Reticulado 24-dimensional Λ24: Temos que Λ24 é gerado pelos

vetores da forma . A matriz geradora de Λ24 é dada
por



detB=1, norma mínima=2, número de vizinhos τ=196560, raio de

empacotamento ρ = 1, densidade  e densidade de
centro δ = 1.

3.5 Reticulados via corpos de números

Nesta seção apresentamos o método de Minkowiski, para a geração
de reticulados via ideais do anel de inteiros de um corpos de
números.

Sejam  um corpo de números e n seu grau. Temos que existem n
monomorfismos distintos σj :  → ℂ, uma vez que o polinômio
minimal de um elemento primitivo de  sobre ℚ tem somente n
raízes em ℂ. Se σj ( ) ⊆ ℝ diz-se que σj é real, caso contrário, σj é
dito imaginário. Quando todos os monomorfismos são reais diz-se
que  é um corpo totalmente real e quando os monomorfismos são
todos imaginários diz-se que  é um corpo totalmente imaginário.



Se α : ℂ → ℂ é a conjugação complexa, então para todo j = 1, … , n,
temos que α ∘ σj = σk, para algum 1 ≤ k ≤ n, e que σj = σk se, e
somente se, σj ( ) ⊂ ℝ. Assim, usando r1 para denotar o número de
índices, tal que σj ( ) ⊂ ℝ, podemos ordenar os monomorfismos σ1,
… , σn de tal modo que σ1, … , σr1 sejam os monomorfismos reais e
que σr1 +r2 +j = ̅σr1+j

, para j = 1, … , r2. Então n − r1 é um número par,
assim podemos escrever r1 + 2r2 = n. Daí, para cada x ∈ , temos
que o homomorfismo σ  :   ℝn definido por

é um homomorfismo injetivo de anéis, chamado de homomorfismo
canônico de  em ℝr1 × ℝ2r2 . Geralmente identificamos ℝr1 × ℝ2r2

com ℝn, e este homomorfismo pode também ser visto como

onde as notações (x) e (x) representam as partes real e
imaginária do número complexo x, respectivamente.

Exemplo 3.5.1. Sejam o corpo quadrático  = ℚ(i), onde i = √−1, e
{σ1, σ2} o grupo dos ℚ-monomorfismos de  em ℂ, onde σ1 é a
aplicação identidade e σ2(a + bi) = a − bi, com a, b ∈ ℚ. Neste caso,
r1 = 0 e r2 = 1. Para x = a + bi ∈ , com a, b ∈ ℚ, temos σ (x) = (
σ1(x), σ1(x)) = (a, b).

Exemplo 3.5.2. Sejam o corpo ciclotômico  = ℚ(ζ5), onde 
e {σ1, σ2, σ3, σ4} o grupo dos ℚ-monomorfismos de  em ℂ. Como 
é um corpo totalmente complexo, temos que r1 = 0 e r2 = 2. Os 4
monomorfismos são dados por σ1(ζ5) = ζ5, σ2(ζ5) = ζ5

2, σ3(ζ5) = ζ5
3,



σ4(ζ5) = ζ5
4. Se x = a + bζ5 + cζ5

2 + dζ5
3 + eζ5

4 ∈ , com a, b, c, d, e
∈ ℚ, temos que σ (x) = ( σ1(x), σ1(x), σ2(x), σ2(x)).

Uma das aplicações deste homomorfismo é a geração de reticulados
no ℝn, onde os principais parâmetros podem ser obtidos via teoria
algébrica dos números, através de propriedades herdadas de . Isto
pode ser visto de maneira formal nos resultados que seguem.

Proposição 3.5.1. (Samuel, 1967, p.56, Prop.1) Seja  um corpo de
números de grau n. Se M ⊆  é um ℤ-módulo livre de posto n e se (xj

)1≤j≤n é uma ℤ-base de M, então σ (M) é um reticulado no ℝn, com
volume

onde r2 é o número de monomorfismos imaginários.

Demonstração. Para cada j fixo, as coordenadas de σ (xj ) com
respeito a base canônica do ℝn são dadas por

Agora calculemos o determinante D da matriz que tem a j-ésima
coluna dada pela Equação (3.3) fazendo uso das seguintes fórmulas 

 para z em ℂ e das transformações
elementares no determinante, a saber, pela adição da (r1 + 2l)-ésima
linha a sua anterior e em seguida pela subtração da (r1 + 2l − 1)-
ésima coluna da sua posterior, para l = 1, … , r2. Assim,





Portanto, D = (2i)−r2 det(σj (xk)), j, k = 1, … , n. Como (xj )1≤j≤n é uma
base de  sobre ℚ, segue da Proposição 1.6.3, que det(σj(xk)) ≠ 0, e
portanto, D ≠ 0. Assim, os vetores σ (xj ) do ℝn são linearmente
independentes e geram σ (M), ou seja, σ (M) é um reticulado do
ℝn.

Como {x1, … , xn} é uma ℤ-base de M, segue que , aj ∈ ℤ, e
portanto, m ∈ M. Assim,

aj ∈ ℤ, ou seja, . Logo,

Exemplo 3.5.3. Tomemos  = ℚ(√3), e  = ℤ[√3] seu anel dos
inteiros com ℤ-base {1, √3}. Como  é totalmente real, segue que r2
= 0, e portanto



Assim, a imagem do homomorfismo canônico σ(ℤ[√3]) ⊆ ℝ2 é um
reticulado de posto 2 do ℝ2, cujo volume é 2√3.

Exemplo 3.5.4. Tomemos  seu anel dos
inteiros com ℤ-base 

. Como  é totalmente imaginário, então r2 = 1, e portanto

Assim, σ ( ) ⊆ ℝ2 é um reticulado de posto 2 de ℝ2 com volume 

Exemplo 3.5.5. Tomemos  = ℚ(ζ3), onde  e  = ℤ[ζ3]
seu anel dos inteiros com ℤ-base {1, ζ3}. Como  é totalmente
imaginário, segue que r2 = 1, e portanto

A imagem do homomorfismo canônico σ (ℤ[√3]) é um reticulado de

posto 2 no ℝ2, cujo volume é .

Proposição 3.5.2. (Samuel, 1967, p.57, Prop.2) Seja  um corpo de
números de grau n. Sejam D  o discriminante absoluto de ,  o



anel dos inteiros de  e  um ideal não nulo de . Então, σ ( ) e
σ ( ) são reticulados, com respectivos volumes,

onde r2 é o número de monomorfismos imaginários.

Demonstração. Como  e  são ℤ-módulos livres de posto n,
segue da Proposição 3.5.1, que σ ( ) e σ ( ) são reticulados do
ℝn e que V ol(σ ( )) = 2−r2 | det(σi(xk))|, onde {x1, … , xn} é uma ℤ-
base de  e pela Proposição 1.6.3 temos que D  = det(σi(xk))2.

Assim,  e portanto 

. Para a segunda fórmula, temos que
σ ( ) é um subgrupo de σ ( ) de índice N( ) uma vez que /  é
isomorfo a σ ( )/σ ( ). Além disso, como um domínio fundamental
de σ ( ) é a união disjunta de N( ) cópias de um domínio
fundamental de σ ( ), segue que

Chamamos de realização geométrica de um ideal  ao reticulado σ (
). Em consequência das Proposições 3.5.1 e 3.5.2, temos que a

densidade de centro destes reticulados é dada por

onde .

Proposição 3.5.3. (Conway; Sloane, 1999, p.225) Sejam  um corpo
de números e x ∈ . Então



onde

Demonstração: Suponhamos que  seja um corpo de grau n de
forma que r1 + 2r2 = n. Como σ (x) ∈ ℝn, segue que

Observe que (σk(x))2 + (σk(x))2 = σk(x)̅σ̅k̅(̅x) = σk(xx̅ ), para r1 + 1 ≤
k ≤ r1 + r2. Assim,

Se r1 = 0, então

pois sendo ̅σ a conjugação complexa, temos que σr2+j
 (xx̅ ) = (̅σ ∘ σj)

(xx̅ ) = σj (xx̅ ), para j = 1, ... , r2. Logo,

e como os σi(xx̅ ) são os conjugados de xx̅ , segue que

Se r2 = 0, então



e como σi(x) = (̅σ ∘ σi)(x) = σi(̅x) segue que σi(xx̅ ) = σi(x)σi(̅x) =
σi(x)σi(x) = (σi(x))2 e assim, |σ (x)|2 = σ1(xx̅ ) + ... + σr1(xx̅ ). Portanto,

e isto conclui a demonstração. 

Observação 3.5.1. Se  é um corpo de números e  um ideal não
nulo de , podemos reescrever o raio de empacotamento do
reticulado σ ( ) da seguinte forma:

Fazendo ta= min{Tr /ℚ(xx̅ ), x ∈ , x ≠ 0} temos que:

1. se  é totalmente real então

2. se  é totalmente imaginário então

Portanto, a densidade de centro é a mesma para ambos os casos.



Exemplo 3.5.6. Se  = ℚ(i) então  = ℤ[√−1] e D  = −4. Se x = a +
bi ∈ , então x̅ x = (a + bi)(a − bi) = a2 − abi + abi + b2 = a2 + b2, Tr /

ℚ(xx̅ ) = 2(a2 + b2) e t  = 2, para a = 1 e b = 0. Assim



4 – Reticulados via Corpos
Quadráticos e Ciclotômicos

4.1 Introdução

Neste capítulo apresentamos aplicações dos resultados
apresentados nos capítulos anteriores, mais precisamente,
calculamos a densidade de centro dos reticulados obtidos via o
homomorfismo canônico. Visto que a representação geométrica de
um ideal é um reticulado, nosso maior desafio no cálculo da
densidade de centro é minimizar uma forma quadrática,
caracterizada em função do traço. No caso dos corpos quadráticos,
caracterizamos a forma quadrática e calculamos a densidade de
centro da realização geométrica do anel dos inteiros algébricos e de
ideais principais. No caso dos corpos ciclotômicos, apresentamos um
estudo da representação geométrica de ideais do anel de inteiros
dos corpos ciclotômicos ℚ(ζp), ℚ(ζpr ) e ℚ(ζpq), onde p e q são
números primos distintos e r é um inteiro positivo não nulo, e
seguindo esta linha nos direcionamos ao estudo de reticulados
obtidos via estes corpos.

Visto que, pelo Teorema de Kronecker-Weber, todo corpo de
números abeliano está contido em um corpo ciclotômico ℚ(ζn), para
algum n, estudamos também reticulados via corpos abelianos o que
equivale ao estudo da representação geométrica de ideais via
subcorpos de corpos ciclotômicos.

4.2 Reticulados via corpos quadráticos

Nesta seção, apresentamos o cálculo da densidade de centro de
reticulados de posto 2 no ℝ2. Pela Proposição 2.2.1, temos que todo
corpo quadrático tem a forma  = ℚ(√d), com d um número inteiro



livre de quadrados e que seu anel de inteiros algébricos é  = ℤ[√d]

se d ≡ 2 ou 3(mod 4), com D  = 4d ou  =  se d ≡ 1(mod 4)
com D  = d.

De acordo com a Observação 3.5.1, temos que

A seguir exemplificamos o cálculo da densidade de centro de alguns
reticulados via corpos quadráticos.

Exemplo 4.2.1. Se  = ℚ(√7) então  = ℤ[√7] e D  = 28. Se α = a
+ b√7 ∈ , temos que α̅α = (a + b√7)(a + b√7) = a2 + 2ab√7 + 7b2.
Assim, Tr(α̅α) = Tr(a2 + 2ab√7 + 7b2) = Tr(a2) + Tr(2ab√7) + Tr(7b2) =
2a2 + 14b2 = 2(a2 + 7b2), e portanto temos que t  = min{Tr(α̅α); α ≠
0, α ∈ } = 2, para a = 1 e b = 0. Assim,

Exemplo 4.2.2. Se  = ℚ(√5) então  e D  = 5. Se α = a +
b√5 ∈ , temos que α̅α = (a + b√5)(a + b√5) = a2 + 2ab√5 + 5b2.
Assim, Tr(α̅α) = Tr(a2 + 2ab√5 + 5b2) = Tr(a2) + Tr(2ab√5) + Tr(5b2) =
2a2 + 10b2 = 2(a2 + 5b2), e daí t  = 2, para a = 1 e b = 0. Portanto,

Consideremos, agora ideais principais do anel dos inteiros
algébricos, , de um corpo quadrático . Seja  um ideal não nulo
de , tal que  = γ , onde γ ∈ . Então, pela Proposição 3.5.2,



temos que σ ( ) é um reticulado de posto 2 no ℝ2 e sua densidade
de centro, pela Observação 3.5.1, é dada por

Exemplo 4.2.3. Sejam  = ℚ(√11),  = ℤ[√11] e  o ideal principal
de , gerado por γ = 1 + 2√11. Se α ∈ γ , então existem a, b ∈ ℤ
tais que α = (1 + 2√11)(a + b√11) = (a + 22b) + (2a+b)√11. Assim α̅α =
(a+22b)2 + 11(2a+b2)+2(a+22b)(2a+b)√11 e Tr(α̅α) = 2[(a + 22b)2 +
11(2a + b)2]. Logo t  = 90, para a = 1 e b = 0. Como D  = 44 e N(< 1
+ 2√11 >) = |N(1 + 2√11)| = |(1 + 2√11)(1 − 2√11)| = |1 − 2√11 + 2√11
− 44| = | − 43| = 43, segue que

Exemplo 4.2.4. Sejam  = ℚ(√5),  e  o ideal principal
de , gerado por γ = 3−2√5. Se α ∈ γ , então existem a, b ∈ ℤ

tais que . Assim α̅α = 

 e portanto, 

. Logo t  = 27, para a = 0 e b = 1.
Como D  = 5 e |N /ℚ(γ)| = 11 segue que

Proposição 4.2.1. (Vicente, 2000, p.72) Se  é um corpo quadrático
totalmente imaginário e  é um ideal principal do anel dos inteiros



algébricos de , então os reticulados σ ( ) e σ ( ) tem a mesma
densidade de centro.

Demonstração. Sejam  = γ  um ideal principal de  e x ∈ ,
onde x = γl, com l ∈ . Assim, xx̅  = γ̅γl̅ l e Tr /ℚ(γ̅γ) = 2(γ̅γl̅ l), pois
γ̅γl̅ l ∈ ℚ. Como

segue que, ρ(σ (γ )) = |N(γ)|ρ(σ ( )) e sendo  um corpo
quadrático totalmente imaginário segue que r2 = 1. Portanto,

Exemplo 4.2.5. Sejam  = ℚ(√−7),  = ℤ[w], α = a + bw ∈ , com

 e  = γ  um ideal principal de . Então

 

. Assim, Tr(α̅α) = 2(a2 + 11ab + 32b2) e deste modo t  = 2, para a =
1 e b = 0. Visto que D  = −7, temos que a densidade de centro 

.

4.3 Reticulados via corpos ciclotômicos



Nesta seção, apresentamos um estudo de como encontrar a maior
densidade de centro para os reticulados obtidos via os corpos
ciclotômicos ℚ(ζp), ℚ(ζpr ) e ℚ(ζpq) onde p e q são números primos
distintos e r é um inteiro positivo. Para isso, faremos uso das
aplicações das formas quadráticas aos corpos ciclotômicos e desta
forma calculamos a densidade de centro dos reticulados obtidos.
Além disso, para alguns corpos ciclotômicos calculamos
explicitamente a densidade de centro de algumas famílias de
reticulados.

1 Reticulados via ℚ(ζp).

Nesta seção apresentamos alguns resultados sobre os reticulados
obtidos via os corpos ciclotômicos ℚ(ζp), onde p é um número primo.

Sejam  = ℚ(ζp),  = ℤ[ζp] o anel dos inteiros de  e α = 

. Como ̅ζp = ̅ζp
−1 segue que  e assim,

Por outro lado, fazendo αi = ζi
p + ζp

−i e Ai = a0ai + a1ai+1 + ... +
ap−2−iap−2, temos que α̅α = A0 + A1α1 + ... + Ap−2αp−2. Como Tr /ℚ(αi)
= −2 segue que Tr /ℚ(α̅α) = (p − 1)A0 − 2(A1 + A2 + ... + Ap−2) = (p −
1)A0 − 2(a0a1 + ... + ap−3ap−2 + a0a2 + ... + ap−4ap−2 + ... + a0ap−3 +
a1ap−2 + a0ap−2). Assim,

e, portanto,



Fazendo algumas operações no segundo membro da Equação (4.2),
temos que

que é a forma quadrática Qp−1(X) calculada em (a0, ⋯ , ap−2).

Quando não houver possibilidade de confusão usaremos Q no lugar
de Qp−1.

Proposição 4.3.1. (Flores, 2000, p.41, Prop.3.1.1) Sejam  o ideal
de  = ℤ[ζp] gerado por 1 − ζp, α ∈ ℤ[ζp] e f(X) ∈ ℤ[X] tal que α =
f(ζp). Então

Demonstração: Sendo o polinômio minimal de ζp sobre ℚ dado por

temos que . Se ̅u(̅X) representa a classe de equivalência,
módulo h(X), do polinômio u(X) em , segue que α ∈  é
equivalente à existência de u(X) ∈ ℤ[X] tal que f(X) ≡ (1 − X)u(X)(mod
h(X)) e isto é equivalente à existência de v(X) ∈ ℤ[X] tal que f(X) = (1
− X)u(X) + v(X)h(X). Como

segue que



f(X) ≡ (1-X)u(X) + v(X)(X-1)p-1(mod pℤ[X]).

Colocando 1 − X em evidência, encontramos t(X) ∈ ℤ[X] tal que

f(X) ≡ (1-X)t(X)(mod pℤ[X]),

ou seja, existe g(X) ∈ ℤ[X] tal que

f(X) = (1-X)t(X) + p.g(X),

e esta igualdade é equivalente à f(1) ≡ 0(mod p). 

Proposição 4.3.2. (Flores, 1996, p.72, Prop.3.4.8) Se p > 2 e r = 1
então Q(X) ≥ 2P, onde X ∈  = (1 − ζP)  e X ≠ 0. Além disso, Q(x)
= 2p para x = 1 − ζp.

Demonstração: Seja x = a0 + a1ζp + ... + ap−2ζp
p−2 um elemento de 

e suponhamos que (a0, ... , ap−2) ∈ I1 = {(b1, ... , bn) ∈ ℤn, |bi| ≤ 1}.
Sejam r e s o número de a′is iguais a 1 e -1, respectivamente. Assim,
o número de a′is nulos será p − r − s − 1. Como a forma quadrática
Q(X) é totalmente simétrica, segue que

Q(a0, ... , ap-

2)
= Q(1, ... , 1, -1, ... , -1, 0, ... , 0) =

= r + s + 4rs + r(p - 1 - r - s) + s(p - 1 - r -
s)=

= r + s + 4rs + rp - r - r2 - rs + sp - s - sr -
s2 =

= 2rs + rp + sp - r2 - s2 = -(r - s)2 + p(r +
s).

Sabemos que quando x ∈ , pela Proposição 4.3.1, f(1) ≡ 0(mod p),
ou seja, sendo f(x) = a0 + a1x + ... + ap−2

xp−2 segue que f(1) = 



, e consequentemente r = s, tendo
em vista o intervalo de variação de r e s. Portanto Q(x) = 2pr e para r
= 1 temos que Q(x) = 2p é o valor mínimo. Se (b0, ... , bp−2) é uma (p
− 1)-upla de I2 − I1, então pelo Teorema 1.9.1, tomando a1 = 2 e r = 1

teremos que  e assim Q(b0, ... , bp−2) ≥ Q(2, 1, ... , 1) = 4 + p
− 2 + p − 2 = 4 + 2p − 4 = 2p. Pelo Teorema 1.9.2, se (b0, ... , bp−2) ∈
Id − Id−1, com d > 1, segue que

Q(b0, ... , bp-2) ≥ 2p,

o que demonstra a primeira parte da demonstração. Para a segunda
parte, se x = 1 − ζp ∈ , então

Q(x) = Qp-1(1, -1, 0, ... , 0) = 12 + (-1)2 + 4 + (p - 3).1 +
+ (p - 3).1 = 6 + p - 3 + p - 3 = 2p - 6 + 6 = 2p,

e isto conclui a demonstração. 

Nosso objetivo agora é considerar ideais principais não nulos do anel
dos inteiros algébricos, , de  = ℚ(ζp) e calcular a densidade de
centro da realização geométrica destes ideais. Deste modo, seja  =

λ  o ideal primo de , com λ = 1 − ζp. Se α ∈ , com 

temos que , uma vez que ζp ≡ 1(mod ). Assim, α ∈  se,

e somente se, . Como 1 − ζp ∈ , pela Proposição 4.3.2,
temos que Q(1, −1, 0, ⋯ , 0) = 2p, e assim

Como N( ) = N(λ) = p e D  = ±pp−2 segue que



e como t  = p − 1 segue, da Proposição 1.9.1, que

Exemplo 4.3.1. O quadro abaixo apresenta o valor aproximado da
densidade de centro, λ(σ ( )), da realização geométrica do ideal
principal  de ℤ[ζp] gerado por 1 −ζp, onde p é um número primo:

Tabela (4.3.1)

Observamos que a densidade de centro 0,288675 é a maior
conhecida em dimensão 2 e corresponde a densidade de centro do



reticulados conhecido na literatura A2, (Conway; Sloane, 1999, p.15).

Passamos agora ao cálculo da densidade de centro de σ ( i), para i
≥ 1. Assim, pelas condições para que um elemento de  pertença
ao ideal i, precisamos encontrar o mínimo que a forma quadrática
assume nos elementos de i para então calcular a densidade de
centro de σ ( i).

Proposição 4.3.3. (Flores, 2000, p.48, Lema.3.2.5) Sejam  = ℚ(ζp)
e  = (1 − ζp)ℤ[ζp]. Se x ∈ i, com i = 1, ... , (p − 1)/2, então Tr /ℚ(xx̅ )
≥ 2.p.i. 

Pela Proposição 4.3.3 e pelo fato da norma ser multiplicativa, temos
que

Esta expressão admite um limitante mínimo quando  Deste
modo, devemos tomar i como sendo um número inteiro próximo de 

Exemplo 4.3.2. O quadro abaixo apresenta o valor aproximado da
densidade de centro do reticulado σ ( i), i ≥ 1, onde i é o ideal
principal de ℤ[ζp] gerado por (1 − ζp)i, onde p é um número primo.



Tabela (4.3.2)

Agora veremos uma família de reticulados An, para cada dimensão n,
a partir de subcorpos de ℚ(ζp). Para isto precisamos dos seguintes
resultados:

Teorema 4.3.1. (Flores; Nóbrega, 1999, p.45, Teo.1) Sejam p um
número primo e  um subcorpo de ℚ(ζpr ), com [  : ℚ] = upj e tal que
p não divide u. Então

Corolário 4.3.1. (Flores, 2000, p.22, Corol.2.1.18) Se  ⊂ ℚ(ζp),
então



Teorema 4.3.2. (Flores, 2000, p.50, Teo.3.3.1) Sejam  = ℚ(ζp), 
um subcorpo de  de grau (p − 1)/t sobre ℚ,  = (1 − ζp)ℤ[ζp] e  = 

 ∩ . Então

Demonstração: Como  ramifica totalmente em , segue que i

ℤ[ζp] = t.i. Pela Proposição 4.3.3, temos que se x ∈ i , para i = 1, ...
, (p − 1)/2, então Tr /ℚ(xx̅ ) ≥ 2.p.t.i. Assim, como Tr /ℚ(xx̅ ) = Tr /ℚ(Tr

/ (xx̅ )) = Tr /ℚ(t(xx̅ )) = tTr /ℚ(xx̅ ), segue que Tr /ℚ(xx̅ ) = 

. Assim, o raio de empacotamento satisfaz

Pelo Corolário 4.3.1, temos que o discriminante de  é

e como a norma de i  é pi, segue que, a densidade de centro
satisfaz

Usando o software Maple, Flores mostrou que quando p e t são
fixados, o maior valor para o limitante inferior na Equação (4.6) é

obtido quando i é igual ao inteiro mais próximo de 

Se n ∈ ℕ − {0}, então existem infinitos primos p tais que p ≡ 1(mod
n). Sejam



pn = min{p∣p é primo e p ≡1(mod n)}

e i0 o inteiro mais próximo de , onde . Denotamos por
An a representação geométrica do ideal i0  = i0 ∩  ⊆ , isto é,
An = σ ( i0 ) onde  é um subcorpo de ℚ(ζpn

) de grau n sobre ℚ.

Exemplo 4.3.3. Como exemplo, mostramos na Tabela 4.3.3, para
alguns valores de n, a densidade de centro e o ganho fundamental

de codificação, , onde dE, min, é a distância mínima
Euclidiana de An.

Tabela (4.3.3)

Uma das diferenças entre esta família e as demais da literatura, é
que as constelações desta família são obtidas para qualquer
dimensão.

2 Reticulados via ℚ(ζpr)

Nesta seção apresentamos alguns resultados sobre reticulados
obtidos via os corpos ciclotômicos ℚ(ζpr ), onde p é um número
primo e r ≥ 1, r ∈ ℤ.



Sejam  = ℚ(ζpr ) e  = ℤ[ζpr ] o anel dos inteiros de . Se x = 

, onde m = φ(pr), existe uma única representação da forma

onde t = pr−1 − 1 e

Observação 4.3.1. Se x = a0 + a1ζpr + ... + am−1ζm−1
pr ∈ ℤ[ζpr],

usamos a expressão

onde

Lema 4.3.1. (Flores, 2000, p.43, Teo.3.1.2) Se p é um número primo
e r é um número inteiro positivo, então

Demonstração: Temos que  e que o polinômio
minimal de ζpr sobre ℚ é dado por

Assim se r ≥ 1 então Trℚ(ζpr)/ℚ(ζpr ) = 0. Se mdc(k, pr) = 1, então ζk
pr é

um conjugado de ζpr , ou seja, ζk
pr é raiz do mesmo polinômio



minimal e deste modo tem o mesmo traço que ζpr . Portanto Trℚ(ζpr )/

ℚ(ζk
pr ) = 0. Se mdc(k, pr ) > 1, temos três casos a considerar: 1º

caso: Se mdc(k, pr) = ps < pir−1, onde s ≤ r − 2, temos que ps|k e
assim k = psk′, com k′ ∈ ℤ. Logo, ζk

pr = ζprp
sk′ = ζk′

pr−s, onde mdc(pr−s,
k′ ) = 1, e assim

2º caso: Se mdc(k, pr) = pr−1, temos que pr−1|k e assim k = pr−1k′,
com k′ ∈ ℤ. Logo, ζk

pr = ζprpi−1k′ = ζp
k′, onde mdc(p, k′ ) = 1. Como o

polinômio minimal de ζp sobre ℚ é Xp−1 + Xp−2 + ... + X + 1, segue
que Trℚ(ζp)/ℚ(ζp) = −1. Assim,

3º caso: Se mdc(k, pr) > pr−1, temos que mdc(k, pr) = pr e assim pr|k o
que implica que k = prk′ , com k′ ∈ ℤ. Deste modo, ζprk = ζprp

rk′ = 1.
Portanto, Trℚ(ζpr)/ℚ(ζk

pr ) = Trℚ(ζpr)/ℚ(1) = (p − 1)pr−1. 

O próximo teorema nos fornece uma relação entre uma forma
quadrática com o cálculo de distâncias dos reticulados σ (ℤ[ζpr ]).

Teorema 4.3.3. (Flores, 1996, p.67, Teo.3.4.3) Sejam p um número
primo, r um número inteiro positivo, n = φ(pr) e x = a0 + a1ζpr + ... +
an−1ζprn−1 um inteiro algébrico de  = ℚ(ζpr ). Então

onde x = (a0, a1, ... , an−1), r (x) = Qp−1(x0 ) + ... + Qp−1(xt), com t =
pr−1 − 1 e xk = (ak, apr−1 +k, ... , a(p−2)pr−1 +k).



Demonstração: Pelo Lema 3.5.3, temos que

Pelo Lema 4.3.1, temos que os elementos ζk
pr , com mdc(k, pr) <

pr−1, tem traço nulo. Se mdc(k, pr) > pr−1 temos que mdc(k, pr) = pr.
Assim, k = 0 ou k ≥ pr > (p − 1)pr−1, o que não ocorre pois 1 ≤ k ≤ n −
1 = (p − 1)pr−1 − 1. Deste modo, podemos considerar apenas os
índices k tais que mdc(k, pr) = pr−1. Tais k são: pr−1, 2pr−1, ... , (p −
2)pr−1. Tomando xx̅  como na Observação 4.3.1 temos que

Fazendo

onde t = pr−1 − 1 e

segue que



Temos que  onde a última soma é tomada sobre todos os
a′is, para i = 0, ... , n − 1, satisfazendo i < j e i ≡ j(mod pr−1), uma vez
tomando aiaj tal que i < j e i ≡ j(mod pr−1), temos que pr−1|(i − j) o que
implica que existe u ∈ {1, ... , p − 2} tal que i − j = upr−1, ou seja, j = i
+ upr−1. Logo aiaj = aiai+upr−1. Como no primeiro somatório, um
produto aiaj aparece uma única vez, segue a igualdade. Podemos
agora reescrever

onde , onde i < j, j ≡ k(mod pr−1), e k = 0, ... , t. Assim

para k = 0, ... , t, o que completa a demonstração.

Exemplo 4.3.4. Sejam p = 7, r = 1 e x = 1 − ζ7 um elemento de ℤ[ζ7].

Se x = (1, −1, 0, 0, 0, 0), então  

 ou seja, |σ (x)|
= √7.

Exemplo 4.3.5. Sejam p = 3, r = 2 e x = 1 − ζ9 um elemento de ℤ[ζ9].

Se x = (1, −1, 0, 0, 0, 0), então  

 ou seja, |σ (x)| =
√6.

Nosso objetivo agora é calcular a densidade de centro de alguns
reticulados obtidos via os corpos ciclotômicos ℚ(ζpr ). Primeiramente
calculamos a densidade de centro dos reticulados σ( i), i ≥ 1, onde 



é um ideal principal de ℤ[ζpr ] gerado pelo elemento 1 − ζpr . Se  é
um corpo ciclotômico, de grau n, então investigar os reticulados σ (
), onde  ⊂  é um ideal, com densidade de centro máxima

equivale a maximizar o quociente  uma vez que a densidade de

centro de σ ( ) é dada por e os valores 2r2 e  são
determinados.

Proposição 4.3.4. (Flores, 1996, p.69, Prop.3.4.4) Se  = ℚ(ζpr ) e 
 = ℤ[ζpr], a densidade de centro dos reticulados σ ( j ), para j ∈ ℕ,

é periódica, ou seja,

onde m = φ(pr) e n ∈ ℕ.

Demonstração: Pelo Exemplo 2.4.3, temos que m = p , uma vez
que p ramifica completamente. Logo, n+m = n. m = p. n, o que
implica que N( n+m) = pn+m. Como n+m = p.( n) segue que x ∈ n+m

se, e somente se, x = py, onde y ∈ n. Assim

e



Para a densidade de centro, temos que

A próxima proposição é uma generalização da Proposição 4.3.1

Proposição 4.3.5. (Flores, 2000, p.41, Prop.3.1.1) Sejam  o ideal
de  = ℤ[ζpr] gerado por 1 − ζpr , α ∈ ℤ[ζpr ] e f(X) ∈ ℤ[X] tal que α =
f(ζpr ). Então

onde f(i)(X) denota a i-ésima derivada formal de f, 0 ≤ i < m, e m =
φ(pr).

Demonstração: Sendo o polinômio minimal de ζpr sobre ℚ dado por

temos que . Se ̅u̅(̅X̅) representa a classe de equivalência,
módulo h(X), do polinômio u(X) em , segue que α ∈ i+1 é
equivalente à existência de u(X) ∈ ℤ[X] tal que f(X) ≡ (1 − X)i+1u(X)
(mod h(X)) e isto é equivalente à existência de v(X) ∈ ℤ[X] tal que
f(X) = (1 − X)i+1u(X) + v(X)h(X). Como

segue que



Colocando (1 − X)i+1 em evidência, encontramos t(X) ∈ ℤ[X] tal que

f(X) ≡ (1 - X)i+1t(X)(mod pℤ[X])

ou seja, existe g(X) ∈ ℤ[X] tal que

f(X) = (1 - X)i+1t(X) + p.g(X),

e esta igualdade é equivalente à

f(1) ≡ f(1) ≡ ... ≡ f(i)(1) ≡ 0(mod p)

Proposição 4.3.6. (Flores, 1996, p.72, Prop.3.4.8) Se r > 1 então 
r(x) ≥ 2(p − 1), para x ∈  = (1 − ζpr)  e x ≠ 0. Além disso, r(x) =
2(p − 1) para x = 1 − ζpr.

Demonstração: Se x = a0 + a1ζpr + ... + am−1ζprm−1 ∈ ℤ[ζpr], onde m =
φ(pr) e então podemos escrevê-lo de uma única maneira como x = x0
+ x1ζpr + ... + xtζt

pr , onde t = pr−1 − 1 e

Assim pelo Teorema 4.3.3, temos que

Se x ∈  e se existir um único xj não nulo na decomposição acima,
então Q(xj ) ≥ 2p, e portanto r(x) ≥ 2p > 2(p − 1). Visto que p − 1 é o
menor valor que Q(A) assume, com a ∈ ℤp−1, segue que se o número
dos a′is não nulos for maior que 1, então



Finalmente, temos que o elemento x = 1 − ζpr ∈  satisfaz r(x) = 2(p
− 1) e isto conclui a demonstração. 

Lema 4.3.2. (Flores, 1996, p.75, Lema.3.4.11) O elemento 1−ζprp
r−2

pertence a pr−2.

Demonstração: Sendo  = ℤ[ζpr ], vimos que

uma vez que p se ramifica totalmente em . Sejam , com
0 ≤ i ≤ pr−2, os coeficientes do desenvolvimento binomial de (1 −
ζpr)pr−2. Pela Proposição 1.9.3, para i = 1, ... , pr−2 − 1, temos que
vp(ci) ≥ 1, ou seja, p é um divisor de (1 − ζpr)pr−2 − (1 − ζprp

r−2).
Consequentemente,

o que implica que

Como pr−2 = p  = (1 − ζpr)pr−2  então (1 − ζpr)pr−2 ∈ pr−2. Assim 1
− ζprp

r−2 ≡ 0 mod pr−2 e portanto 1 − ζpr pr−2 ∈ pr−2. 

Teorema 4.3.4. (Flores, p.47, Teo.3.2.3) Se r > 2 e  = (1 − ζpr)
então a maior densidade de centro entre os reticulados σ ( i), para i
= 1, ... , pr−2, ocorre com i = 1.

Demonstração: Pelo Lema 4.3.2 temos que o elemento x = 1 −
ζprp

r−2 pertence a pr−2 e além disso temos que r(x) = 2(p − 1).
Assim, para i = 1, ... , pr−2, temos que



e as densidades de centro são dadas por

onde n = φ(pr) e |D | = ppr−1(pr−r−1). Isto mostra que φ ( ) tem a
maior densidade de centro dentre os reticulados considerados. 

Exemplo 4.3.6. O quadro abaixo apresenta o valor aproximado para
a densidade de centro δ(σ ( )), onde  é um ideal principal de ℤ[σpr]
gerado por 1 − σpr , p é um número primo e r > 2.

O valor 0,125 obtido para a densidade de centro em dimensão 4 é o
maior encontrado para esta dimensão, e corresponde a densidade
de centro do reticulado conhecido na literatura D4, (Conway; Sloane,
1999, p.15).

Teorema 4.3.5. (Flores, p.47, Teo.3.2.4) Se r = 2, p > 2 e  = (1 − ζpr)
 então a maior densidade de centro entre os reticulados σ ( i),

para i = 1, ... , p, ocorre com i = 2.

Demonstração: Mostramos que para i = 2, ... , p, o menor valor
assumido por r(x) para x ∈ i é 2p. Consideramos primeiramente o
caso i = 2 e sejam x um elemento de 2 e os x′is como na Proposição
4.3.6. Se apenas um dos x′is não se anula, então, pela Proposição
4.3.2, temos que r(x) ≥ 2p, para x ∈ . Para a ∈ ℤp−1 temos que o
menor valor que Q(a) assume é p − 1. Assim, se o número dos x′is
não nulos for maior do que 2, então r (x) ≥ 3(p−1) ≥ 2p, uma vez
que, r(x) = Qp−1 (x0)+...+Qp−1(xt), com t = pr−1 − 1, e portanto r(x) =



Qp−1(a0, apr−1 , ... , a(p−2)pr−1) +⋯+Qp−1(at, apr−1 +t, ... , a(p−2)pr−1 +t) ≥
p−1+p−1+p−1 = 3(p−1) ≥ 2p. Deste modo, falta considerar o caso em
que apenas dois dos xr−1

is não se anulam, digamos xi e xj .
Mostraremos, primeiramente, que neste caso r(x) não atinge o valor
2(p − 1). Se isto ocorre, temos que Q(xi) = Q(xj) = p − 1 e isto ocorre
apenas nos casos seguintes: 1º caso : Se xi = ±el e xj = ±es,
podemos supor, sem perda de generalidade, que xi = el e xj = −es.
Logo existem a, b ∈ ℕ tais que

onde f(X) = Xa − Xb. Como x ∈ 2, segue que, pela Proposição 4.3.5,
que

f′(1) ≡ a - b ≡ 0(mod p)

Observe que x = ζa
pr (1 − ζprb−a). Como estamos considerando

apenas dois dos x′is não nulos, segue que a − b ≡ 0(mod p) não
ocorre, o que é uma contradição.

2º caso : Se xi = (1, 1, ... , 1) e xj = ±es, temos que se x ∈  então xj =
es. Logo x é da forma

onde f(X) = Xi + ... +Xj+s. Se x ∈ 2, pela Proposição 4.3.5, temos que

f′(1) ≡ i + ... + (p - 2)p + i + j + s ≡ i - j ≡ 0(mod p)

o que não ocorre, pois i, j ∈ {0, ... , p − 1}.

3º caso : Se xi = (1, 1, ... , 1) e xj = ±(−1, −1, ... , −1), temos que xj =
(−1, −1, ... , −1) e

onde f(X) = Xi + ... + X(p−2)p+i − Xj + ... + X(p−2)p+j . Se x ∈ 2, então



f′(1) ≡ i - j ≡ 0(mod p)

o que novamente não ocorre.

Mostramos, assim, que para x ∈ 2 e dois x′is não nulos, o valor 2(p
− 1) não é atingido por r(x). Mas, pelo Lema 1.9.2, o valor 2p − 1
também não é atingido e portanto para x ∈ 2 temos que r(x) ≥ 2p.
Observe que o elemento x = 1 − ζp

pr pertence a i, para i = 1, ... , p, e

r(x) = 2p. Como , segue que

o que implica que  para i = 1, 2, ... , p.
Como o ideal de menor norma é 2, segue que σ ( 2) tem a maior
densidade de centro. Assim, para i = 1, ... , p, a maior densidade de
centro é obtida em σ ( ) ou σ ( 2). Para r = 2, temos que

Logo, σ ( 2) é o mais denso dentre os reticulados considerados, e
sua densidade de centro é dada por

Exemplo 4.3.7. Se  = ℤ[ζ32] e  = (1 − ζ32) , então

Note que  tem dimensão 6 e que o reticulado σ ((1−ζ32)2ℤ[ζ32])
apresenta maior densidade de centro que o reticulado σ ((1 −



ζ7)ℤ[ζ7]), (Exemplo 4.3.1) e o reticulado σ ((1−ζ7)2ℤ[ζ7]), (Exemplo
4.3.2). Para esta dimensão temos que 0,072168 é o maior valor
conhecido para a densidade de centro e corresponde a densidade de
centro do reticulado conhecido na literatura E6,(Conway; Sloane,
p.15 ).

3 Reticulados via ℚ(ζpq)

Nesta seção apresentamos alguns resultados sobre reticulados
obtidos via os corpos ciclotômicos ℚ(ζpq), onde p e q são primos
distintos.

Lema 4.3.3. (Flores, p.64, Lema.3.5.1) Se p e q são números
distintos então

Demonstração: Suponhamos que mdc(k, pq) = 1. Como mdc(p, q) =
1, segue que existem inteiros r, s tais que que pr + qs = 1. Deste
modo,

onde mdc(kr, q) = mdc(ks, p) = 1. Então

Se mdc(k, pq) = p, então existe i ∈ ℤ, com mdc(i, q) = 1, tal que



Logo,

Se mdc(k, pq) = q, então existe i ∈ ℤ, com mdc(i, p) = 1, tal que

Logo,

Se mdc(k, pq) = pq, então existe i ∈ ℤ, tal que ζk
pq = ζpqi

pq = 1. Logo,

Corolário 4.3.2. (Flores, p.65, Corol.3.5.2) Se 0 ≤ i ≤ pq então

Demonstração: Se mdc(i, pq) = 1, então

sendo que o expoente de cada parcela é primo com pq. Logo, o traço
de cada uma dessas parcelas é 1. Assim



Para i = 0, aplicando o Lema 4.3.3 temos que

Para i = pq − p, temos que

Analogamente para i = pq − q, temos que Trℚ(ζpq)/ℚ((1 − ζp
pq − ζq

pq +
ζpq

p+q).ζpq
pq−q) = −pq. Para i = pq − p − q temos que

e isto conclui a demonstração. 

Proposição 4.3.7. (Simonato, 2000, p.47, Prop.3.3.8) Se p e q são
números primos distintos, n = φ(pq) e x é um elemento de ℤ[ζpq],
com x = a0 + a1ζpq + ... + an−1ζpq

n−1, então

onde , para k = 0, 1, ... , n − 1.

Demonstração: Pela Observação 4.3.1 e da linearidade da função
traço temos que



onde αk = ζk
pq + ζpq

−k. Pelo Lema 4.3.3 temos que

e isto conclui a demonstração. 

Exemplo 4.3.8. Se p = 3, q = 7 e x = 1 + ζ3
21 + ζ6

21 + ζ9
21 é um

elemento de ℤ[ζ21], então x = (1, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0) e os Ak′s
são dados por A0 = 4, A3 = 3, A6 = 2, A9 = 1 e A1 = A2 = A4 = A5 = A7
= A8 = A10 = A11 = 0. Logo, Trℚ(ζ21)ℚ(xx̅ ) = 48 − 24 = 24 e portanto |σ

(x)| = √12. Agora, se x = 1 − ζ3
21 em ℤ[ζ21] então x = (1, 0, 0, −1, 0,

0, 0, 0, 0, 0, 0, 0), e os Ak′s são dados por A0 = 2, A3 = −1 e A1 = A2 =
A4 = A5 = A6 = A7 = A8 = A9 = A10 = A11 = 0. Logo, Trℚ(ζ21)/ℚ(xx̅ ) = 24
+ 4 = 28 e portanto |σ (x)| = √14.

Se  = ℤ[ζpq], pela Seção 2.4, temos que se p e q são números
primos distintos tais que Oq(p) ≡ Op(q) ≡ 1(mod 2) então

Tomando o ideal  = 1 ... r 1 ... s temos que x pertence a  se, e
somente se, xx̅  pertence a (1 − ζp

pq )(1 − ζq
pq ) . De fato, se x

pertence a , então xx̅  é um elemento de (1−ζp
pq)(1−ζq

pq ) , uma
vez que p  = ( 1 ... r̅ ̅1̅ ... ̅ ̅r)p−1 = (1 − ζp

pq )p−1  = ((1 − ζp
pq )

)p−1. Por outro lado, se x não é um elemento de , então pelo menos
um dos i′s ou i′s não aparecerá na fatoração do ideal x  e
portanto na fatoração de xx̅  não aparecerão todos os fatores de (1
− ζp

pq )(1 − ζq
pq) , contradizendo a hipótese. Visto que o corpo  =

ℚ(ζpq) é totalmente complexo, segue que a densidade de centro do
reticulado σ ( ), é dada por



onde n = [  : ℚ] e

Exemplo 4.3.9. Veremos a construção algébrica de K12 via a
representação geométrica de um ideal primo acima de 7  em  =
ℤ[ζ21] com  = ℚ(ζ21). Seja f(X) o polinômio minimal de ζ21 sobre ℚ.
Vamos fatorar os ideais 3  e 7  em um produto de ideais primos
utilizando o Lema de Kummer. Temos que f(X) = X12 − X11 + X9 − X8

+ X6 − X4 + X3 − X + 1, e portanto f(X) ≡ (X6 + X5 + X4 + X3 + X2 + X
+ 1)2(mod (ℤ/3ℤ)[X]). Assim

Portanto, 3  = 2
l com N( l) = 36. Note que o ideal 3  não se

fatora conforme a Equação (4.7), o que já era possível concluir pois
O7(3) = 6 ≡ 0(mod 2) ou simplesmente observando que card(D (3)) =
e1f1 = 12. Portanto D (3) = G, onde G é o grupo de Galois de  sobre
ℚ. Para o caso 7 , temos que

f(X) ≡ (X + 3)6(X + 5)6(mod (ℤ/7ℤ)[X])

Assim

Portanto, 7  = ( 1 2)6, onde 1 e 2 são ideais com norma 7 e 2 =
̅ ̅1. Observamos que O3(7) = 1 ≡ 1(mod 2) e que σ̅ = σ20 não



pertence a D (7) = {σ1, σ4, σ10, σ13, σ16, σ19}. Dado que o
discriminante absoluto de  é 36710 (Teorema 2.3.7), segue que a

densidade de centro de σ ( 1) é dada por . Calculamos
então o raio de empacotamento

Temos que Tr /ℚ(xx̅ ) é par, ou seja, Tr /ℚ(xx̅ ) = 2l, l ∈ ℤ e para x em 

1 temos que Tr /ℚ(xx̅ ) ∈ 7ℤ, o que implica que Tr /ℚ(xx̅ ) é múltiplo
de 14. Como mdc(p, q) = 1, segue que para x em 1, x = α0 + α1ζ3
com α0, α1 ∈ ℤ[ζ7], segue que

Aplicando o traço novamente temos:

Temos duas possibilidades para x = α0 + α1ζ3.

1º caso : Se α0 = α1, então x = α0(1+ζ3) ∈ 1. Como 1+ζ3 não
pertence ao ideal primo 1, segue que α0 ∈ 1. Logo, Trℚ(ζ7)/ℚ(α0̅α̅0)
≥ 14. Portanto

2º caso : Se α0 ≠ α1, para  segue do Teorema 4.3.3, que
Trℚ(ζ7)/ℚ(y̅ y) é uma forma quadrática Q6(a0, a1, a2, a3, a4, a5) cujo
valor mínimo é 6, (Proposição 1.9.1). Então



e portanto Tr /ℚ(xx̅ ) ≥ 28. Vamos caracterizar um elemento de 1.
Em 1 temos que ζ21 ≡ −3(mod 1) e então para x em 1 temos que

Como 1 ∩ ℤ = 7ℤ, segue que

O elemento x = 1−ζ3
21 ∈ . Como x = (1, 0, 0, −1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,

0), segue que  e portanto x pertence a 1.
Pelo Exemplo 4.3.8, temos que Tr /ℚ(xx̅ ) = 28. Logo o menor valor

de {Tr /ℚ(xx̅ ) : x ∈ 1, x ≠ 0} é de fato 28. Portanto,  e a
densidade de centro é dada por:

Para esta dimensão temos que esta é a maior densidade de centro já
obtida, e corresponde a densidade de centro do reticulado conhecido
na literatura K12, (Conway; Sloane, 1999, p.15).

Exemplo 4.3.10. Veremos a construção do reticulado Λ24. Dados 
= ℤ[ζ39] o anel dos inteiros algébricos de  = ℚ(ζ39) e f(X) o
polinômio minimal de ζ39 sobre ℚ, vejamos as fatorações dos ideais
3  e 13  como um produto de ideais primos de . Como

f(X) = X24 - X23 + X21 - X20 + X18 - X17 + X15 - X14 +
+ X12 - X10 + X9 - X7 + X6 - X4 + X3 - X + 1,

segue que



f(X) ≡ (X3 + 2X + 2)2(X3 + X2 + X + 2)2(X3 + 2X2 + 2X +

2)2(X3 + X2 + 2)2(mod (ℤ/3ℤ)[X]).

Assim

Logo,

Portanto 3  = ( 1 2 3 4)2, com N( i) = 33, para i = 1, 2, 3, 4. Como
O13(3) = 3 ≡ 1(mod 2), segue que σ̅ = σ38∉D (3) = {σ1, σ14, σ16, σ22,
σ29, σ35}. Neste caso, temos que 4 = ̅1̅ e 3 = ̅2̅. Para o ideal 13
 temos que

Logo, 13  = ( 1 2)12, onde 1 e 2 são ideais primos com norma
13. Observe novamente que σ̅∉D (13) = {σ1, σ4, σ7, σ10, σ16, σ19,
σ22, σ25, σ28, σ31, σ34, σ37}, pois O3(13) = 1 ≡ 1(mod 2). Neste caso,
temos que 2 = q̅ 1̅. Considerando o ideal  = 1 2 1, vamos calcular
a densidade de centro de σ ( ). Como D  = 3121322 e N( ) = N(
1)N( 2)N(q1) = 36.13, segue que

Precisamos agora determinar



Veremos agora que se x ∈ , então Tr /ℚ(xx̅ ) ≥ 4.39. Visto que
mdc(p, q) = 1, para x ∈ , podemos escrever x = α0 + α1ζ3, com α0,
α1 ∈ ℤ[ζ13]. Temos também que se x pertence a , então Tr /ℚ(xx̅ ) ≡
0(mod 2.39). Pelo Exemplo 4.3.9, temos que

Nesta soma, para que o valor 2.39 seja atingido, as únicas
possibilidades são, a menos de ordem, Trℚ(ζ13)/ℚ(α0α773;0) = 12,
Trℚ(ζ13)/ℚ(α1α773;1) = 30 e Trℚ(ζ13)/ℚ[(α0 − α1)(α̅0̅ − α̅1̅)] = 36. As
possibilidades para α0 e α1 são:

onde i1, i2, i3, são dois a dois distintos. Sejam α0 = −ζ13
i0 e α1 = ζ13

i1 +
ζ13

i2 + ζ13
i3. Se i0 ≠ ik, com k = 1, 2, 3, então Trℚ(ζ13)/ℚ[(α0 − α1)(α̅̅0̅̅ −

̅α̅̅1̅)] = 36. Sendo x um elemento de , segue que

Tr /ℚ(ζ13)(xx̅ ) = 3(α0α̅0 + α1̅α̅1) − (α0 + α1)(α̅0̅̅ + α̅̅̅1) ∈ 3ℤ[ζ13], e

portanto, se y = (α0 +α1)(̅α̅0̅ + ̅α̅1̅). Assim y ≡ 0(mod 3ℤ[ζ13]). Seja y :

ℤ[ζ13]  ℤ o homomorfismo de anéis dado por  . Como
y está em 3ℤ[ζ13] segue que γ(y) ≡ 0(mod 3). Reescrevendo y
substituindo α0 e α1 pelos valores fixados acima temos que



onde . Sendo nA o número de expoentes tais
que i0 − is = −1 ou is − i0 = −1 e nB o número de expoentes tais que ir
− is = −1, segue que as possibilidades para nA são 0 ou 1, uma vez
que i1, i2, i3 são dois a dois distintos. Por outro lado, para nB as
possibilidades são 0, 1 ou 2. Observe que γ(ζ13

−1) = γ(−1 − ζ13 − ... −
ζ13

11) = −12 ≡ 0(mod 3). Assim,

γ(A) = 6 - nA e γ(B) = 6 - nB.

Logo, γ(y) = 4 − γ(A) + γ(B) ≡ 1 + nA − nB ≡ 0(mod 3ℤ[ζ13]) e as
únicas soluções possíveis são

nA = 0 e nB = 1

ou

nA = 1 e nB = 2

Suponhamos nA = 0 e nB = 1. Dado 0 < a ≤ 11, por hipótese, o
coeficiente de ζa

13 é múltiplo de 3. Temos

Se existem r e s tais que ir − is = a, então o coeficiente de ζa
13 na

equação acima é nulo, pois ζ−1
13 = −1 − ζ13 − ... − ζ13

11. Assim, ζa
13

aparece também com coeficiente nulo na expansão de A na base
integral {1, ⋯ , ζ13

11}. Se não existem r e s tais que ir − is = a,
novamente ζa

13 aparece com coeficiente nulo na decomposição de y.
Deste modo, a única possibilidade portanto é a = 0 e y = 3. Então
como



temos

Tr /ℚ(xx̅ ) = Trℚ(ζ13)/ℚ(3(α0̅α̅0 + α1̅α1) − (α0 + α1)(̅α̅̅0̅̅ + ̅̅α̅1̅)) = 3Trℚ(ζ13)/

ℚ(α0̅α̅0) + 3Trℚ(ζ13)/ℚ(α1̅α̅1) − Trℚ(ζ13)/ℚ((α0 + α1)(̅α̅0 + ̅α̅1)) = 3 · 12 + 3
· 30 − 36 = 90, e isto não ocorre pois 90 não é múltiplo de 2 · 39.
Quando nA = 1 e nB = 2 a verificação é análoga. Portanto Tr /ℚ(xx̅ ) ≥
4.39 = 156. O elemento x = 1 − ζ39

3 − ζ13
39 + ζ16

39 pertence ao ideal 
 e observando que x = (1, 0, 0, −1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, −1,0, 0, 1,

0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0), pela Proposição 4.3.7, temos que Tr(xx̅ ) = 156.

Portanto,  e a densidade de centro é dada por:

Para dimensão 24 a densidade de centro obtida neste exemplo é a
maior conhecida, e corresponde a densidade de centro do reticulado
conhecido na literatura Λ24. (Conway; Sloane, 1999, p.15).



5 – Os Canais Gaussiano e
Desvanecimento do tipo Rayleigh

5.1 Introdução

Neste capítulo, apresentamos através do trabalho de Boutros;
Viterbo; Rastello; Belfiori (1996), constelações de reticulados que
são eficientes para ambos os canais Gaussianos e com
desvanecimento do tipo Rayleigh, enfocando a construção das
versões rotacionadas dos reticulados já conhecidos na literatura: D4,
K12 e Λ16, através da matriz mudança de base de um ideal contido
no anel dos inteiros de um corpo de números.

5.2 Breve histórico

O rápido crescimento da comunicação sem fio requer um aumento
na capacidade e melhoria no desempenho dos sistemas de
transmissão. Os canais de comunicação móvel são agrupados em
dois tipos: canal via satélite e canal terrestre. O canal de
comunicação terrestre é caracterizado pelo efeito de múltiplos
percursos de propagação. Tal efeito pode alterar de maneira
significativa a amplitude do sinal, mesmo para uma pequena
variação na distância ou orientação entre o transmissor e o receptor,
comportamento que é comumente rotulado como desvanecimento.
Limitações nas perdas de propagação, variação no tempo, ruído,
inferência e desvanecimento fazem com que, nestes sistemas, a
transmissão de dados com altas taxas de transmissão não seja uma
tarefa fácil.

Para se alcançar essas altas taxas de transmissão de dados é
necessário aumentar a capacidade do canal de comunicações
móveis. Quando o desvanecimento compromete substancialmente a



qualidade da transmissão, o aumento da capacidade do canal ou
equivalentemente, a diminuição da taxa de erro é extremamente
difícil.

Uma alternativa mais simples para aumentar a capacidade do canal
com desvanecimento é utilizar técnicas de diversidade. Estas
técnicas geralmente fornecem ao receptor réplicas da informação
transmitida que experimentam desvanecimentos
descorrelacionados. Neste caso, se uma componente do sinal
estiver sobre um desvanecimento profundo, algumas das outras
componentes terão uma grande probabilidade de sofrer uma
atenuação mais leve.

A função densidade de probabilidade de Rayleigh caracteriza o
desvanecimento percebido em uma comunicação móvel onde não
há predominância direta entre a antena transmissora e a receptora.
Esse desvanecimento indica que existe uma maior probabilidade da
amplitude da envoltória do sinal recebido estar abaixo de um valor
médio.

Os códigos projetados para canais com desvanecimento Rayleigh
levam em conta dois parâmetros fundamentais: o ganho de
diversidade, que descreve a diminuição exponencial da taxa de erro
na decodificação em função da relação sinal-ruído na curva de
desempenho e o ganho de codificação que resulta em
deslocamentos à esquerda dessa curva. Os melhores valores para
estes parâmetros foram obtidos maximizando-se, respectivamente,
o posto mínimo e a média geométrica mínima dos autovalores, de
um conjunto de matrizes complexas formadas pelas diferenças entre
palavras-código tomadas duas a duas.

A principal desvantagem destes códigos é que são extremamente
difíceis de se projetar, pois os critérios utilizados na sua construção
baseiam-se em operações no domínio complexo das modulações
em banda básica e não no domínio binário ou discreto no qual os
códigos de canal são tradicionalmente projetados. Uma grande
capacidade computacional é necessária para acompanhar a busca,
codificação e decodificação destes códigos.



O canal de comunicação via satélite é um canal AWGN (Additive
White Gaussian Noise) onde predominam fortes atenuações e
muitas vezes grandes atrasos de propagação do sinal. O termo
AWGN é utilizado em modulamentos matemáticos para caracterizar
aqueles canais onde o tipo de ruído responsável por degradar a
comunicação é um ruído branco adicionado ao sinal. Este tipo de
ruído é um dos mais “bem comportados” e a teoria acerca do
desenvolvimento de receptores ótimos para a utilização em canais
AWGN já se tornou clássica.

O ruído branco é um sinal aleatório e tem um modelamento
matemático que o considera como possuindo largura de faixa
infinita, média nula e correlação nula entre suas amplitudes tomadas
a instantes de tempo distintos, ou seja, o valor da amplitude do ruído
em um determinado instante independe daquele observado em
outro instante de tempo qualquer. O termo gaussiano se deve ao
fato desse tipo de ruído possuir uma função densidade de
probabilidade gaussiana com média nula, com desvio padrão igual à
sua tensão rms e variância igual à potência dissipada de um resistor
de 1W. No canal gaussiano, usando esquemas convencionais de
modulação e codificação de canal apropriada, pode-se reduzir a
probabilidade de erro e bit de 10−2 a 10−3 por meio de um aumento
da relação sinal-ruído de somente 1 ou 2 dB.

5.3 Boas constelações para ambos os canais
Gaussianos e com desvanecimento do tipo
Rayleigh

Nesta seção estabelecemos condições sobre os reticulados
construídos para que tenhamos boas constelações para ambos os
canais Gaussianos e Rayleigh com desvanecimento.

1. Canal Gaussiano

A probabilidade de erro de símbolo é limitada superiormente por



onde τ é o número de vizinhos, er fc é a função erro, N0 é a
variância gaussiana e dE min

 é a distância mínima Euclidiana do
reticulado Λ. O ganho de codificação do reticulado Λ é dado por

Constelações eficientes podem ser obtidas através de
reticulados com alta densidade de empacotamento. Assim,
constelações com boas propriedades de simetria podem ser
obtidas.
Usando corpos de números totalmente reais e com
discriminante absoluto mínimo a grande desvantagem é que a
densidade de empacotamento esférico é baixa.
Usando corpos de números totalmente complexos e com
discriminante absoluto mínimo a grande vantagem é que é
possível obter reticulados com alta densidade de
empacotamento.

2. Canal Rayleigh com Desvanecimento

A probabilidade de erro de símbolo com alta relação sinal-ruído
satisfaz,

onde onde Eb é a energia média por bit,  é a eficiência
espectral e dp

(l)(x, y)2 é a distância l-produto normalizada de x a
y, quando esses pontos diferem em l componentes e é dada por



onde E = E(||x||2) é a energia média por ponto da constelação
S.

Constelações eficientes, ou seja, aquelas em que a
probabilidade de erro é mínima, podem ser obtidas através de
reticulados com diversidade máxima L = min(l), menor energia
média da constelação E e maior distância produto mínima dp,min
= min(dp

(L)(x, y)).
Usando corpos de números totalmente reais e com
discriminante absoluto mínimo, a grande vantagem é que eles
apresentam diversidade máxima.
Usando corpos de números totalmente complexos e com
discriminante absoluto mínimo a grande vantagem é que
obtemos uma menor energia média da constelação.

Assim, concluímos que para obter boas constelações de reticulados
para ambos os canais, procura-se construir reticulados com alta
densidade de empacotamento e com diversidade máxima.

Através da família de reticulados An que vimos a partir de subcorpos
de ℚ(ζp) é possível obter constelações que têm máxima diversidade
e boa densidade de empacotamento, que fazem estes reticulados
úteis para uso nos canais Gaussiano e Rayleigh com
desvanecimento.

Corpos de números algébricos totalmente reais com discriminante
absoluto mínimo são conhecidos até a dimensão 8 e são dados na
1º coluna da Tabela (5.3.1).



Discriminantes absolutos mínimos

(Valores com * são os melhores valores conhecidos)

n r2 = 0 r2 = 1 r2 = 2 r2 = 3 r2 = 4
2 5 -3 - - -
3 49 -23 - - -
4 725 -275 117 - -
5 14641 -4511 1609 - -
6 300125 -92779* 28037* -9747 -
7 20134393 ? ? ? -
8 282300416 ? ? ? 125778*

Tabela (5.3.1)

Pela Tabela (5.3.1) notamos que os discriminantes absolutos dos
corpos totalmente complexos são menores do que dos corpos
totalmente reais. Os corpos da Tabela (5.3.1) (especialmente em
dimensão acima de 4) tem sido objeto de estudos na teoria dos
números algébricos computacionais.

Definição 5.3.1. A diversidade de um reticulado Λ é a distância
mínima de Hamming entre quaisquer dois vetores de Λ.

Teorema 5.3.1. (BoutrosS; Viterbo; Rastello; Belfiori, 1996) Sejam 
um corpo de números, {σ1, σ2, ... , σn} os ℚ-homomorfismos de 
em ℂ e {ω1, ω2, ... , ωn} uma base integral de . Os reticulados
obtidos a partir da matriz geradora G =

possuem diversidade L = r1 + r2.



Demonstração. Seja z ≠ 0 um ponto arbitrário de Λ = σ( ). Assim 

, com λi ∈  e vi = (vij ) = σ(wi) são as linhas do
reticulado da matriz geradora G. Logo,

Os inteiros algébricos  são não nulos pois todos os λ′is são não

nulos (z ≠ 0). Isto implica que  e assim o primeiro produto
do lado direito da última igualdade contém exatamente r1 fatores
não nulos. O número mínimo de fatores não nulos no segundo e no
terceiro produtos é r2 pois as partes real e imaginária de qualquer
um dos monomorfismos complexos não são ambos nulos. Assim
concluímos que para tal reticulado temos uma diversidade L ≥ r1 +
r2. Agora, se α = 1 em , então σj(1) = 1 para j = 1, 2, ... , r1 + r2 e
portanto σ(1) fornece r1 + r2 componentes não nulos. Assim L = r1 +
r2. 

No caso de um corpo de números algébricos totalmente real temos
que a matriz geradora G é da forma

Neste caso, o reticulado Λ = σ( ) construído atinge o grau máximo
de diversidade L = n.

Para corpos totalmente complexos  temos que r2 = n/2 é par e a
matriz geradora do reticulado σ( ) é dada por



Definição 5.3.2. Um polinômio minimal é chamado reduzido se as
potências de uma de suas raízes (o elemento primitivo) é uma base
integral do corpo de números.

A Tabela (5.3.2) apresenta os polinômios minimais reduzidos dos
corpos da Tabela (5.3.1) com o volume fundamental do reticulado
correspondente obtido via o homomorfismo canônico, indicados por
Λn,L.



Λn,L µθ(x) redV
ol(Λn,L)

Λ2,

1

Λ2,

2

X2 - X + 1

X2 - X - 1

0.8660

2.2361

Λ3,

2

Λ3,

3

X3 - X - 1

X3 + X2 - 2X - 1

2.3979

7

Λ4,

2

Λ4,

3

Λ4,

4

X4 - X3 - X2 + X + 1

X4 - X3 + 2X - 1


X4 - X3 - 3X2 + X + 1

2.7042

8.2916

26.9258

Λ5,

3

Λ5,

4

Λ5,

5

X5 - X3 + X2 + X - 1

X5 - 2X3 + X2 - 1


X5 + X4 - 4X3 - 3X2 + 3X + 1

10.0281

33.5820


121

Λ6,

3

Λ6,

4

Λ6,

5

Λ6,

6

X6 - 3X5 + 4X4 - 4X3 + 4X2 - 2X + 1

X6 - 2X5 + 3X3 - 2X - 1


X6 + X5 - 2X4 - 3X3 - X2 + 2X + 1

X6 - X5 - 7X4 + 2X3 + 7X2 - 2X - 1

12.3409

41.8606


152.2982

547.8367

Λ7,7 X7 + X6 - 6X5 - 5X4 + 8X3 + 5X2 - 2X - 4487.1364



1

Λ8,

4

Λ8,

8

X8 - 2X7 + 4X4 + 3X2 - 2X + 1

X8 + 2X7 - 7X6 - 8X5 + 15X4 + 8X3 -

9X2 - 2X + 1

70.0928

16801.798

0

Tabela (5.3.2)

Os passos para a construção de um reticulado a partir de um corpo
de números algébricos K = ℚ(θ) pode ser resumido do seguinte
modo:

Encontre uma base integral de , que identifica .
Encontre as n raízes de gθ(X), que identifica os n
monomorfismos σ1, σ2, ... , σn.
Construa a matriz geradora aplicando o homomorfismo
canônico.

Exemplo 5.3.1. Seja  = ℚ(i√3). Como −3 ≡ 1(mod 4) segue que a
base integral de  é {1, (1+i√3)/2}. Os dois monomorfismos são
σ1(i√3) = i√3, σ2(i√3) = −i√3 e a matriz geradora é dada por

O volume fundamental do reticulado é dado por

A diversidade é L = 1 pois r1 = 0 e r2 = 1. Portanto, σ ( )
corresponde ao reticulado Λ2,1.



Exemplo 5.3.2. Seja . As raízes do polinômio

minimal X4−14X2+29 são  

. O elemento primitivo é θ = θ1 e os 4
monomorfismos são σ1(θ) = θ1, σ2(θ) = θ2, σ3(θ) = θ3, e σ4(θ) = θ4.
Mas {1, θ, θ2, θ3} não é base integral pois X4 − 14X2 + 29 não é
reduzido. Uma base integral é 

. A matriz geradora é dada
por

O volume fundamental do reticulado é | det(G)| = 26.92. A
diversidade é L = 4 pois r1 = 4 e r2 = 0. Portanto, σ ( )
corresponde ao reticulado Λ4,4.

5.4 Construção das versões rotacionadas dos
reticulados D4, K12, e Λ16

Craig (1978) como construir os reticulados E6, E8, Λ24 a partir dos
corpos ciclotômicos totalmente complexos  = ℚ(Ei2π/n), para n = 9,
20, 39. Via este procedimento Boutros; Viterbo; Rastello; Belfiori
(1996) encontrou D4, K12 e Λ16 a partir das 8-ésima, 21-ésima e 40-
ésima raízes da unidade. Estes reticulados são obtidos aplicando o
homomorfismo canônico em ideais destes corpos ciclotômicos. Os
ideais são dados na Tabela (5.3.3). Os reticulados obtidos são
subreticulados de σ( ), mas com um ganho fundamental muito
maior comparado com os reticulados presentes na Tabela (5.3.2).



Sejam  um corpo de números de grau n,  o anel dos inteiros de 
,  ⊆  um ideal e {γ1, ... , γn} uma -base de . Aplicando o

homomorfismo canônico σ  ao ideal  de , pela Proposição 3.5.2
obtemos o reticulado Λ  = σ( ) de posto n contido em Λ = σ( ). A
matriz geradora G  de Λ  é dada por

Comparando > e  como -módulo, vemos que existe uma
relação entre as matrizes G de σ( ) e a matriz G  de σ( ). Seja T
a matriz mudança de base n × n da primeira base para a segunda
base, isto é,

Como, os γ′is são inteiros algébricos segue que são escritos como

combinação linear dos w′is, ou seja, , onde tik ∈ . Assim
que T = [tij ] é uma matriz inteira. A matriz T é conhecida como
matriz da representação integral de . Com isso temos a seguinte
proposição.

Proposição 5.4.1. (Boutros; Viterbo; Rastello; Belfiori, 1996) A
matriz geradora G  do reticulado Λ  é obtida a partir da matriz
geradora G do reticulado Λ pela aplicação da matriz mudança de
base T entre as -bases de  e , isto é, G  = TG.

Demonstração. O resultado segue diretamente da fórmula γi = 

, que também é válido tomando as partes real e imaginária de



ambos os lados , e isto conclui a
demonstração. 

Da igualdade G  = TG temos que det G  = det T · det G, o que
significa que

V ol(Λa) = ∣det T∣ . V ol(Λ).

Se  é um ideal principal, isto é,  = α  então a matriz mudança
de base é dada por T = R(α). A -base do ideal principal  = α  é
o conjunto {awi, i = 1, ... , n}. Assim podemos escrever

A procura de reticulados rotacionados da Tabela (5.3.3) com
dimensão n e diversidade n/2 segue os seguintes passos:

1. Calcule o polinômio minimal de ζn sobre ℚ que tem grau
ϕ(n).

2. Encontre todos os ideais  de  com norma inteira.

3. Usando a matriz mudança de base T, calcule a matriz
geradora G  = TG e avalie os parâmetros dos reticulados, por
exemplo, a densidade de centro e o número de vizinhos. Se
eles são iguais aos parâmetros de D4, E6, E8, Λ12, Λ16 ou Λ24,
então obtemos uma versão rotacionada destes reticulados pois
tais reticulados são os únicos com tais parâmetros.

Este procedimento é aplicado sucessivamente para obter uma
matriz geradora para cada um dos reticulados presentes na
Tabela (5.3.3).

Alguns reticulados conhecidos dos corpos ciclotômicos:



ℚ(θ) n Ideais
D4,2 θ4 + 1 8 (2, θ + 1)
E6,3 θ6 - θ3+ 1 9 (3, (θ + 1)2)
E8,4 θ8 - θ6 + θ4 - θ2 + 1 20 (5, θ - 2)
K12,6 θ12 - θ11 + θ9 - θ8 + θ6 - θ4 +

θ3 - θ + 1
21 (7, θ + 3)

Λ16,8 θ16 - θ12 + θ8 - θ4 + 1 40 (2, θ4 + θ3 + θ2

+ θ + 1)

(5, θ2+ 2)

Λ24,12 θ24 - θ23 + θ21 - θ20 + θ18 -
θ17 + θ15 - θ14 +


+ θ12 - θ10 + θ9 - θ7 + θ6 - θ4

+ θ3 - θ + 1

39 (3, θ3 + θ2 - 1)

(3, θ3 + θ2 + θ

+ 1)

(13, θ - 3)

Tabela (5.3.3)

Exemplo 5.4.1. (Construção de D4,2). Note que ϕ(8) = 4 e que para
outros valores de n tal que ϕ(n) = 4 não resultam na versão
rotacionada de D4, cuja densidade de centro é 1/8. O polinômio
minimal de θ = ζ8 sobre ℚ é dado na Tabela (5.3.2), o discriminante
absoluto do corpo  = ℚ(ζ8) é D  = 28, r1 = 0 e r2 = 2. Pela Equação
(3.4) temos que

e para N( ) = 2 devemos tomar . O ideal  com norma 2 pode
ser obtido da fatoração do ideal primo (2), que tem norma 24do
seguinte modo



Assim  tem a norma desejada 2. A matriz geradora do reticulado é
G  = TG, onde T é a matriz da representação integral de 

e G é a matriz geradora de σ( ). O reticulado gerado por G  tem

densidade de centro  e o número de vizinhos é 24, sendo
exatamente como D4. Como D4 é o único reticulado com estes
parâmetros, obtemos sua versão rotacionada com diversidade igual
a 2.

Exemplo 5.4.2. (Construção de K12,6). Note que ϕ(21) = 12 e que
para outros valores de n tal que ϕ(n) = 21 não resultam na versão
rotacionada de K12, cuja densidade de centro é 1/27. O polinômio
minimal de θ = ζ21 sobre ℚ é dado na Tabela (5.3.2), o discriminante
absoluto do corpo  = ℚ(ζ21) é D  = 36.710, r1 = 0 e r2 = 6. Pela
Equação (3.4) temos que

e para N( ) = 7 devemos tomar . O ideal  com norma 7 pode
ser obtido da fatoração do ideal primo (7), que tem norma 712, ou
seja,

Como N( 1) = N( 2) = 7, podemos escolher  = 1, que tem a norma
desejada. A matriz geradora do reticulado é G  = TG, onde T é a
matriz da representação integral de 



e G é a matriz geradora de σ( ). O reticulado gerado por G  tem

densidade de centro  e o número de vizinhos é 756, sendo
exatamente como K12. Como K12 é o único reticulado com estes
parâmetros, obtemos sua versão rotacionada com diversidade igual
a 6.

Exemplo 5.4.3. (Construção de Λ16,8). Note que ϕ(40) = 16 e que
para outros valores de n tal que ϕ(n) = 16 não resultam na versão
rotacionada de Λ16, cuja densidade de centro é 1/16. O polinômio
minimal de θ = ζ40 sobre ℚ é dado na Tabela (5.3.2), o discriminante
absoluto do corpo  = ℚ(ζ40) é D  = 232.512, r1 = 0 e r2 = 8. Pela
Equação (3.4) temos que

e para N( ) = 24.52 devemos tomar ρ = √2.5. O ideal  com tal
norma pode ser obtido da fatoração dos ideais (2) e (5) que tem
norma 216 e 516, respectivamente. Assim

Como, N( 1) = 24, N( 2) = 52, N( 3) = 52, podemos escolher  = 1

2 que tem a norma desejada N( ) = N( 1 2) = N( 1)N( 2) = 2452. A



matriz geradora do reticulado é G  = TG, onde T é a matriz da
representação integral de  e G é a matriz geradora de σ( ). O
reticulado gerado por G  tem densidade de centro 0,0625 e o
número de vizinhos é 4320, sendo exatamente como Λ16. Como Λ16
é o único reticulado com estes parâmetros, obtemos sua versão
rotacionada com diversidade igual a 8.

5.5 Conclusão

Duas diferentes aproximações tem sido usadas para estudar duas
famílias de reticulados com o objetivo de atingir bom desempenho
sobre ambos os canais Gaussianos e Rayleigh com
desvanecimento.

A primeira família é gerada pelo homomorfismo canônico sobre o
anel dos inteiros de um corpo de números. Entre os reticulados
desta família, demos importância aos reticulados obtidos a partir de
corpos totalmente reais e totalmente complexos. Vimos que os
reticulados obtidos a partir de corpos totalmente reais tem bom
desempenho sobre o canal Rayleigh com desvanecimento com uma
diversidade máxima n. Mas eles tem um ganho negativo sobre o
canal Gaussiano causado pela sua baixa densidade de
empacotamento. Os reticulados obtidos a partir de corpos
totalmente complexos tem um acordo entre diversidade e densidade
de empacotamento. Eles mostram um ganho positivo sobre o canal
Gaussiano e bom desempenho sobre o canal Rayleigh com

desvanecimento com uma diversidade  .

A segunda família de reticulados é gerada pelo homomorfismo
canônico sobre determinados ideais nos anéis dos inteiros dos
corpos ciclotômicos que são corpos totalmente complexos. Esta
família inclui versões dos famosos reticulados conhecidos na
literatura; D4, E6, E8, K12, Λ16 e Λ24. Estes reticulados atuam de

modo análogo aos reticulados de diversidade  sobre o canal



Rayleigh e então podem atingir a diversidade de 2 até 12. Além
disso, estes são os melhores reticulados para o canal Gaussiano.

O ponto importante nesta conclusão é o fato de que corpos de
números com discriminante absoluto mínimos são conhecidos
somente em graus menores ou iguais a 8. Assim, a diversidade de
reticulados obtidos a partir de corpos totalmente reais não podem
exceder 8, a menos que encontremos corpos ótimos com alto grau.
Ao contrário, os reticulados da segunda família são menos limitados
na diversidade, Λ24,12 atinge uma diversidade 12. Naturalmente,
podemos pensar em construir Λ32,16 e Λ64,32 que tem diversidades
16 e 32, respectivamente. Mas somos limitados pela proporção da
complexidade de um sistema sobre o ganho prático. Não podemos
nos esquecer também que o estudo da primeira família possibilita-
nos construir e entender a segunda família.
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