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PREFACIO

Este ¢ o terceiro volume da obra Um Curso de Cdlculo. Ele é continuacao do
Volume 2.

Nesta 5.* edi¢do, além do tratamento especial dado as figuras, foi incluido o
Apéndice 5, Brincando no Mathcad, que trata do uso do Mathcad em assuntos
abordados neste volume. Todas estas modificagdes, frutos de conversas com colegas ¢
de sugestdoes de professores e alunos, foram feitas com um Unico objetivo: tornar o
texto mais dindmico, mais pratico e mais atual. E claro que muitas outras modifica¢des
ainda terdo que ser feitas, e para isso continuaremos a contar com as valiosas
sugestoes, ideias e criticas construtivas de professores, colegas e alunos, aos quais
ficaremos sempre muito gratos.

Neste volume, no Cap. 1, estudamos as fungdes de varias variaveis reais a valores
vetoriais com relacdo a limite e derivagdo parcial. Sdo vistos ainda os conceitos de
rotacional e de divergente de um campo vetorial. Nos Caps. 2 a 5, estudamos as
integrais duplas e triplas. No Cap. 6, introduzimos o conceito de integral de linha e no
Cap. 7 estudamos os campos conservativos. O Cap. 8 ¢ dedicado ao Teorema de Green
no plano. Os conceitos de area de superficie e de integral de superficie sdo abordados
no Cap. 9. Os Caps. 10 e 11 sdo destinados aos teoremas da divergéncia (ou de Gauss)
¢ de Stokes no espago, respectivamente. Os teoremas da funcdo inversa e da fungao
implicita sdo tratados no Apéndice 4.

Mais uma vez, queremos agradecer as colegas Zara Issa Abud, pela leitura
cuidadosa do manuscrito, pelas varias sugestdes e comentarios, que foram muito
importantes, ¢ a Myriam Sertd Costa pela inestimavel ajuda na elabora¢do do Manual
do Professor. Queremos ainda lembrar que muitos foram os colegas, professores e
alunos que, com criticas e sugestoes, contribuiram para o aprimoramento das edigdes
anteriores: a todos os meus sinceros agradecimentos. Ao Ciro Ghellere Guimaraes um
agradecimento especial pela elaboragao da maior parte das figuras tridimensionais do
livro. Finalmente, agradecemos a Editora LTC pelo excelente trabalho de editoragdo e



divulgacao, bem como pela forma cordial com que sempre nos tratou.

Hamilton Luiz Guidorizzi
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FUNCOES DE VARIAS VARIAVEIS
REAIS A VALORES VETORIAIS

1.1. FUNCAO DE VARIAS VARIAVEIS REAIS A VALORES
VETORIAIS

Sejam n e m dois naturais diferentes de zero. Uma fun¢do de n varidveis reais a
valores em R» ¢ uma funcdo f: 4 — Rwu, onde 4 ¢ um subconjunto ndo vazio de Ru.
Uma tal fun¢do associa a cada n-upla ordenada (x,, x,, ..., x,) € A um tnico vetor f (x,,
X, ..., X,) pertencente a Rx». O conjunto 4 € o dominio de f. A imagem de f ¢ o conjunto

Imf={f(x,x5....,x,) € Ru|(x,...,x,) € A}.

A imagem de f serd, também, indicada por f (A4). Se B for um subconjunto de A4,
indicaremos, ainda, por f (B) o conjunto de todos f (x,, x5, ..., x,) com (x;, X, ..., X,) €
B; diremos, entdo, que f transforma o conjunto B no conjunto /' (B) C Ru. As palavras
transformagdo e aplica¢do sao sindnimos de fungao.

EXEMPLO 1. f: R* — R’ dada por f'(u, v) (x, y, z) onde
: i
1-'

s + <

.;|'_..-_;.-

]
&y



¢ uma fungdo com dominio R* e com valores em R’. Esta funcdo transforma o par
ordenado (u, v) na terna (u, v, ° +v°). A imagem de £ é o conjunto {(u, v, u* + V) | (1,
v) € R*} que éigual a {(x, y,z) E R’ |z=x"+)", (x, y) € R*}.

A imagem de f coincide, entdo, com o grafico da fungdo dada por z = x* + 7.

f y

ftransforma o plano uv no paraboloide z = x* +3°

EXEMPLO 2. (Coordenadas polares.) Seja a fun¢ao ¢ (0, p) = (x, y) dada por

{x = p cos 0
v =p sen #

a) Desenhe o conjunto ¢ (B) onde B ¢ areta p = 2.
b) Desenhe o conjunto ¢ (B) onde B ¢ o retangulo 0 <p <2e¢ 0<6<2m.

Solucdo

a) ¢ (B) ¢ o conjunto dos pares (x, ), comx =2 cos # e y =2 sen 0; ¢ (B) ¢, entdo, a
circunferéncia de centro na origem e raio 2.



by |

¢ transforma a reta p =2 na

circunferéncia x =2 cos 6, y =2 sen ¢

(2 cos @, 2sen @)

-
X

2

=

)

b) Fixado p em ]0, 2], quando @ varia de 0 a 2w, o ponto (p cos &, sen ) descreve a
circunferéncia de raio p e centro na origem. A ¢ transforma, entdo, o retangulo 0 <p <
2, 0 <6 < 2m no circulo de raio 2 e centro na origem. Observe que ¢ (6, 0) = (0, 0)

para 0 <6 <2m.

oA
ﬁ

o
[V

Y

2w

¢ transforma o retangulo 0 < 6 < 2,
0<p<2,nocirculox’+)*<4

Seja ¢ : Q C R* — R* dada por (x, ¥) = ¢ (u, v) e seja (u,, v,) € Q. Fixado v,
podemos considerar a curva, no parametro u, dada por

Q) ueo @ (u, vg).

Referir-nos-emos a @ como curva v,-constante. Do mesmo modo, podemos



considerar a curva u,-constante: v o ¢ (u,, v).

Quando (u,, v) varia em Q, ¢ (u,, v) descreve a curva u,-constante.
Quando (u, v,) varia em Q, ¢ (u, v,) descreve a curva v,-constante.

EXEMPLO 3. Seja (x, ¥) = ¢ (u, v) dada por

xX=u
] |
y=u“+ve

com (u, v) € R

a) Desenhe as curvas v =1 constante e # = 1 constante.
b) Desenhe a imagem de ¢.

Solucdo

a)Parav=1, (x, ¥) = (u, ¥’ + 1). Quando o ponto (u, 1) descreve areta v =1, (x, ) =
(u, u” + 1) descreve a parabola y =x*+ 1. Parau =1, (x, ) = (1, 1 +v°). Quando (1, v)
descreve a reta u = 1 o ponto (x, y) descreve a semirreta {(1,y) € R*|y>1}.



¥
‘ curva u = 1constante

YA

S~ Curva v = 1 constante

b) Para cada k constante, ¢ transforma a reta v = k na parabola y = x> + k°. Assim, a
imagem de ¢ é o conjunto de todos (x, y) tais que y > x°.

oA g

‘----y=x:’

¢ transforma o plano uv no conjunto de todos (x, y) tais que y > x°

EXEMPLO 4. Considere a transformagao (¢, v) = ¢ (x, y) dada por

u=x-y
V=XxTYy

com]l <x+y<2 x>0ey=>0.Desenhe a imagem de ¢.



Solucdo

Observamos, inicialmente, que para cada &, com 1 <k <2, ¢ transforma o segmento
x+y=k x>0ey>0, no segmento de extremidades (=%, k) e (%, k).

y A 3
k
x+y=k (—k, k) » e (k, k)
ol o
k x u
(x+y=k=v=k
Observe: <x=0e vy =k = (4. v) = (—k, k)
x=key=0=(u,v)=(k k)
A imagem de ¢ €, entdo, o trapézio de vértices (—1, 1), (1, 1), (2, 2) e (-2, 2).
'S4 vi
2
2..
R /I
x+y=2 | . |
17 = [ I 1 Il :
| I | |
/ } | - [ ; l | -
[ I 2 x = 1 2 u
x+v=1 53]

Exercicios 1.1

1. Considere a transformacao (x, y) = ¢ (6, p) dada por x =p cos 8 ¢ y = p sen 6.
Desenhe o conjunto ¢ (B) onde B € o retangulo 1 <p <2,0<60<2n.

2. Considere a transformacdio ¢ de R em R* dadaporx =u+vey =u — v.
Desenhe ¢ (B)



10.

11.

12.

13.

a) sendo Baretav=0.
b) sendo Bo quadrado0<u<1,0<v<1.

. Mostre que a transformagio ¢ do exercicio anterior transforma o circulo u” +V*

<7 no circulo x> +)* < 277,

Seja f a transformacdo de R* em R’ dada por (x, y, z) = (u + v, u, v). Mostre
que ftransforma o plano uv no plano x —y —z=0.

. Sejaf(u,v)=(w,v,1 —u—v),comu>0,v>0eu+v<1.Desenhe a imagem

de 1.
Sejac (u, v)=(x, y,z),comx=ucosv,y=usenvez=u.

a) Mostre que a transformacdo ¢ transforma a reta u = u; (u;, = 0 constante)

. AL s . " 1
numa circunferéncia. Desenhe tal circunferéncia no caso u; = —.

F=

b) Mostre que o transforma a reta v = v, (v, constante) numa reta (no espago
xyz) passando pela origem.
c¢) Desenhe 6 (B) onde Béoretangulo0<u<1e0<v<2m.

Seja o (1, v) = (x, y, z), comx =u cos v, y = u sen v e z = u". Mostre que ¢
transforma a faixa u > 0, 0 < v < 2m, no paraboloide z =x* + ".

Desenhe a imagemde o (1, v) = (cos v, senv, u),com0<u<1e0<v<2m.
Desenhe a imagem de g (u, v) = (u, v, l —u? —v2 ), comu® +v <=1,

Seja o (6, p) = (2 p cos O, p sen 0). Mostre que ¢ transforma a reta p = 1 numa
elipse. Desenhe tal elipse.

Seja ¢ a transformagdo do Exercicio 10. Desenhe ¢ (B) onde B ¢ o retangulo 0
<p<1,0<6<2m.

Sejaoc(u, vv wy=(ucosvusenv, w),0<u<1,0<v<2ne0<w<Il.
Desenhe a imagem de o.

Seja ¢ a transformacdo do exercicio anterior. Verifique que o transforma o



retaingulo 0 <u <1,0<v<2ne w=1, emum circulo. Desenhe tal circulo.

14. (Coordenadas esféricas) Seja P = (x, y, z) e considere a terna (6, p, ¢) onde 0 ¢
o angulo entre o semieixo positivo Ox e o vetor g_pl’ = » 0), p o
comprimento do vetor “5p € ¢ 0 ngulo entre o semieixo positivo Oz € o vetor
op - Os nimeros 0, p e ¢ sdo as coordenadas esféricas do ponto P. Verifique

z A .

que as coordenadas esféricas (6, p, @) relacionam-se com as cartesianas do
seguinte modo:

(x = p sen ¢ cos #
¥ = p sen ¢ sen #
|z = p cos ¢.

15. Considere a transformacao ¢ (0, p, ) =(x, y, z) onde x =p sen ¢ cos 8,y = p
sengsenfez=pcos .

a) Desenhe o (B) onde B ¢ o conjunto p = p, (p, > 0 constante), 0 <O <2me 0
S@Q=T.
b) Desenhe 6 (B) onde B ¢ o paralelepipedo 0<p <1,0<02nec0<¢p<m.




1.2. CAMPO VETORIAL

Seja 4 C Rx e consideremos uma transformacdo F de 4 em R.. Muitas vezes,
levando em conta o significado fisico ou geométrico de F, serd conveniente interpretar
F (X), X € A, como um vetor aplicado em X. Sempre que quisermos interpretar F' (X)
desta forma, referirnos-emos a F' como um campo vetorial ¢ utilizaremos, entdo, a
notagao 7.

EXEMPLO 1. Represente geometricamente o campo vetorial 7 dado por 7 (x, ) = }’

Solucdo
i\
]P'(_z,n
F (0,0) F (x,y)

(200 1 : I

] p 7

i - (x, ¥)

1 li i :_x

F (-1 —1]1 .
“““ qu,—z}
Sl M T

Trata-se de um campo vetorial constante; este campo associa, a cada ponto (x, y) de

R®, o vetor j = (0, 1), aplicado em (x, y).



EXEMPLO 2. Faca a representacdo geométrica do campo vetorial
- - —>
Fx,yy=xi +y j.

Solucdo

= war e e intensidade d & t
I F (x,y) Il = \/x% + y2 ; segue que a 1ntensidade do campo ¢ a mesma nos pontos

de uma mesma circunferéncia de centro na origem. Observe que a intensidade do
campo no ponto (x, y) € igual ao raio da circunferéncia, de centro na origem, que passa

por este ponto.

Fe, )

-
-
-
-
&
N
|r‘l iy
o
. £y

-
¥
I

Y
Y

Exercicios 1.2

1. Represente geometricamente o campo vetorial dado.



+
— — — — — — —
) Fxy¥Y)y=—yi +x jObserve:{x @ +y j)-(—y i +x j1=0)
o s

J

dY o Ger=yl=x) .zl
—* T —* v —F
e) Fix,y) = i+ — j
i 73 .l i 2 ¥
LT S i Y T+ ¥
— —y = X X
N ovix, y)=—= R ]
--.\.'_1'2 + _1'3 -~\I;'.r3 + _‘rz
— Y — v —*
g)vix,y)= i+ - j
_1,'2 4 }.3 _..'.3 + _‘I.‘E

. Considere o campo vetorial }} (x, ) = T +(x—y) }’ Desenhe ? (x, y) nos

pontos da reta
a) y=xb)y=x—1c)y=x—-2

. Considere o campo vetorial  (x, y) =7 +xy 7. Desenhe  (x, y) nos pontos
da hipérbole xy = 1, comx > 0.

. Seja 7 =V f, onde f'(x, ) =x + 2y. Desenhe 7 (x, ¥), com (x, y) na reta x + 2y
=1.

. Seja 7=V ¢, onde ¢ (x, y) =y — x°. Desenhe 1 (x, y) com (x, y) na parabola y

2
=X.

. Seja =V f,onde /' (x,y z) =x* +y* + z°. Desenhe 7 (x, y, z), comx’ +y* + z*
=1,x>0,y>0ez>0.

. Seja =V f,onde f (x, y z) =x +y +z. Desenhe 7 (x,y,z), comx +y +z =1,
x>0,y>0ez>0.

. Seja V' (x, y) =x’+". Desenhe um campo 7 (x, y) para o qual se tenha V V' (x,
y) F (x,») <0.

. Sejam Ve ?como no exercicio anterior. Seja y (¢) = (x (¢), y (¢)), t € I, uma



curva tal que, para todo ¢ no intervalo /1, v’ (¢) = ? (v (¥)). Prove que g (¢) =V
(v (¢)) ¢ decrescente em /. Conclua que se vy (¢,), ¢, € I, for um ponto da
circunferencia x> + > = #*, entdo, para todo ¢ > ¢, t € I, y (f) pertencera ao
circulo x* + y* < 7*. Interprete geometricamente.

10. Sejam V' (x, y) =x*+y e F (v, ) =P (x,») 7+ O (x,y) j,comPe O
continuas em R?, tais que, para todo (x, ) # (0, 0), V V (x, y) - ? (x,y) <O0.
Seja y () = (x(#), y (1)) # (0, 0), > 0, tal que y* £ =7 (y (1))

a) Prove que g (¢) = V (v (¢)) € estritamente decrescente em [0, +oo[. Interprete
geometricamente.

b) Sejam T, r e R, com T> 0 e r R, reais dados. Suponha que » < ||y (¢) | < R
para todo t em [0, 7. Seja M o valor maximo de f'(x, y) =V V (x, y)- ? (x,
) na coroa > < x>+ 3> < R. (Tal M existe, pois f é continua e a coroa um
conjunto compacto.) Prove que, para todo ¢t em [0, 77,

t
VV(iy(t)-y't)dt=Mt

0
e, portanto, para todo ¢ em [0, 771,
Viy@) =V (0) =Mt

c) Utilizando a tltima desigualdade do item b e observando que M < 0, prove
que v (¢) ndo pode permanecer na coroa r~ < x” +” < R’ para todo ¢ > 0.

d) Prove que i'}“lm V(v (1)) existe e € zero.

e) Prove que, ]_'> .Y (0)=(0,0). Interprete geometricamente.
11. Sejay () = (x (¢), y (¢)) e suponha que, para todo ¢ > 0,

[iwy==y -}
Ly () =x (&) — (y ).

Prove que y (¢) tende a (0, 0) quando ¢t — + oo. (Sugestdo: Utilize o exercicio
anterior.)



1.3. ROTACIONAL

Fyz)= P@y@ﬁ+Q@ydj+R@y

Consideremos o campo vetorial 7
> 0 ¢ R admitam derivadas

Z) & i definido no aberto Q C R’ Suponhamos que P
parciais em Q. O rotacional de ;3, que se indica por rot ;3 ¢ o campo vetorial definido

em e Q dado por

(9Q _ 9P\
dx  dy |

dP _ dR _:’

[ dR 90 |\~
i ﬁ i —|—| I
(J.k

—
rot F = S
A oI )

A expressdo acima pode ser lembrada facilmente representando-a pelo

“determinante”:

—_ = -
] ] .k
d ¢

_} -
!
rot F = ﬁL — —
dx dy dz
F 0 R

Jd d|5 d d| d d|
=ldy dz| i —|dx adz|J tldx ay| k.

O R P R P 0

Os “produtos” que ocorrem nos “determinantes” de 2.* ordem devem ser

interpretados como derivadas parciais: por exemplo, o “produto” de Z por R ¢ a

) . . R
derivada parcial ey

Podemos, ainda, expressar rot ;3 como um “produto vetorial”:

- =
rot F =V /\ F

5 —> 5 —> 5 —>

v i o o
onde V=— i +— j+— k.

Ax ri}‘ Az



Consideremos, agora, o campo vetorial de Q C R* em R*, Q aberto, dado por ;3
(x,»)=P(xy)7 +0x) }’ e suponhamos que P ¢ O admitem derivadas parciais em
Q. Neste caso, o rotacional de ;3 é a transformagio de em Q R’ dada por

e
ik
_}
dx dy 0dz
P Q0 O
- } - A1 _:’
=| e _or V¥,
\ 0x  dy |

EXEMPLO 1. Seja 7 (x,y,2) =xy 7 +yz’ j +xyz ”. Calcule rot 7.

Solucdo
e
i J k
= 7 ) d o = g
it e e o2 = e ="257) i &llli=yg) |+ &
dx dy 0z
xy yz2 xyz
ou seja

rot?=z(x—2y)j-"—yz}"—x?.

EXEMPLO 2. Seja 7 (x, ) = O (x, y) ;. Suponha que, para todo (x, y) € R’,
L (x, y) = 0.

dx '

a) Desenhe um campo satisfazendo as condi¢des dadas.

b) Calcule rot 7.

Solucdo

a) Como, para todo (x, y), i—Q (x, v) = 0, segue que QO ndo depende de x, isto é, QO ¢
3 x



constante sobre cada reta paralela ao eixo x.

4 L I

-

-

_—

_— P
|

O campo acima satisfaz as condigdes dadas. Sugerimos ao leitor desenhar outros
campos que satisfacam as condi¢des dadas.

)
b) rot 7 (x,y) = r:—L (x, ») =g paratodo (x, y) € R’.
X

. _, - :’
EXEMPLO 3. Seja ;3 x,y)=0(x ) i Suponha que, para todo (x, y) € Rz, r:_L X,

y) > 0.

a) Desenhe um campo satisfazendo as condi¢des dadas.
b) Calcule rot 7.

Solucdo

a) Segue da hipotese que, para cada y fixo, a fungdo x o Q (x, y) ¢ estritamente
crescente, isto €, O (x, y) € estritamente crescente sobre cada reta paralela ao eixo x.



leI

)
b)rot 7 (x, y) = L2 (x, ) 3~ # 7, para todo (x, »).
F Jx k 0

Consideremos, agora, um fluido em escoamento bidimensional com campo de
velocidade " (x, ) = Q (x, ¥) 7. (] (x, ) ¢ a velocidade com que uma particula do
fluido passa pelo ponto (x, y).) Observe que as trajetorias descritas pelas particulas do
fluido sdo retas paralelas ao eixo y. Suponhamos que rot T} (x, ¥) # (0, 0). Para fixar o

d{)

) ) ) )
raciocinio, suporemos Q (x, y) 0 > ¢ s (x, ¥) > 0. O campo de velocidade T} (x, »)
X '

tem, entdo, o aspecto daquele do exemplo anterior. E razodvel esperar, entdo, que
“qualquer pequena coisa” (com a forma de um pequeno disco) que flutue sobre o fluido
gire a medida que se desloca sobre o fluido.

b

v T T (x ¥)

=
¥

v

@ gituagio no instante [+ Af

- = 2 -
{--;:] situlacao no instante [
.



Consideremos novamente um fluido em escoamento bidimensional com campo de
velocidade

?(X’J’):P(x,y)TWLQ(x,y)}’.

As componentes P e O sdo supostas de classe C'.

7 A V(x,9)

x, )

_ ., ) . dQ 4P
Nosso objetivo a seguir ¢ dar uma interpretacdo para a componente &—Q e do
X v

rotacional de .

Sejam 4 e B duas particulas do fluido e suponhamos que no instante ¢, elas ocupem
as posicoes (x,, ) € (x, + A, ¥,), respectivamente, com # > 0. Indiquemos por A(7) ¢
B(t) as posi¢des ocupadas pelas particulas num instante ¢ qualquer.

Yi Trajetoria descrita por 4

}rﬂ --------




Seja 6 (¢) o angulo (medido em radianos) que o segmento de extremidades A (¢) e
B (¢) forma com o segmento de extremidades 4 (¢,) = (x,, Vo) € B (¢,) = (xo + &, y,). (O
sentido positivo para a contagem do angulo € o anti-horario.) Fagamos

A (1) = (x, (1), y1 () € B (1) = (x5 (1), ¥, (1))
Seja o (¢) a distancia entre 4 (¢) e B (). Observe que, no instante ¢,, 0 (¢,) = A.

Y

Yo

Temos:

J (¢) sen On (1) =y, = (1) =y, ().

Derivando emrelagao a ¢, obtemos:

@ 8 (1) sen 6, (1) + 8 (1) 6y () cos B, (1) = ¥2 () — V1 ().

No instante 7, temos:

@ &,&1 (Jf{].\,i =0,6 (fﬂ\,i = h, I‘L’z (fﬂ\} — Q (Xﬂ + h, .""‘{}\j e I‘L’l (fﬂ\,i — Q (Xﬂ‘ I‘L’ﬂ).

Observe que y, (¢,) ¢ a componente vertical da velocidade de B no instante ¢,; logo,

Y2 (L) = O (xo + h, yy).

Da mesma forma,



Y1 (t) = O (xo, Yo)-
Substituindo (2) em (I) vem:

Q (xo + h, yo) — Q (x0, ¥o)

©) 6 (1o) = 3

que ¢ a velocidade angular do segmento de extremidades A4 (¢) e B (¢), no instante ¢,.
Segue de @ que

lim f;‘;, (th) = 99 (xg. ¥o)-
ax

h—0 :

Assim, para & > 0 suficientemente pequeno,

- dQ
)= —— (xy. vy).
@ B, (to) 2y 00 Yo

Observamos que se o movimento for rigido (isto €, a distdncia entre as particulas
mantém-se constante durante o movimento) e com velocidade angular w, entdo, para
todo 4 >0,

0 (fo) = @
e, portanto,

W = @ (Xg. Yo)-
dx

Consideremos, agora, uma outra particula C que no instante ¢, ocupe a posi¢ao

C (1)) = (xg, yo + k).



|

Yo t K

Yo

No instante 7, C (#,) = (xo, ¥o T k) € 4 (¢,) = (xo, ¥o). Fagamos C (1) = (x5 (¥), y5 (?)).
Sendo 9, (¢) a distancia entre C (¢) e 4 (¢), vem:

0 (1) sen gk (1) = x, (¢) — x5 (2).
Deixamos a seu cargo concluir que

P (xg. yo + k) — P (xp, ¥o)
k

¢k (tg) = —
e, portanto,

) dP
lim (tg) =——— (xq. ¥p).
k—>ﬂfpk g ay Lt

Para £ suficientemente pequeno

: P
® ek () = —i— (xp. Yo)
7y
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Segue de @) e (5) que, para h e k suficientemente pe-
quenos, a soma das velocidades angulares, no
instante f;, dos segmentos de extremidades A (f) e
B (1), A (1) e C (1) € aproximadamente

) !
Lo %2 (Xp. ¥o) — il (Xp. Vo)
dx ay

Observamos que chegariamos ao mesmo resultado obtido acima se, no instante ¢,
os vetores B (t)) — A (t,) e C (¢,) — A (¢,) fossem ortogonais, mas nao necessariamente
paralelos aos eixos coordenados. (Veja Exercicio 7.)

Se o movimento for rigido com velocidade angular w, teremos

d0 dP 1 | 70 dP
20w=—"(xq.Va)— — (xpn, ¥p)ou w=— | — (xq. Ya) — — (Xn., ¥o) |
2% 0- Yo 3y 0. Yo 2[&_{ 0+ Yo Iy {}.{}}

EXEMPLO 4. Suponhamos que a representacao geométrica do campo T} (x, y) tenha o
seguinte aspecto.



Observe que as trajetérias descritas pelas particulas sdo retas. O segmento de
extremidades 4 e C desloca com velocidade angular nula, enquanto a do segmento 4B ¢
nio nula. Devemos esperar entio rot ™ ” # .

Seja 7 : Q C R" — R" (n = 2,3) um campo vetorial qualquer; dizemos que 7 ¢
irrotacional se e somente se rot ;3 = E} em Q2.

— - -
F irrotacional < rot F = 0. m
EXEMPLO 5. Considere 0 campo vetorial
- e > - -
Fxy=-— . .onde r =x i +v j.
Il r 012
a) Desenhe o campo.
b) Verifique que ;3 ¢ irrotacional.
Solucdo
o I
a) 1 F (x.y) 1= —— o que significa que a intensidade de 7 em (x, y) é o inverso da

I Il
distancia deste ponto a origem. Observe que a intensidade de ;3 ¢ constante sobre cada

circunferéncia de centro na origem. O sentido de ;3 (x, y) € do ponto (x, y) para a
origem.
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(2)

Na situagao (1), o segmento determinado pelas particulas 4 ¢ B se desloca com
velocidade angular positiva (sentido anti-horario), enquanto o determinado por 4 ¢ C
se desloca com velocidade angular nula. Na situacdo (2), o segmento determinado por



A e B se desloca com velocidade angular nula, enquanto o determinado por 4 ¢ C se
desloca com velocidade an gular negativa (sentido horario). E razoavel, entdo, esperar
que ;3 seja irrotacional (por qué?). E de fato o ¢, pois:

s — —
ik
o d d d 2xy 2xy = T
rot F = — Cro— [ TR U T G T k=20.
dx ay dz (x= + y°)* (x< + y=)*
—i =y
vl 7 7 - ? D
e s ot N ot o

EXEMPLO 6. Considere um fluido em escoamento bidimensional com campo de

—

velocidade 77 (x,y) ==y 7 +x . Calcule rot ” e interprete.

Solucdo
O escoamento ndo ¢ irrotacional, pois,

— J J
ot v (x,y)=|—(x)——(—¥y) | kK =2
' X ayv '

Observe que T} (x, v) € tangente, em (x, y), a circunferéncia, de centro na origem,
que passa por este ponto. As particulas do fluido descrevem circunferéncias de centro
na origem. A velocidade escalar da particula que se encontra na posicao (x, y) €

_} f . 4
v (eIl = ./x2 + v2 . Segue que a velocidade angular da particula que se encontra

na posicao (x, y) € 1 (radiano por unidade de tempo): todas as particulas do fluido
estdo girando em torno da origem com a mesma velocidade angular. Trata-se de um

movimento rigido com velocidade angular 1.
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Observe que o circulo A4 gira em torno da origem, com um movimento de rotacao
em torno do seu préprio centro.

Exercicios 1.3

1. Calcule o rotacional.

— — - —
g) Fxyg=—Yyi +x j +z1 k
— — — —
B Fxyp==xi +tyj tx k
— — — —
¢y F xyd=y &t +xxj +txy k
— —
d) F (x,y)= (x* +_T2]' i
= ot 5 o7
e) Faxy)y=xy 1 —x° j

— - =
2. Considere o campo de for¢a central ¢ (x,v)=f(l rll) r onde f: R — R ¢é

uma fungdo derivavel e 7 =x7 +y . Calcule rot .

3. Sejag: Q C R* — R, Q aberto, de classe C°. Verifique que o campo vetorial

7 =V ¢ éirrotacional.

4. Considere o escoamento bidimensional na regidio Q = {(x,y) € R*| -3 <x <
Y ' 2 ™) —5
3,y € R} comvelocidade v (x, y) = [ L ‘? T




a) Desenhe tal campo de velocidade.
b) O escoamento ¢ irrotacional?
. Considere o escoamento bidimensional

o e I 2 F
v (x,¥)=

il ]

a) Desenhe tal campo.
b) Calcule rot~ e interprete.

. Considere o escoamento

— S uy 5 —
) [ S | ) e
(x2 + y2)e (x2 + y2)e

onde ¢ > é uma constante. Verifique que rot 7 (x,y) # | paraa # 1.

.Seja p =P 7 +0 j um campo vetorial de R> em R, com P e Q
diferenciaveis. Sejam T =cosa ] tsena ;e T} =—sena ;7 +cosa j,onde

o # 0 ¢ um real dado. Seja (s, ¢) as coordenadas de (x, y) no sistema de
coordenadas (0, 7, 7). Assim (x, y) =s ” +1". Observe que (x,y) =s ~ +

t?éequivalente ax=scosa—tsenaey=sseno+tcosa.

a) Mostre que

— — —
Fxyy=[Px,y)cosa+ Q(x,y)sena] u +[Q(x,y)cosa— P (x,y)sena] v
b) Seja
— —

P15y =P) (5.0 ? +0,(.0D v
onde

P (s,t)=P(x,y)cosa+Q(x,y)sena
e

O @6, ))=0(x,y)cosp—P(x,y)sena

comx=scoso—tsenoey=ssena+tcosa. Mostre que



LY dh aQ

aP
—— ity =— Y ———Ax )
as at ax ay

onde (x,y) =s  +1 . Interprete. (Observe que 71 (s, ) = 7 (x, y) onde

(,p)=s7)+t77)

1.4. DIVERGENTE

Seja ;3 = (F,, F,, ..., F) um campo vetorial definido no aberto Q C R» e
suponhamos que as componentes F, F,, ..., F,, admitem derivadas parciais em Q. O
campo escalar

. % .
div F - Q->R
dado por
_:.
i B e g OB . O

7 X VRS) dxy,

denomina-se divergente de f.
A notagdo V. ;3 ¢ frequentemente usada para indicar o divergente de ;3;

(9 3 J
Y F‘?]I[ : I’:.;I.r: B r;l'”

interpretamos V. ;3 como o “produto escalar” do vetor V=

d
pelo campo vetorial (F', F', ..., F'), onde o “produto” de oy por F deve ser
1 2 n ! i

Xy
. : : F
entendido como a derivada parcial = ~
7 X;
— J d J
VeEEl o o R
dx; dxa dx,
_ d K d F> P dF,
d x| dxa dXn

O simbolo V ¢ ja foi utilizado anteriormente (Vol. 2) para representar o gradiente
do campo escalar ¢ : Q C R» — R:



¢
Vo= dac : U s
ax] dx» Xy

Deste modo, o gradiente, divergente e rotacional podem ser representados
simbolicamente pelos “produtos” V ¢, V . ;3 e V A 7, respectivamente.
Vamos destacar, a seguir, as expressoes do divergente nos casos n =2 e n = 3. Se

— - —
Fxy)=Pxy i +0@x) j
entio
g P 7
div F (x.3)= 20 (2. ) + 22 (x, ).
X v
Se
— — — —
Fayi=Fflxyd i =0Ex%) 3§ +RXy7 k
entio
=7 P ) R
div F (x, v, :.}=a—{.r, ¥V, z}—i—ﬁ{x, v, Z)+ i (x, v, 2).
' Ax ’ dy ’ az ’

EXEMPLO 1. Seja 7 (x,y,2)=(x*+2) 7 =)’ T +(2x+3y+29) ? Calcule div 7.

Solucdo
_>
div F (x,y,2)= i{.l'r2 + z) +i{—}-‘2}+ g (2x+ 3y + :.3}
X ay dz

=2x— 2y + 2z

Assim
_>
div F(xy2)=2x—2y+ 2z B

NAO SE ESQUECA: div 7 (x, y, z) & niimero.



EXEMPLO 2. Calcule V. V ¢, onde ¢ (x,y) =x" y.

Solucdo
L Yn — —3
Tgv=r{—@:' r{_cp =2xy i +x% j.
o X A
V-ve=| 2 2| o)
\ dx ay }
o o 2
= d2xy)F ——(x")
dx (2%7) ay (
= 2y
Assim,

V-V p=2ydiv(V p).

Consideremos o campo escalar ¢: Q@ C R" — R e suponhamos que ¢ admita
derivadas parciais até a 2.* ordem no aberto C. O campo escalar

Vip: Q—R
dado por
Vo=V Vo

denomina-se laplaciano de ¢. Assim, o laplaciano de ¢ nada mais ¢ do que o
divergente do gradiente de ¢. Como

/ \ \
7 7
vv‘:‘?:L_’ a b kl . J[atp’a@!, agﬂ
dx; dxa d Xy dx|  dx2 dXp
2 2 2
J LA J Vo J f
é]X]” E?Ii d X

resulta que o laplaciano de ¢ ¢ dado por

3 ) b

I PO
dxy  dx;3 dx;




EXEMPLO 3. Seja ¢ (x, y, z) =x" + ) + z°. Calcule o laplaciano de ¢.

Solucdo

Vigp=

EXEMPLO 4. Seja 7 (x, y) = O (x, y) ;. Suponha que, para todo (x, y) € R’,
@ (x ¥) > 1

dy

a) Desenhe um campo satisfazendo as condi¢cdes dadas.

b) Calcule div 7.

Solucdo

a) Segue da hipotese que, para cada x fixo, a fungdo y o Q (x, y) € estritamente
crescente, isto €, O (x, y) ¢ estritamente crescente sobre cada reta paralela ao eixo y.
Os campos dados a seguir satisfazem as condi¢des dadas.

S

¥

Y

tr et

divF #DerotﬁrZH




Lo

] |

ERERE
bbbt

divF #0erot Faﬁﬁ

=Y

o
b) div F =29

dy
EXEMPLO 5. (Interpretagdo para o divergente.) Consideremos um fluido em
escoamento bidimensional com campo de velocidade
s - —

T Eyy=Plty) @ ey .

onde P e O sdo supostas de classe C'. Consideremos um retingulo de lados paralelos
aos eixos ¢ de comprimentos % € k suficientemente pequenos.



o
X

O fluido que no instante ¢, encontra-se no retingulo ABCD, no instante ¢, + At
encontrar-se-a no “paralelogramo curvilineo” 4,B,C,D,. Indiquemos por V (¢, + At) a
area ocupada pelo fluido que, no instante ¢,, ocupa o retingulo ABCD. Temos V (¢,) =
hk. A seguir, vamos avaliar V (¢, + Af), para At suficientemente pequeno, onde V (¢, +
At) € a area do “paralelogramo curvilineo” 4,B,C,D,. Como estamos supondo 7, k e At
suficientemente pequenos, a area do “paralelogramo curvilineo” A,B,C,D, ¢
aproximadamente a area do paralelogramo determinado pelos vetores 4B e A,D;.

Temos:
dP
P(xg+h y))=P(xgyp) + h T (xg. ¥o)-
X
= dQ
@ O (xg+ hyg) =0 (xg.yp) + h a (Xg. Yo )
d P
P (Xpg. ¥g T+ ky=P (Xﬂ‘ I'l-’ﬂ\.' + Kk &— (Xps I‘L’{}\,I
.1?
e

)
Q (xg,yp T k)= Q (xg. yp) T K i—% (Xg. ¥p)-

) ) () — -*
lim Q (xp. vg T k) Q{X.[].,}.[}}.
k—0 k

(Observacio. j—? (xg, Yo) = Dai para &

suficientemente pequeno



) X0, Yo + k) — :
%{I{}!},{})EQ(Y{}J{} sz Q (x0. Yo)

Temos, também:

—
Ai = (X{:} + At P {Iﬂ‘ }’{}\L Yo + At Q {XD‘ 'b‘ﬂ\j\,' = {I'D" '!r"{-_}\,l + v (Iﬂ‘ 1!;"}) ﬁf,

@ Bi=@xy+h+AtP(xy+ h ¥y + At Q(xg + h,yp)
e

Dy = (xg+ At P (xp,y9 + k), yg + k + AL Q (xp, ¥p + k).

De () e (2) resulta:
By — Ay =(h+ hAt - (xp» Vo), hAt o2 (X0 ¥0))
Jx dx
d0

P
D, — A, = (kAt % (Xp» ¥o)s k + kAt B (X ¥0))-

Sabemos da geometria que a area do paralelogramo determinado pelos vetores
A, By © A D, ¢ a norma do produto vetorial 4, g A 4 p,. Temos

— — —
i j k
aP e
ABi/NAD = h+ hAt — (xg. vo)  hAt — (x0. yo) 0=
X " ax
kAt E (xg. va) k + kAr Q (xg-¥0) O
ay ay

)
= {M{ + hkAt a0 (X0, yvo) + hkAt rf—P (xg. vo)
| dy dx

dP

l —
+ hk (Ar)? {— k .
ax J

v, aP v,
(xp. ¥o) _Q (x0. yo) — — (xg. Y0) —Q (xp, }-‘[}}:|
ay av ax

o o

Assim,



)
V (tg + At) = hk + hkAt r;—P{Xﬂ, v ) + hkAt r;—(‘ (xg. ¥o)
X ¥

P P
+ hk (Ar)? [a— (xp, Yo) i) (Xgs Yo) = i (X0, Yo) L7 (xg. .‘»’u}}-
ax ay ay dx

Como V (t,) = hk, € razoavel esperar que

r / . T
litsi Vit + Aty — V(tg)
Ar =0 At

i
=V (tp) { 7T (x00 yo) + e (xo, -‘*’“)}
dx dy

ou seja,

. Vitg + A —V(tg) St
lim il ) 0 iy (o) div v (xp. vp)-

At —0 At

e, portanto,

_}
div v (xg,yg) =

Vr{ﬂ}]‘

r "

fn)

Podemos, entdo, interpretar div T} (xy, ¥,) como uma taxa de variagdo de drea por
unidade de tempo e unidade de darea no ponto (x,, y,).

Suponhamos 4, k e At positivos e suficientemente pequenos. Se div T} (X9 ¥y) > 0,
devemos esperar V (¢, + At) > V (¢,), isto €, a area estd aumentando. Se div T} (X9, ¥p) <
0, devemos esperar V (¢, At) <V (t,), isto €, a area estd diminuindo. (Veja Apéndice 3.)

]

EXEMPLO 6. Suponha que o campo T} (x, ) tenha o seguinte aspecto:



A YT A A
Dt
Aerzig

N S B B

As velocidades das particulas que se encontram sobre o lado DC sdo iguais entre si €
maiores que as velocidades daquelas que se encontram sobre o lado AB. As particulas
que no instante ¢ ocupam o retangulo ABCD, no instante ¢ + A¢, com At > 0, deverao
ocupar um retangulo de area maior. Devemos esperar entdo div T} (x,y)>0.

EXEMPLO 7. (Equagdo da continuidade.) Considere um fluido em escoamento num
aberto Q do R’, com velocidade T} (x, ¥, z, t) no ponto (x, ¥, z) € no instante ¢, com ¢
num intervalo aberto /. Seja p (x, ¥, z, t) a densidade do fluido no ponto (x, y, z) € no
instante z. Suponha que as componentes, de T} e p sejam de classe C'. Admita, ainda,
que em € ndo haja fontes nem sorvedouros de massa. Mostre que € razodvel esperar
que T} e p satisfagam a equacao

—_  dp

divip v )+ —=
ot

onde o divergente deve ser calculado em relagdo as variaveis x, y, z. (Neste exemplo, a
velocidade no ponto (x, y, z) depende do tempo. Sugerimos ao leitor dar exemplo de
um escoamento em que a velocidade no ponto (x, y, z) esteja variando com o tempo.)

Solucdo

Consideremos o campo vetorial dado por



- -
w(x,y,0)=px.y.2.1) v (X, »,21)

— — — —

com u =uy i ‘+u j tuy k,ondeuy=pvyiur=pvieu;=pvy sendovy, e
—

vy as componentes de v .

Imaginemos em Q um retangulo paralelo ao plano xz, centrado no ponto (x, y, z), €
de lados Ax e Az. Observe que uma particula que se encontra, no instante ¢z, sobre o
retangulo, no instante ¢ + A¢ encontrar-se-a, aproximadamente, a uma distancia v, (x, y,
z, t) At do retangulo (para fixar o raciocinio supomos v, (x, ¥, z, t) > 0). Deste modo, o
volume de fluido que passa através do retangulo, no tempo A¢, ¢ aproximadamente v,
(x, ¥, z, t) Ax Az At e a massa que passa através do mesmo retangulo, no tempo At,
sera, entdo, aproximadamente

p v, Ax Az At =u, Ax Az At.

Observe que, sendo v, (x, y, z, ) > 0, a massa flui da esquerda para a direita; se v,
(x, 3, z, t) <0 entdo a massa estaria fluindo da direita para a esquerda.

Imaginemos, agora, em (2, um paralelepipedo centrado no ponto (x, y, z), com
arestas Ax, Ay e Az, suficientemente pequenas, ¢ de faces paralelas aos planos
coordenados.

z 4

=




Estamos interessados em avaliar a diferenca entre a massa de fluido que sai e a que
penetra no paralelepipedo, na unidade de tempo. No ponto (x, y, z) e no instante ¢ a

componente do vetor _:’ , na direcao j’, e u, (x, y z 1) no] centro da face BCFE, a
T

componente, na dlreg:ao -, de T, ¢ aproximadamente “u, + 5.5 = Ay” e no centro da
2 dy
. N =, ) “ 1 dun s
face AHGD a componente, na direg¢ao j»© aproximadamente "ty — 5 Ay™.
'ﬁr:'

A massa que passa, por unidade de tempo, através da face BCFE ¢
aproximadamente

O [h‘g +% e ﬁ‘l,

e que passa através da face AHGD ¢ aproximadamente

1> —l—m ‘.‘u@i
\ 2 dy |

@

Assim

D-@ =" axAy Az

ay

¢ uma avaliagdo para a diferenca entre a massa que sai através da face BCFE ¢ a que
penetra através da face AHGD, por unidade de tempo.
Com um raciocinio andlogo sobre as outras faces resulta que

[ dus  duy )
L+ 22 4+ %5 | Ax Ay Az

_}
div u Av AyAz=| — -
\ OX o'y oz

¢ uma avaliagdo para a diferenca entre a massa que sai € a que penetra no
paralelepipedo, por unidade de tempo, no instante .

Por outro lado, no ponto (x, y, z) € no instante ¢, a densidade estd variando a uma
taxa %: se L/ N 0 a massa dentro do paralelepipedo estd aumentando a uma taxa

dt
aproximada de % Ax Ay Az, por unidade de tempo; se % < 0, a massa dentro do



paralelepipedo est4d decrescendo a uma taxa de Ax Ay Az, por unidade de tempo.

Como estamos supondo que em  ndo ha fontes nem sorvedouros de massa, e tendo
em vista o “principio da conservacdo da massa” € razoavel, entdo, esperar que

g ap
©) div u AxAyAz = — 5 Ax Ay Az
ou seja,
— d
div u + 22 =0
dt
ou, ainda,
_}
@ divp v)+ 2L =0
at
pois, = =p . (A razdo do sinal menos que ocorre em @ ¢é a seguinte: se d1V >0a
massa dentro do paralelepipedo estd diminuindo (a massa que sai ¢ maior que a que
d . d ‘1
penetra) e, neste caso, deveremos ter ,9_? <0 e, portanto, div T =— ,9_? Mesma analise

para o caso d1V <0.)
Se p nao depende do tempo, a equagao da continuidade se reduz a

div p =0.

Neste caso, a massa que sai do paralelepipedo deve ser igual a que penetra.
Se p (x, y, z, t) for constante (neste caso, diremos que o fluido € incompressivel) a

equacao da continuidade se reduz a
div T} =0

quer T} dependa do tempo ou ndo. Neste caso, o volume do fluido que sai do
paralelepipedo deve ser igual ao que penetra. (Veja Apéndice 3.)

CUIDADO. Em @ o divergente deve ser calculado em relagdo as varidveis x, y € z,
isto ¢é:



_}
divpv = 20, (pv) + L (pvy) + 2 (pva).
ax ay Z )
Exercicios 1.4
1. Calcule o divergente do campo vetorial dado.
— — —
avixyy=—vi +xj
— — — —
D)u xy)=xi +ty j +zk
— — —

_:.
o F(xyg= i }‘2} i +sen(x® + }‘3} j ‘tarctgz k

— —
dy Fix,yz)= (o _1‘2 ¢ 33} arc tg {.rz = _1‘2 + 33} k

2. O que é mais razoavel esperar: div 7 =0 oudiv 7 # 0?

3. Considere um fluido em escoamento com velocidade T} x, y2)=y }’, y>0.

a) O fluido ¢ incompressivel? Por qué?

b) Determine p, que s6 dependa de y, que satisfaga a equagao da continuidade.

¢) Suponha que a densidade p do fluido s6 dependa de y e de ¢. Mostre que p
deve satisfazer a equagao



ﬂ_p+'||_1ﬂ_p=_

ar dy &

. Considere um escoamento no aberto Q de R*, com velocidade T} (x, y, 2), cujas

componentes sdo supostamente de classe C' em Q. Suponha que T} derive de
. . , . . =

um potencial (isto é, que existe p: Q — R, com Vo = , emQ).

a) Prove que ~ é irrotacional.

g . / ~ g2,
b) Prove que se " for incompressivel, entdo V¢ = 0.

. Calcule o laplaciano da fungao ¢ dada.
1 2
a)e (x,y) =xy Hex,y)=Ihx +y)

v? —y?

X 1
elx,y)=arc tg —, y>=0 d) ¢ (x,y) = i &
V ;

. Seja g (x, y) =f (x> +3°), onde f (1) é uma fungdo real, de uma variavel real e
derivéavel até a 2.* ordem. Suponha que V> ¢ = 0.

a) Mostre que u f" (u) =—f (u), u> 0.
b) Determine uma f ndo constante, para que se tenha V> ¢ = 0.

. ¢ (x,y) ¢ uma fungdo cujo gradiente tem a representacao geométrica abaixo:



O que é mais razoavel: V> ¢ =0 ou V> ¢ # 0?

. Seja 7 =P 7 + Q7 um campo vetorial de R’ em R’, com P ¢ Q
diferencidveis. Sejam " =cosa 7 +sena [ e 7 =-sena 7 +cos a ;, onde
o # 0 ¢ umreal dado. Seja (s, ) as coordenadas de (x, ) no sistema (0, T, T})
Assim, (x,y) =s 7+t 7. Observe que (x,y) =s  +¢ " é equivalente a x =

scosa—trtsenacy=s sena +t cos a.

a) Mostre que

— -y -
Fxy=[Pxycosat+tQx yv)sena] u +[Q(x, y)cosa—P(x,y)sena] v.
b) Seja
— Lk —
FGD=Pi(s0)u +Q0(5D v
onde

P (s,t)=P(x,y)cosa+Q(x,y)sena



10.

11.

12.

O, (,))=0(x,y)cosa—P(x,y) sena.

comx=scoso—tsenoey=ssena+tcosa. Mostre que

0 P
BB L 9Q V).
as at ax ) ay '

Interprete.

Sejam ”, 7 : Q C R® — R’ dois campos vetoriais e ¢: Q — R um campo

escalar. Em cada caso, faca hipdteses adequadas sobre ¢, 4" e T} e prove
(suponha
— —> - = — — —
u i Q +tRkev =P i +07j +tR k)
—?' =2 — —
alrot (4 + v) =rot w +rot v
= — —
bydiv (u + v) =div u + div v
— — —
c)dive u =¢@divu +Ve- u
— — —
dyroteg u =¢rot u +Ve/ u
=
e)divrot u =0
= : - 8 n ., ” .,
fHrot(rot u) =V(div u) — V" u,ondeV- u =(V°"P,V° Q. V R).

Seja ] ~ = (w,, w,, w,) um campo vetorial definido no aberto Q de R’. Prove que
div . =0 ¢ uma condi¢do necessaria para que exista um campo vetorial 4" =
(u,, u,, u,), com componentes de classe C°, em Q, tal que rot 4" ;’

Sejam ;3 e E dois campos vetoriais definidos no aberto Q C R°, cujas
componentes admitem derivadas parciais em . Prove que

- = iy

—# — —*
div(FNG)= G- (VANF) — F -(V/AG)

(Divergente em coordenadas polares.) Seja Q um aberto contido no semiplano
y>0eseja ;3 (X, »)=P(x,») 7 +0(x) j’, (x,y) € Q,com P e Q de classe
C'.Seja P, (0, p)=P (x,y)e O, (0, p)=0 (x,y), comx =p cos O e y=sen 0.

a) Mostre que



aP 1 dh P
— (E ) =——sen{ —L (@, p)+cos# —L (6. p)
ax P a0 ap

%Y
S (x, y)=

kb a0
dy p

a0,
cos @ —— (B, p) +sen § — (B, p)
; af £ dp £

comx = pcos ey = psenéf.

b) Conclua que

_:. - -
div F (x,y)=sen#f {—Lﬂ #.p)+ ﬁ i, p]}
p of ap
1 a dh
+ cos @ —&{&p}-i-—J{&p}
p a6 ap

onde x =p cos e y=senéb.

e
Seja ¢(x, )= f L o J y=0, onde f () ¢ uma fungdo de uma varidvel real
¥

13.
derivavel até a 2.% ordem. Suponha V* ¢ = 0.
a) Mostre que (1 + )" (1) + 2uf (1) =0
b) Determine uma f para que se tenha V* ¢ = 0, com f ndo constante
\

F " u) J
@) )

i
L.Sngc%sm’o. Suponha f'(u) = 0 e observe que (In f'(u))' =

1.5. LIMITE E CONTINUIDADE

Sejam F: 4 C Ry» — Rm, P um ponto de acumulagdo de 4 e L € Ru. Definimos:

[V € > 0,36 > 0 tal que, para

lim F(X)=L& 4 todo X € A,
X P 0<IX—-PI<é=IF(X)— LlI<e

Se P for ponto de acumulagao de 4, com P € A, definimos:



F continuaemA & lim F(X)=F(P)
X P

Suponhamos F = (F,, F,, ..., F,)e L=(L,, L,, ..., L,). Deixamos a cargo do leitor
lim - lim = -
provar que X_>PF(X) L se e somente se ;{_}ij (0.¢) Lj, paraj=1,2, ..., m.
Fica, ainda, a cargo do leitor provar que F' serd continua em P se e somente se as
suas componentes o forem.

Exercicios 1.5

1. Prove:

— — ;
a) lim F(X)=0 < lim 1FX)I=0.(0 éo vetor nulode R™.)

X—=F X—=P

M lim FIX)y=L= lim IFX)—LI=20
X—=F X—=F

¢) lim F(P+H=Le lim F(X)=L.
H—>ﬁ X—=P

2. SejfamG: ACRyr—> Rne F: B CRw— Ry, comim G C B. Suponha G
continua em P € A e F continua em G (P). Prove que a composta H (X) = F (G
(X)) € continua em P.

3. Seja F': Q C Ry — Rn e seja P um ponto de acumulacao de . Suponha que
exista M > 0 tal que, paratodo X € Q, || F(X) =L ||<M|X—P|, onde L € Rn
¢ um vetor fixo. Calcule ‘{I M, F (X) e justifique.

4. Suponha que ‘{I f‘ p F(X) =L, comL #0. Prove que existe » > 0 tal que

0<IX-—Pll=<r=I1FX)I > ”L”.

1.6. DERIVADAS PARCIAIS

Seja F: Q C R* — Ru dada por F (x, y) = (F, (x, ), F, (x, ), ..., F, (x,)) e seja



(x0, 1) € Q. O limite

+ ] — H
@ E (‘t{-_}‘ ."”D\J' = lim F{Xﬂ h, ,"n[}\l' F (X{}, ."'ﬂ\’
X h—0 h

quando existe, denomina-se derivada parcial de F no ponto (x,, y,), em relacdo a x.
Observe que @ nada mais ¢ do que a derivada, em x,, da fungdo de uma variavel real a
valores em R~ dada por

X 0 F ()C, Y 0)‘
Segue, conforme aprendemos no Vol. 2, que @ existird se ¢ somente se as derivadas

parciais o (Xg. vo) (7 = 1.2, ..., m) existirem; além disso, se O existir
7 x

F A B 2
o7&, (x0, yo) = 24, (x0. ¥0)- 90 Lm,}-‘ﬂl,..,—a = (X0, ,m\’]'
ax dx ax X

. . . OF . .
Deixamos para o leitor definir E{Xﬂ‘ vp) e estender o conceito de derivada
parcial para fungdes de Q C R» em Ro.

—

_>
. - — —
EXEMPLO 1. Calcule £ . 0 F 4. F (x, ¥) = o + .\-*2) i +In(xy) j.
dx ay
Solucdo
e a4 — ) —
@ (x, y) = — - + .\-*E‘r i + —(Inxy) j
dx ax ax
— 1 —
=2xi+— j.
X
F d 2 d -
i (x, v) = — e T & e (Inxy) j
ay 7y ady
— 1 =
=2yi += j.
x &



EXEMPLO 2. (Interpretacdo geométrica da derivada parcial para uma
transformacdo de Q C R* em R”) Seja F: Q C R*> — R’ e seja (x,, ¥,) um ponto de
Q. Consideremos a curva y,-constante dada por x — F (x, y,).

aF
.}ri T (xna}"c..]
ax

curva ,-constante

F(x,,y.)

Y

rZ—F (x , y) € um vetor tangente a tal curva no ponto F (x , y ). (Veja 7.5 do Wl. 2, 5.
X 0 0 0 0

edi¢do.)

Dizemos que F : Q C R» — Ru, Q aberto, ¢ de classe C" em Q se F admitir todas
as derivadas parciais de ordem r continuas em (2. Segue do que vimos na secao
anterior que F sera de classe C' em Q se e somente se suas componentes o forem.

Seja F: A C R» — Ru, onde 4 ¢ um conjunto qualquer, ndo necessariamente aberto.
Dizemos que F ¢ de classe C" em 4 se existir uma fungdo G : Q C R» — Ru, de classe
C', com Q aberto e contendo A4, tal que, para todo X € A4,

F(X) =G X).

(Observagio. E comum referir-se a F como a restri¢do de G ao conjunto 4.)
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INTEGRAIS DUPLAS

2.1. SOMA DE RIEMANN

Seja o retdngulo R = {(x,y) E R la<x<b,c<y<d} onde a <bhec<dsio
numeros reais dados. Seja P: a=x,<x, <x,<...<x,=bePyc=y,<y, <y, <...<
y,, = d parti¢des de [a, b] € [c, d], respectivamente. O conjunto

P={(x,y)i=0,1,2,..,n,,j=0,1,2,...,m}

denomina-se partigdo do retingulo R. Uma parti¢do P de R determina mn retangulos R,
={(x,y) ER*|x., <x<x, Vi1 SY Syt



Seja B C R?; dizemos que B ¢ limitado se existir um retingulo R, com B C R. Seja
f: B CR>— R, com B limitado. Assim, existe um retingulo

R={(x,y) ER*|a<x<bh,c<y<d)

que contem B. Seja P= {(x, ) |1=0,1,2,...,n,j=0,1,2, ..., m} uma partigdo de R.
Para cada par de indices (i, j), seja X; = (7, s;) um ponto escolhido arbitrariamente no
retangulo R;. Pois bem, 0 namero

m

"
@ 2 X f(X;) Ax; Ay;
i=1j=1

onde f'(X;) deve ser substituido por zero se X; ¢ B, denomina-se soma de Riemann de
f, relativa a parti¢do P e aos pontos X;;.



/ ‘ )

e 7
XU a

X; & B; f(X;) deve ser substituido por zero na soma @.

Observe que se f(X;) > 0, f(X;) Ax; Ay, sera o volume do paralelepipedo de altura
f (X;) € cuja base € o retangulo R;.

A |

SejaP={(x,y)|i=0,1,2,...,n,j=0,1,2, ..., m} uma parti¢do do retdngulo R.
No que segue, indicaremos por A o maior dos nimeros Ax,, Ax,, ..., Ax,, Ay,, Ay,, ...,
Ay,,. Observe que todos Ax; e todos Ay, tendem a zero, quando A tende a zero.

2.2. DEFINICAO DE INTEGRAL DUPLA

Seja f (x, y) uma fungdo definida no conjunto limitado B ¢ L um nimero real.
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Dizemos que a soma de Riemann

R m
E l JE ]j (X;) Ax; Ay;

tende a L, quando A tende a zero, e escrevemos

n m
lim 2 2 f(X;)AxqAy;=L
A=0i=1j=I

se para todo € > 0 dado, existir 0 > 0, que s6 dependa de € mas ndo da escolha de X,
tal que

f m
Y X fXpAxiAy; — L
=1 §=1

< €

para toda parti¢ao P, com A <.
Tal ntmero L, que quando existe ¢ Unico (verifique), denomina-se integral dupla

(segundo Riemann) de f'sobre B e indica-se por JIH f(x,y)dxdy. Assim

R m

JJ fx,dedy= lim X X f(X;) Ax; Ay;
B A—=0i=] .."I —3 : :

Se JJB f(x,y) dx dy existe, entdo diremos que f ¢ integravel (segundo Riemann) em

B. Definimos a drea de B por

areade B = JJB dx dy

desde que a integral exista. Deixamos a cargo do leitor a justificacdo para esta
definicao.
Seja f (x, y) integravel em B, com f (x, y) > 0 em B. Seja o conjunto

A={(x,y,2) ER’|(x,y) € B,0<z<f(x,)}.



Definimos o volume de A por

volume de A = JJ fx ¥) dx dy.
B

EXEMPLO. f (x, y) = k, k constante, ¢ integravel no retingulo
R={(x,y) ER*|a<x<bh,c<y<d}e

J}if:dxfiv= k(b —a)d— o).

Solucdo
Para toda particao P de R
n m n m
2 2 fX)AqAy, = 2 X kAx Ay,
i=1;7=1 i=1;=1
i i
=ik & Z Ax; Ay;
i=1
—ﬁ.(b—a‘}(d—c‘}
Segue que
n m
lim % X kAgAy;=k(b—a)(d-c)
A=20i=1j=1
ou seja,

“Rﬁ: dx dy=k (b — a)(d — ¢)

Se k>0, JJRk dx dy € o volume do paralelepipedoa <x<b,c<y<de0=<z<k



Para podermos enunciar uma condi¢ao suficiente para integrabilidade, precisamos
antes definir conjunto de conteudo nulo; € o que veremos na proxima sec¢ao.

2.3. CONJUNTO DE CONTEUDO NULO

Seja D um subconjunto de R*. Dizemos que D tem contetido nulo se para todo € >
0 dado existir um nimero finito de retangulos 4,, 4,, ..., 4, tais que

DCAUALU.. U4,

2 m(A) <e

i=1

onde m (4;) ¢ a &rea do retangulo A4..

Grosso modo, dizer que D tem contetido nulo significa que D pode ser coberto por
um ntmero finito de retangulos cuja soma das areas seja tdo pequena quanto se queira.
Conjunto de conteudo nulo tem darea zero, como veremos mais adiante. (Veja
propriedade IV da Se¢do 2.5.)



EXEMPLO. Seja f: [a, b)] — R continua em [a, b]. Prove que o grafico de f tem
contetido nulo.

Solucdo

Sendo f'continua em [a, b], f serd integravel em [a, b]. Entdo, dado € > 0, existe 0 >
0 (com o dependendo apenas de € e ndao da escolha dos c; em [x;_,, x;]) tal que

n b
Y fic;)Ax; — j F(x) dx
] a

=1

o
sy
2

para toda parti¢cao de [a, b], com max Ax; < J. Sejam s, e ¢, respectivamente, 0s pontos
de maximo e de minimo de f'em [x,_, x;]. Segue que, para toda particao de [a, b], com
max Ax; <9,

" b
Y fsp)Ax; — | f(x) dx| <
i

=1

ra | m

n

b
& il A — Jf{x} dx
a

i=1

e,
2

Assim, para toda particdo P: a=x,<x, <x,<...<x, , <x,=b, commax Ax; <0,
n

X [f(s) — fit)] Ax; < e (verifique).

i =1

Suponhamos f (s;) #f (¢) parai =1, 2, ..., n. Segue que a area do retangulo 4; ¢ (veja
figura na pagina seguinte)

f(s)—f(t)] Ax,i=1,2, ..., n.



Observe que os retangulos A4,, 4,, ..., 4,, cobrem o grafico de f e, além disso, a soma
das areas destes retangulos ¢ menor que €. Portanto, o grafico de f tem contetido nulo.
Deixamos o leitor pensar na demonstragdo no caso em que exista i tal 1'(s;) =f (¢,).

Seja v: [a, b] — R* uma curva de classe C' em [a, b]. (Lembre-se: v de classe C'
em [a, b] significa que y tem derivada continua em [a, b].) Pode ser provado (veja
referéncia bibliografica [20]) que a imagem de y tem contetido nulo. No que segue,
admitiremos tal resultado.

Seja v: [a, b] — R* uma curva. Dizemos que y é de classe C' por partes se y for
continua e se existir uma particdo de [a, b],a=1t,<t, <t, <...<t,=b, e curvas de
classe C'

vi:[ti_,t] > R*(i=1,2,....n)
tais que

y(O)=yi(@)em]ti_y, t].

v é de classe C' por partes

Tendo em vista que a reunido de um numero finito de conjuntos de contetido nulo
tem contetido nulo (verifique), resulta que a imagem de uma curva y : [a, b] — R* de



classe C' por partes tem contetido nulo.

Exercicios 2.3

1. Sejam 4 e B subconjuntos do R*, com 4 C B. Prove que se B tiver contetido
nulo, entdo A também tera.

2. Prove que o conjunto vazio tem conteudo nulo.

3. Prove que todo subconjunto do R® com um nimero finito de pontos tem
contetido nulo.

2.4. UMA CONDICAO SUFICIENTE PARA
INTEGRABILIDADE DE UMA FUNCAO SOBRE UM
CONJUNTO LIMITADO

Seja B C R* e seja (x,, ¥,) um ponto do R* que pode pertencer ou ndo a B. Dizemos
que (x,, ¥o) € um ponto de fronteira de B se toda bola aberta de centro (x,, y,) contiver
pelo menos um ponto de B € pelo menos um ponto ndo pertencente a B. O conjunto de
todos os pontos de fronteira de B denomina-se fronteira de B.

EXEMPLO 1. Seja B = {(x,y) € R* | x* +)* < 1}. A fronteira de B é o conjunto {(x,
y) ER* X"+ =1},
n

EXEMPLO 2. Seja B={(x,y) ER*|xX*<y<x’+1,0<x<1}. Afronteirade B¢ o
conjunto

GgUGhU{(O,y)€R2|OSySI}U{(l,y)€R2|l§y§2}

onde G, ¢ G, sdo, respectivamente, os graficos das fungdes g (x) = xXeh(x)=x"+1,
com 0 <x < 1. (Sugerimos ao leitor desenhar o conjunto B.) Observe que a fronteira de
B tem contetido nulo. (Por qué?)



O proximo teorema, cuja demonstragdo encontra-se no Apéndice 2, fornece-nos
uma condicdo suficiente para que uma fungdo seja integravel sobre um conjunto
limitado. Antes de enunciar tal teorema, lembramos que f se diz limitada em B se
existirem reais o e £ tais que, para todo (x, y) € B, a <f(x, y) <p.

Teorema. Seja B C R” um conjunto limitado e seja /: B — R uma fungio
continua ¢ limitada. Nestas condi¢oes, se a fronteira de B tiver contetido nulo,
entdo f sera integravel em B.

Observacao. No teorema acima, a hipotese “f ¢ continua” pode ser substituida por “f ¢
continua em todos os pontos de B, exceto nos pontos de um conjunto de contetido nulo™.

Pelo que vimos na se¢do anterior, se a fronteira de B for igual a M U N, onde M ¢ a
reunido de um numero finito de graficos de fungdes continuas definidas em intervalos
fechados e N a reunido de um numero finito de imagens de curvas de classe C'
definidas em intervalos fechados, entdo a fronteira de B tera conteudo nulo.

EXEMPLO 3. Sejam f'(x, y) =x + y e B o conjunto de todos (x, ) tais que x* +)* < 1.
A funcdo /¢ integravel em B? Por qué?

Solucdo

f ¢ continua e limitada em B (verifique). Por outro lado, a fronteira de B ¢ a imagem
da curva de classe C' dada por x =cos ¢, y =sent, ¢t € [0, 2n]; logo a fronteira de B
tem contetido nulo. Segue do teorema anterior que f ¢ integravel em B, isto €, a integral

JJ( x+ v) dxdy
3 . ;

existe.

EXEMPLO 4. A funcdo /' do exemplo anterior € integravel no conjunto

B={(x,y) ER*|¥<y<1+x,—-1<x<1}?



Por que?

Solucdo

f¢€ continua em B ¢ ¢ limitada em B (verifique). A fronteira de B tem conteudo nulo,
pois é a reunido dos conjuntos D,, D,, D, ¢ D,, onde D, é o graficode y=x>, — 1 <x <
1;D,0 graficode y=1+x>, —1<x<1;D;aimagemdacurvax=1,y=1¢ 1<¢<2;
D,aimagemdacurvax=—1,y=¢ 1<t <2. (Observe que as fungdes y=x"ey =1 +
x> sdo continuas e as curvas mencionadas sdo de classe C'.) Segue que f ¢ integravel
emB.

EXEMPLO 5. Seja B o circulo x* +)° < 1. Seja f: B — R dada por

._ [ 1sey=0
Fxy) = |—1sey<0.

f ¢ integravel em B? Por qué?
Solucdo

A fronteira de B tem conteudo nulo. A funcdo /¢ limitada em B (para todo (x, y) €
B,—1<f(x,y) <1) e ¢ descontinua apenas nos pontos (x, 0), — 1 < x < 1. Como o
conjunto dos pontos de descontinuidade tem contetido nulo, segue que f ¢ integravel em
B.



EXEMPLO 6. Seja Bo quadrado—1<x<1,—-1<y<1.Sejaf: B— R dada por

IE : 1y
fx y) = Jﬁ se (x, ¥y)# (0, 0)
1

e Ex:0)—(0 0.

f ¢ integravel em B? Por qué?
Solucdo

A fronteira de B tem conteudo nulo (verifique). f ¢ limitada em B, pois, para todo
(x,y) € B,0<f(x,y) <1.Afs6 ¢ descontinua em (0, 0); logo, o conjunto dos pontos
de descontinuidade tem conteudo nulo. Segue que f ¢ integravel em B,

2.5. PROPRIEDADES DA INTEGRAL

A seguir, vamos enunciar sem demonstracao algumas das principais propriedades
da integral.
Sejam f'e g integraveis em B € seja k uma constante. Nestas condi¢des, tem-se:



I) f+ ge kfsao integraveis e

a) JJB [f(x, ¥)+g(x, y)]ldxdy = JJB fx, y) dxdy + J:[B glx, v)dxdy

b) “Bﬁtf{x‘ y) dx dy = k “3 £(x, y) dx dy.

) fix,y)=0emB= Jjﬂf(x, vidx dy = 0.

) £(x,v)<g(xy)emB= ”3 Fx, y)dxdy < “Bg (x, v) dx dy.

1V) se B tiver contetido nulo, entio

‘[JBj (x, v) dx dy = 0.

V) seoconjunto {(x, y) € Blf(x, y) # g(x, y)} tiver contetido nulo, entdo

“ f(x y)dxdy = ” g (x, v) dx dy.
B B

VI) se ffor integravel em By e B M B tiver contetdo nulo, entio

JJB o fx y)dxdy = ~”B fx y)dxdy + “:& f(x y) dx dy.

Antes de enunciarmos e provarmos a propriedade do valor médio para integrais,
vamos relembrar as definicdes de conjunto fechado e de conjunto compacto
apresentadas no Vol. 2.

Seja B C R”. Dizemos que B é um conjunto fechado se o seu complementar {(x, )
€ R? | (x, y) ¢ B} for aberto. Deixamos a seu cargo verificar que B é fechado se e
somente se B contiver todos os seus pontos de fronteira.

Seja B C R”. Dizemos que B é um conjunto compacto se B for fechado e limitado.

VII) (Propriedade do valor médio para integrais.)

Suponhamos f continua em B C R*, onde B é um conjunto compacto com fronteira
de conteudo nulo. Suponhamos, ainda, que dois pontos quaisquer de B podem ser
ligados por uma curva continua, com imagem contida em B. Nestas condigdes, existe
pelo menos um ponto (7, s) € B tal que



“:& flx, vydedy = af(rs)

onde a € a area de B. (Interprete, geometricamente, supondo 1 (x, ) > 0.)
Demonstracdo

Como f'¢ continua e B compacto, pelo teorema de Weierstrass existem (x,, y,) € (x;,
y,) em B tais que

S X0, Yo) S (x5, ¥) < (x1, y1)

para todo (x, y) em B. Dali,

“;f (xg. ¥p) dx dy = Jjﬂj' (x, v)dx dy = JJB Fx, vy dxdy

e, portanto,

@ a f(xg. vg) = “;f( x, Ydrdy=af(x;y)

onde a € a area de B. Se a = 0, entdo teremos, também, JIH f(x,y) dx dy = 0; logo,

para todo (7, s) em B

“3 & ) dxdy = af(, 9.

Suponhamos, entdo, a # 0. Segue de @ que

o
- ~

¢ b
£
I e y)dedy)
forg g = T ENEL )

L4

Segue da hipotese que existe uma curva continua vy : [a, b] — B tal que

Y (a) = (X0, ¥o) €7 (b) = (x1, y1)-



Seja g : [a, b] — R dada por
g0 =/ ).
Como fe y sdo continuas, g sera, também, continua. Como
g (@) =f (v (@) =/ (x0, ¥o) € g (b) =f (v (b)) =f (x1, 1)
resulta
g(a)<S<g(b)

onde

JJB f(x, y)dx dy
S‘ forurm

(o4

Como g ¢ continua em [a, b], pelo teorema do valor intermediario existe ¢, em [a, b] tal
que

g () =S.
Fazendo (7, s) =y (t,) e lembrando que

g (1) =f (v (1)) =1 (1, 5)

resulta

f(rs)=S



ou seja

“;ftt v)dxdy=aflr s). B

Para finalizar a se¢do, vamos definir integral de uma fungao f sobre um conjunto B
quando festiver definida em todos os pontos de B, exceto nos pontos de um conjunto de
contetido nulo contido em B.

Seja B um conjunto compacto com fronteira de contetido nulo. Seja f (x, y) uma
funcdo definida em todos os pontos de B, exceto nos pontos de um conjunto D de
contetido nulo, com D contido em B. Seja g : B — R tal que f (x, y) = g (x, y), para
todo (x, y) y € D. Definimos

JJ fx, ydxdy = JJ g(x, v)dxdy
B B

desde que a integral do segundo membro exista.
Observe que a integral acima estd bem definida, pois se % for outra fungao de B em
R tal que 4 (x, y) =f(x, y) emtodo (x, y) € D, com h integravel em B, entdo

JJ hix, vydx dy = JJ g(x, v)dx dy
B B

Por que?

n

2 2 L
EXEMPLO 1. Seja Bo circulox +y < 1. Sejamf(x, y) = %{x v) # (0,0), ¢
X<+ y-

seja g : B — R dada por

gin ) =d Rl se (x, y) #(0,0)

0  se(x,y)=(0,0).

Como g ¢ integravel em B (verifique), segue que “ % dx dy existe e
B x*+ y*

)

JJ %dx dy = JJ g(x, y) dx dy. U
B x* + y? ; s '



EXEMPLO 2. Seja B o circulo x> +3” < 1 e seja D a fronteira de B, isto &, D = {(x, )
€ R*|x*+)*=1}. Sejam
_sen(1— x2 =3

fixy — (&, VE D,
| —=gesi—gp=

e g : B— R dada por

[sen (1 — x2 —v2) )
glx,y)= T [ vj se (x, v)& D,

1 se (x, y) € D.

A fungdo g ¢ limitada em B, pois para todo (x, y) € B, |g (x, y)| < 1 (verifique) e ¢
continua em todo (x, ), com x> + »* < 1. Como D tem conteudo nulo, segue que g é
integravel em B. Assim,

JJ sen (1 —j:f“ _j."r’“) dx dy = JJ g(x, v) dx dy.
B l=—x=-—yg° H

(Deixamos a seu cargo verificar que g € continua em todos os pontos de B.)



3

CALCULO DE INTEGRAL DUPLA.
TEOREMA DE FUBINI

3.1. CALCULO DE INTEGRAL DUPLA. TEOREMA DE
FUBINI

Seja o retingulo R = {(x,y) € R’ |a<x<b,c<y<d} e sejaf(x,y) integravel em
R. Para cada y fixo em [c¢, d], podemos considerar a fungdo na variavel x, definida em
[a, b] e dada por

@ x> f(x y).
Se, para cada y € [c, d], ® for integravel em [a, b], podemos, entdo, considerar a
fun¢ao dada por

b
a(v)=| fxyvdxyyeled.
i

Vejamos uma interpretacdo geométrica para o (y) no caso f(x, y) >0 emR.



b
a(y) = j f(x, ¥) dx € a drea da regidio hachurada
7]

O teorema que enunciamos a seguir € cuja demonstracao ¢ deixada para o Apéndice

!
1, conta-nos que se f (x, y) for integravel em R e se, para todo y € [c, d], r f(x,y)dx
o

existir, entdo o () serd integravel em [c, d] e

~”R f(x, vydxdy= Jd [r} P, ) dx} g
c i

ou

d
JJR Fx, v)dydy = j a(y)dy

d
Segue da igualdade acima que se f (x, y) > 0 em R, entdo J o (y) a dy serd o

.
volume do conjunto limitado pelo grafico de f'e pelos planos x=a, x=b,y=c, y=d ¢
z =0, que concorda com a defini¢ao apresentada na Sec¢ao 13.3 do Wl. 1, 5.% edigao.

Teorema (de Fubini). Seja f (x, y) integravel no retdngulo R = {(x, y) € R’ | a



!
<x <b, c <y <d}. Suponhamos que rf(x, y) dx exista, para todo y € [c, d], e
o

d
que J f(x,y) dy exista, para todo x € [a, b]. Entao
.

”R F(xy)dxdy = Jf { E £ y) c:’x} dy = E’ { J :" f(xy) d}-} dx.

EXEMPLO 1. Calcule “R x+ydxdy,onde Réoretangulo 1 <x<2,0<y<1.

Solucdo

Pelo teorema de Fubini

l
JJ (x +y)dxdy = J al(y)dy
R 0

2
onde a (y) =J (x +y) dx Para cada y fixo em [0, 1], temos:
l

)

2 2 =
a(y)= J (x+y)dx= L—i-)cj.: = [i—i-zv}—(l—i- }-*]
l ' 2 2 2 /

1
ou seja,
a(y)= % + y. (Interprete geometricamente o (y).)

Entao,



(x +¥)dxdy= l 2(1 + y)dx |dy = l r—z +xy| dv=
.”R L} 1 o] 2 (

~ 7l
1 713 3 2
Como J [— + v] dy=|—v+ Y| = 2. resulta
D 2 . a 2 . 2 D

JJ (x + y)dxdy = 2.
R

Interprete geometricamente “R x+ydxdy.

Vamos, agora, efetuar o calculo da integral acima, invertendo a ordem de

integracao.
2 1
JJR (x + y)dxdy = L B(x) dx, onde 8 (x) = J{} (x + y)dy.
Assim,
2 l 2 1:-2 : 27 1 A
JJ (x+ ¥)dxdy = J J (x +y)dy|dx= J xyv+-—| dx= J Lx + —J dx
R ' 1[40 1 2 |y 1 2
Ou seja,

JJ (x +y)dxdy =2
R

d pb
Observacao. A notagao J r f(x, y) dx dy é usada para indicar a integral iterada
C o

d | pb
J U 5 (ﬁr} dy, isto €,
o o

d pb d| pb
J J f(x, ydxdy= j U Filx:y) -:f,x:| dy.
cC *a C a

Por outro lado,



e

bed b| pd
J f (x, ) dydx =J U f(xy) d}-‘} dx. B
a«c o

EXEMPLO 2. Calcule

1 p2 ) 2p1
a) J J xy= dx dy. b) J J xy? dydx.
—140 0+—1

Solucdo
4 b )

1 g2 l 2 l 2 B
a) J J xy2 dx dy = J U xy? dx} dy = J {r_ },2}
-1 <0 —1{ 0 -1 2

1
dy = J 2v2 dy.
0 —
I, L 4 I 2 :
Como J 2y<dy = 4J y<dy = —, resultaj J xy? dx dy = i
—1 0 = 3 —140 A

2

20 ]S B Mol
b) j j xy< dy dx = j j xy© dy |dx = Ej j xy- dy | dx
0+J—1 0]+—1 010

2 37 2
= ZJ x| dx= = J X dx:
o 3 3Jo
0
2 55T G 4
Como J xdx = 2, resulta J J xy“dydx =—. B
0 0J=1 3

EXEMPLO 3. Calcule o volume do conjunto de todos (x, y, z) taisque 0 <x < 1,0 <y
<le0<z<x+)

Solucdo

O volume de tal conjunto ¢



I 37! )
Como J [l+},2}¢,= l.‘r“"}— =£,resulta J:[ (x2 + y2) dxdy:i B
013 3 3 0 3 B 3

EXEMPLO 4. Calcule “R xy dx dy, onde B ¢ o conjunto de todos (x, y) tais que 0 < x

<1,0<y<x.
Solucdo

Seja R o retangulo 0 <x<1,0<y <1. Seja F' (x, y) definida em R e dada por



=Y

xy se(x,y)EB
0 se(x,y)€B

F(x,y)= [

Assim,

[| waxdy=|| Fox oy axay.

Pelo teorema de Fubini,

[| Fey) aray= E U{i F(x, y) .:f}.-} e

Para cada x fixo em [0, 1],

| a? |
B (x) = jﬂ F(x ) dy = jﬂ F(x ) dy + j F 3 dy.

Como F (x,y) =0 parax’ <y <1, resulta



Segue que

Como

resulta

_1.: _1.:
B (x) = j F(x, y)dy = j Xy dy.
0 0

I : -2
J:[ xy dx dv = J Uix}-* d}-} b sl
B 0140

.3.'2 :-2 : 5
J Xy (ﬁ_:-=|:x ‘L_:| :Y_
0 F 0 2
| .5
J:[ xy dx dy = 2 dx = i
B~ ' 0o 2 12

2
Observacao. f (x) = Jﬂ xy dy ¢ a area da regidao hachurada. Por outro lado,
0

[ 1| px?
J:[ xvdx dy =J B(x)dx = J U xy d}-} dx
B 0 0J0



¢ o volume do conjunto de todos (x, 3, z) taisque 0 <x < 1,0<y<x’e 0 <z < xy.

Vamos, agora, calcular “R xy dx dy, invertendo a ordem de integracao. Temos:

”R F(x, v)dxdy = E U;F( %) dx} i

Para cada y fixo em [0, 1],

|
a®y) = JD F(x, y) dx

Iy |
= Jﬂh F(x, y)dx + J _ F(x, y) dx.
0 N

Como F (x, y) = Opara0 = x =y, resulta

1 1
a(y) = J _ Flx,vydx= J . xydx.
Y y

.-,.‘I'_'

|



(Observe que (x, y) € Bpara 0<x <,/y;logo F (x,y) =0 para 0 <x <./y.) Segue que

1] el
JJ F(x, y)dxdy = J U Xy dx} dv
B ' 0 |y

Y.

ou seja,

[ pl
JJ xy dx dy = J U s X dx} dy
B 0y

Tendo em vista que

resulta

{ 20

Ify y
JJ xy dxdy = J ' '
B ol

Com raciocinio andlogo ao do exemplo anterior, provam-se as seguintes

2 @ I,

consequéncias do teorema de Fubini.

Corolario 1. Sejam ¢ (x) e d (x) duas funcdes continuas em [a, b] e tais que, para
todo x em [a, b], ¢ (x) <d (x). Seja B o conjunto de todos (x, y) taisquea<x<be
c (x) <y <d (x). Nestas condigdes, se f (x, y) for continua em B, entdo

b dix)
“ fxydxdy= J U f(x,y) (f},} dx.
B el clx)

JJBf(x,y)dxdyZ?




Primeiro calcula-se, para cada x fixo em [a, b], a integral de f (x, y) no intervalo

[e (x), d (X)]:

) d (x)
alx)

B (x) = j L Fey)dy
e

¢ (X}
s

Tem-se, entao:

b bl pdix)
JJ flx, v)ydxdy = J B(x)dx = J U X ) d}-} dx.
B a al|Ycix)

Corolario 2. Sejam a () e b (v) duas fungdes continuas em [c, d] e tais que, para
to-doy € [c, d], a (y) < b (y). Seja B o conjunto de todos (x, y) tais que ¢ <y <d,
a (v) <x < b (y). Nestas condigdes, se f (x, y) for continua em B, entdo

d | ebiy)
JJB flx, vydedy = J f(x, y)dx|dy.

alyl

JJBf(x,y)dxdyZ?

Primeiro calcula-se, para cada y fixo em [c, d], a integral de f (x, y) no intervalo

[a (), b ()]:




biv)
a(v) = I (x, v)dx.

aly)

a(y) b Q)

Em seguida, calcula-se a integral de a (), para y variando em [c, d]:

d d| pbiv)
JJB flx, dxdy = J a(yv)dy= J f(x, y)dx|dy.
[ [

aly)

EXEMPLO S. Calcule JJB (x —y) dx dy, onde B ¢ o semicirculo X+ y2 <1,x>0.

Solucdo

Para cada x em [0, 1],



B (x) = Jdu’](x —y)dy= r:l.-_ X:

clx) —1—x

ou seja,
B (x) = 2x /1 —x2.
Entao,
1 1| pyfl—22
“B(x — y) dxdy = J{} B(x) dx = Jﬂ L\n S a-dy|d
ou seja,

| ;
X =iy f1d1’=J 2x+/1— x2 dx.
“19( V) dx d i 2N

Facamos a mudanca de variavel

Assim,



| . = 1 2
J '2)(«,5,-'1 — x© dx= J A odu=—.
0 0 3

Portanto,

JIH (x —v)dx dy= %

Vamos, agora, calcular JJB (x — ) dx dy invertendo a ordem de integracao.

Paracadayem|[ —1, 1],

b(y) ah.'ll —yt
a(y) = J (x—y)dx= J (x —y)dx
0 0

(Observe que a (y) =0.)

ou seja,

Entao,



1 1 J1=2
JJ (x—y) dxdy = J a(y)dy = J [J ' Ex—3) dx] dy
B -1 —1[v0

ou seja,

|. —_ :\-2 —
JJ (x —y)dxdy = J {1 i vyl — y2 } dy
B ~1 2 N =

l . . . ~
Observe que J y41— y2 dy = 0, pois o integrando é uma fungdo impar; por outro
1 —_1-*3

2

lado, como ¢ uma fungdo par, resulta

1 11— y2 l 5 2
J Y dv=J (1—vy°) dy=—.
—1 2 ' 0 : ' 3

Portanto, JJ (x —v)dxdy = E
B ' ' 3

EXEMPLO 6. Calcule o volume do conjunto de todos (x, y, z) taisque x>0,y >0, x +
y<le0<z<1-x.

Solucdo

O volume do conjunto ¢



R i
ﬂ{x}=f {1 —x*)dyéadrea
1]

da regifo hachurada

onde £ (x,y)=1—-x"e Bo tridngulox >0,y >0 e x +y < 1. Para cada x fixo em [0, 1],

l—x 3 o l—x
Bw=] “a-xhdy=a-2 | dv
A
1.
-
0 1

. l—=x 2 2 2 3
Assim, L (1-x)dy=(1-x)(1—-x)=1—-x—x +x.Segue que

JIB“ — x2) dxdy = Eﬁ(,ﬂ dx = J; U; o (1— x2) d.‘!r’} A



ou seja,

1
JJ (1— x2) dxdy = (l—x—xz—i—x-”}dx=i_ -
B 0 12

EXEMPLO 7. Calcule JJB xy dx dy, onde B ¢ o triangulo de vértices (— 1, 0), (0, 1) e
(1, 0).

Solucdo

[ v

| B

b(y)
J xv dx | dy.

aly)

Comoa (y)=y—1eb(y)=1-—y,resulta

[—w
b(y) 1—y 2 : i ;e
J xv dx = J Xy dx = it y - (=95 . (v 1)“y e
”{_T.] y—1 2 g 2 2

Assim,

0.

1| sl—¥
J:[ xy dx dy = J U Xy dx} dy
B OfJdy—1

(Interprete, geometricamente, este resultado.)
Vamos, agora, calcular a integral invertendo a ordem de integragdo. Seja B, o



triangulo de vértices (— 1
Temos:

, 0), (0,0) e (0, 1); B, o de vértices (0, 0), (1, 0) e (0, 1).

JJ Xy dxdy = JJ xy dx dy + JJ Xy dx dy.
B Bj B:

JJ xy dx
B,

0 [+ x 0 T, 17
dv = J U Xy d}-} dx = J b Sl dx
—1[J0 —1 2

Assim,

JJ xvdx dy = l
B : 2

1| 1 —x 1 — )2
JJ xy dx dv = J U Xy d}-} dx = J il il dx.
B, 0f+J0 0 2

S 1
J ](X +2x2 + ¥ dx + ; (x — 2x% + xﬂdx} =1. o

EXEMPLO 8. Calcule j 'B

0, 1).

Solucdo

e_y2 dx dy, onde B ¢ o triangulo de vértices (0, 0), (1, 1) e



(1,1}

o | Biv) ”
J:[ e Y dxdy= J J e ¥ dx|dy.
B 0170

x=Dbiyi=¥

Como
b[il 22 y . a2
J eV dx = J e Y dx=ye?
0 0
resulta
l 1 =T
J:[ e ¥ dx d}-‘=J ve YV dy=|——e¢e?
B 0 2 0
ou seja,

J:[ eV dy dy = - (1—e1)
B 2

Verifique como as coisas se complicariam, invertendo a ordem de integragao.

VY

1 L
EXEMPLO 9. Inverta a ordem de integragao e calcule L U _ sen x3 dx} dy.

Solucdo

Precisamos primeiro descobrir a regido de integracdo. Na integral

1 1
J U sen x~ dx} dv.
0 [<yy

0 y esta variando no intervalo [0, 1] e, para cada y fixo em [0, 1], x varia de /y. até 1.



A regido de integragao ¢, entdo, o conjunto
B={(x,y) ER*|0<y<1, [y <x<1}.
A <=

Temos:
1 1 A 1 = 5
J J sen x° dx |dy =J J sen x° dy | dx.
0y 0 |Jo
i
Como
xZ X : L 5 5 2
J sen x° dy = sen x3 J dy = sen x- [ y } = x" sen X~
0 0 0
resulta



ou seja,

1| px®
J U sen x° d}-} dx = i (1 —cos1). B
0 |Jo 3

{2 — x*

L \
EXEMPLO 10. Inverta a ordem de integracdo na integral J U ’ flxv) d},] dx,
0]dx
onde f'(x, y) é suposta continua em R>.
Solucdo

Primeiro vamos determinar a regido de integragdo. Na integral

1| paf2— 22
J U Fflx, ) d}-} dx
0|Jx

o x esta variando em [0, 1] e, para cada x fixo em [0, 1], y varia de x até ,[2 — x2. A
regido de integragdo €, entdo, o conjunto B de todos (x, y) taisque 0 <x <1, x <y <
/2 — x2, ou seja, B ¢ a regido do plano compreendida entre os graficos das fungdes y

=xey=,2—-x2com0<x<l.

JR——
— ! 2
/-h} —\.‘2—_1'
o
’
’ \
¥ I —
K _tr’_"-]‘”_x
! I ]
] I ]
+ —_— fom
i 1 "'1_
i P
A ]
. 7
\ ;

Temos



J-ﬂlI { J-I:-'ﬁ D F{x¥) d}-‘] dx = “:&1 f(x,y)dxdy+ JJBE f (x, y) dx dy

onde B, ¢ o triangulo de vértices (0, 0), (1, 1) e (0, 1) e B, o conjunto de todos (x, »)
taisque 0<x<1,1<y<, 2 —x2.

“\.-"lj //v-r:\ﬂ—y;
P 1
=y J,f \\
) '
: 1
! ]
Fme=- 1 N -
' 0 i
: 1
!
\ :"'
b Fl
\“ ’/
-L_‘_‘d"'__“_,

”H f(x, ¥)dxdy= L; U{: Fix,¥) dx} dy

V2 | 2
(x, vidxdy = J J (x, ¥) dx | dy.
[y wvaca= [ |77 s

Assim,

.[; {jﬁ o fix, ¥ -:f}-} dx = jﬂl U; Flx:¥) cfx} dv + j]w:? Uﬂz £ fxy) d,x} dy. &
X

EXEMPLO 11. Utilizando integral dupla, calcule a area da regido compreendida entre
os graficos das fungdes y=xey=—x"+x+1,com—1<x<1.

Solugdo



Seja B a regido dada. Temos: area de B = JJB dx dy. (Veja Segao 2.2.)

I —x?+x+1
JJ dx dv= J J dy | dx.
B —1] x

Como

—xt+x+1 s "
J dy=[y] " Rl b pevan® g
x :

resulta

l y
“ dx dy = j R
B —1 3

, x . 4
Portanto, a area da regidao dada ¢ —.

EXEMPLO 12. Inverta a ordem de integracdo na integral

J: ij h J(x,y) d}r} dx.

Solucdo

Primeiro precisamos descobrir a regido de integragdo. Para cada x fixo no



intervalo [0, 3], y deve variar de x até 4x — x°: a regidio de integracdo ¢ o conjunto
B={(x,y) ER’|0<x<3ex<y<dx—x"}

A

4 \ B

y=4x - x*

Precisamos expressar x em fungao de y. Temos
y=dx—-x o x —4x+y=0.
Segue que

_4x . 16-4y
2

X

ou seja



x=2% /44—y

M—.-.———..—.——..—.—

x=2+/4—-y

Para inverter a ordem de integragdo vamos precisar dividir a regido de integracdo em
duas regioes.

. Y =

Temos, entao:

J.3 U‘i-" ) J.Efo, }’}d}-‘}dx= J.; U;_ x-"‘i — J(x, }-‘}dx} dv+ : {J.E * m‘i o ¥ (x, }-‘}dﬁ}d}-‘. [ |

Of<x 21— Jd—y

EXEMPLO 13. Inverta a ordem de integragcdo na integral



0

Il

Sen X
j £(x,y) d}-} dx.

Solucdo

y=senx

2 /1

ol -------1-

A regido de integragdao ¢ o conjunto
B={(x,y) ER|0<x<m 0<y<senx}.
Precisamos expressar x em fungdo de y.

™
vy =senux, 0 E:cﬁé?‘

¢ equivalente a
x=arcseny, 0 <y<1.
Por outro lado,

y=senx © y=sen(n—x).
Como

il
e
il

measg—x=

ra | g
2| 3

resulta

T — X = arcseny



ou seja

X =T — arcsen y.

X = arcsen ¥

—w X =T —arcsen y

it g

T | msenx L| pm— arcsen v
j j f(x,y)dy|dx= j j flx,y)dx|dy.
o |40 0| “arcsen v

EXEMPLO 14. Inverta a ordem de integragcdo na integral

i — et
J 2 f(x,¥)dy|dx

n €.'|.' — €—.'|.'

onde 0 <a<lIn./2.
Solucdo

A regido de integragdao ¢ o conjunto
o

'%y%lﬁk

[(xVERIO=x=ae —e -

= 2@ - —2=0

b | —



e, portanto,

cryesad V17
. T
Logo,
1+ '\,ﬁ
x=In =
4

Vamos, agora, expressar x em fungdo de y.

y = %f* & x=In2y.

Por outro lado,

y=¢€¢—¢ o € - €y—1=0

e, portanto,

v + A 1!;2 + 4
2

¥ =




Como

Jyi+da=lylee >0

o sinal — na expressao acima deve ser descartado. Logo,

o
y+ 4y +4
n- X :

y=¢'—€ ° & x=I
2
1.°caso: 0 < a< ln%_
Temos:
x=1In2y
Ll
2 \\‘
1 =T
2 |
: y+JSyi+ 4
----- x=lIn
& -t l : 2
- -
4 o In.f2
| e gt —eg™° 111—}+"'“; it
[ 2. reyay|ax= " | [ F(x, ) dx | dy
gF — g%

7 — e

1 |
o a —eT| pa
+ |2 U Fix v) dx} dy + F [ Filxiy) dx} dy.
40 oY In2y



P
2.°caso:a=a = lnﬂ.

xX=In2y
]
L4 AT :
___________ : ]
B |
g VAR TN Ty
2 [ . I z
1 1
i |
1 |
1 1
i |
i I
1 |
1 1
Ll 1 -
o In2
Observe que
1o 14317
2 &

A integral dada serd, entdo, igual a

1 v+ ¥+ 4 14417

1 g dtard
J.2 J:} 2 Fix,y) dx -:a{'u-'—i-.l.L 8
-

[ 4
U fxy) cfx} dy.
In2y

0



3.°caso: a < a =< lIn+2.

JEpm=-
o a |ny2
Neste caso a integral dada sera igual a
y+y 2 +4 y+ ¥ +4
=3 lin f g7 — g = In = ,}
jh j - Flx, yydx |dy + | j = f(x, y)dx|dy
0|40 o In2y

%f“ a
+} j F(x, y) dx | dy.
e? —e?| JIn 2y

Observacao. Para a = In /2, a Gltima integral se anula.

Exercicios 3.1

1. Seja 4 o retingulo 1 <x <2,0 <y < 1. Calcule ” f(x,y) dx dy, sendo (x, y)
A
igual a

a) x+2y
b) x—y



c) -\;:*"'] +y
x+y

e) 1

f) xcosxy

g) ycos xy

B 1
(x + y)*

i) ye”

J)

[) xsenmy

1
1+ x2 + 2xy + }-‘2

m)

2. Sejamf (x) e g (y) duas fungdes continuas, respectivamente, nos intervalos [a,
b] e [c, d]. Prove que

JL f(x)g (v dedy= (Jj f (x) cir](Jjg (v) .{f_\-‘}

onde A éoretanguloa <x<b, c <y <d.

3. Utilizando o Exercicio 2, calcule

T2

a) xy* dxdy,onde Aéoretingulo 1 Sx<2,2<y=<3,
b

b) x cos 2y dedy, onde A éoretingulo0 =x =1, —
i\‘.\A
) xInydrdy,onde Aéoretingulo0=x=2 1=sy=2.

i:ﬁ " v |

d) xye* 7Y drdy,onde A éoretingulo —1 =x<=1,0=sy=3.
JJa

= |3
i

'
=y =—,
T4

sen” x ) .
e) ——dx dy,onde A ¢ oretingulo 0 = x =
Jl4 T+ 4y

[ Xy senx

Ja 1+ 4y?

M

0=y

1
6
R, .

dxdy, onde A ¢ oretingulo0 =x=—,0= y =

[

m|=1f-‘|=1

4. Calcule o volume do conjunto dado.

a) {(x,y,2) ER’|0<x<1,0<y<1,0<z<x+2y}.
b) {(x,7,2) ER’|0<x<2,1<y<2,0<z< [xy}.



) {(%,y,2) ER[0<x<1,0<y<1,0<z<xyer ,}.
d) {(x,y,2) ER’|0<x<1,0<y<1,x+)’ <z<2}.

e) {(x,y,2) ER’[1<x<2,0<y<lx+y<z<x+y+2}.
N {(x,1,2) ER|0<x<1,0<y<1,1<z<e’,}.

. Calcule JIH vy dx dy onde B ¢ o conjunto dado.

a) B¢ o triangulo de vértices (0, 0), (1,0) e (1, 1).

by =B {(x,y) ER*|-1<x<1,0<y<x+2}.

c) B¢ o conjunto de todos (x, y) tais que x* + 4y° < 1.

d) B ¢ o triangulo de vértices (0, 0), (1,0) e (2, 1).

e) B¢ aregido compreendida entre os graficos de y=x ey =x°, com0 <x < 2.
f) B¢ o paralelogramo de vértices (—1, 0), (0, 0), (1, 1) e (0, 1).

g) Bé o semicirculo x* +)*<4,y>0.

h) B={(x,y) ER*|x>0,x—x<y<0}.

. Calcule JJB f(x,y) dx dy sendo dados:

a) f(x,y)=xcosyeB={(x,y) ER*|x>0,x’<y<m}.

b) f(x,y)=xyeB={(x,y) ER*|¥*+)*<2, y<xex>0}.

c) f(x,y)=xe B o triangulo de vértices (0, 0), (1, 1) e (2, 0).

d) f(x,y)=xy 'x-":-"j +y2 eBoretangulo0<x<1,0<y<]1.

e) f(x,y)=x+ye B o paralelogramo de vértices (0, 0), (1, 1), (3, 1) e (2, 0).

h fxy)= L en- J (x, NER?I2<y =<3 0=<x< l]\
In v l _\'J

2) f(x,y)=xycosx’e B={(x,y) ER*|0<x<1,x<y<I1}.

h) f (x, y) = (cos 2y) 4 —sen’x © B o retangulo de vértices (0, 0),
[ ) fa

i) f(x,y)=x+ye Baregiao compreendida entre os graficos das fungdes y =
xey=e,com0<x<1.

/) f(x,y)=» ew eBoretingulo 0<x<1,1<y<2.

D) f(x,y)=x"cosy’ eB={(x,y) ER*|y>x", x*+) <2},

m) f(x, ) =x"e B o conjunto de todos (x, y) tais que x <y < — x>+ 2x + 2.

n) f(x,y)=xe B aregiao compreendida entre os graficosde y=cosxey =1



—cosx,com0<x S;.

o) f(x,y)=1eBa regia{o compreendida entre os graficosde y=senxey=1—
cosx,com(0<x< ;

D) fxy) = H,-';I +y}eB= {fJ.'. veER Jx =vs= ]}_

q) f(x,y)=x e1B o conjunto de todos (x, y) taisque y >x" e x <y <x + 2.

r) flxy=

)
. + e B o conjunto de todos (x, y) taisque 1 <x<4e0<y<.x

. Inverta a ordem de integracao.

L[ px sl px
a) f(x, ¥) -:?fv} dx. b) [J L (x, %) c:’}} dx.
0 | Jo

x=

I -'.,‘-'I_"r‘ o3 x
c) J J —f (x, y) dx | dy. d) J [ (x, y)dy|dx.
0] J—4/¥ Y1 In x

V¥

— 41— x?

| y+3 ] ..15."] — x2
e) J J [ (x, y) dx | dy. n J J ; S f(x, ¥)dy|dx
ol Jy A

2

-1 ,5-'.2 —x 1| p2-2y
z) J j f(x, ¥)dv|dx. h) J J f(x, v) dx |dy.
RE 0| dy-1



Tt ol e
i) Jn szf (X, ¥) r:'_x} dx. )] ,[;, [JF}__ (5 ¥) a’x} dv.

g x
J f (x,y) dy | dx.

0

I px+1 X
l) J J f(x, y)dy | dx. m) |4
0] J2x 0

| y2Ix Ja| sy dax— x°
n) |:J I . I (x.¥) d."*} dx. o) j j filx,v)dy|dx (a=>0).
0fJyx—x 0 ~3 :
s 78
T ~
T sen X ray cos X
P) [J f(x ¥ d}‘} dx. Q@ |4 J F{x;y) d}} dx.
i 0 ] | ¥sen x
v+ 7
P rF o3 3 # \‘,'I_q X
r) J J - f (x, ¥) dx | dy. 5) j J . I (x, ¥) dv|dx.
—1 Y [ 7+57 0| Jx2—2x

1!

] 3
8. Calcule o volume do conjunto dado. (Sugerimos ao leitor desenhar o conjunto.)

a) X +y’<lex+y+2<z<4.

b) x>0,y>0,x+y<1le0<z<x’+)".
c) <0y<l—-xe0<z<1-x"

d) X’ +y"+3<z<4.

e) ¥ +4/ <dex+y<z<x+y+]l.

h XZO,XS)/SIGOSZSQ;.

g) X +y' <d’ey +z°<a’(a>0).

h) X’ +y°<z<1-—-x"

i) x+y+z<1,x>0,y>0ez>0.

/) x<y<1,x>0,z>0ez" +x"+xy" <2x".
) x*+y" <z<2x.
m)yx<z<1l-3y’ex>0.

n) 4x+2y<z3x+y+1,x0>ey>0.

—

3 v
0) 0<z<seny e /v =y= 3.

9. Utilizando integral dupla, calcule a area do conjunto B dado.



a) B¢ o conjunto de todos (x, y) taisque Inx<y<1+Inx,y>0ex<e.
b) B= {[.r. NER?IX¥P sy= MT}
c) B ¢ determinado pelas desigualdades xy <2, x<y<x+1ex>0.

¥

d) B= {u—. = R2 x>0, i =3ly=— Ix? + ’.Ur}.
e) B¢ limitado pelas curvasy=x"—xex=3"—y.




4

MUDANCA DE VARIAVEIS NA
INTEGRAL DUPLA

4.1. PRELIMINARES

Seja (x, ¥) = ¢ (u, v), (1, v) € Q, uma transformacdo de classe C' no aberto Q C
R’. Seja 4 um retangulo, de lados paralelos aos eixos, contido em Q.

u,+ A u constante
u, constante

vh v} / : ;:,_E_E
N

SejaB=9¢ (4) ={ ¢ (1, v) € R* | (u, v) € A}. Assim, ¢ transforma o retdngulo 4 no
conjunto B. Estamos interessados, a seguir, em avaliar a area de B, supondo Au ¢ Av
suficientemente pequenos.

Observamos, inicialmente, que se y (£) = (x(£), ¥(£)) for uma curva de classe C', o
comprimento s = s () do arco de extremidades y (a) e vy (¢) (a fixo) ¢ (veja Vol. 2)



; Y (1)
sty =] vy (w)ll du. s (1)

a

T ()

Pelo teorema fundamental do calculo (observe que || v' (u) | € continua, pois
estamos supondo v de classe C')

ds
— =114
dt X

e, assim, a diferencial de s = s (¢) sera
ds=|v' (1) | dt.

Deste modo, teremos

Y+ AL

As =11y (1) Il At

onde As ¢ o comprimento do arco de extremidades y (¥) e vy (¢ + At), com At > 0.
Evidentemente, a aproximag¢ao serd tanto melhor quanto menor for Az.

Como 7' (¢) ¢ um vetor tangente a curva y, em y (¢), segue que y' (¢) At sera,
também, tangente a esta curva emy (¢); além disso, o seu comprimento || y' (¢) At| = ¥'
(?) || At € aproximadamente o comprimento do arco de extremidades y (¢) e y (¢ + At).



Voltemos, agora, ao nosso conjunto B. A derivada (;_‘ﬂ (u, v) desempenha (em
vV 0 0

relacdo a curva v o ¢ (u,, v)) o mesmo papel que y' (¢). Pelo que vimos acima.

Av

ap
— (Up.Vv
H oy 0 0)

¢ aproximadamente o comprimento do arco M Q. Do mesmo modo,

Aut

dQ
— (ug, v
u o, vo)

¢ aproximadamente o comprimento do arco MN.

A

y

dyp
E Ly, V)AL




Conforme vocé aprendeu em vetores, a drea do paralelogramo determinado pelos

vetores 3—(‘0 (g, vo) Au e oy (g, vo) Av €:
u v

.'“

H —(h‘.[]., Vo) _‘w] t—m . Vo )..ﬂu

Au Av,
v

dp dp
= | = (g vo) A == (ug, v
H S up, vg) % 1y, Vo)

Assim,

dreade B = H—{un, Vo) A o (tg, vg)

Au Av.
v

Seja, agora, (i7, v) um ponto qualquer no retangulo 4 (4, < <u,+Aue vy <y <,
+ Av); tendo em vista a continuidade de O;‘D e (;(‘D
u v

e supondo Au e Av suficientemente
pequenos, teremos:

ap _ . P dap _ . _ do
— (U, v)=—"(up.vp)e — (u.v) = (i, vy ).
e =9 Hy. Vi = & 0- Y0

Segue que, para todo (i1, v) € A4,

Au Av,

. dg dg
dreade B = u\‘}x\—u\“j
" Hau( Fol

dp

dp
Dest d i — (u, V) A—(u, v)
este modo, o niimero EY £y

pode ser interpretado como um fator

de ampliagdo (ou contragdo) /ocal de area.
De (x,y) =¢ (u, v),x=x (u, v) e y =y (u, v), segue

- - -
i J k dx oy

. _1 i ]
@[”, V) A(}_@{u’ V)= ox  dy 0 |=|cdu du
i v du i dx dy

x o ol |
PPN




Como

Ju  oul_|du o
x (x>
N o du v
resulta
dx  dx
A : Jp il :‘]_ T _}
E{u,u-},—'x:{”d'}—% ?}\ k
o
onde
dx  dx
2EY _ |
d (u, v) ﬁ ﬂ
du  ov

¢ o determinante jacobiano da transformacao (x, y) = ¢ (¢, v). Assim,

d(x, ¥)
a(u, v)

Ju

H—{u L)x\—(u ﬁH ‘

isto ¢, a norma do vetor i—(‘o (u, v) A (’;—[‘D (u, v) € igual ao modulo do determinante
o oV

jacobiano da transformagao (x, y) = ¢ (u, v).

EXEMPLO. Considere a transformacdo ¢ dada por x = p cos 8 ¢ y = p sen 6
(coordenadas polares).

a) Calcule o determinante jacobiano.

b) Seja A um retangulo (no plano p#) situado no 1.° quadrante, de lados paralelos aos
eixos, € com comprimentos Ap ¢ Af. Avalie a area de B = ¢ (4).



Solucdo

a)
d(x,y) _|dp dO|_|cos® —psenf|_
J(p. 6) d sen f pcos@| P
dp do
b)
A A
y
g + A& constante
0+ ABf----
» _— # constante
ﬂ _____
1 AP
JI Il foe b =
P ptAp \\ x
g+ A p constante
o constante
dreade B = p Ap A6
pois, (;—z (p.6) A 3—: (p.&)| = (;; ; = p. Observe que o comprimento do

segmento MN ¢ Ap e o do arco MO ¢ p AH. Deste modo, a area de B ¢
aproximadamente a drea de um retangulo de lados Ap e A6.

4.2. MUDANCA DE VARIAVEIS NA INTEGRAL DUPLA

Seja g: Q C R* — R? Q aberto, uma transformacdo de classe C' e seja B,, um
subconjunto de Q. Seja B a imagem de B, pela transformagao ¢. Suponhamos, por um
momento, que B, seja um retangulo de lados paralelos aos eixos e que ¢ seja injetora



no interior de B,,. (O interior de B, €, por definicdo, o conjunto formado pelos pontos
interiores de B,,.) Seja

P={(u,v)]i=0,1,2,...,ne;=0,1,2, ..., m}

uma parti¢ao de B,,,.

(%5, 7))

¥ i constante

l'),- 0 ngtante

! Gy 7)) =0 @;, %)

Seja R; o retAngulo ui_; <u <u, vi_; <v <v, e seja B, aimagemde R; pela ¢. Temos:

P s o o R
—m{H!,\'J}ﬂ—m{”!,\'J}

area de B{f =
o oAl

At .-'i'n.'l-‘J'.

Consideremos, agora, uma funcao f'(x, y), a valores reais, continua em B.

Indicando por a (B;) a area de B;, devemos ter

n o om L
@ Jjﬂf{,r, dxdy= 3 XY f(x,y;)a(By)

i=1j=1

sendo razoavel esperar que a soma do 2.” membro tenda para a integral do 1.” membro
quando A tende a zero, onde A € 0 maior dos numeros Au; e Av,i=1,2,...,nej=1,
2,...,m. Como

_de — — dp _ _
a(B;) = H(?_ (i, Vi) A E(_u;, v;)

: Au; Av;




(%, ¥j) = (@, 7))

resulta que a soma que aparece em @ ¢ aproximadamente

" i
@ Y X fleE.v;)

i=1j=1

(?(,[1 G ERG (?(.[?' e
— (v A (1 ,L )
ou v -

Aut; _“'u.L

dp

Da continuidade de f (¢ (u, v)) H%‘? (u, v) A o (u, v)|| no retangulo B , segue que @

uv

tende a

de dg
J j‘(cp{u \ﬂ‘()—{u L\}/\?(H v || du dv

quando A tende a zero. E razodvel, entdo, esperar que

: : de e
fag d’:” (@ (, V) | 22 (u, v) A 2= (u, v) | du dv
Jjﬂj X, v)dx dy Bm.j @(u, v H 5 Y 1 ‘ 1

ou
@ J o G dv:J f{‘p(” ) d(x,v) ot dv
" | | 9 (u, v)
pois, como vimos na sec¢do anterior,
H()—[p (i, v) A ()_['D (u, v) adix, y)
o 2 ad(u, v)

O proximo teorema que enunciaremos sem demonstragdo (para demonstracao veja
referéncia bibliografica [33]) conta-nos que condi¢des sdo suficientes impor a f, ¢ ¢
B,, para que ® se verifique.

Notagdo. Seja A um conjunto. O conjunto dos pontos interiores de 4 sera indicado por



Teorema (de mudancga de varidveis na integral dupla). Seja p: Q C R> —
R’ Q aberto, de classe C', sendo ¢ dada por (x, ) = ¢ (1, v), comx =x (1, V) e y
=y (u, v). Seja B,, C Q, B,, compacto e com fronteira de conteudo nulo. Seja B a
imagem de B,,, isto ¢, B = ¢ (B,,). Suponhamos que ¢ (gw) = g. Suponhamos,
ainda, que ¢ seja inversivel no interior de B,, ¢ que, para todo (1, v) € g,
a(x,y)

@) # 0. Nestas condigoes, se f (x, y) for integravel em B, entdo
u, v

JJB f(x,y)dxdy= JJB ;r‘ (@ (u, v))

d(x, y)
d(u, v)

du dv.

(x, Vidxdy =17
J| reyaxa

d(x,y)
a(u, v)

du dv.

x=x(u,v),yv=y(uv)dxdy= ‘

<

{Determina—se B, (no plano uv) tal que B = @(B,,).

d(x,v)
_” f(x, v)dxdy —JJ ;um V), ¥y (4, v)) 2 v) du d
EXEMPLO 1. Calcule ”3 %:‘: dx dy, onde B & o trapézio
sen (x vV

1<x+y<2,x>0ecy>0.

Solucdo

J‘J‘ cos(x —vy) dx dy = ?
B

sen (x + v)



Facamos a mudanga de variavel u =x —y, v=x + y. Temos:

J'” =x—Yy oy 2 2
b=xty .
Voo
y=———
i 2 2
De
x| |1
d(x,y) |du o 2 2 1
d (u, v) ﬁ ﬂ B l l 7
du v 2 2
segue que

dx dy = J (x,)
' d (u, v)

du dv = l du dv.
Observe que a transformacao (u, v) = y (x, y) dada por
[u=x—1y

{ V=XTY

¢ a inversa de (x, y) = ¢ (u, v) dada por

L!

X=—+—
1“2 " 2
{ ¥V i
}:« 2
2 D

e que ¢ é de classe C' em R”.

A seguir, vamos determinar B,, de modo que B = ¢ (B,,). Como y ¢ a inversa de ¢,
segue, entdo, que B,, ¢ a imagem de B pela y.



¢Aﬁ=x—y

V= ey
¥
¥V
v=u
* V= =W ’-l"
\\ ra
-,
- 2 #
ERE - v=12
\ Hﬂ'l-' /
---------- y=1
\.“ 1 ’J‘
h_ ‘\.- J"
X - ’
LY #
A B -__
u
x+y=1

Observe que y transforma asretas x + y =1, x +y =2,y =0 ¢ x = 0, respectivamente,
nasretas v=1,v=2,v=uev=—u. Observe, ainda, que ¢ (gw) = p.
Segue que

— 1 2| v cosi
JJ i ('c ) dx dy = JJ e Wi (fu dv = J J i du |dv.
B sen (x + v) B, senv 2 2Ji[)-y senv
“-—'-‘v'"'—""

dx dy

Como

segue que
gty e S L 2
” OB T foib= J' dv =1. U
B sen (x + y) 1

EXEMPLO 2. (Envolvendo coordenadas polares.) Calcule



-”B sen (x° + }-*E“Jl dx dy

onde B é o semicirculo x* +)° <1, y>0.
Solucdo

Facamos a mudanca de variavel

x=pcosb | dxw)
Temos:
d(x.y) _|dp 00 cos @  —psenB|
d(p.0) | N & sen @  pcos@ |
dp e
Assim,
dxdy = p dp df (p = 0).

Como este resultado ird ocorrer varias vezes, sugerimos ao leitor decord-lo.
Vamos, agora, determinar Byo tal que B = ¢ (By0), onde ¢ ¢ a transformagao @.

A

y




Para que o ponto S permaneca no semicirculo B ¢ suficiente que d pertenga ao intervalo
[0, ] e p ao intervalo [0, 1]. Quando o ponto (p, 8) descreve o retangulo By = {(p, 0)
ER*|0<p<1,0<0<m}, oponto S descrevera o semicirculo B. A ¢ transforma a0
retangulo Byo no semicirculo B.

Temos, entao:

dx dy

2 2 2 2
J:[ sen (x* + y)dxdy = _” senp” - p dp dB = J psen prdp db.
B B B

Como
1

m el 1 i
JJ £ sen p2 dp de =J U 0 sen pz dp} do =m {— — COS p*}
B, 0lJo 2 0

resulta

J:[ sen {,Tz + m-*E}r:"_t dy = El[] —cos 1). [
B ' ' 2

Observacdo. Note que ¢ é de classe C' em R?; ¢ é inversivel no interior de By € ¢ (5
0 = g. Alémdisso, para todo (p, 0) € gy,

d(x,y) o
di(p. 0)

=

Observe que goo={(p,0) ER*|0<p<1,0<0<m}.

EXEMPLO 3. Calcule J]B \x2 +y2 dx dy, onde B & o triangulo de vértices (0, 0),
(1,0)e (1, 1).

Solucdo

A mudanga de varidveis para coordenadas polares elimina a raiz do integrando, o
que podera facilitar as coisas. Vamos, entdo, tentar o calculo da integral em
coordenadas polares.



Jx=pcosb

|y = psen@ dxdy = pdpdb.

Vamos, agora, determinar Bop.

A
Y
1,1)
ﬂp =sech
e
X
A equagdo da reta x = 1 €, em coordenadas polares, p cos 8 = 1, ou seja, p = L =

cos 6
sec . Deste modo, para cada 6 fixo em [ﬂ, %} p devera variar de 0 a sec 6. By &,

entdo, o conjunto de todos (0, p) tais que 0 <6 g, 0<p<sech.

A
o
(p=secﬂ
1/
Bap
|
fLL 6
4

Temos:

J[[ N+ axay=|| L ”3& p? dp de.
s i

dx dy



Como

T

i)
— sec B 1 —
[ p*dpae=* U P> -:fp} do=— [+ sec 6 e
By, 0 0 3 Jo

ki
= l[secﬂ‘ tg 6+ In (sec H—i—tgﬂ}]df
6 ) 0

resulta

9 7 . L el
JJB X5+ y< dxdy= = [-x,-2 +In (142 ‘JI].

(Veja: J sec3 0 df = J sec @ sec” § df = sec ftg 6 — J sec 0 tg Atg 6do

T T
f g

= sec Atg A — J sec® Bdl + J sec 6 d#.

portanto,

2J5ec3 0df=sectgf+Inlsec@+tghl+ k

ou seja,

JSECBGdf}:%[SEC Atg 8+ Inlsec @+ tg O] + k) [

1
EXEMPLO 4. Calcule j {

x e
0 J : 4 qh.',r2 + 3}-‘2 d}-} dx.

0
Solucdo

Primeiro vamos determinar a regido de integracdo. Para cada x fixo em [0, 1], y
deve variar de 0 a x; a regido B de integragdo €, entdo, o conjunto de todos (x, y) tais
que 0 <x<1,0<y<ux ouseja, B¢ o triangulo de vértices (0, 0), (1, 0) e (1, 1).
Assim,



L| px i ;
J U X «\;’Xﬁ + 3y2 (f}-} dx = J:[ X -R.'xz +3y2 dx dy.
0170 B

A mudanca de variavel

X =pcos @

x = p cos 6
Q) ou 1
3 y=psen6 {."r’

3
— psen @
3 P

elimina a raiz do integrando. (Observe que x> + 3)” = p°.) Temos:

—psenfl  cos @

d(xy) | _ A3 )
. BE ] A3 R
3(6, p) chosﬂ ~~ sen@ 3
3 3
Assim
degys 280 | asae= N3 5 usas  (pis0)
d (8, p) 3
Vamos, agora, determinar Bop.
A A
¥ P p=sech
o
“ % I} 1 /ﬁ = _3'"
BEp
B
- o
1 x ol 6
3

Observe que @ transforma a reta x = 1 na curva p = sec &; por outro lado, @ transforma
T
aretay =x nareta 9=?.



Temos, entao:

. B
x x2 +3y2 dxdy = JJ X7 53 cos @ dp de.
Jlyx v o asdy= [ = p* cosoap

o
Como
3 3 ¢ Z [ psecd
jj *,; p3 cos 6 dp db = ETHJ. i U p? cos & dp} do
B 3 3 Jo 0
ap
b sec B b
3 = 4
=“—J-” P nim de = > J‘sec’%ﬂdﬂ
3 Jo 0 0
resulta

| =

J:[ - T drd1:=ﬁ[secﬂtﬁe+]H{Seﬂﬂ+tge)]3
g e I ¥ = 0

e, portanto,
[[ xx? +3y2 axay = 33 23+ 2 +43)].
B 24

EXEMPLO 5. Calcule J'+ et g

— oD

Solucdo

Fagamos

¥ 3 r q
I(r) = j Al j e dy (r>0).
T —r



fy=e*

I (r) = &rea da regido hachurada

Temos:

e =

—F

e B gl F LS .. |
g dxj eV n{v=J J e ET Yk gy,
—=r —F ¥—r

Sejam B e B, os circulos inscrito e circunscrito, respectivamente, ao quadrado — r
<x<r,—r<y<r;oraiode BéreodeB, ¢.2 r. Temos:

A

y

2r x

[[ e axay<te < [[ e =" avay.
B o

Pela mudanga de variavel x =p cos 6, y = p sen 6 obtemos



o 2r par -9 i "- a2 2

e x Y dx 1’1-‘=j .[ e s ﬂ-;i:jdﬁj ye P dp=n[l—e "]

.Ug T K S gl ! S
De modo analogo,

“ e dxdy=n[l—e 2]
B

1

Assim,
all—e"* 1< 1N < rll—e 2]
ou
(Tl — e ] < I(r) < \x[l — e 2],
Como
lim Jrll—e =47 = lim Jri— 27

segue, pelo teorema do confronto,

- 3 r
lim [I(r)= lim J e de=+nm
r—s+o r—s+wd—r

ou seja,

+ = 2 i
j et dy=m.

EXEMPLO 6. Calcule

J:[ : 5 -x‘-",r2 + v2 dx dy
B

onde B ¢ o conjunto de todos (x, y) tais que

¥ <y<x.



Solucdo

B ¢ o conjunto hachurado. Vamos tentar uma mudanga para coordenadas polares

[x =p cos 6

|y =p sen 6

Vejamos, inicialmente, como fica a equacdo da pardbola y = x° em coordenadas
polares. Temos

p sen = (p cos )’

dai

¢ a equacdo, em coordenadas polares, de y = x*, x > 0.



8
o
Boy €, entdo, o conjunto
v sen @
D=8=—,0=p= -
4 cos- 6
[ . _sen @ 2
Para cada @ fixo em | 0, 2t P deve variar de 0 até 29" Temos, entio,
| cos

J x+/x2 +y2 dx dy = JJ P cos B dp de.
Jp By

Vamos, agora, calcular a integral do 2.” membro

T sen & 4 senﬁl&-‘
“ pieos 0dp df = j jws 6 p? cos @ dp | dO = j4c05 h }m‘ 9 de.
0
Assim
— sen?
cos 0 dp df = j4
j-[ p # u:rsf“r EF
Temos

4
M= sec” @ tg4 0 = sec” 0 (sec” 6 — 1)°.
cos’ 6



Dai

I sen?
cos’ 0

f:"H J4 [%eL H—’?ﬁec €+€ec ] de.

O célculo da integral do 2. membro fica para o leitor. (Sugestdo. Utilize a formula de
recorréncia

1 - n—2 4
Jsec” Xl = 1 sec”  “xtgx + : Jsec” - faxdn
n— n-—

Veja Vol. 1))

EXEMPLO 7. Calcule

“ Jx2 32 dx dy
B

onde B ¢ o conjunto de todos (x, y) tais que
yzx—-xex’+)y —x<0,

Solucdo

; 2 _ { ]“-.
.,'('E+_‘L‘j_,1 L _EJ

L.}

A parabola y =x —x” e a circunferéncia x° + y° — x = 0 interceptam-se nos pontos (0, 0)
e (1, 0). (Verifique.) Observamos que y = x ¢ a reta tangente a parabola no ponto (0, 0).



B ¢ o conjunto hachurado. Vamos fazer uma mudanca de variaveis para coordenadas
polares. Vejamos como fica, em coordenadas polares, a equacdo y =x —x°, 0 <x < 1.

psenf=pcos—p’cos’ 0

e, portanto,

P \ cos 8 — sen 6

cos® 6

. . T .
Observe que para cobrir o graficode y =x — xz, 0<x<1,60deve variar de 0 a T Fica

a seu cargo verificar que

p =cos 6



é a equacdo, em coordenadas polares, da circunferéncia x* +)* —x = 0.

Para cobrir o conjunto B, 6 deveré variar de 0 a % Para cada 6 fixo em {ﬂ, %} p

devera variar de

cos @ —sen 0@

a cos 6.
1
cos- 0

Para cada 6 fixo em[%, %} p deverd variar de 0 a cos 6.

A

f \ cosf —send

o
’ cos® @

Temos
[x2 +v2 dx dy =” [p2 p dp de.
J‘J‘Bﬂ.II X \ X I'l- B \ p p p i
P dx dy
Segue que

T T
[ ; o cos & A 5 cos & 5
,”3%' x= 4y dedy= L Jmse_sme p= dp|do + - L} p= dp | deé.
4

cos? 8

Dai



. z s 3 d
JJ Jx2 +y2 dedy= ) er et At G TONC) {2 Tl D st Bl
B 3 Jo cos® 0 &

A

Fica a cargo do leitor o célculo das integrais do 2.” membro. (Sugestdo:

JCDSB 6 do = Jms 0 (1 — sen? @) do = J{l —ul)du (4 = sen g):

j e, o = jd“ (v = cos 0);

W .
== LTI [sec? 6 (sec? 0 —1) a0
cos” 6

(utilize a formula de recorréncia mencionada no exemplo anterior);

sen” @ sen @ (1 — cos? 6) 1 —v2
- 6=~ | a0 = [~—5—dv (v=cos6)
Jcosf‘ 0" cos® @ B (v = cos 8).) @

EXEMPLO 8. Calcule

_” x2 dx dy
B

onde B é o conjunto x° + 4y° < 1.
Solucdo

Facamos a mudanca de variaveis

X =pcos@
© {2}-‘ = p sen @

ou seja

{r=pcosﬂ

1
v=—psent
: 29



Temos

Gy _| 7P,
(?(H,,O)_ EPCGSH Esenﬂ R
Assim,
dxy|_pP
d (8, p) 2

isto ¢, 0 médulo do determinante jacobiano ¢ igual a %

A mudanca de varidveis @ transforma o retangulo
Bop={(0,p)|0<0<2m,0<p<1}

no conjunto B dado.

! I
1 x*+4y?=1
/ 2 ‘Q

=T C T

Observe que, para cada p fixo no intervalo [0, 1], a mudanca de varidveis @
transforma o segmento

{(6,p)|0<0<2m}

na elipse



X +4y"=p.

Temos, entao,

x2 dx dy = p? cos? 6 — dp do
B By, [ r;

T TINE
q4x ay

e, portanto,
x~dxdv=—J ~as~emj 3 dg=T
“3 gy S SR BT
EXEMPLO 9. Calcule

J:[ 1_.".2)( — x2 — y2 dx dy
B

onde B é o circulo x> +3* —x < 0.

Solucdo

2x—x' =y’ =1-(x—1)Y—)
Fagamos
@ Jx—1=pcosb

|v=psen#

o que significa que estamos tomando coordenadas polares com polo no ponto (1, 0).
Substituindo @ na equagdo x* + 3> — x = 0 obtemos

3T

s
=—cosfl, —=0=—
& 2 2



Para cada 6 fixo em [g %T} p devera variar de 0 a — cos 0
Observe que —cos & = 0 em {% %?H J
Temos
dx dy=p dp db.
Entdo
“B..h:"zx —x2 —y2 dx dy = 'Uﬂgp P -x.."ll — p2 dp de
e, portanto,

3
; = = — | g—cos@ .
JJj2x— a2 =2 axay= |2 Uﬂ p1-p2 dp|de.

Para calcular J P .R,-"] — p? dp fagamos a mudanga de variavel u = 1 — P e,

portanto, du = —2p dp. Entao

b | 2

| 1 -
w2 == 1= p2P

]
| -5 1 e 1
Ji—p2 4 =——j.f2 s
j,oh p?dp==— i -

Segue que



i
“3 J2x—x2 =32 dvdy=— % LP [Isen OF — 1] d6.

2

(Cuidado. .HI-:SenE @ = | sen @ |.) Temos, entdo,

i

JJ q\."IZ:c —x2 —y2 dxdy= E o TT sen 813 d6.
B 3 34

2

Para calcular a integral que ocorre no 2.” membro procedemos da seguinte forma:

T T

T o
jf Isen 617 d5'=JH senf‘ede—jf sen® 6 do
s i

id
2

pois,
sen @ em % R‘}
lsen @1 = - ;
AT
{— sen @ em |:R', T}

Observando que sen’ § =sen @ (1 — cos” 6), temos

T, T - 1 5 T
sten- HdH=JE [senﬂ—senﬂcor H]dH= —cos@+—cos" B|_ =
2 i 3 il

2

w | k2

2

z

Conclusdo.

JJ .\'.".2,1( —x2—y2 drdy=" - i
B 3 9



Exercicios 4.2

1. Calcule

a)
b)

g)

h)

i)

)
k)

e

B

JJip

‘ :9 (x2 + 2y) dx dy onde B ¢ o circulo X +y2 <4.

”E(x2+y2) dxdyonde B= {(x,y) ER’ |1 <x +y'<4).

X dx dy onde B ¢ o conjunto 4% +y2 <.

. sen (4x2 + yz) dx dy onde B ¢ o conjunto de todos (x, y) tais que 4 + y2

<ley=>0.

€x2+y2 dx dy onde B ¢ o conjunto de todos (x, y) tais que 1 < X +y2 <4, -
<y<x,x=>0.

B fimi o
YT T dvdy onde B é o triangulo de vértices (0, 0), (1, 0) e (0, 1).

B 1+ y+x

x dx dy onde B ¢ o conjunto, no plano xy, limitado pela cardioide p = 1

—cos 6.

2

-

}. — x*

J i dy onde B ¢ o conjunto de todos (x, y) taisque 1 +x <y <2
B

+x,y>x+x ex>0.

x dx dy onde B ¢ o circulo X +y2 -x<0.

’-.‘.':.'{'2 + y? dxdyonde Béo quadrado0<x<1,0<y<]1.

'Hy2dxdyondeB={(x,y)€R2|x2+y2§1,y2xex20}.

JJp

. n
(2x+y) cos (x — y) dx dy onde B € o paralelogramo de vértices (0, 0), (T T]

2T ;rrj [H Efrw
e — ] (i = [ e —
3 3 3 3 )

2. Passe para coordenadas polares e calcule

2

1 --\.'Ix —X
J x dy| dx.
0



el | pl+41 —x?
0) J J — xy dy | dx.

Wi x?

d) ]:J \_x“ +‘r dy | dx (a > 0).
W

[l -'\‘I ﬂ — 't’ I - N
el J -'.,..ﬂ'" —xf —y° dyl|lde (a>0)
< 0

h JJ x dx dy onde B é a regiio, no plano xy, limitada pela curva (dada em coordenadas pola-
B

T

=0=—.
6
g) JJ dx dyonde B é a regido, no plano xy, limitada pela curva (em coordenadas polares)
4 :

res) p = cos 38, —

™=

T T
p=cosﬁﬁ~——=ﬂ6-‘-€z.

h) JJB xy dx dy onde B & o circulo x’ +y —2y <0, x > 0.

. Calcule ”3{';}12 —x? dx dy onde B ¢é o paralelogramo de vértices (0, 0),

(1 1) ((11)
2200 (22}

b | —

-

5

- Calcule a area da regido limitada pela elipse%+}'—1= 1(a>0eb>0).

a* b~

. SejamA={(x,y) ER*|1 +x°<y<2+x,x>0ey>x+x}teB={(uv) €
R*|1<v<2,v>ueu>0}.

a) Verifique que B = ¢ (4) onde (1, v) = ¢ (x, ), comu=xev=y —x.
b) Verifique que a area de A4 ¢ igual a area de B.

2 2
.o =

- Seja B o conjunto — + %ﬂ l.,a=> 0eb = 0. Verifique que
a“ b=

r 1
JJ [ (x,y)dx dy=ab J |:J p f (ap cos 8, bp sen ) dp} dg
B 0 0

. Seja B o conjunto (x — a)* + (y — B)° < (r >0, a e B reais dados). Verifique
que

2m -
JJ f(x, y)dx dy =J |:J” pgo, p) dp} dg
B 0 0



onde g (0,p)=f(x,y),x=a+pcosfOey=F+psenb.

8. Considere a fungdo g(x, y) = f [r~ + y? ] onde f (1) ¢ uma funcdo de uma

variavel real a valores reais, continua em [a, b], 0 < a <b, e tal que f(x) > 0
para todo x em [a, b]. Seja B o conjunto

B={(xyz2)|@<x’+y"<b e0<z<g(x,y)}
a) Verifique que B ¢ gerado pela rotacdo em torno do eixo z do conjunto
{(x,v,2)|a<x<b,y=0e0=<z<f(x)}
b) Utilizando coordenadas polares mostre que o volume de B ¢

b
EHJ xf (x hdx.

i

c¢) Compare com a formula estabelecida na Se¢do 13.2 do Vol. 1, 5.* edicao.

4.3. MASSA E CENTRO DE MASSA

Seja B C R? B compacto e com fronteira de conteudo nulo. Imaginemos B como
uma chapa delgada. Por uma funcdo densidade superficial de massa associada a B
entendemos uma fungdo o : B — R, continua e positiva, tal que, para todo B, C B,

massa de B; = JJ a(x, v)dx dy
B 1

desde que a integral exista. Assim, se 0 (x, y) € uma fungcdo densidade superficial de
massa associada a B, entdao

massa de B = “;6 (x, v) dx dy

Se o (x, y) for constante e igual a k, entdo a massa de B sera igual ao produto de &



pela area de B. Diremos, neste caso, que a chapa é homogénea; caso contrario,
diremos que a chapa ¢ ndo homogénea.

Seja B, um retangulo contido em B; pelo teorema do valor médio, existe (s, t) € B,
tal que

JJ d(x, y)dxdy = & (s, t)dreade B,
BJ

ou seja,

5(s. 1) = massa de B,

irea de B

Assim, 0 (s, t) € a densidade superficial média (massa por unidade de area) de B,.
Seja, agora, (x;, y,) um ponto qualquer de B, e suponhamos que os lados de B, sejam
suficientemente pequenos. Tendo em vista a continuidade de o0

massa de B,

5(:{1‘}-*[}5 .
area de By

B Am = 8 (xy,y;) Ax Ay

onde Am € a massa do retingulo B de lados Ax e Ay.

Pela defini¢do de integral, temos:

i m
massade B = JJ d(x, dxdy= lim % X 8(s; 1) ;ix!-ﬂ}}-.

E comum referir-se a dm = 6 (x, y) dx dy como elemento de massa. Escreveremos,
entao,

massade B = JJ dm
B




Vamos, agora, definir centro de massa de B. Tomemos, inicialmente, uma parti¢ao
de B. Emcadaretangulo R; (i = 1,2, ..., n;j =1, 2, ..., m) tomemos um ponto (s, #,). A
massa de R;

(s 1)

sera aproximadamente 0 (s, ) Ax; Ay, (lembre-se de que devemos tomar o (s, £)) = 0 se
(s, ;) ndo pertencer a B). Concentremos, agora, toda a massa de R; no ponto (s, ). O
centro de massa do sistema obtido ¢, conforme aprendemos no Vol. 1, 5.2 edicdo, o
ponto (X., V) onde

n m
2 2 Si0(si, ;) Ax; Ay;j
— _i=1;=1
= n i
'Zl .Z] S (s;. ;) Ax; Ay;
||= J:

n m
2. E ;805G Ay;
- _i=1j=1
- n m
X X 805, 5) AxiAy;
i=1j=1

-t
|I

O centro de massa de B ¢, por defini¢ao, o ponto (x, y,.) onde

JJ X dm J:[ v dm
X, = Al Vo = o"B
JJ dm JJ dam
B B

EXEMPLO. Calcule a massa e o centro de massa de um semicirculo de raio r, sendo a
densidade superficial no ponto P proporcional a distancia do ponto ao centro do



circulo.
Solucdo
O elemento de massa €

dm =k 1,-','c2 + }-‘2 dx dy
'\u_,____w,__.-'
d(x, ¥)

A

.. (x, »)

onde & ¢ o coeficiente de proporcionalidade. A massa do semicirculo B ¢

massa de B = RJJ ﬁ.k.-':cz + y2 dx dy.
. :

Passando para coordenadas polares temos:

k3

ki r
massade B = k,[;. Uﬂpf (fp} do =

O centro de massa de B ¢ o ponto (x,, y,) onde

J:[ x dm kjj :c-ﬁ\.-".)r2 + v2 dx dy
_ _JJB _ 4B

massa de B massa de B

X



RJJ v 1513 + v2 dx dy
P

.~["
massa de B

Temos

T A e
JJ XA x2 +y2 dxdy = J {J p3 cos @ d@} dp = 0.
B ol Jo

Por outro lado,

[ = ’] r T 1 r-—I-
JJ VX2 + y* dxdy= J P senB dl |dp = —.
B o|Jo 2

O centro de massa de B ¢ o ponto (x, y)onde x. = 0ey, = 2—
c c 2T

Exercicios 4.3

1. Calcule o centro de massa.

a) o(x,y)=yeBoquadrado0<x<1,0<y<1.

b) B={(x,y) € R*|x’+4)” <1,y >0} e a densidade é proporcional a

distancia do ponto ao eixo x.

c) B ¢ o triangulo de vértices (0, 0), (1, 0) e (1, 1) e a densidade ¢

proporcional a distdncia do ponto a origem.

d) B é o conjunto de todos (x, y) tais que x’ <y < x e a densidade é constante e

igual a 1.

e) B¢ o conjunto de todos (x, y) taisque x <y <x+1,0<x <1, e a densidade

¢ o produto das coordenadas do ponto.

/) B¢ o conjunto de todos (x, y) tais que 1 <x*+)° <4,y >0, e a densidade é

proporcional a distdncia do ponto a origem.

2. Seja B um compacto com fronteira de contetido nulo e com interior ndo vazio e
seja o (x, y) continua em B. Seja o # 0 um real dado. Considere a mudanga de

coordenadas



— — — — e — —
(x,v)=5u +tv onde u =cosa i +sena j e v =—sena i +cosa j.

A

y

B, € o conjunto B olhado em relagdo ao sistema xy ¢ B, € o conjunto B olhado
em relagdo ao sistema st. Observe que B,, € a imagem de B,, pela mudanga de
coordenadas acima.

a) Verifique que

X=5cCosO—1Isend
y=ssend +1cos

d(x,y) — 1
(5, 1)

e conclua que

b) Seja (x, y.) o centro de massa de B no sistema xy ¢ (s, f,) no sistema st.

Mostre que (x,, ) =s,~ +1, . Interprete.

. Utilizando o teorema de Pappus (veja Vol. 1, 5.% edi¢do), calcule o volume do
solido obtido pela rotagdo, em torno da reta dada, do conjunto B dado.

a) Béocirculox’+)y’<ley=x+2areta.
b) B¢ o conjunto de todos (x, y) tais que x’ <y <xey=x— 1 areta.
c) B={(x,y) ER*|x*+4° <1} ex+y=23areta.




S

INTEGRAIS TRIPLAS

5.1. INTEGRAL TRIPLA: DEFINICAO

Seja 4 o paralelepipedoa <x<a,,b<y<b,c<z<c,ondea<a,b<b ec<
¢, sao numeros reais dados. Sejam P: a =x,<x; <x, <...<x,=a; P, b=y,<y, <
V2<..<y,=bePyc=zy<z <z,<..<z,=c partigoes de [a, a,], [, b] € [c,
¢,], respectivamente. O conjunto de todas as ternas (x; y; z;), comi=0,1,2, ...,n,j =
0,1,2,....mek=0,1, 2, ..., p, denomina-se particio do paralelepipedo 4. Uma
partigdo de 4 determina mnp paralelepipedos 4, onde 4, € o paralelepipedo xi_; <x
SXp Vi1 SY SV Zko 1 SZ Sz

Seja B C R; dizemos que B ¢ limitado se existir um paralelepipedo A, com B C
A.

Sejaf: B C R’ — R, com B limitado. Assim, existe um paralelepipedo 4 de faces
paralelas aos planos coordenados que contém B. Seja P uma parti¢ao de 4. Para cada
terna de indices (i, /, k), seja X;; um ponto escolhido arbitrariamente no paralelepipedo

Aj;;.- Pois bem, o nimero

H m

P
v '21 'El Azlﬂx’?’"“} Ax; Ay; Az
=1 J= =

onde f{X};) deve ser substituido por zero se X, B denomina-se soma de Riemann de
f, relativa a parti¢do P € aos pontos Xj.

A integral tripla de f sobre B que se indica por ” E f(x, v, z) dx dy dz ou por



”J:g f(x,y,z)dV, ¢, por defini¢dao, o limite de @ (caso exista) quando A tende a zero,

onde A ¢ o maior dos nimeros Ax;, Ay;, Az,,comi=1,2,....n,j=1,2,....mek=1,
2,...,p.
” f Fapir S B 3 pEaean o
X, v, Ddxdydz= lim 2 2 X ) Ax; Ay: AZp.
B A—=Di=1j=1k=1 ijk o

Tal limite deve ser entendido como o que ocorre na defini¢ao de integral dupla.

5.2. CONJUNTO DE CONTEUDO NULO

Seja D um subconjunto do R*. Dizemos que D tem contetido nulo se, para todo € >
0 dado, existir um ntimero finito de paralelepipedos 4,, 4,, ..., 4, tais que

DCAUAU...UA,

H
> m(A;)<e

i=1

onde m (4,) € o volume de 4..

Grosso modo, dizer que D tem contetido nulo significa que D pode ser coberto por
um numero finito de paralelepipedos cuja soma dos volumes seja tdo pequena quanto
se queira.

Seja K, K C R*, um conjunto compacto com fronteira de conteudo nulo e seja f (x,
y) uma funcdo a valores reais continua em K. Procedendo-se como no Exemplo da
Secdo 2.3, prova-se (a prova ¢ deixada para o leitor) que o grafico de f tem conteudo
nulo.

Pode ser provado, ainda, que se g: Q C R> — R’, Q aberto, for de classe C' e se
K for um subconjunto compacto de €2, entdo ¢ (K) tera contetdo nulo.

SejaD=D,UD,U ... UD,onde D, (i =1, 2, ..., n) oué o grafico de uma
fungdo continua /' K C R* — R, K compacto, ou a imagem ¢ (K) de um compacto K C
Q, onde ¢: Q C R* — R’, Q aberto, é de classe C'. Tendo em vista que a reunido de
um nimero finito de conjuntos de contetido nulo tem conteudo nulo (verifique) resulta,



do que vimos acima, que D tera conteudo nulo.
. 3 ~ e ~ . . r
Os subconjuntos do R~ que vao interessar ao curso sao aqueles cuja fronteira ¢ um

conjunto D da forma acima descrita.

5.3. UMA CONDICAO SUFICIENTE PARA
INTEGRABILIDADE DE UMA FUNCAO SOBRE UM
CONJUNTO LIMITADO

O teorema da Sec¢do 2.4 estende-se sem nenhuma modificacdo para integrais

triplas.

Teorema. Seja B C R’ um conjunto limitado e seja /- B — R uma fungfo
continua ¢ limitada. Nestas condi¢des se a fronteira de B tiver conteudo nulo,
entdo f sera integravel em B.

Fica a cargo do leitor estender para as integrais triplas as propriedades
relacionadas na Secdo 2.5.

5.4. REDUCAO DO CALCULO DE UMA INTEGRAL
TRIPLA A UMA INTEGRAL DUPLA

Seja K C R’ um conjunto compacto com fronteira de contetido nulo e sejam g (x, )
e h (x, y) duas fungdes a valores reais continuas em K e tais que, para todo (x, y) € K,
g (x,y)<h(x,y). Seja B o conjunto de todos (x, y, z) tais que g (x, y) <z < h (x, ), (x,
y) € K. Observe que a fronteira de B tem conteudo nulo (por qué?). Na figura seguinte,
supusemos K um retangulo sé para facilitar o desenho.



A/,..'—‘“"_‘“‘— z=hix, y)

Seja f'(x, y, z) continua em B. Com procedimento anadlogo ao adotado nas integrais
duplas, prova-se que

” o O > 2)dx dy dz = HKUML jf}f{m. Y, Z)dz}dx dy

glx,y)

Com as adaptagdes devidas temos também:

j”g f(x, v, 2)dx dy dz = ”K U:j: fx, y. z}dy} dx dz

g(x, )= y=h(x, 2).(x, 7) E K}

onde B={(x, v,z

(= [ 6
onde B={(x. v, 2)  h(-

gy, y=xz= by, z).{y. z) €E K}




EXEMPLO 1. Calcule UJB x dx dy dz, onde B ¢ o conjunto de todos (x, y, z) tais que

0<x<1,0<y<xel0<z<x+y.
Solucdo
B={(x 52 €ER’|0<z=Zx+Y, (x,y) K}

onde K ¢ o triangulo 0 <x<1,0<y<x.

[pone- e

Como
xX+y :
J{] " xdz= [.rz]ng Y =x(x+7y)
resulta
| x
“I xdxdydz= J:[ (x2 + xy)dx dy = J U (x2 + xy) d}-} dx.
B K 0140
De
X
X v
j (x2 + n}dm={x31+ i } =% x?
-
segue
'q q
Ji” xdxdvdz—j —x? dx =—
B ) 0 8
ou seja,



Seja B um subconjunto do R’ limitado e com fronteira de conteudo nulo.
Definimos o volume de B por

volume de B = JI . dxdydz.

Fica a cargo do leitor justificar tal definicao.

EXEMPLO 2. Calcule o volume do conjunto de todos (x, y, z) tais que x* +)* <z <2

2 2
—x )~

Solucdo

Primeiro vamos determinar a intersecdo dos graficosz=x"+3’ ez =2 —x* — "

Temos:
x2+y2:2_x2_y2=}x2+y2:1.

A intersecao ¢, entdo, a circunferéncia de centro (0, 0, 1), raio 1 e contida no plano z =
1. Sendo B o conjunto dado, temos:

B={(x,y,2) ER’ |X¥*+)’<z<2-x"—)", (x,») €K}

onde K ¢ o circulo x* + »* < 1. (Sugerimos ao leitor desenhar o conjunto B.) Assim,

2__.3 <)
volume de B = “j dxdydz = JI U . 1 . : a’z:} dx dy
B K|Jx2 +y°

ou seja,

volumede B = 2 ”;j] - _w.,sj} dx dy.

Passando para coordenadas polares

”3“ — x2 — y2)dx dy = L,HU; (1-p2)p dp} 6 = %



Portanto, o volume de B ¢ unidades de volume.
]
Seja B C R’, B compacto e com fronteira de conteudo nulo. Imaginemos B como
um sélido. Por uma fungdo densidade volumétrica de massa associada a B entendemos
uma fun¢do J: B — R, continua e positiva, tal que, para todo B, C B,

massa de B = JI B d(x,y, z)dV
1

desde que a integral exista. Assim, se 0 for uma funcdo densidade volumétrica de
massa associada a B, entdao

massa de B = JJJBS (x, y, 2) dV.

Se 0 (x, y, z) for constante ¢ igual a k, entdo a massa de B sera igual ao produto de k
pelo volume de B. Diremos, neste caso, que o sélido ¢ homogéneo. Caso contrario,
dizemos que o so6lido ¢ ndo homogéneo.

EXEMPLO 3. Calcule a massa do cilindro x* + y* < 1, 0 < z < 1, admitindo que a
densidade seja dada por 6 (x, y, z) =x".

Solucdo

A massa M do cilindro B dado é

M= ”j d(x,v,2)dxdydz = ”I X dx dy dz.
B ' ' B '

Temos

. ]
“I X" dxdydz= JJ U x2 d:} dx dy
B K40

onde K ¢ o circulo x* +y* < 1. Como

J; x2 dz = [13 :]qu = x?2



resulta

“I _1'2 dx dv dz = JJ .1‘2 dx dy.
B : K ’

Passando para coordenadas polares, vem:

i 2ar | . ’ 1 2= T
” x~dxdy=j j p? cos? 6 dp dﬁ'=—J [1+ cos 20] dg = =
K 0 0 8 Jo 4

. , T .
Portanto, a massa do cilindro é M = 4 unidades de massa.

EXEMPLO 4. Calcule o volume do conjunto B de todos (x, y, z) tais que
x<z<1-),x0>ey>0.
Solucdo

Inicialmente, vamos determinar a projecao no plano xy da intersecao do plano z = x
com a superficie z =1 — . Os pontos (x, ») desta projecdo sdo as solucdes da equacio

x=1-y



x T= 11—yt

votume = [, dedy de= [ [ e

onde K ¢ o conjunto

M\
1
x=] wyk
K
-
1 x

Assim,



d 1 |- },2
volume = JJ (1 —y° — x)dx dy =J D (1—y? - x}dx} dy.
K 0|40

Como

1— 2 1_2 P 1
J - }-‘3 —x)dx =|x — x}-‘: e = — [1 = 2}-‘2 E 3 }!4
0 2 0 2

resulta

1
volume = = J (1—2y2 +yHdy= = : i
2 Jo 15

EXEMPLO 5. Calcule o volume do conjunto B de todos (x, y, z) tais que
z>x+)y ex’+y +2°<2.
Solucdo

Inicialmente, vamos determinar a projecdo no plano xy da intersecdo das
superficies

z=x"+y'ex’+y +z2°=2.
Os pontos (x, y) desta projecao sao as solugdes da equacao
x2+y2+(x2+y2)2:2

ou seja

e, portanto,

A figura que apresentamos ¢ a parte do conjunto B contida no 1.° octante.



‘Z

z= x2+)?

. xi+yr=1

\;‘2 —x2 —y?
volume = “- dx dy dz = ,” j dz |dx dy
B K x2 + 52

onde K é o circulo x* +)* < 1. Dai,

volume = “- [NI'Z —x2—y2 —x2 - yz}dx dy.
K
Passando para coordenadas polares vem

Yar 1 :
volume = J-D Uﬂ (p+2— p? — pB)dp}dﬁ

e, portanto,

82 —7 o
12 '

volume de B =

EXEMPLO 6. Calcule o volume do conjunto B de todos os pontos (x, y, z) tais que



X+ <z<2x+2y—1.
Solucdo

Inicialmente, vamos determinar a projecdo no plano xy da interse¢do do
paraboloide z = x* + 3 com o plano z = 2x + 2y — 1. Os pontos (x, y) desta projecdo
sdo as solugdes da equacao

Xy =2 +2y -1
que ¢ equivalente a
x—-1)*+@-1>=1.

A figura que apresentamos a seguir mostra um corte do conjunto B por um plano
vertical contendo o eixo z.

Kli.vr— D+ (y-1'=1

Temos, entao

2x+2y—1
volume de B = “- J- S s dz | dx dy
K |Jdx+y



onde K ¢ o circulo (x —1)*+(y — 1)*< 1. Como
x+2y—1-x¥—-)y'=1-(x—1y°—-(y—1)
resulta

volume de B = j L{[] — = 12— @ — 1) dxdy.

Fagamos
JI —1=pcosf
l_\-‘ —1=psenf

o que significa que estamos passando para coordenadas polares, com polo no ponto (1,

D).

Temos, entao,

] ¥
volume de B = 1— p2 dp | d@ =—.
] [0( pI)p P} 5

Exercicios 5.4

1. Calcule



a) xyz dx dy dz onde B é o paralelepipedo 0 =x=20=y=lel=z=2.
B

b) xdxdydzonde Béoconjunto0=x=1,0=y=lex+y=z=x+y+ L
JJJp

c) -\“-'II —7? dxdydzonde Béoconjunto0 =x=1,0=z=lel=sy=z

d) qul—v dedydzonde Béocubo0=x=1,0=y=lel=z=1.

& 3
e) dx dy dz onde B € o conjunto x~ + }-‘2 sz=s2
JdJd g
i 2 2 : P ¥ sonid .
N (x*+z)dxdydzonde Béocilindrox"+y" =1,0=z= 1.
JdJd g
. ) ]
g) dx dy dz onde B € o conjunto x +}!2&z£lx+2}-‘—1.
el
.
h) ydxdydzondsBéoconjuntc-x“+4}=2 =1,0=z=1
o o W 1
i) x dx dy dz ondsBeoconJuntox -I-} =4 x=0exty=z=xty+ L
Jdd g
: na . ; 2 3 12 2 2 .
7 2zdxdydzonde Béoconjuntox"+y =l x"+y " + 7" =4ez=0.
Je B
gk .
[ x dx dydz ondsBsoconJuntox —y =z=l —2}=2.
JJJB
m) e* drdydzonde Béoconjunto0=x=< 1,0=y=< xel=z=1.
JJJg
. .
n) xdrdydzonde Béoconjuntox" =y=x,0=z=x+y.
JJJB
([ s . 2 2 2
0) 2zdxdydzonde Béoconjuntox™ +y" +z"=4,z=0.
JJJB

P) 2z dx dy dz onde B € o conjunto 4% + 9}2 +72<4,z=
Jo B

f."'.

= 0.
q) cos z dx dy dz onde B € o conjunto 0 = x = %.I}ﬁ} % x—y=szg=xty
B &

o

[ ]

r) U—A}d'nhd’«'ondeBeoconJunto-1£A+1QS

1 .
B X X

sy=sZ.,y>zxe

o

[ ]

o
ﬂ\,‘l x+ }-‘

D=7;=

. Calcule o volume do conjunto dado. (Sugerimos ao leitor desenhar o conjunto.)

a) 0<x<1,0<y<1e0<z<5—x"—3y".
b) 0<x<1,0<y<x’e0<z<x+)".

c) X’ +y’<z<4.

d) X +47<z<1.

e) X’ +y’'<dex’+)y +2°<09.



N X+4*+97<1.
2 3 )
x= ¥ i
g =+t =+—=1@>0,b>0ec>D)
a- b~ ot
h) x> +y*<z<d4x+2.
) X +y' <lex*+z<1.
7 X +_1-3 <z=< -x;'l4 e
. 2 2 2 2 2 2 2
) x—a)y+y <a,x+y +z<4a,z>0(a>0).
myx’+y' <dex'+z<da (a>0).

) ) B D . a
nx +ty +ti=aez= = (a = ().

“

0) ¥<z<1l-yey>0.

p) X’ +2°<z<2a*—x* (a>0).

q) x2+y2+(z—1)zflez§x2+y2.
r) 4x2+9y2+22§4e4x2+9y2§1.

3. Calcule amassadocubo 0 <x<1,0<y<1e0=<z<1, cya densidade no
ponto (x, y, z) € a soma das coordenadas.

4. Calcule amassa dosolidox+y+z<1,x>0,y>0ez>0, sendo a densidade
dada por (x, y, z) =x + y.

5. Calcule a massa do cilindro x* +)* <4 ¢ 0 <z < 2, sabendo que a densidade no
ponto (x, ¥, z) € o dobro da distancia do ponto ao plano z = 0.

6. Calcule a massa do cone ., /y2 + y2 == |, sendo a densidade no ponto (x, y, z)

proporcional ao quadrado da distancia do ponto ao eixo z.

7. Sejam B C R’ e f(x, y, z) uma fungdo continua em B. Seja (x,, ¥, Z,) Um ponto
interior de B. Para cada natural n, seja B, uma bola de centro (x,, y,, z,) € raio
r,, com B, C B. Suponha que r, tende a zero quando » tende a + o. Seja V, o
volume de B,. Prove que

1 o ,
lim —J fx, y. 2) dxdy dz = f(xg, yg 2p)
v JJH” 0 Yor %o

n—s+ o

(Sugestao: Utilize o teorema do valor médio para integrais.)

8. Seja B C R’ e sejamf'e g duas funcdes continuas em B. Suponha que, para toda



bola B, C B,
J.J.J.B f,y, 0dxdydz = J’”& g (x,y.2) dxdydz.

Prove que f'(x, y, z) = g (x, ¥, z) em todo ponto (x, y, z) interior a B.

9. Seja B C R’ uma bola fechada e seja f# B — R uma fungfo continua, com f (x,
¥, z) 0 em B. Prove que ” Bf(x, v, z)dV>0.

10. Seja B C R® um conjunto limitado, com fronteira de contetido nulo, e seja f: B
— R uma fungdo continua tal que 1 (x, y, z) > 0 em B. Suponha que ” E f(x

z) dV'=10. Prove que f (x, y, z) = 0 em todpo pomto interior de B.

11. Calcule ”J:g X" dx dy dz, onde B é o conjunto de todos (x, y, z) tais que 0 < x <

1,0<y<1ez=2.Compare como Exercicio 10 e explique.

5.5. MUDANCA DE VARIAVEIS NA INTEGRAL TRIPLA.
COORDENADAS ESFERICAS

O teorema de mudanga de varidveis na integral dupla estende-se sem nenhuma
modificagdo para integrais triplas.

Teorema (de mudancga de varidveis na integral tripla). Seja p: Q C R’ —
R’, Q aberto, de classe C', sendo ¢ dada por (x, y, z) = ¢ (u, v, w), comx = x (u, v,
w),y=yu, v, w) ez=z(u, v, w). Seja B, contido em Q, B,,,, compacto e com
fronteira de contetido nulo e seja B a imagem de B,,,, pela ¢. Suponhamos que ¢ (g

uvw:*

ww) = g € que ¢ seja inversivel no interior de B
dix. v, £}

Suponhamos, ainda, que

o ) #0 para todo (4, v, w) € gww. Nestas condi¢des, se f (x, y, z) for
d(u, v, w

integravel em B, entdo




dx, vy, )

J-J- Bf(_x'._ v, ) dxdydz = JJ B,M.f@ (1, v. w)) ‘m du dv dw.

sen(x+y—2)

dx dvy dz, onde B é o paralelepipedo
E+2yt+z ’ P PP

EXEMPLO 1. Calcule HJB

. L ™
f’:x+2y~.—z£2.ﬂs‘:xr—}-‘—z£Ieﬂ&é;&él.

Solucdo

Facamos a mudanga de varidveis: u=x+y—z, v=x+2y +z e w=_z. Temos:

u=xt+y—z "_x'=2u—v+3w
" i A = 1 y=—u+v—2w (Verifique.)
W=z l:: =w
Segue que
x ox
du v ow
—3(1,_},4} = iﬂ i = 1. (Verifique.)
J (i, v,w) du v dw
oz dz oz
du v ow
Assim,
dx dv dz = du dv dw
B,.., € evidentemente o paralelepipedo

I

Da;us;%._lf;vs;. e 0= w= 1. (Porqué?)

)

I
=
il

= : & w
Temos. entdo: (F( éoretingulo 0 =u = 1 1



- o o [y ] — r'rr 5 ([ .] .
sen (s )z dx dy dz =JJJ SR dudvdw= JJ J SN dw |du dv
¥ x4 2yile ' i Mt %
e . . | 2
=JJ 56'1“{}“(1{1'=J_f‘{11J4SEHI“{f“={1_-\- ]Inﬁ.
K v 1v Jo 2
ou seja,
i + f—. ":E
JJJ sen (x 3 ]{ir AN {;i‘;{=[]——‘\L In 2. u
B x+2y¥z ' ‘ 2

EXEMPLO 2. Calcule o volume do paralelepipedo B dado no Exemplo 1.
Solucdo

volume de B = j j jﬂ dx dy dz.

Utilizando a mudanga de varidveis do Exemplo 1, vem:

A
JI dx dy dz = JIJ du dv dw = J 4 du J dv J dw="
B B 0 | 0 4

W

Portanto, o volume de B ¢ % (unidades de volume).

EXEMPLO 3. (Coordenadas esféricas.) Cada ponto P = (x, y, z) fica determinado
pelas suas coordenadas esféricas (6, p, ), onde 6 € o angulo entre o vetor g_pl’ = (x,
¥, 0) € 0 semieixo positivo Ox, p o comprimento do vetor "5p € ¢ o angulo entre o
vetor "5p € 0 semieixo positivo Oz.



As coordenadas cartesianas (x, y, z) do ponto P e suas coordenadas esféricas
relacionamse do seguinte modo:

‘.x‘=psen:pcosﬁ'
Q) 1y = psen ¢ sen
‘Z=p¢205¢3.

A seguir, vamos calcular o determinante jacobiano da transformagao @.

o —p sen ¢ sen sen ¢ cos f p cos ¢ cos f
d(x, v, :.} : i
2o F = | gsen g cosé sen ¢ sen # pcosgsenfl| =
d(o, p, ) 0 COS @ —p sen ¢
5 —sen @ sen ¢ cos ¢ cos ¢ cos f 5
=p-sen | cosf sen ¢ sen ¢ cos ¢ sen #| = p~ sen g.
0 COS —sen @
Assim,
d(x, v, z7) 2
—————— =p sen¢
(6. p. ¢)




Como este resultado ird ocorrer varias vezes, sugerimos ao leitor decord-lo.

Seja §= {(H, p. @) ER?
fronteira de conteudo nulo, contido em S. Observamos que a transformagao dada por @

IE2.9 4 o, sefa
a0, p, @)

B a imagem de B¢y pela transformacdo @. Entdo, g ¢ a imagem de pgey pela

ﬂﬁﬂﬁﬂ,p%{}cﬂﬁgﬁﬁ%}\: um compacto, com

¢ inversivel no interior de S e que, para todo (6, p, ¢) em Bgpe,

transformagao @ (verifique). Entdo, se f for continua em B

.U Bf (x,y,2) dx dy dz =

@ J” f(psen @ cos 0, psen ¢ sen B, p cos @) p° sen ¢ df dp de ®
Byp

EXEMPLO 4. Seja B, um paralelepipedo de faces paralelas aos planos coordenados
e de arestas A8, Ap e Agp, contido no conjunto S acima. Seja B a imagem de Be, pela
trans-formagao x = p sen ¢ cos 6, y =p sen @ sen 6 ¢ z = p cos ¢. Mostre que existe (9,
p1, ®;) em Bapy tal que

volume de B = p% sen ¢ Af Ap Aep.

Solucdo

X = p sen @ o058
¥ = o SeT g sen @ "%
I =pohsy




volume de B = j j JB dx dy dz.

Passando para coordenadas esféricas, obtemos:
j j dx dy dz = j” 02 sen ¢ dB dp de.
B Bpﬂl:“

Pelo teorema do valor médio para integrais, existe (6, p,, ¢,) em Bep, tal que

J:UB pz sen ¢ dfl dp de = p% sen ¢; A6 Ap Ag.
pig

(Observe que AG Ap Agp ¢é o volume de Bgyy.) Portanto, existe (6,, p,, @,;) em By, tal
que

volume de B = p% sen ¢ Afl Ap Ag.



"r--- e

Para Af, Ap e Ag suficientemente pequenos, med J'FE" =pAge
med M = P sen @ AR,

O volume de B é aproximadamente o volume do paralelepipedo
retingulo de arestas p Ag, p sen ¢ Af e Ap, onde @, p e @ sio as
coordenadas esféricas de M.

AB

s §

Antes de passarmos ao proximo exemplo, observamos que a formula

@ que

precede o Exemplo 4 continua valida mesmo quando By, estiver contido no conjunto

de todos (0, p, @) taisque 0 <0 <2m, p >0¢e 0 < ¢ <m. (Verifique.)

EXEMPLO 5. Calcule a massa da esfera x* +)* + z° < 1, supondo que a densidade no

ponto (x, y, z) € igual a distancia deste ponto a origem.
Solucdo

A massa M da esfera é

M= Hjﬂ.ﬁ\:’x? +y2 + 22 dx dy dz




onde B é a esfera x° + y* + 2> < 1. Passando para coordenadas esféricas, obtemos

=l P P segtvdpis
Eﬂp;.

onde Bspy € 0 paralelepipedo 0<0<2m,0<p <1, 0=<¢<m Segue que

2ar I T
M = J de J p-" dp J. sen ¢ de = 7 (unidades de massa).
0 0 0

EXEMPLO 6. Calcule o volume do conjunto de todos (x, y, z) tais que

l1<x+y+z<3,x+y<z<x+y+2,x=0ey=>0.

Solucdo
Facamos a mudancga de variaveis

Ju’ =TI — X — }J

® =x+y+z

que ¢ equivalente a

X=w
1-‘=l(—u+v— 2w)
g 2

|
z=—{u+v).

2( )

A @ transforma os planos

xtytz=lex+ty+z=3

nos planos

v=1lev=3;

transforma os planos



nos planos

z=xtyez=x+y+2

u=0eu=2;

transforma o plano x = 0 no plano w = 0; finalmente, transforma o plano y = 0 no plano

ou seja

U=z—2Xx
vy=x1z
w=2x

2w=v—u.

A condi¢do x > 0 acarreta w > 0; a condig¢ao y > 0 acarreta

Temos

—2w—u+v>0.

A
W= L (¥ — u)

y / 2

a @ transforma o conjunto B no conjunto B,,,,.



0 0 1
(x,y,2) _ e o g e A
d(u, v, w) 2 2 2
1 1
— — 0
z2 2
Assim
1
jj dedydz = — L” du dv dw.
B 2 B
Portanto,

1 6.5 (v—u)
volume B = — “- jZ dw | dudv
2 JJkjJo

onde K € o compacto

Temos

jjx jﬂ%{r —u) dH} dudv = f U; % (v —u) a’u} dv + E U{j %(v —u) a’u} dv.

Logo,



5
volume de B = 2—4 (Confira.)

EXEMPLO 7. Calcule

onde B ¢ o conjunto de todos (x, y, z) tais que

Solucdo
Vamos passar para coordenadas esféricas
X =psen¢ cos f

v = psen ¢ sen f
7= pcosg

i

Temos

dx dy dz =p* sen o do dp do.

Vejamos como fica a equacao do paraboloide em coordenadas esféricas:

p cosp=p°sen’ g cos’ O+ p°sen” g sen”

ou seja

COS @

2
sen< ¢



O conjunto B ¢ obtido pela rotagao da regido hachurada, em torno do eixo z. (Observe
que 7 = '*J'I x2 + y2 ¢ uma superficie cOnica obtida pela rotagdo da reta

|

=X

-

em torno do eixo z.)

Para cada 0, ®) fixo, com
O0=60=27e M @ = E,pdever;ivariardeﬂa %.
4 2 sen-

Temos

J-jj -\h.".xz + }.2 +z2 dx dy dz = J-j P3 sen ¢ de dp df
B Bﬂ.;gp

onde Bgyy € 0 conjunto de todos (6, ¢, p) tais que

m m COSs
Os0=s2m, —=s¢p= — Uipf’é—w

= .

Entao



COs @

“I P3 sen ¢ de dp df = JI ) J"““‘J i p3 sen @ dp | df do
Byop K |Jo

onde K ¢ o retangulo 0 < 6 < 27, g S¢@s %
Segue que

. s 4

J:” VX2 +y2 + 22 dxdydz = - Jg ikl do.
B ’ k 2 kol
4

sen’ @

T
Fazendo ¢ = 5 — u, obtemos

—~  COS — sen” u S ol ?
2 —T('D do= |4 — du = 4 sec> u(sec” u — 1)% du.
sen’ @ 0 cos’u 0

I

Para calcular a tltima integral, utilize a formula de recorréncia

n—z H_2
SeC xtax +
n—1 n—1

— 9
J sec x dx = J sec ~ < x dx.

(Veja Exercicio 2a da pag. 360 do Wol. 1, 5.% edigdo.)

EXEMPLO 8. Calcule a massa do s6lido

@ =21, 2+ +7<2

sendo a densidade no ponto (x, y, z) igual a distancia do ponto a origem.
Solucdo

massa = J:” J22 + ¥y + 22 dedydt
B

onde B ¢ o conjunto @.



Solucdo
A equacdo do plano z = 1 em coordenadas esféricas ¢
pcosp=1

ou seja

1
COS @

A equacdo da superficie esférica x* + )” + z° = 2z em coordenadas esféricas ¢
p*=2p cos g,
ou seja,
p =2 cos .
(Observe que
Xty tr=uzexty +(z-1) =1

que ¢ uma superficie esférica de centro (0, 0, 1) e raio 1.)



Para cada 0, ®) fixo,
1

COs ¢

T G .
O0=0=27mel=¢p= - p devera variar de até 2 cos .

Temos, entao

2 cos g
massa = jL{ j | p3 sen ¢ dp | df de

COS @

onde Kéoretingulo 0= =2m 0= ¢ = %

massa = l “- 16 cos* ¢ — 1 sen ¢ do d
4 JJK cos? @

ou seja

1
3 sen ¢ de.
cos™ @

W

.
massa=—f4 16 cos* ¢ —

270

Fazendo u = cos ¢ e, portanto, du = —sen ¢ dp resulta

com



O célculo da integral fica para o leitor.

EXEMPLO 9. Calcule

_U:mﬁm
B

onde B ¢ o conjunto de todos (x, y, z) tais que

-1 G IF
4 9

+;’,zf-£2:_

Solucdo

. Sl S 1) r— T2
=0 1) _:Lc_;z:ﬁ{.x N e )

2
i T 1z —H =L
4 0 4 0 )

1.° Processo

Vamos, inicialmente, deslocar o centro do elipsoide para a origem. Para isto basta
fazer a mudanca de variaveis

"'u=1—1

v=y—1

1_w=:—1
ou seja

Jx=u+1

¥y =v+1

z=w+l1

Como



d(x,y,2)

d(u, v, w)

= 1 (verifique)

resulta

m zdxdy dz = f” (W + 1) du dv dw
B BI!'I-'I-'I'

onde B,,,, € 0 conjunto

Q) — ¥ —— Fw =1

Vamos, agora, transformar o conjunto @ em uma esfera. Para isto basta fazer a

mudanca de variaveis

.X =
2
<& Y o l
3
L=w
ou seja
J'u =2X
s =3FK
Como
L) 6 (verifique)
X, Y, Z)
resulta

j”ﬂ zdxdydz =6 UJB Z+ 1)dX dY dZ
|



onde B, ¢ a esfera
X+V+7 <.

Passando para coordenadas esféricas resulta

J-J- zdxcivdz=6jjj (pcosqp+1}p25enqadpdqadﬁ
B Byp

onde By € o paralelepipedo
0<0<2n,0<¢p<m0<p<I.

Temos

) |
J-“- zdxdydz = 12w J-D “-D {p3 CDS;D+p2]SE!nqodp:| do
B

T
=1‘TJ.D [3 cos ¢sen @ + 4 sen @] de

e, portanto,

m

L” zdxdydz = [i sen? (,0—4{305(‘:3] = 8.
B 2 0

2.° Processo

Vamos fazer a mudanca de variaveis
%1
2
@ s 1

3

z—1=pcos ¢.

= psen ¢ cos f

= p sen ¢ sen f

Temos

a(x,y, z)

v i
= 6p~ sen ¢. (Verifique.)
d(@. p. ¢)



Bopy € 0 paralelepipedo
0<60<2m,0<p=<1,0<¢p<m

Observe que para cada p fixo no intervalo [0, 1], @ transforma o retangulo
{(0,p,0)|0<0<2n,0<¢p<m}

no elipsoide

G- 17 . fy—F

i ,,_UE_ 2
4 9 : 2

Segue que

JJJB zdxdydz =6 JJJB (1 + pcos g) pj sen ¢ dp de do. E
Hpp

EXEMPLO 10. Considere a integral

JIJ Bf (x,y,z)dxdydz

sendo B o conjunto
F<X+y+27<R,d7—-x—-y">0,z>0

onde 0 <7 <R e a > 0 sdo reais dados; f : B — R ¢ suposta continua. Passe para
coordenadas esféricas.

Solucdo

1 ) 7z . A s ~ :
z= —/x° + y- € uma superficie conica gerada pela rota¢do, em torno do e€ixo z,
a



[ e L

el

Para cada (6, ¢) fixo,com0<0<2ne0<¢p <¢,(p,=arc tga), p deverd variar de r
até R. Temos, entao

J-J-J-Bf(x. v, 2) dx dy dz = J’J’K “,,R P . dp} 40 do

onde K¢ oretangulo 0 <0 <2n,0<¢p <g,e

g0, 0,p)=f(x Y 2)

comx=psenpcos f,y=psengpsenfdez=pcos .

Exercicios 5.5

1. Calcule



“nn ) . ,} 5
a) x dx dy dz onde B é o conjunto x = 0, x2 +y +7 =4
P
[ . : T AL
bh) zdxdydzonde Béoconjunto l =x" +y + 77 =4,7=0.
S B
it 2 e
5 : X ¥ y
C) x dx dy dz onde B € o conjunto T + ? tr=lLx=0
Jodd B
d) .\‘."_r +y 7{1 + 2y — z dxdydzonde Béaregifo l s x+y=<20=x+2y—z=1
JI g
el=z=1.
" L 2 2 2
e) zdx dy dz onde B € o conjunto z = - 24+y Y+ =1
JIp
T 2 =y s g i Ty v Boigl i
i A X° + ¥° + z° dxdydzonde B ¢ aintersegio da semiesferax™ + y~ + 77 =4,7=0,
oo ow

e g
com o cilindro x™ + y"= 1.

"

4

o | o |

. . X y<
Calcule o volume do elipsoide . e
a b= e

= 1.

. Calcule a massa do sOlido >+ 2+ 2 =ler= .E.-'xl + y2 . supondo que a

densidade no ponto (x, y, z) € proporcional a distdncia deste ponto ao plano xy.

Calcule o volume do conjunto z = /x2 + y2 ex® +y% + 2% < 2az (a > 0).

. Calcule o volume do conjunto - = \,-'_1-2 +y2 o S _1-3 + 722 = 2ax (a > 0).

5.6.

COORDENADAS CILINDRICAS

Cada ponto P = (x, y, z) fica determinado pelas suas coordenadas cilindricas (p, 0,
z), onde p € o comprimento do vetor ) pl’ = (x, ¥, 0) e 0 o angulo entre este vetor € o

semi-eixo positivo Ox. As coordenadas cartesianas (x, y, z) do ponto P e suas
coordenadas cilindricas relacionam-se do seguinte modo

@

J'_x' = p cos 0

iy =psenf

i e g
‘-’.._(.



Observe que @ transforma o paralelepipedo 0 < p <r,0<0<2ne 0<z<hno
cilindrox’+y*<r e 0<z<h.

O determinante jacobiano de @ ¢ dado por

Vv v cos} —psenf 0
M = |senfl pcosf O
di(p. 0, 7) 0 0 1
e, portanto,
(X, y.2) _
d(p. 0. 1)

Em coordenadas cilindricas temos entao

JJ flx,y,2)dxdydz = JI B f(pcosB,psen . z) pdpdfdz
B fo

EXEMPLO 1. Calcule ”JB --\.-"_1'3 + v2 + z2 dx dy dz onde B ¢ o cilindro

¥+1y°<1,0<z<1.
Solucdo

Vamos calcular a integral utilizando coordenadas cilindricas.

J-x = pcos 0
y=psenf comi(p,0.7) € B,

=7
L L

onde Bye- € o paralelepipedo
0<p=<1,0<0<2ne0=<z<I.

Temos



m' Jx2 + 32 + 22 dedydz = ”j p \p? + 22 dpdodz.
B Bp”f.
Por outro lado,

0

i 2 | | |
pp*+22 dpdldz = j do J'D “ﬂ pp*+ 72 dp} dz.
\ A

29
de =2

e, portanto,

i 3

A=lj (1+32.)§dz— i
3 Jo : 12

3
Vamos, agora, calcular jl ['] + 72 ']5 d-. Fazendo a mudan¢a de variavel z = tg 0,

1]
obtemos
w o o 3
j[. (1+22)2 dz= Jﬂdf (1+ tg? 8)2 sec” 0 d

ou seja,

1 3 wad

j (] +72)2 dz= | 4 sec® 0 df.

0 : 0

Utilizando a féormula de recorréncia
n—2

sec” 2 Otg O+
R n—1

jsec”ﬁd9= Jsec”_zﬁdﬁ



resulta

T m

3
J 4 sec? 0 do= [l sec’ ftgh + i sec B tgf + — In (sec 6 + tgﬂ]}:" s
0 4 8 8 )

ou seja,

J% Agdp=2.p B2 43, (v2 +1)

" sSeC — > 3 ni-
Segue que

”L; Vx2 + 2 + 2% dxdy dz= = (1V2 =243 (2 + 1) =

EXEMPLO 2. Utilizando coordenadas cilindricas, calcule o volume do solido B dado
porx’+)°—2x<0,0<z<x+) x>0ey>0.

Solucdo
X+ —-2x<0e(x—-1) +)y"<I.

Fagamos entdo

x—1=pcosé

1}-‘ = p sen f

|
|

com(p, 6, z) € Byo-, onde Bpo- € dadopor 0 <p<1,0<0<7m,0<z<1+pcosf+p
sen 6. Temos



” h dxdydz = J.”B#fdp db dz

Por outro lado,

. i e ool [ l+pc0ﬁ9+p5cn9d o
il paeaac=[7 L[] pic|ap o
e l+pcosfl+psend
= [pﬂ] dp do

Jo . 0

= U (p+ p? CDSﬁ+p“SEH9]dp:| do

1
= [ —Cosﬁ—i-;senﬁ}dﬁ
Portanto,

J-“- pdp dt dz = K - z (unidade de volume)
B, 23

que ¢ o volume do so6lido dado.

Observacao. Se tivéssemos tomado o polo na origem teriamos

Com (p, 0, z) € Byo: onde Bpo: ¢ dado por



T
p=2cosf0=0= Eeﬂiz%pcnsﬁ—l—psen&

Desta forma, o volume sera

T
T 2cosf[ ppcos+psend 2cos
2 dzdd='2j 2 cos @+ p? sen #| dp d6
.L} Jn l:.[u . }p =h b [’O e ] .

w

= Jf [% (2 cos 0)” cos 6 + % (2 cos 0)° sen 9} df

m
_8 J 2 (cos* 6 + cos? 6 sen 6) df
3 Jo
p W o & (Confira!) =
= 3

EXEMPLO 3. Calcule j”ﬂ ﬁ\."'xz + v2 — z dx dy dz onde B ¢é dado por

0<y<x,0<x<1,0<z<x*+)%
Solucdo

1.° Processo

.' x2+y?
j“-B Jx2 +y2 — z dxdydz =JL{ Uﬂ' LR S dz} dx dy

onde K¢éoconunto 0 <y<x,0<x<1.

ey 2

Assim,



3

jjj '-,II,':-IQ + },2 - z o d_‘r‘ dz =JJ E {_1-2 4+ .-"’12 ]? dx dv
B E 3

Mudando para coordenadas polares

v A
yY=x
[.x‘=pc058 l
i
fo
1 x
x=1<=>peosti=1
resulta
3 T 1
2 AV ) y — I cos f 3
j (x= +y°)2 dxdy j[. jﬂ p” pdp |db
oo 1(v2 [ 32 3
=—J4 secd 0df=—| =+ +;]1[~\2 -I—])
540 51 2

que jé foi calculado no Exemplo 1. Portanto,

.- 2 . 342 .3 =
“-j .R,-_rz + }.2 — z dxdydz = 3 ﬁ £ 2 + — In («;'2 + l] i
B i34 2 8 3 :

2.° Processo (Utilizando coordenadas cilindricas)

j” Jx2 + 32 — 7 dvdydz = j” Jp? — 2 pdp db dz
B ‘Ep!'l':

: 0=60=

onde Bys- ¢ dado por 0 = p < : o
cos f 4




1,

Pz

A [ I
\Np° —zZ pdp d@dz = H U wﬁ.-'pz —Z p d:} dp do
K,y |70

onde Ky¢ € o conjunto () < p < =g X,
cos 0 4
p’ [ d |_ 2 = i—|P_ 2 4
yPT T L AT =T — Pt 4 - = —
Jﬂ pAP [ 3‘”(‘“ )J =
0
Assim
] dp do dz = | 4 FECH 2 p* dp | do
Boo e o ) 0 0 3 gl
= 9
=J4 — sec” 0 df
0 15
Portanto
m VXS Yyt —z ddydz = 3{ Y pdieny S, (V2 +1) | m
B - 151 2 8 8

S.7. CENTRO DE MASSA E MOMENTO DE INERCIA

Imaginemos uma particula P, de massa m, girando com velocidade angular w, em
torno de um eixo fixo. Suponhamos que a distancia de P ao eixo seja r. A velocidade v
da particula serd, entdo, v = wr e sua energia cinética sera

= & £ .1
£ =_(mr<)w- =— Iw-

mv

b | —
b | =

1
2

onde I = mr* é, por definicdo, o momento de inércia de P em relagdo ao eixo.
Consideremos, agora, um eixo fixo ¢ um sistema de n particulas de massas m, (i =

1,2, ..., n); seja r; a distdncia da i-ésima particula ao eixo. Definimos o momento de
inércia do sistema, em relacao ao eixo, por:



n o
= F e
i

Observe que se as particulas do sistema acima giram, em torno do eixo fixo, com
uma mesma velocidade angular w, entdo a energia cinética do sistema sera

a4

=,

| L
— mi-vf = ¥ — Un,—r[-z} wl =
12 i=12

Il [+1=
b | —

I

Consideremos, finalmente, um corpo B com densidade volumétrica J (x, y, z).
Definimos o momento de inércia de B emrelagdo a um eixo fixo por

< ng‘"j dm (dm=é8(x,y, z) dx dy dz)

onde » =r (x, y, z) € a distancia do ponto (x, y, z) ao eixo.

EXEMPLO 1. Calcule o momento de inércia de uma esfera homogénea, de raio R, em
relacdo a um eixo passando pelo seu centro.

Solucdo

Consideremos a esfera com centro na origem e vamos calcular o momento de
inércia em relacdo ao eixo z. A distancia » do ponto (x, y, z) ao eixo € 13 + v2 .
Como estamos supondo a esfera homogénea, sua densidade ¢ constante, que suporemos
igual a k. Temos

I = JIJ r2 dm = JI (x2 + _1-‘2} k dx dy dz
B B

onde B ¢ a esfera x* +)” + z° < R*. Passando para coordenadas esféricas obtemos:

I =k JJJB I[;:r2 sen? o) pz sen ¢ df dp dy
Phlg

onde By € 0 paralelepipedo 0 <0 <2n, 0<p<Re 0 <¢p <m (Observe: x =p sen ¢
cosfey=psengpsend=x"+)" =p°sen’ ¢.) Segue que



27." R ™ ™
=k J de J p4 dpj sen” odo = 3 kaR> J sen’ @ deo.
0 0 0 5

)]
Como
sten3 d =JW5311 d —Jﬂ_rc-:ms.2 sen ¢d =[—ms ]TT— —lcc-53 —|ﬁ=i
; s ) N sen gdg @E'Ll’i @Jnl’i
resulta
2 4 5
I=—R3[—wR3k]=TMR‘
5 3 |
onde M = %wﬂi"kéamassa da esfera.
m

Consideremos um corpo B, com fungcdo densidade ¢ (x, y, z). O ponto (x, y,. z.)

~;.=m L:m“:m
-( JIJyam =[] jam ) J]], am

denomina-se centro de massa de B.

onde

EXEMPLO 2. Calcule o centro de massa do corpo homogéneo x* +)* <z < 1.
Solucdo

Precisamos calcular apenas z,, pois, tendo em vista a simetria do corpo, em relagao
ao eixo Oz, x.=y.= 0. Temos

Uj 7k dx dy dz Uj 7 dx dy dz
g o B v B ’

L T &
j j R “ dx dy dz
B i B ;

onde B é o conjunto x° + 3> <z < 1 e k (k constante) a densidade. Seja 4 o circulo x* +




V<1

Temos

Il dxdydz = M . dz |dxdy = ([ (1—x2 — y2) dxdy.
11K Uildeay I

Passando para polares obtemos:

Hj dxmd"—erﬁj (1—p3}pdp=§.

Por outro lado,

[ ociv =i o= [ -2

L i o i asbpd
3 A J (I—p*)pdp
ou seja,
Uj zdx dy dz =L
B ; 3
Assim,
m
z

( 2
Portanto, o centro de massa é LU. 0, 5]

Exercicios 5.7

1. Calcule o momento de inércia do corpo homogéneo x +y+z<4,x>0,y>0¢
z>0, emrelacdo ao eixo z.



10.

11.

Calcule o momento de inércia do cubo homogéneo de aresta L, em relagdo a um
eixo que contém uma das arestas.

Considere o cubo 0 <x<1,0<y<1e0=<z<1 e suponha que a densidade no
ponto (x, y, z) seja x.

a) Calcule o momento de inércia emrelagao ao eixo Oz.
b) Calcule o centro de massa.

Considere o cilindro homogéneo (x —a)’ +1° <a’e 0 <z < h.

a) Calcule o momento de inércia emrelagdoaretax=aey=0.
b) Calcule o momento de inércia emrelagao ao eixo Oz.

(Teorema de Steiner ou dos eixos paralelos.) Seja I, o momento de inércia em
relacdo a um eixo que passa pelo centro de massa de um corpo ¢ / 0 momento
de inércia em relagdo a um eixo paralelo, a uma distancia 4. Verifique que [ =
I, + Mh, onde M é a massa do corpo.

Aplique o teorema de Steiner ao item b do Exercicio 4.

Calcule o centro de massa da semiesfera homogénea x* +)° +z> <R’ ez >0 (R
> 0).

Calcule o momento de inércia de uma esfera homogénea de raio R, emrelacao a
um eixo cuja distincia ao centro seja /.

Considere um cone circular reto homogéneo de altura % e raio da base R.

a) Calcule o centro de massa.
b) Calcule o momento de inércia emrelagao ao seu eixo.

Calcule o0 momento de inércia de um s6lido homogéneo com a forma de um
cone circular reto de altura 4 e raio da base R, em relacdo a um eixo passando
pelo vértice e perpendicular ao eixo do cone.

Determine o centro de massa de uma semiesfera, cuja densidade no ponto P ¢
proporcional a distdncia de P ao centro.



12. Calcule o momento de inércia de um cone circular reto de altura 4, raio da base
R, homogéneo, emrelagdao a um diametro de sua base.
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INTEGRAIS DE LINHA

6.1. INTEGRAL DE UM CAMPO VETORIAL SOBRE UMA
CURVA

Suponhamos que ? : Q C R’ — R’ seja um campo de forcas definido no aberto Q
¢ que uma particula descreva um movimento em Q com fun¢ao de posi¢ao vy : [a, b] —
Q (v (¢) é a posicao da particula no instante 7). Se ? for constante e a imagem de y um
segmento, o trabalho t realizado por ? de y (a) até y (b) é, por definicdo, o produto
escalar de ? pelo deslocamento y (b) — vy (a):

_>
T= F -[y(b) —y(a)l

—
E

v (@)

r=F - [y(b) — y(a)] =l Flllly(b) — y(a)ll cos @

Suponhamos, agora, que ? € Y sejam quaisquer, com ? continuo e v de classe C'.
Queremos definir o trabalho realizado por ? de vy (a) até y (b). Seja



P:ia=t<t;,<t,<..<ti_,<t..<t,=bumaparticdo de [a, b], com max At
suficientemente pequeno. (Lembramos que max A¢; ¢ o maior dos nimeros At, =ti —ti ,,
i=1,2,...,n)

F (v (1))

PSS 5 (b)

¥ () = v (a)

Tendo em vista as hipoteses anteriores, € razoavel esperar que a soma

. n—
@ Y F (v - ) - [y@) — y(@; - ]
i=1

seja uma boa aproximagado para o trabalho t realizado por ;3 de y (a) até y (b) e que
esta aproximacao seja tanto melhor quanto menor for max A¢,. Por outro lado,

y) — vyt D=9 ;- ) A

e dai

n
_}
T= Y FG-1)- 7 o) A

i=1

Como a fungao ;3 (v (¥)) - v (¢) € integravel em [a, b], pois ¢ continua neste intervalo,
segue que



Bl _ b —>
lim F (y(t:) - ¥ ()AL; = F(yi(t) -y (Hdr.
mﬂmi_m; r@)-y' @A =) F@@)-y

Nada mais natural, entdo, do que definir o trabalho t realizado por ;3 dey (a) até vy
(b) por

—> b —
r=[ Foay=[ Fow) rwa
¥ a
o . “ L : sh—>
onde J F - d vy é uma notagdo para indicar a integral J F (y(1) -y’ (H)dr. (Pode ser
Y a

provado que @ tende a esta integral quando max Az, tende a zero.)

Consideremos, agora, um campo vetorial continuo qualquer ;3 :Q CRy— Ry Q
aberto, e uma curva y : [a, b] — Q, de classe C'. Definimos a integral de linha de ;3
sobre y por

. — b —
J F -dy =J F (y(0) -y’ (t)at.
¥ i

) —
E usual a notag¢do L F - d 7 para a integral de linha de 7 sobre y, onde 7 (¢) =y
(9).

EXEMPLO 1. Calcule
L=

— = — — 2
J F-dr,sendo F (x, W=xi +vi ey()=@1t)t€[—-1,1].
¥
Solucdo

J F -d*r=J F (y(1)) - ¥ (t)dt.
¥ 1

Temos:

—

— — i —
Fy)=F@t t2y=ti +1*



') = (1, 21).
Assim,

=4 — N
Fy) -y ty=(ti +1t2j)-(L2)=1+ 21,
Portanto,

e ! LR
JT F.-dy= J_l(r+2r-'jdr= 0.

(Observe que ¢ + 2¢ ¢ uma fun¢do impar.)
A

Se ;3 for imaginado como um campo de forgas, o trabalho realizado por ;3 de y (—1)
até vy (1) ¢ zero.

e —
EXEMPLO 2. Calcule J F -d r. sendo
¥

v (t) =(cos t,sent), 0 <t <2m,



Solucdo

- = in —sen t - cos f 3 m
J F-dr=J 5 = 5 = ] -(—senr‘.cosﬂdr‘=[ dt.
¥ 0 cos* t + sen“t cos- t + sen~t 0

Portanto,

- =
j F.-dr =2n n
i g

EXEMPLO 3. (Relagdo entre trabalho e energia cinética.) Suponha ? ' QCR —
R* um campo de forgas continuo. Sob a a¢do da for¢a resultante ;3 uma particula de
massa m desloca-se de 4 até B, sendo sua trajetoria descrita pela curva y : [a, b] — Q,
de classe C', comy (a) =4 ey (b) = B. (y (¢) é a posi¢do da particula no instante ¢.)
Sejam v, e v, as velocidades escalares nos instantes a e b, respectivamente. Prove que

[?47- L g
Y

1 5
? HIPE :fﬁ‘»'ﬂ

isto ¢: o trabalho realizado pela resultante ;3 no deslocamento de 4 at¢ B ¢ igual a
variagdo na energia cinética da particula.

Solucdo

F(v(@))

A forga que age sobre a particula no instante ¢ ¢ ;3 (v (9)); pela lei de Newton



—

= dv
F(y(t)=m —.
(y(t))=m 7

Temos, entao:

— — —

b b
f?-d?=f ?(y{f}]-d—rdr=J L
¥ a dt a dt dt
ou seja,
b d_>
— — —
J F dr=mJ- Vv —vdr
¥ a 1
De
— — —
e gy —+ — dy = gy
T e e e e
dt dt dt dt
resulta
_}
d[l—> —>] = dv
— | —=v-v| =y —.
at \ 2 dt
Segue que

b

b d;} 11— — 11— — — — 1
L v-—dr=5[v(r)-v(r)]a=5[v{b)-v(b)—v(a}w*{a]}:E[v%—v%].

2
(Veja: v} = H?(b)” =V (b)-V(b)evi =7 () v(a))

Portanto,

Exercicios 6.1




& —F

- Calcule J F. d? sendo dados:

¥
Ll

e —

- —
a) F(x,y,2)=xi +yj+tzkey()=(cost,sent,),0=<t=<2xy
— —
b) F(x.p.0)=(x+y+ 2Dk ey =@1,1-12),0=r=<1
- - k
c) Fix,y)=x2jey®)=(%,3),-1=t=<1

- L -
d) Fix,y)=x*i+(x—yjey®)=(tsent),0=<t=mx

= 3 5 2 Y
e) Fx,y,z2)=x“i +y j+zkey(t)=(2cost,3sent, 1), 0<t=<27

. Seja ;3 : R* — R* um campo vetorial continuo tal que, para todo (x, y), ;3 (x,
- —F

) € paralelo ao vetor x 7 +y T Calcule J“r F. d;’, onde vy: [a, b] — R’ ¢ uma

curva de classe C', cuja imagem esta contida na circunferéncia de centro na
origem e raio » > (. Interprete geometricamente.

. Uma particula move-se no plano de modo que no instante ¢ sua posi¢ao ¢ dada
por v (¢) = (¢, ). Calcule o trabalho realizado pelo campo de forcas ;3 (x,y) =
x+y)7+(x—-y) T no deslocamento da particula de y (0) até y (1).

. Uma particula desloca-se em um campo de forcas dado por
Fr.y.o)=—vyi +xj +zk. Calcule o trabalho realizado por 7 no

deslocamento da particula de y (a) até y (b), sendo dados

a) y(t)=(cost,sent, t),a=0eb=2mn
by y)=Q2t+1,t—1,t),a=1eb=2
c) yt)=(cost,0,sent),a=0eb=2mn

—» —»
i gy —¥ — ] ] H + v d
i CﬂlculeJ E-dl onde E(x,y) = - = r,i YJ eyl =0&1—1=r=1(0
¥ il ‘a-"-’fz + 2
— — =
[ desempenha aqui o mesmo papel que o r: [ (1) = y(1).)
=g T ' ; 4
. Seja E ocampo do exercicio anterior e seja yacurvadadaporx=tey=1—f,—-1=r=1.

R T

a) Que valor é razoavel esperar para J E - d I? Por qué?
5 —3 :

b) Caleule | E-d |

-
s



P — —
7. Calcule J E -d | onde E éocampo dado no Exercicio 5 e ya curva dada porx = 2 cos f,

i
a

y=sent,coml=r1=

S1E

6.2. OUTRA NOTACAO PARA A INTEGRAL DE LINHA DE
UM CAMPO VETORIAL SOBRE UMA CURVA

Seja ;3 (x,y) =P(x,y) 7 + Ox, y) }’ um campo vetorial continuo no aberto Q2 de
R* e seja y: [a, b] — Q uma curva de classe C' dada por x =x (¢) e y =y (¢). Temos

— N —
r

gt - dx
J F-d =J Px(®).y(1) i + Q(x(D,y() ] |- |— i +—=j |dt
¥ a : E dat 1

= J [P{IEI}-}‘EFH 5 + Q(x(1).y(1) d—1} dt.
a dt dt

A ultima expressdo acima nos sugere a notagdo J P(x,y)dx + Q(x,y)dy para a
Y

integral de linha de 7 sobre v:

b :
[ Peyar+omndy=| [P(I(TL y@) L + 0 (), y(8) _‘i‘}m
¥ a dt dt

Da mesma forma

ij+Q@+Rm
Y

indicara a integral de linha de
— — — —
Flx.y.D)=Plx.yv.2)i +Mx.%2) ]+ Bx. v.2)k

sobre a curva y dada por

x=x{),y=y(@)ez=z(t),a<t<bh.



EXEMPLO 1. Calcule
J xdx + (x2 + y+ 2)dy + xyzdz, onde y () = (1,21, 1),0 <t =< 1.
Y

Solucdo

Dex=1ty=2tez=1,segue ﬁ=].£=2 e L
' dt dt dt

= (0. Temos:

r B rl th 1y dz
J xdx + (x“ +1=+z}d1'+_n'zdz=J [ri+w2 +: 2 1}i+2f2 }dﬁ
¥ : ' 3 0 dt dt dt
=] ; 3
=J [r+{r2+2r+1j2+ﬂ]dr=—1. b
0 6

EXEMPLO 2. Calcule J —ydx + xdy, onde y : [a, b] — R? & uma curva de classe Cl,
y

cyja imagem ¢ a elipse TJF%: 1. e tal que, quando ¢ varia de a até¢ b, y (?)

descreve a elipse no sentido anti-horario.
Solucdo

(Observacao: Sempre que se especificar apenas a imagem de vy, entender-se-a que
v ¢ a curva mais “natural” que tem tal imagem.)

Uma parametrizacao bem natural e que atende as condi¢des dadas ¢

A

xl F
x : T
7=c05r [x=2cosr
= ou O=t=27w
y
lgzsen; 11-‘=356nr

P




Temos, entao,

27:" o _1_|
J _}’d1'+.rd}’=J |:—3senfd;l+2CGSfd—'1de=J [6 sen?t + 6 cos? a‘]dr‘.
y 0 dt dt 0

ou seja,

Exercicios 6.2

l.

=]

J—_vdx + xdy=12w
Y

Calcule _L x dx + y dy, sendo y dada por x = £ e y=sent,0<¢< %
Calcule j x dx — ydy, onde y é o segmento de extremidades (1, 1) e (2, 3),
percorrido no sentido de (1, 1) para (2, 3).

- Calcule J x dx +ydy + z dz, onde ¢ o segmento de extremidades (0, 0, 0) e
(1, 2, 1), percorrido no sentido de (1, 2, 1) para (0, 0, 0).

Calcule J x dx +dy + 2 dz onde y¢ a intersecao do paraboloide z = X+ y2
com o plano z =2x + 2y — 1; o sentido de percurso deve ser escolhido de modo
que a projecao de y (¢), no plano xy, caminhe no sentido anti-horario.

- Calcule J dx +xy dy + z dz, onde y¢ a intersecao de X er2 +7 = 2, x>0,y >
0 ez>0, como plano y = x, o sentido de percurso ¢ do ponto (0, 0, ./2) para
(1, 1, 0).

Calcule J 2 dx — onde y tem por imagemx2 + y2 =4,x>0ey>0; o sentido de
percurso ¢ de (2, 0) para (0, 2)
Calcule Jﬁ % dx + ——— dy, onde y tem por imagem a elipse 4x% + _1'2 =0%eo0
v 4x° +y° 4x° + y°

sentido de percurso € o anti-hordrio.



8. Sejay(f) = (Rcost, Rsent), 0 =t =27 (R > 0). Mostre que J
nao depende de R.

9. Calcule J dx + ydy + dz onde vy € a interse¢do do plano y = x com a superficie z

=x>+3°,z<2, sendo o sentido de percurso do ponto (—1, — 1, 2) para o ponto
(1,1,2).

10. Calcule J dx + dy + dz onde y ¢ a interse¢do entre as superficies y = Xez=2

—x —yz,‘x >0,y>0ez<0,sendo o sentido de percurso do ponto (1, 1, 0)
para o ponto (0, 0, 2).

1. Calcule J 2y dx +z dy +x dz onde y € a interse¢ao das superficies X+ 4y2 =1

ex +7° - I,y>0ez>0, sendo o sentido de percurso do ponto (1, 0, 0) para o
ponto (—1, 0, 0).

6.3. MUDANCADE PARAMETRO

Sejam7y, : [a, b] — Rue vy, : [c, d] — Ra duas curvas de classe C'; suponhamos
que exista uma fiungdio g : [¢, d] — R, de classe C', comg’ (1) >0em]c, d[ e Im g =
[a, b], tal que, para todo u em [c, d],

Y, (u) =7, (g(u))

Dizemos, entdo, que v, € obtida de v, por uma mudanga de parametro que conserva a
orientacdo.



v, () =7, (), r =g (u).

72 () =g W) - &' ().

oL

: 3

____r_—-x_{E}“__&_ S

Observe que se v, ¢ obtida de y, por uma mudanca de parametro que conserva a
orientagdo, entdo v, € vy, t€m a mesma imagem e, além disso, de v, (u) =v', (g(v)) g’
(u) segue que v', (1) e y', (¢) = g(u) sdo paralelos e terdo, se ndo forem nulos, 0 mesmo
sentido, pois, g’ (u) >0 em [c, d].

Se a condi¢do “g’ (u) >0 em ]c, d[” for substituida por “g’ (1) <0 em]c, d[”, entdo
diremos que vy, ¢ obtida de vy, por uma mudanca de pardmetro que reverte a
orienta¢do. Observe que, neste caso, as velocidades y', (u) e v, (), t = g (1) sdo
paralelas e com sentido contrario.

Teorema. Seja ;3 um campo vetorial continuo no aberto Q@ C R, e sejam vy, :
[a, b] —» Qe v, : [c, d] — Q duas curvas de classe C'.

a) Se vy, for obtida de y, por uma mudanca de parametro que conserva a orientagao,
entao

— —
JF-d?]=J F - dvyj.
Y Y

I 2
b) Se vy, for obtida de y, por uma mudanga de parametro que reverte a orientacao, entao

— —
JF-d?|=—JF-£f?3.
Y 5



Demonstracdo

a) v, () =v, (g (v)) em [c, d], onde g ¢é de classe C' em [c, d], a imagem de g é
[a, b] e g’ (u) > 0 em ]c, d[. Observe que g ¢ estritamente crescente em [c, d] e,
tendo em vista que Im g = [a, b], resulta g (c¢) = a e g (d) = b. Entdo, fazendo a
mudanga de variavel 1 = g (u), vem:

- —F ah — ad —
J’?’|F.dﬂ = JH F(y()-y(Dde = JE F(y (g(u))) - vi(g(u)) - g'(u) du

o —? 2
=] Fr):viwdu= | F-dy,.
¢ 72

b) Fica a cargo do leitor. m

Exercicios 6.3

1. Seja ;3 um campo vetorial continuo em R>. Justifique as igualdades.

r =2 r = 9 ‘u u?
i) F.dy = J F -dyy,ondey,(ND=0@r)0=tr=ley(u)= {E T],{] =u=2.
bkt | Y2 \ -
S dor ot
b) F . dy, = J F - dy,, onde Y (fy=(cost.sen).0=t=2me
=7 Y2
¥ (1) = (cos 2u, sen 2u), 0 = u = .
- —F -~ —
c) F.dy, =— J F . dy,,onde y) (= (cost,sent),0 =t=2me
| Y2
vz (u) = (cos (27 — u), sen (27 — u)), 0 = u < 27.
— o .
d | F-dy =—J F-dyy ondey (0=@t1), —1=t=1,ey,(u) =(1 —u (1 — u)),
g | Y2
O=su=<2.

2. Seja ;3 um campo vetorial continuo em Q e sejamy,: [a, b] — Qe y,: [c, d] —
Q duas curvas quaisquer de classe C', tais que Im y, = Im y,. A afirmacdo

- —5 - —5 - —3 - —

JT]F-d-ﬂ =J%F-dh ou JTIF-J-H =—JT1F-d-y3

¢ falsa ou verdadeira? Justifique.




6.4. INTEGRAL DE LINHA SOBRE UMA CURVA DE
CLASSE C' POR PARTES

Uma curva y: [a, b] — Ra se diz de classe C' por partes se for continua e se
existiremuma particdo a =¢,<t, <...<t,=becurvas yi: [ti_, t,] > Rn,i=1,2, ...,
n de classe C', tais que, para todo t em Jti_ |, t[, ¥ (£) =y, (¢):

é de classe C! por partes
¥ por p

Seja ;3 um campo vetorial continuo no aberto Q2 de R e seja y: [a, b] — Q uma
curva de classe C' por partes; definimos

— — — —»
[ Foay=|F-an+| Fayy+-+| F-ay,
¥ Y1 i Yn

EXEMPLO 1. Calcule | xdx+xydy,ondey () =(t,|t]),~1<t<1.

Solucdo

J xdx + xydy = J xdx + xydy + J xdx + xydy
¥ 44| Y2

onde



l_x'=r l_x'=r
“}q:-] —l=t=0 e y::

O=i1t=1.
yv=—1 ]_V:r

0 . 1
J- xcir—i—x_*.-‘d_x-‘=J (t+r1°)dt = — —
Vi = 6

1
J xdx—i—.wd_v=J (_r+r3}dr=i.
Y2 0 6

Portanto,
2
J xdx + xydy = —.
¥ o 3

EXEMPLO 2. Calcule J x dx +y dy, onde y ¢ uma curva cuja imagem ¢ a poligonal
de vértices (0, 0), (2, 0) é (2, 1), orientada de (0, 0) para (2, 1).

Solucdo

Uma parametriza¢cdo bem natural para y é:

(2,1)
) = [(r,0)se0=t=2
Y T 2= D2t =]l T

o
(0,0) T (2,0)

Temos:

J- xdx + ydy = J- Xk yd_vé-j xdx + ydy
Y Y1 Y2



onde

3
xdx + ydy =j g et
) 2

L

Portanto,

J xdx + ydy =
Y

2 | tn

Observacao. Em vez de termos trabalhado com a curva

[.x‘ =2

Y2 : 2=t=3

11-‘=r—2

poderiamos ter trabalhado com

V2

pois ¥, pode ser obtida de p, por uma mudanga de parametro que conserva a
orientacao.
u

EXEMPLO 3. Calcule J —ydx +x dy, onde y ¢ uma curva cuyja imagem ¢ o triangulo

de vértices (0, 0), (1, 0) e (1, 1), orientada no sentido anti-horario.

Solucdo



j —ydx-l—_x'd_‘.-':j —y-:ir—i—.x':i‘.-'—l-j
Y Y

Y2
onde
=1
Py OD=st=1,
y=—1=
[Jf:]
Y7 : OD=r=1
e
[.x‘=1—r
Y3 : D=r=1
]_y=1—.f

Temos:

—.yx -+ xdy + j — ydx + xdy

Y3

(1, 1)
RE
'
T2
-
0,00 ™ (1,0)

1
j —}=dx+xqv=ﬂ.f —ydx+xqp=f =i e
Y1 Ya 0

Portanto,

X

Observacao: Se tivéssemos tomado

em lugar de

j— ydx + xdy =1.

J —vdx + xdy =0.



teriamos

— Yt + Xy

J — ydx + xdy = J —ydx+ xdy+ J — vdx + xd_vf’—?[
Y 4| Y2 s

Observe que ¥, ¢ obtida de y; por uma mudanga de parametro que reverte a orientagao.
]

Exercicios 6.4

a f d1|_|
L. Calcule J AVx dx + ———, onde yé a curva

¥ L4y

2. Calcule J 7 d 7 onde 7 (x,y) = (x +y) }’ e y ¢ a curva do Exercicio 1.

3. Calcule J (x—y)dx+ er dy, onde y ¢ a fronteira do tridngulo de vértices (0,

0), (0, 1) e (1, 2), orientada no sentido anti-horario.

4. Calcule J
(—1,3),4;,=(—2,1)e A,=(—1,—1), sendo y orientada de 4, para A,.

dx + dy, onde y € a poligonal de vértices A0 =(0, 0), A1 =(1, 2), A2 =

5. Calcule ;3 y* dx + x dy — dz, onde y ¢ a poligonal de vértices 4, = (0, 0, 0), 4, =
(1,1,1)e 4,=(1, 1, 0), orientada de A, para A4,.

6. Calcule J X dx+ y2 dy + 2 dz onde y € a curva do Exercicio 5.



10.

11.

Verifique que

L Pdx + Qdy = JJH [% - ‘;—P] dxdy

onde B ¢ o triangulo de vértices (0, 0), (1, 0) e (1, 1); y é a fronteira de B
orientada no sentido anti-horario, P (x,y)=x*—ye Q (x,y) =x"+y.

Seja B o triangulo de vértices (0, 0), (1, 0) e (1, 1); y a fronteira de B orientada
no sentido anti-horario. Verifique que
(' [&O _ P

J' Pd1'+QfF}'=JJH &—“ E]m’}'
y L4 ¥

onde P e O sdo supostas de classe C' num aberto Q contendo B.

T rp o
Sugestdo: Calcule JJ &—Q dxdy fixando, inicialmente, y; calcule —JJ — dxdy fixando,
B dx B dy

P dx. ]

inicialmente, x. Compare, em seguida, com as integrais J Qdy E3_'
€V

B
a

Verifique a relagdo do exercicio anterior supondo B o quadrado de vértices
(—1,-1), (1, -1), (1, 1) e (-1, 1); y a fronteira de B orientada no sentido anti-
horario.

Sejam f; g: [a, b] — R duas fungdes de classe C' tais que, para todo x em [a,
b], f(x) <g (x). Seja B o conjunto de todos (x, y) taisque f (x) <y <g(x),a<x
< b. Seja y a fronteira de B orientada no sentido anti-horario. Prove que

J. Pdx =J.J.H — (;—P dxdy

onde P ¢ suposta de classe C' num aberto que contém B.
Sejam B e y como no Exercicio 10. Prove que

dreade B = —J ydx.

-
s



6.5.

INTEGRAL DE LINHA RELATIVA AO COMPRIMENTO
DE ARCO

Seja y: [a, b] — R» uma curva de classe C' e seja f uma fungdio a valores reais,

continua, definida na imagem de y. Definimos a integral de linha de f sobre y, com
relagdo ao comprimento de arco, por

b
j f(XJdS=j f(y() ly'(Hilldt
! ; T ds

Observacao:

suat

»
-
-
[

O comprimento As; do arco de extremidades y(#i_,) e y(t,) ¢é:

i"!- _
As; =j Iy’ ()1l dt =1 y'(5;) 1l At
)

i—1
para algum t; em [ti_,, t;]. Temos:

H

D @) Asi= Y f (y@G)y Gl A,
i=1 i=1



Pode ser provado que

il - b
i 1)) As; = Ny () Il di
im DZ]‘ I (y(t;)) As; I Fly@)lly (1)

max Af; —
ou seja,

(X)ds = lim (y(f:)) As;.
L f ) ; fy

max Ar P =

n = -
Observe que X f(y(t;) lly"(;)Il At; ndo é soma de Riemann da fungdo 1 (y(¢)) || ' (¢)
=1
|, pois, E e f; podem ndo ser iguais. Observe, ainda, que ds = ||y’ (¢) || dt ¢ a diferencial

I
da fungdao comprimento de arco s = J ly (1) 1l du.
i

EXEMPLO 1. Calcule J (x2 + 2y2) ds, onde y € dada por x =cos ¢, y =sen ¢, com 0 <

t<2m.
Solucdo
. ds
[ ) ) [ 3 b : o .
J (X T 2y" )iy — J{;1 (cos“ t+ 2sen- )l (—sen t, cos 1)l dt
.
a2 a2

=J {L?DS:.F-FQSE:HE I) dr=J (1+ sen? 1) dt = 3
0 0

A integral de linha, relativa a comprimento de arco, pode ser aplicada no célculo
da massa de um fio delgado cuja densidade linear (massa por unidade de
comprimento) seja conhecida. Um fio delgado no espaco pode ser olhado como a
imagem de uma curva y : [a, b] — R’; a massa M do fio ¢, entdo,

M=]| 8(xy2)ds
s e -

dm

onde J (x, y, z) € a densidade linear no ponto (x, y, z).



EXEMPLO 2. Calcule amassado fioy (¢)=(t, ¢, 7),0<t<2,sendod (x, y, z) =xyz a
densidade linear.

Solucdo

2 |
M =j xyz ds = jﬂ (L 1, Dl df = 443,
4 4

Portanto, a massa do fio ¢ 4,/3 unidades de massa.
Considere um fio delgado y : [a, b] — R’, com densidade linear 6 (x, y, z). O
momento de inércia do fio emrelacdo a um eixo fixo dado ¢

I=J r2 8 (x. v, 7)ds
A

dm

onde » =r (x, y, z) € a distancia do ponto (x, y, z) ao eixo.
n

EXEMPLO 3. Calcule o momento de inércia de um fio homogéneo com a forma de
uma circunferéncia x° + y° = R* (R > 0), em relagio ao eixo Oz.

Solucdo

by

r=JT

dm = kds

ik = constante ¢ a densidade do fio)




Tomemos y (1) = (R cos ¢, Rsent, 0), 0 < ¢ < 2xn. Temos:

2
I =j (x2 +y2) k ds = L, kR3 dt = 27kR>.
Y
Como 2mkR é a massa M do fio, resulta que 0 momento de inércia é / = MR’
]

EXEMPLO 4. Seja - : Q C R’ — R’ um campo vetorial continuo e seja y : [a, b] —
Q uma curva de classe C' tal que, para todo ¢ em [a, b], || '(¢) || # 0. Suponha, ainda,
que y(t,) # y(t,) sempre que ¢, # t,. Verifique que

L & sk L Fr (X) ds

— — — f};’“} )
onde F' (y (¢)) = F (y(1))- T (1), sendo T (1) = Iy O o versor de y' (1); F (y(¢)) é a
T Y T

componente tangencial de ;3 no ponto y (¢). (Observe que F; € uma funcdo definida na
imagem de y e que, a cada X € Im y, associa o nimero }}(ﬂm , ?(ﬂ. onde X = v (1).)

Solucdo
— b — b — —3
j F . dy = F(y() -y (t)dt = Fly@®) - Tl y'(t) Il dt.
s s C R0
Assim,
— b
j F-dy=| Frym) ||y’m||m=j Fr (X) ds
¥ a —_— ¥
ds
ou seja,
%
j F-dw;=J Fr (X) ds. =
Y Y

Observacao. Se olharmos ;3 : Q C R’ — R’ como um campo de forcas em Q e se
supusermos que y descreve o movimento de uma particula em Q, entdo



L Fr (X)ds

¢ o trabalho realizado por ;3 no deslocamento da particula de y (a) até y (b).

For (v () T (1)

¥ (t + Ab)

#*
f"-‘;-iXJ Ags = trabalho realizado por F entre
05 instantes f e §f + Af, onde X =y (r).

(As € o comprimento do arco de
extremidades v (f) e y (f + AfL).)

Exercicios 6.5

1. Calcule

@) | "+ ds, ondey (1) =(t, 1), ~1<1<1
B) | @xy+y)ds,ondey (y=(t+1,1-1),0<¢<1

¢) | xyzds,ondey (t)=(cost,sent, t),0<t<2n

2. Calcule a massa do fio y(¢) = (¢, 2t, 3t), 0 < ¢t < 1, cuyja densidade linear € o (x,
y,z)=x+ty+z.

3. Calcule a massa do fio y(¢) = (cos ¢, sen ¢, t), 0 < ¢ <, com densidade linear ¢
(x, y,2)=x"+y" +2".

4. Calcule o momento de inércia de um fio homogéneo com a forma de uma
circunferéncia de raio R, em torno de um diametro.

5. Calcule o momento de inércia do fio y (¢) = (¢, 2¢, 3¢), 0 <t < 1, com densidade
linear 0 (x, y, z) =x + y + z, em torno do eixo Oz.

6. Calcule o momento de inércia de um fio retilineo, homogéneo, de comprimento



10.

L, em torno de um eixo perpendicular ao fio e passando por uma das
extremidades do fio.

Calcule o momento de inércia do fio homogéneo y (¢) = (cos ¢, sent, 1), 0 <¢ <
%, em tormo do eixo Ox.

O centro de massa de umfio y : [a, b] — R’ é o ponto (x,, y,, z,) dado por:

J xdm J vdm J vdm
¥ £ 3 Y

Xe =—F——Yc =~ €l =—F——
J dm J dm J dm
¥ ¥ ¥

onde dm =0 (x, y, z) ds € o elemento de massa. Calcule o centro de massa do
fio homogéneo dado.

a) y(t)=(cost,sent t),0<¢t<
by y()=( 1,0)-1<t<1

ra| g

Calcule o centro de massa do fio y (¢) = (¢, ¢, ), 0 <t < 1, com densidade linear
o(x, ¥ z)=xyz.

Seja y, : [a, b] — R uma curva de classe C' e seja f (x, y) um campo escalar
continuo na imagem de y,. Seja y, : [a, b] — R* dada por

® y2 () =y (a+b—1.

Prove que

J f(x,y)ds = J f(x, y) ds.
Y Y2

Interprete o resultado. Dé exemplos de curvas satisfazendo @. Compare com os
resultados obtidos na Secao 6.3.




7

CAMPOS CONSERVATIVOS

7.1. CAMPO CONSERVATIVO: DEFINICAO

Um campo vetorial ? : Q C R» — R» denomina-se conservativo se existe um
campo escalar diferenciavel ¢ : Q — R tal que

_}
Vo= F em ().

Uma fungdo ¢ : Q — R que satisfaz @ denomina-se fun¢do potencial de ?
O proximo teorema fornece-nos uma condigdo necessdria (mas ndo suficiente)
para que um campo vetorial ? : Q CRy— Ru(n=2,3) seja conservativo.

Teorema. Seja ? : Q C Ry — Ru (7 =2, 3) um campo vetorial de classe C'

no aberto Q. Uma condi¢do necessaria para ? ser conservativo ¢ que rot ? = E}

em Q.

Demonstracdo

Suponhamos n =3 e 7 =P7 + Q7 + R 7. Supondo 7 conservativo, existira ¢ :

Q — R tal que

Vo=TFemQ



que ¢ equivalente a

s SR
dXx
7
|k Q em{).
ady
a R
dz

Como 7 ¢ de classe C', resulta que ¢ ¢ de classe C*. Temos:

i rj'zq:' )

ax dyodx ady

o =Y o
de de@ d0
e e
oV Xy X

Pelo fato de ¢ ser de classe C°, segue que

72 72

i o=

= L (teorema de Schwarz)
dydx  dxdy

e, portanto,

De modo analogo, conclui-se que

dP JR . dQ JR
dz dx dz ay

em ().

em Q.

Logo, rot 7 =",

Mais adiante daremos exemplo de um campo vetorial 7z, ndo conservativo, com

rotacional E’, que mostrara que a condi¢do rot ;3 = E’ ¢ necessaria, mas nao

suficiente, para ;3 ser conservativo.



— x = s = ) .

EXEMPLO 1. F (x,y)= —— i +——— j.(xy)#(0.0), & conservativo,
=1y s o

pois, tomando-se ¢ (x, v) = % In (&% + _1-12]. teremos

P 2
Vo= F em( =R*— {0,0}. =

EXEMPLO 2. 7 (x,y) ==y 7 +x | ndo é conservativo, pois rot 7 (x,y) =2 #

Exercicios 7.1

1. O campo vetorial dado ¢ conservativo? Justifique.

a) ? (x, v, z, w)=(x, ¥, z, W)
%

— —
B F lxy=yi +Txj§
— — g S
) Filxyag=kx—¥» i titytz § ¥z &
— g — . — : —
d) F (x32)= 3 3 5y Ay 5 i 4 F—y tJ o K
; (x" +¥y +7°) e B e o (x* +y* +z72°)
— — - =
e) Flxyz)y=—xi -yj +zk

2. Sejaf: R — R uma fun¢do continua e seja ;3 0 campo vetorial central

%
— ;
F{x,y2)=f(r)—,
=
— — — — — — ;
onde r =xi +yj +zk er=Ir |l Proveque F ¢ conservativo.
=2 i
(Sugestdo: Verifiqueque Ve = F onde ¢ (x, y,2) = g[x.".rg + y2 + z2), sendo g (1) uma
primitiva de f(u).)

7.2. FORMA DIFERENCIAL EXATA

Seja ;3 (x5, »)=Px,») 7 +0(x,») T definido no aberto Q. Vimos que



J P(x, y)dx + Q(x, y) dy
Y

¢ uma notacao para indicar a integral de linha de ;3 sobre y. Pois bem, no que segue
referir-nos-emos a expressao

@ P(x,y)dx + Q (x, y) dy

como uma forma diferencial definida no aberto Q.
Dizemos que @ ¢ uma forma diferencial exata se existir uma funcao diferenciavel
¢ Q — R tal que

7 7
N _pe ¥ = em ().
dx ay

Uma tal ¢ denomina-se primitiva de @.
Seja ¢ : Q C R*> — R uma fungdo diferenciavel. Lembramos que a diferencial de
@, no ponto (x, y), ¢ dada por

7 7
de = i y) dx + SE (x, y) dy.
dx ady

Deste modo, dizer que @ & uma forma diferencial exata ¢ equivalente a dizer que
existe um campo escalar diferenciavel ¢ : Q — R tal que, em todo (x, y) € Q, a
diferencial de ¢ ¢ dada por

=P(x,y)dx+Q(x,y) dy.

Observe que @ ¢ uma forma diferencial exata se e somente se 0 campo vetorial ;3
— —» 2 : ; 5
x, ) =Pxy ;7 +0Kxy j for conservativo. Segue, do que vimos na se¢ao
anterior, que se P e O forem de classe C' no aberto Q, entdo uma condicdo necessaria
para @ ser exata ¢ que

&0 e

dy dx

Da mesma forma, se P O e R forem de classe C' no aberto Q C R’ entio uma



condigdo necessdria para
Px,yz2)di+Q(x y,2z)dy+R(x, ), 2)dz

ser exata € que

dP » a0
ady ax
1P
127 = L em ().
77 ax
00 _ iR
dz ay

EXEMPLO 1. A forma diferencial 2x dx + 2y dy é exata, pois admite ¢ (x, y) = x> + )’
como primitiva:

do=d (x> +y) =2x dx + 2y dy.

u
EXEMPLO 2. A forma diferencial y dx + 2x dy ndo € exata, pois
dy dx \ dY dx
i

Exercicios 7.2

1. Verifique se a forma diferencial dada ¢ exata. Justifique.

a) xdx+ydy+tzdz

b) 2xy dx +x" dy

c) yzdx+xzdy+xydz
d) (x+y)dx+(x—y)dy
e) (x+ty)dx+(y—x)dy
) ey (xdx +ydy

2) xydx+y’dy+xyz dz



-V X
; dx + 3 3 'HI_TJ V= 0
N il o 'T_ K

l) 7 . o dx + 2 '
X ¥y X- Ty

>0} U {(r,y) € R*|x <0}

dy, (x,y) € Q, onde Q € o conjunto {(x,y) € R’ |y

Mostre que existem naturais m € n para os quais a forma diferencial
3xm "y dx 4 2xm  Pyn dy

¢ exata.

. Considere a forma diferencial u (x, y) P (x, y) dx + u (x, y) Q (x, y) dy, onde P,

O e u sdo supostas de classe C' no aberto Q C R’. Prove que uma condi¢io
necessaria para que a forma diferencial seja exata em Q € que

7 9 [ )P
Ir—”P—ﬂQ=M' ﬁ_r_ em ().
ay dx l dx a2y

Determine u (x, ), que s6 dependa de x, tal que (x’ +x + ) u (x, y) dx — xu (x,
y) dy seja exata.

. Determine u (x, y), que s6 dependa de y, de modo que

O+ Dul,y)det(x+y" =1 u(x,y)dy

seja exata.

7.3.

INTEGRAL DE LINHA DE UM CAMPO
CONSERVATIVO

Vimos no Vol. 1 que se f: [a, b] — R for continua e se ¢ : [a, b] — R for uma
primitiva de f'(¢' = f), entdo

ah af
J f(x)dx =J ¢'(x)dx=¢@(b)— @la).
[

a



Vamos, agora, generalizar este resultado: provaremos que se ;3 : Q C Ry — Ry for
um campo vetorial continuo e conservativo, se ¢ : & — R for uma fungdo potencial
para ;3 esey:[a b]— Qforde classe C', entdo

- —¥ -

J F'JT=JT¢‘6"T=¢EBI—¢H)
T ¥

onde A=y (a) e B=1y (b).
De fato, sendo ¢ uma fungao potencial para ;3 e sendo ;3 continua, resulta que ¢ ¢é
de classe C' em Q. Pela regra da cadeia

d —
- @) = Vo(y@®) -y )= F (y@®)-v' (®.

Dai
o — h —

J F --:1’_1'=J F (y() - y' () d:=[¢w{rn]ﬁ =@ (y(b)) — @(y(a)).
&

a

Portanto,

P =
J F‘d‘}":J Vo dy=e(B)—¢(A).
¥ ¥

Demonstramos, assim, o seguinte teorema.

Teorema. Se ;3 : Q C Ry — Ry for um campo vetorial continuo e
conservativo, se ¢ : Q — R for uma fungdo potencial para ;3 Vo = ;3) esey:|[
a, b ] — Q for uma curva de classe C', com 4 =y (a) e B = (b), entdo

- —3 -

J F -d*y=J Ve dy=g¢(B)— @(A).
Y ¥

A diferenca ¢ (B) — ¢ (4) serd indicada por [ ¢(X) ]ﬁ

. . 1 .
No teorema acima, a curva y foi suposta de classe C'; fica a seu cargo verificar que



o teorema continua valido se y for suposta de classe C' por partes.

Sejam P (x, y) e O (x, y) continuas no aberto Q e seja y : [a, b] — Q de classe C'
por partes. Segue, do que vimos acima, que se P dx + QO dy for exata, com primitiva ¢,
teremos

| Pastody=] dp=0® -9 .

ATENCAO. Sempre que for calcular uma integral de linha, verifique, primeiro, se o
campo vetorial ¢ conservativo (ou se a forma diferencial ¢ exata). Em caso afirmativo,
aplique os resultados obtidos nesta secao.

EXEMPLO 1. Calcule J x dx +y dy, onde y ¢ dada por

x=arctgtey=sent,0<r<I.
Solucdo

" ¥
w5 &

x dx +y dy ¢ uma forma diferencial exata, com primitiva _ Assim,

; W 3
I,r 2 E 2 12 '}‘1_|]=[_~.";’3|-|.| {
x2+y [ x2 +y2 ] 4 |
J _x'dr+}*d1‘=J dt—' ]: il
y y ; 2 Lo=,0

ou seja,

72 + 16 (sen 1)2
32

J xdx+ydy=
Y

e
EXEMPLO 2. Calcule J F -d r,onde
y




ey:[a b] = R*—{(0,0)} éuma curva C' por partes e fechada (y (a) = y(b)).

Solucdo
;3 ¢ um campo conservativo, com fun¢do potencial ¢ (x, v) = 5 In (x* + _vz}. Tem-
se, entao:
.= = —
J’FF dr J,:_,Tc’" dr —[c,.f(r ”]’:-"HJ

Como y (a) = y(b), resulta

O préximo exemplo exibe- nos um campo vetorial ndo conservativo com rotacional
ﬂ , 0 que mostra que rot F= — ¢ uma condi¢do necessaria mas ndo suficiente para F
ser conservativo.

EXEMPLO 3. (Exemplo de campo ndo conservativo com rotacional 7 0 Seja

— . = . —
' j,@®y)#(@,D0).

Verifica-se facilmente que rot F 7 em Q =R>— {(0, 0)}. Consideremos a curva
fechada y (f) = (cos ¢, sent), 0 <¢ < 2 n. Temos:
. = 27 —>

| Fody= J{; F (y(1) - y' (1) dt = 2ar. (Verifique.)
Y

Se 7 - fosse conservativo, existiria ¢ : Q — R, com Vo =7 7 em(, e dai teriamos

J ?'d Vo y(27) _
Y= J ¢ -dy=[el(x, H]Ti(}] 0
Y Y



que contradiz o resultado obtido acima.

Seja ? : Q C Rn— Ru(n =2, 3) de classe C' no aberto Q. Veremos mais adiante
que, impondo certas restri¢des ao aberto €, a condi¢do rot ? = E} em () serd
necessaria e suficiente para ? ser conservativo.

Seja ? : Q C Ry — R» um campo vetorial continuo e sejam 4 e B dois pontos
quaisquer de Q. Suponhamos ? conservativo com fungdo potencial ¢. Segue que, para
todacurvay:[a b]— Q, C' por partes, ligando 4 a B (isto é, comy (a) =A e y (b) =
B), teremos

. = =
J F-dr =¢(B)— ¢(A)
i

isto &, o valor da integral de linha de 7}' ndo depende da curva que liga A a B; tal
valor depende apenas dos pontos A e B.

Este fato nos permite, no caso de ? ser conservativo, utilizar a notacao

B = = o , , N I
J4 F -d r para indicar a integral de linha de % sobre uma curva C por partes,

ligando A a B. Observe que tal notacdo ndo teria sentido se o valor da integral
dependesse da curva ligando 4 a B.

EXEMPLO 4. (Conservagdo da energia mecdnica.) Suponhamos 7}' :QCR - R’
um campo de forgas continuo e conservativo; assim, existe um campo escalar £, : Q —
R tal que ? =—VE,. (Observe que —F, ¢ uma fungdo potencial para ?.) Diremos que
E, ¢ uma fungéo energia potencial para ? Suponhamos, agora, que uma particula P de
massa m desloque em Q e que ? seja a unica for¢a agindo sobre P. Suponhamos,
ainda, que y(¢) seja a posi¢ao da particula no instante ¢, onde y ¢ uma curva de classe
C' definida no intervalo /. Seja ¢, um instante fixo em /. Para todo ¢ em /, o trabalho
realizado por ? entre os instantes ¢, € ¢ €:
() = = syl —

J F-dr = V(=Ep)-dr =—E,(y() + E, (y(tp)).
’:rfl'.l',:,]

ylig)

Por outro lado, tendo em vista o Exemplo 3 da Secao 6.1, o trabalho realizado por ?
entre os instantes 7, € ¢ € igual a variagdo na energia cinética, isto ¢é:



pyir) 2 2
J F-dr =E.(t)— E.(fg)

2 . . .
onde E (1) = % mv (t) € a energia cinética no instante 7. Segue que, para todo ¢ € I,

ou seja,

—E,(y () +E, (y (1) = E. (1) — E. (£)

E, () + E.() = E, (y (1)) + E. (1)

0 que mostra que a soma da energia potencial com a energia cinética permanece

constante durante o movimento.

Exercicios 7.3

1. Calcule
(2, 2)
a) y dx + x dy
*(1, 1}
b) ydx + x° dy onde <y é uma curva cuja imagem € o segmento de extremidades (1, 1) e
o
(2, 2), orientada de (1, 1) para (2, 2).
. o &
c) . dx + . dy onde y: [0, 1] — R? ¢ uma curva C' por partes, com
¥y X+ Y x*t+y
imagem contida no semiplano y = 0, tal que y (0) = (1, ) e ¥ (1) = (=2, 3).
(1, 0) X 4
d) i) ——— dy
J—10 x2 + _1,!2 Xk _1'3 ’
) (sen xy + xy cos xy) dx + X cos xy dy onde y (1) = {IE -1, i 1), -1=<f=<1.
!y
i X 3. I
f S dx + R dy onde y: [0, 1] — R” € uma curva C' por partes, com
Ll A s x- +.¥

imagem contida no l:.crnjunt-cr = {xy e R?| y>0} U {{x,y) E R%Ix <0 }. tal que y
() — i, Beyil) — 1,1}

2. Seja ;3 : Q C Rx — Ry continuo no aberto Q. Prove que uma condi¢io

- =

necessaria para que ;3 seja conservativo ¢ que | F -d r =0 para toda curva y

¥



fechada, C' por partes, com imagem contida em Q.

3. SejaQ = {(x,y) € R*|(x,y) & 4}, onde 4 ¢ a semirreta {(x,y)€ R [y =0ex
> 0}. Calcule J L ) 5 dv + ———=dv.onde y : [0, 1] — R” & uma curva C’
P XN k¥

por partes, com imagefn contida em-Q, tal que y (0)=(1, 1) ey (1)=(1,-1).

4. Seja Q o interior do conjunto hachurado.

Sejay : [0, 1 ] — R* uma curva de classe C' por partes com imagem contida
em Q e tal que y (0) = (I, 1) e y» (1) = (2, 2). Calcule
A "

J : dx +

] ¥ g ) ]
i e o x4+ y-

7.4. INDEPENDENCIA DO CAMINHO DE INTEGRACAO.
EXISTENCIA DE FUNCAO POTENCIAL

Seja ;3 : Q C Ry — R» um campo vetorial continuo no aberto €, com Q conexo

por caminhos. (Q conexo por caminhos significa que, quaisquer que sejam os pontos A4
e B de Q, existe uma poligonal contida em Q2 e com extremidades 4 e B.)

Dizemos que a integral de linha J F-dr ¢ independente do caminho de

integracdo em Q se, quaisquer que forem os pontos 4 ¢ B de Q, o valor da integral



— = 1
J F - 4 r Ppermanecer o mesmo para toda curva C por partes y : [a, b] — €, com y

(a@)=Aey(b)=B.Se J? . d? for independente do caminho de integracdo em Q, a

notacao

podera ser utilizada para indicar a integral de linha de ;3 sobre uma curva qualquer C'
por partesy: [a,b] — Q,comy(a)=Aey(b)=B.
Do que vimos na se¢do anterior, resulta que se ;3 for conservativo e continuo em

Q, entdo a integral de linha J F-dr serd independente do caminho de integragao em
Y

— —3
Q. Provaremos a seguir que se J F -dr for independente do caminho de integra¢do em
Y

(2, entdo ;3 sera conservativo em €.

Teorema. (Existéncia de fungdo potencial.) Seja ? : Q C Ry — Ry um
campo vetorial continuo no aberto conexo por caminhos €. Suponhamos que

J F-dr seja independente do caminho de integracdo em Q. Seja 4 € Q. Entdo a
Y
funcdo ¢ : Q — R dada por

¢ tal que Vo = F emQ.

Demonstracdo

Faremos a demonstracdo para o caso n = 3. Seja, entdo, ;3 =P7+0 }’ + R ?’

Vamos provar que

ax ay dz

Seja X = (x, y, z) € Q; como Q ¢ aberto, existe uma bola de centro X contida em Q.



Tomemos 4 > 0 tal que o segmento de extremidades X e X+ 4 7 = (x + &, y, z) esteja
contido nesta bola. Temos:

s -J('+h?? . -X? P -x"'fiT? d
c,s:fan—cpmzh i ”’zjx i
h h h

Sejay (1)=X+t7,t€[0,h];yéumacurvaligando Xa X+ /7. Entdo

X+hi = h—> o
Jx F-dy= Jﬂ F (y(1) - y'(0)dt.

Comoy' (N=7eF () =PW0) 7 +O0W®) 7 +R() 7, resulta 7 (y(1)) - '
(1) = P (y(2)). Assim,

]
_}
S e
h h '

Aplicando L' Hospital, obtemos

af

| r
= ( P(T(r}}dr)
lim pEE k)Pl = lim JO :

h—s (¢ h h— 0 (h)

(Dbserve que as derivadas que ocorrem no limite acima sdo em relacio a h:

[ byt }dr]I s, S8 [ " (r})dr]e e s o ]
o 7¥) an \Jo' Y , dh g

Pelo teorema fundamental do calculo,

h ’
[ GP(?U‘J}dI] = Py ().

Portanto,



—

oy BEEEREY WA | e P = P ki
h— o h h— 0

ou seja,
_}
lim e(X+hi)—e(X)_ P(X)
h— 0 h
pois, y (0) = X. De modo analogo, prova-se que
_}
o 4 Y — o
lim BLEFE L PEiE . P(X).
h—=0 h
; e |
Portanto 22 = P em .| Observe que ¢(X+hi)=eX) ex+hy )—e*y.2 ,4e
Jx h h
: =
X = (x, y, 2); assim s (X)= lim gt HX]', Com raciocinio idéntico, con-
dx h—0 h
: ) s
clui-se que :;—(‘D — () e rj;‘ﬂ = R em (). Portanto, Vo = F em (). =
y dz

Exercicio 7.4

Reenuncie o teorema desta se¢do em termos de formas diferenciais. (Suponha n =
3.)

7.5. CONDICOES NECESSARIAS E SUFICIENTES PARA
UM CAMPO VETORIAL SER CONSERVATIVO

Teorema. Seja ;3 : Q C Ry — R» um campo vetorial continuo no aberto
conexo por caminhos €. Sdo equivalentes as afirmagdes:




) 7 ¢ conservativo.

. —
1) cj) F -dy = 0 para toda curva y, fechada, Cl por partes, com imagem de y

contida em Q.

L= =
1) J F -d r ¢ independente do caminho de integracao em €.
%

. —
Observacao: Quando y ¢ uma curva fechada, ¢ usual a notagao cj) F - dy para

indicar a integral de linha de 7 sobre .

Demonstracdo

(D) = (1)

Como 7 ¢é conservativo, existe ¢ : Q — R tal que Vo =7 emQ; dai,sey: [, b ]
— Q for fechada (y (a) =y (b)) resulta

- —> -
fj> F ‘thf=¢V&'JT=¢WHJJJ—¢ETH;H= 0.
Y i

(1) = (I)
E o teorema da secéo anterior.
(ID) = (II0)

Fica a seu cargo.

7.6. DERIVACAO SOB O SINAL DE INTEGRAL. UMA
CONDICAO SUFICIENTE PARA UM CAMPO
IRROTACIONAL SER CONSERVATIVO

Seja f'(x, ¥) uma funcdo a valores reais definida e continua no aberto Q C R’ Seja




I um intervalo aberto e a < b dois reais dados. Suponhamos que o retangulo
R={(x,y) ER*|a<x<h,y €}

esteja contido em Q.

e Q
f{

[ T P
~

Segue que para cada y € I, a integral be (x, v) dx existe, pois a funcdo x P f (x, y)

i
¢ continua em [ @, b ]. Podemos, entdo, considerar a fun¢do ¢ () definida em / e dada

por
b

e(y)= J f(x, y)dx.
a

Estamos interessados em obter uma formula para o calculo de ¢'(y). Temos

b b
x, v+ k)ydx — o e
e(y +k)—¢(y) " > f(x, y+ k)dx af(\f, v)dx

k k

_ r’ fy+tb=—fxy .
a k -

7 . . _
Suponhamos que r}—f (x, y) exista em todo ponto (x, y) de Q. Pelo TVM, existe y entre
aV

yey+ktal que

flxyt+thb—Ffixy= r;_f (x, ¥) k.
aV



Temos, entao,

k) — y b g £
e(y +k)—o(y) :J df o e
k a Jdy
. r o r}f 4 ~
Pode ser provado (veja Exercicio 4) que se oy for continua em, entdo,
aV

b 3 b 3
i | e j L S
k-0Jda dy ¢ a dy i

Vamos destacar a seguir o que dissemos anteriormente.

7 )
Suponhamos f'(x, y) e r}—f continuas em Q. Suponhamos, ainda, que o retangulo
ay

R={(xy) ER*|a<x< b, y € I} esteja contido em €2, onde / ¢ um intervalo
aberto.

f{ 2

ﬁ____
e -—--

Nestas condi¢oes, a funcao

b
e(¥)=| f(x, y)dx,y €1,
a

¢ derivavel e tem-se, para todo y € I,

I
¢'(y) = rﬁ (x, y) dx.

a dy




-
EXEMPLO 1. Considere a fungdo % () dada por £ (¢) = J e " dx. Calcule h'(z).
0

Solucdo

af

(f, x) = —x* e tx?
At

f(t x) = e e

sdo continuas em R*, logo o resultado anterior se aplica. Temos

d rl = e 2
() = — il | ——J — (e ™ )dx
h'(f) ” J{] )

0 dt
ou seja,

] il
h'(D) = j@ —xZe 1 dx.

EXEMPLO 2. Considere a fungdo ¢ (x, y) dada por

X 5
X V)= J e ¥ dt.
@ (X, i

7 d
Calcule i i e —(P.
dx dy

Solucdo

Pelo teorema fundamental do calculo (veja Vol. 2)

7 s
2 (x,y) = e,

ax

Por outro lado,

;I ;I X | X ;| 9 x 5
Z (y)=—| e dt =j — (e) dt =J —t2e™ " dt
dy 7 dy o 0 dy 0



EXEMPLO 3. Considere a fungdo % (¢) dada por

-

S )
it = J PRl T
0

Calcule /' (¢).
Solucdo

x "
Consideremos a fungdo ¢ (x, v) = J e Y du. Temos
' 0

7 = 7 o - W,
ﬁ(_r. y)=e ¥ e ot i (x,v)= J —u? eV du.
dx dy 0

de dp . Y iy
Como Py e =y 530 continuas, resulta que ¢ diferenciavel.
x y

Observacao. Pode ser provado que se f (u, y), (u, y) € Q for continua no aberto Q,

X
entdo 0 mesmo acontecera com a fungdo g (x, y) = J f(u, ) du com a fixo. Observe
i

que o dominio de g ¢ o conjunto de todos (x, y) € €, tais que o segmento de
extremidades (a, ) e (x, ) esteja contido em Q.

Temos
h(f)=¢ (x,y),ondex=Fey=t.

Pela regra da cadeia,

9 - ;
h"(” == ﬁ (x, 11} d_1 -+ rj'_(‘[,' (x. \1} —d}
adx dt  dy dt

ou seja,

) X
M=% 2Z 0+ =i
adx dy

Portanto,



-

5 f 2
h'(H)=2te " + L —ul e ™ du.

O proximo teorema fornece-nos uma condi¢do suficiente para que rot ;3 = E}

implique 7 conservativo.

Teorema. Seja Q um aberto do R” satisfazendo a propriedade: existe (x,, y,) €
Q tal que, para todo (x, y) € Q, a poligonal de vértices (x,, 1,), (xo, V) € (x, V) esta
contida em Q. Seja 7 (x, ) =P (x,») 7 + O (x, ) 7 (x,¥) € Q, de classe C'.
Nestas condi¢oes, se rot ;3 = E} em Q, entdo ;3 sera conservativo.

Demonstracdo

4 ERSES S

Seja

. ;
o (%, y) = j O (xo, H)dt + j P(t, y)dt, (x, y) € Q.

Yo X

Observe que se supusermos ;3 como um campo de forcas, entdo ¢ (x, y) serd o
trabalho realizado por ;3 sobre uma particula que se desloca de (x,, y,) a (x, y) sobre a
poligonal de vértices (x,, ¥,), (xo, V) € (x, ).

Vamos mostrar que



de i

dx dy
Temos
- D 7 X
"f_‘F{L ) = :LJ O(xp, H)dt + f—jJ P(t, y)dt =0+ P(x, y)
X X YV X Jxp
ou seja,
d
2 (x, y) = P(x, y).
adx
- = . P dQ’
Por outro lado (lembre—se dequerot F = 0 €equivalente a 3 r;_Q]
¥ X
. e 5 g x gP
2 (xy) = r—J Q(xp, t)dt + r—J P(t, y)dt = Q(xp, y) + J ;
r;ljr o _11 ¥ rJ_‘L‘ .r,:, .1'{', rjl }'1
Como
X g X 90 x
oy = [ =@ = [0y
j_ oy i (594
resulta

2 (53 = Q) + Q1) ~ Qg ) = 0 (5 ).
y

Portanto, V ¢ = 7 em Q.

(t, y)dt.

Observacdo. Toda bola aberta do R e o proprio R” satisfazem a propriedade descrita

no teorema anterior. Assim, o teorema anterior continua valido se € for uma bola

aberta ou todo o R?.

Sugerimos ao leitor estender o teorema anterior para o R°. (Veja Exercicio 3.)

EXEMPLO 4. Seja 4= {(x,y) € R*|x>0ey=0} eseja



Q= {(x,y) € R*|(x,y) & A}, isto &, Q é o R* menos o semieixo positivo dos x.
Considere a funcao

v x
o (xy) = jﬂ O(—1, tydt + j_ftr. v)dt

onde P (x, y) = 2_ eQ(x, y)= ;,,
=+ 1.1 )

a) Seja (—1, 0) € Q. Verifique que, para todo (x, y) € Q, a poligonal de vértices (—1,
0), (-1, ») e (x, y) esta contida em Q.
b) Utilizando o teorema anterior, conclua que

WS r =
Ve (x, y) = — i +— j em ()
s ok, x< + y
¢) Determine ¢.
Solucdo
a) Imediato.
—> —> - =

—y ; X

_}
b) Seja F (x,y) = j .Javimosquerot F = 0 em (). Como F

L N TR !’ S
x2 +y? x2 +y?
4 1 .

¢ de classe C" em Q e tendo em vista o item a, segue do teorema anterior que

Vo =TFemQ.

c) Temos:

1
_].IZ Pf,=ﬁ
Q¢ ) W (&) t

Assim,

i NG e N
x,v) = J = di J il
e 1 B o = -

Como



L | Y
J- dt = [—zm:tg r} = —arctg y

01+ fz 0
e
f X
{—amtg—} se y#0
o
X —y = —1
Sy e dat = -
J—I 1+ }‘2
0 se y=0ex<0
resulta
0 ze y=0 e x<0
KP{I! }'} = 4
X
—arctg y — arctg — —arctg — se y#0
} v
Observamos que, para todo y >0,
1 =
Q) arctg y + arctg — = —.
y 2

De fato, para todo y >0,

1} i
{arctg y + arctg —] = ( (verifique);
}l

L.
logo, arctg y + arctg — € constante em |0, +2¢[. Como, paray = 1,
}!‘

1 T
arcte 1 + arcteg — = —,
g g I 2

conclui-se que, para todo y > 0, @ se verifica. Mostra-se do mesmo modo que, para
todo y <0,



1 ‘0
arctgy -+ arctg — = ——.
y 2

Assim,
™ X .%
—— —arctg — para y>0
2 ¥
e(x,y)=40 para y=0 e x<0
™ x )
— — arctg — para y << 0.
2 v

Observamos que € (x, y) = ¢ (x, y) + &, também, uma fung¢ao potencial para ;3 em
Q.
Temos

a0 -

— — arctg — se y>0

: g— :

0(x.y)={m se y=0 ¢ x<0
T

X :
— —arctg — se y=<{.
2 ¥

Vamos mostrar que 4 (x, y) ¢ exatamente o angulo que a semirreta {(zx, ¢y) | t > 0}
forma com o semieixo positivo dos x.

A

Suponhamos, inicialmente, x >0 e y > 0. Temos



Ax,y) = — arctg —

M|y
- | n

ou
/
EAN tg k T o, y) ] = cotg A(x. y)
y 2 ,

e, portanto,

—=1tg f (x, y).

v
X

Analise vocé os outros casos. A func¢ao 4 (x, y) acima denomina-se fun¢do angulo.
Como ¢ o grafico da fungao 6 =6 (x, y)?

Exercicios 7.6

1. Calcule a derivada da funcao dada.

-’ ; .l 1
a)h(x) = sen 1~ dt + J —— du
o 1+ xut

+1
1

byhix)= sen (.1‘2 t2) dt
« )

"X
o) h(x)= g sen (x212) di

Fsen x 1

e — dt
d) h (x) 13 1+ x4

2. Sejama (x) e f (x) fungdes a valores reais diferencidveis no intervalo aberto /
e f (x, y) de classe C' no aberto Q C R* Suponha que, para todo x € I, o
segmento de extremidades (x, a (x)) e (x, f (x)) esteja contido em €.
Estabeleca uma formula para a derivada da funcao

s

h(x)= Jﬁ"

el x)

)
fx,Ndy, xEL



3. Suponha que o aberto Q C R’ tenha a seguinte propriedade: existe (o, o, Zo)

em ( tal que, para todo (x, y, z) € Q, a poligonal de vértices (x,, o, Zo), (X, Vo,
zo), (x, ¥, zy) e (x, ¥, z) esteja contida em Q.

A

{x, ¥, 2)
[ ]
Ya ¥y
— ——-—
h{, ,!(x).,},l zo) ,""f

%

[
I
|
| -
|
|

= — — — | _ - = Ah
Seja F =P i +Q j +R k declasse C’ noaberto{)esuponhaquerot F = 0 em/{). Seja

o oy g
o (X y,2) = J P(t, vo, 2o) dt + J Q(x, 1, zg) dt + J R(x, y, £) dr.

Xy Yo Zo
. —
Prove que Vo = 1.
Admita a seguinte propriedade: se f'(x, y) for continua no retangulo a <x < b, ¢

<y <d, entdo, para todo € > 0, existe 0 > 0, tal que, quaisquer que sejam (x, »)
e (s, ¢) no retangulo,

16 0) = ) [<o=|f(x,») —f(s, ) [<e€

a) Utilizando a propriedade acima, prove que

o

¢ (y) = J f(x, y) dx, y € [c dl.

i



¢ continua em [ ¢, d ], onde /¢ suposta continua no retangulo acima.
(Sugestdo:

sh b
= J Lf(x, y + k) — f(x, )l dx.)

lo(y+h) — @)1= J [f(x,y+ k)= f(x. y)]dx

7
b) Suponha f'e r}—f continuas no retangulo {(x, y) € RZ la<x<b,y €1}, onde
aV

I ¢ um intervalo aberto. Seja
b
@ (y) = J fix. v)de, yEL

a

Prove que
rh 3
"'Pr{-"‘} = J i (x, 'ﬂ dx.
a r?}'
( Sugestdo:
(v + k) — o(y) rh A b '+ k) — [,V
T e ] st I[ fx.y+k) f{.x._‘t}_ﬁuﬁ},}}n
k a ri'}‘ a k ay
rh| A 7
=J {i{x, 1,-1}—1{.1’. 1'}}&’1’
a r;l_"l‘: ) r;I_T -

para algum y, entre y e y + k. Utilize, entdo, a propriedade acima.]

5. Seja p=P7 + Q7 declasse C' no aberto Q C R”. Suponha que (0, 0) € Qe
que, para todo (x, y) € Q, o segmento de extremidades (0, 0) e (x, y) esta
()

. ) P .
contido em Q. Suponha, ainda, f?— = e em Q. Seja
oy ax

%
g (u, v)= j F -dy
¥

onde y (¢) = (ut, vt), t € [0, 1]. Prove que V ¢ = 7.



1= el
(Sugﬂﬂﬁm: @ (u,v) = [} F(y(D)-y'(Ddt = J[:| [uP(ut, vt) + vQ(ut, vt)] dt. Observe que
Bl

7 P P \
i [tP (ut, vi)] = P(ut, vt) +t | u il (ut, vti) + v ol (ut, vi) ]
il ox dy J

6. Seja Q um aberto em R e suponha que Q seja estrelado. (Dizemos que Q ¢
estrelado se existir (x,, y,) € Q tal que, para todo (x, y) € Q, o segmento de

extremidades (x,, ,) € (x, y) esteja contido em €.) Seja ;3 =P7 +0 }’ de

1 dP dQ - , .
classe C em Q. Prove que se e = P Q, entdo ;3 sera conservativo.
ay X

(Sugestao: Proceda como no Exercicio 5.)

7.7. CONJUNTO SIMPLESMENTE CONEXO

Sejam Q um aberto em R» e [ @, b ] um intervalo em R. Para cada s € [0, 1], seja ys
uma curva fechada definida em [a, b], com imagem contida em e tal que a imagem de
y, seja um ponto P de Q. Podemos, entdo, olhar para a familia ys como uma
“deformagao” de y, a P.

EXEMPLO 1. Para cada s € [0, 1], seja ys definida em [0, 2rt] e dada por ys (r) = ((1
—s)cost, (1 —s)sent). Temos y, (¢) =(cos ¢, sent) e y, (¢) = (0, 0), com ¢ em [0, 2mx].
Quando s varita em [ 0, 1 ], a familia ys representa uma “deformag¢ao” de y, a origem.
Sugerimos ao leitor desenhar as curvas ys.

EXEMPLO 2. Para cada s € [0, 1], seja ys definida em [0, 2x] e dada por
ys (£) = (1 —s) (cos ¢, sen t, 3). Quando s varia em [0, 1], a familia ys representa uma
“deformag¢ao” de y, a origem.



EXEMPLO 3. Paracadas € [ 0, 1 ], seja ys definida em [ 0, 2n] e dada por ys = (¢) s
(2,2) + (1 —5) (cos t, sen t). Quando s varia em [0, 1], a familia ys representa uma
deformagao de y, (#) = (cos ¢, sen t) ao ponto (2, 2). Sugerimos ao leitor desenhar as
curvas s.

Damos, a seguir, a definigao de conjunto simplesmente conexo.

Definicao. Seja 2 um aberto de R», conexo por caminhos. Dizemos que ¢ Q
simplesmente conexo se, para toda curva fechada continua y : [ a, b | — Q, existir
uma familia ys, s € [ 0, 1], de curvas fechadas comys : [ a, b ] — Q, tais que

(D70 =7
(11)H (s, t) = ys (¢) € continua em [0, 1] X [a, b]
(i11) a imagem de y, ¢ um ponto de Q.

Intuitivamente, dizer que o aberto Q) de R € simplesmente conexo significa dizer
que Q ¢ conexo por caminhos e que toda curva fechada continua em Q pode ser
“deformada com continuidade” a um ponto de 2, sem sair de Q.

EXEMPLO 4. O R» ¢ simplesmente conexo. De fato, R» ¢ conexo por caminhos e se y
:[a, b ]— Rxéuma curva continua fechada, tomando-se ys () = (1 — ) y (¢), coms €
[0,1]et€[aq b], tem-se:



(1) yo=y
(M) H(@, )= —5)9(),0<s<1ea<t<b, ¢ continua

(i) y, = (t) |, paratodo zem[a, b ]. (5 = (0,0, ..., 0) é o vetor nulo do R..)
n

EXEMPLO 5. Todo aberto Q C R»., com Q estrelado, ¢ simplesmente conexo.
(Dizemos que Q ¢ estrelado se existir X, € Q tal que, para todo X € Q, o segmento
X, X esteja contido em Q.) De fato, Q2 € conexo por caminhos (por qué?)esey: [ a, b ]
— R, for uma curva continua fechada contida em Q, tomando-se

ps (=1 =5)y () +sX

tem-se:

(1) o=y
() H(@s, t)=(1—-5)y(t) +sX,0<s<1ea<t<bh, ¢ continua
(i11) y,(t) =X, paratodot € [ a, b |.

Assim, toda curva continua fechada contida em Q pode ser deformada com
continuidade ao ponto X; logo, Q ¢ simplesmente conexo.
]

Vamos, agora, enunciar, sem demonstracao (para demonstracdo veja Elon Lages
Lima — Curso de Analise — Vol. 2), o seguinte importante teorema.

Teorema. Seja ? : Q C Ry — Ru (7 =2, 3) um campo vetorial de classe C'
no aberto Q. Nestas condi¢des, se Q for simplesmente conexo € rot ? = E}, entao

? sera conservativo.

Com auxilio do teorema acima, vamos mostrar que Q= R> — {(0, 0)} ndo é
simplesmente conexo. Seja

=¥ : X

¥ ¥

_}
j . (% ¥) E L




Temos:

_}
J F-dy=2n%
¥

onde y(#) = (cos ¢, sen £), ¢ € [0, 2x]. (Verifique.) Assim, rot 7 = E} em Q e 7 ndo é
conservativo; logo Q = R* — {(0, 0)} ndo pode ser simplesmente conexo.

Pode ser provado que Q =R® — {(0, 0, 0)} é simplesmente conexo. (E razoavel tal
afirmacao? Por qué?)

Exercicios 7.7

1. Prove que o conjunto dado € simplesmente conexo.

a) Q=R>—{(x,0) € R*|x>0}
b) Q=R’—{(0,0,2) ER’|z>0}

(Sugestao: Verifique que o conjunto dado ¢ estrelado.)

2. Utilizando o teorema da se¢do e o campo vetorial

prove que Q =R’ — {(0, 0, z) €’ |z € R} nilo é simplesmente conexo.
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TEOREMA DE GREEN

8.1. TEOREMA DE GREEN PARA RETANGULOS

Teorema de Green (para retangulos). Seja K o retangulo
{(x,y) ER*|a<x<b, c<y<d) esejay a fronteira de B orientada no sentido
anti-horario. Suponhamos que P (x, y) e O (x, ¥) sejam de classe C' num aberto Q
contendo K. Entao

[[Pacton=]] [ S o I8 } d d.

X o y

Demonstracdo



Vamos provar que

L P(x, y) dx = —HK % (x, y) dx dy

(¥

L Q(x,y)dy= ” % (x, y) dx dy.
Temos:
@® L P(x,y) dx = Lb P(t. c)dt — EP“’ d) dt.

Por outro lado,

fle Feraa-[|[ Fure|a-[irarte

ou seja,

dP b
@ “-K E{I. }‘)tix-i‘!r‘=ja [P{x. d)— P(x, c)]cix.



De @ e @ resulta

J P(x,y)dx = H —u y) dx dy.
Y

De forma analoga verifica-se que

JQ(‘ V) dy = ” —(r y) dx dy.

Somando-se membro a membro as duas ultimas igualdades resulta o teorema.
]

A notacao q) P dx + Q dy € frequentemente usada para indicar a integral de linha

sobre uma curva fechada, orientada no sentido anti-horario. Com esta notacdo, a
igualdade a que se refere o teorema de Green se escreve

f
& P dx + Qaf_v=” t@—ﬁldrd}z
Sy K\ dx ady

EXEMPLO. Suponha F P P4 Q de classe C' no aberto Q C R> Seja v a

fronteira de B orientada no sentido anti-horario, onde B € o conjunto a seguir

Prove que



Solucdo

Inicialmente, vamos dividir B em dois retangulos: B, de vértices R, S, T, U; B, de
vértices U, V, X, Z.

Ay R
==,
[
X
Y B, z e
]
: B, 1
]
e . g
T U ¥V
Pelo teorema de Green,
f
rJ'Q rJ'P

Pd.x‘+Qd\*—J_Pcir—l—Qd_v=JJ t ]d dy
74 B,

J ZRSTU ix Iy

j Pdx+Qdy+ j_Pd,r+Qd;s=” (&Q r}PJd, x dy.
UVXZ ZU B,

ax aV

Somando-se membro a membro as duas ultimas igualdades e observando que

{ZPdr-l-Qm—i-J Pdx+Qdy=0 (porqué?)

resulta

S{) de—l—de—UL —E]dxd_v. =
dx ady

Exercicios 8.1

1. Sejam P (x, ¥) e O (x, ¥) de classe C' num aberto Q de R>. Seja B C Q um
retangulo de lados paralelos aos eixos e de comprimentos Ax e Ay. Prove que
existe (s, t) € B tal que



' J P ]
Sf),rm- + Qd_xc[—g N ] e 1] I}Jirf}.}‘

X Ay

onde y ¢ a fronteira de B orientada no sentido anti-horario.

2. Sejam y, a poligonal de vértices 4, B, C, D orientada no sentido anti-horério e
v, a poligonal de vértices H, G, F E orientada no sentido horério.

Suponha P ¢ O de classe C' num aberto contendo K, onde K é a regido
compreendida entre as poligonais. Prove que

¢ Pd1+Qﬂ’1+5b Pdr+Qd1-JI {2? r?Pde'd}'-

Yy

3. Seja B o conjunto

¢ seja y a fronteira de B orientada no sentido anti-horario. Suponha P (x, y) e O
(x, y) de classe C' num aberto Q contendo B. Prove que



$pacon=[f (L-2Lua

4. Seja K o triangulo a seguir ¢ y a fronteira de K orientada no sentido anti-
horério. Sejam P (x, y) e O (x, ¥) de classe C' num aberto contendo K.

A

I:l-' =X +n
F /

i I

Prove que

Sﬁpdwgm—ﬂ [ - r}"?]dm{v

i ' o '
(Sugresffm Prove que Sﬁ P dx = Jj — @5 dy e¢ Qdy = JJ 99 dx dy. J
L2 K dx

r‘lr‘

5. Seja K a regiao abaixo ¢ y a fronteira de K orientada no sentido anti-horario.
Sejam P e QO de classe C' num aberto contendo K.

==}



Prove que

¢TP dx + Q dy = ”:k [ﬂ = E} dx dy.

dx dy

(Sugestao. Decomponha K em retangulos e triangulos. Utilize, entdo, o teorema
da secdo ¢ o Exercicio 4.)

6. Seja K a regido hachurada; y a poligonal ABCD orientada no sentido anti-
horario; y, a poligonal EHGF orientada no sentido horario; y, a poligonal
XWZY orientada no sentido horario. Prove que

. ; 70 JP
Pdx+Qdy+] Pdx+Qdy+ Pdr+Qd\-‘=Jj [r———]drdﬁ'.
D (J
i
= £z
H (s W A v
Y A A
F F X ¥
-} =}
g

7. Suponha P (x, y) ¢ O (x, ¥) de classe C' num aberto Q de R>. Prove que

— — - . .
F=pPi +(j ¢lrrotacional se e somente se

g)TP dc + Qdy=10

para toda curva y, orientada no sentido anti-horario e fronteira de um retangulo
de lados paralelos aos eixos e contido em €.

8. (Teorema de Green para um circulo.) Seja B o circulo de centro na origem ¢
raio 7. Seja y (t) (r cos ¢, r sen t), 0 < ¢ < 2m. Suponha que P ¢ Q sejam de
classe C' num aberto Q contendo B. Prove



: T 7
g> P-:f_r+th'=“ [rQ—r | dx dy.
Y ; B\ dx ay ) :

9. Sejay =/ (x) de classe C' em [a, b] e tal que /' (x) > 0 em Ja, b[. Seja K o

conjunto a <x < b e f(a) <y <f(x). Sejam P e Q de classe C' num aberto
contendo K. Prove que

: it | P
g) Prir+Qa’}'=“ Lﬁ—r—]rﬁd}'
Y K

X r;'_‘;' y
onde y ¢ a fronteira de K orientada no sentido anti-horério.

- 3 rfiby| b 3
( Sugestdo. JJ AP dy=| [J r1r—!:‘)'[_11-. ¥) d.r} dy. onde x = g (y) ¢ a

K dx fla) gly) Jx

inversa de y =f(x.)

10. Seja y =f(x) de classe C' em [a, b] e tal que f' (x) <0 em Ja, b[. Seja K o
conjunto a <x < b e f(x) <y <f(a). Sejam P e QO de classe C' em um aberto
contendo K. Prove que

?ﬁ Pdx+ Qdy= Jan [ A _ab ] dx dy,
;4 K\ dx ay
onde y ¢ a fronteira de K orientada no sentido anti-horério.

11. Faca uma lista de conjuntos para os quais vocé€ acha que o teorema de Green se
aplica. Justifique.

8.2. TEOREMA DE GREEN PARA CONJUNTO COM

FRONTEIRA C' POR PARTES

O proximo teorema, que enunciaremos sem demonstragdo (para demonstragcao veja
referéncia bibliografica [1]), conta-nos que o teorema de Green, visto na secao
anterior, continua valido se substituirmos o retangulo por um compacto K, com interior



ndo vazio, cuja fronteira é imagem de uma curva simples, fechada, C' por partes. Uma
curvay : [a, b] — €, fechada, se diz simples se y (s) # y (¢), quaisquer que sejams e ¢
em [a, b[, coms # ¢. (Desenhe algumas curvas simples.)

Teorema de Green. Seja K C R” um compacto, com interior nio vazio, cuja
fronteira ¢ imagem de uma curva y : [a, b] — R’, fechada, simples, C' por partes e
orientada no sentido anti-horario. Sejam P e Q de classe C' num aberto contendo
K. Nestas condic¢des,

® $,pave 0w [ 122 aa

O teorema de Green nos afirma que se P e Q forem de classe C' no aberto Q e se K
estiver contido em €, entdo @ se verifica. Entretanto, se K contiver um ponto que ndo
pertenca a ), a relagdo @ ndo terd nenhuma obrigacao de se verificar. (Veja Exemplo
2))

EXEMPLO 1. Utilizando o teorema de Green, transforme a integral de linha

fﬁ (x* =y dr + @ + _1‘5] dy

numa integral dupla e calcule, onde y ¢ dada por y (¢) = (cos ¢, sen¢), 0 <t < 2.
Solucdo

P(x,y)=x"—1y e O(x, y)=x + sio de classe C' em R>. A imagem de y ¢ a
fronteira do circulo K dado por x* +3° < 1, que estd contido em R*. Pelo teorema de
Green

r?'Q rJ'P

gS ixjf—ﬁ]dx—l—{x + 3 ) dy = JI - dx dy.
“"“—‘B—" ‘—v—" K\ dx r:"\ J



a0 dP
O

i g )
Comi = 3x"~ + 3v~. resulta
dx dy ’

@ x*—yHdx + & +y)dy =3 HK{IE + y2) dx dy.
Y

Passando para coordenadas polares,

- - 27?' ] e
:f~-\-‘“1d1‘d\-‘=J J 3 dp | df = —.
”ﬁ’ { ‘ - Jo { i 2

Portanto,

gﬁ? (x =y dx+ @ +y>)dy = 3%' =

i

' 5 -
EXEMPLO 2. Calcule ﬁ)? ﬁ dx + s dy, onde y () = (cos t, sen ), 0 < ¢

+ y° %"
<2m.
Solucdo
y ; . I 2
P(x.y)=——=T—=¢ 0(x.¥) =—5——5 sio de classe C no aberto Q =R —
s el B

£(0, 0)}. A imagem de y é a fronteira do circulo B = {(x, ) € R [x* +17 < 1}; B nio
estd contido em Q, pois (0, 0) € B, mas ndao pertence a Q. Como as hipdteses do
teorema de Green ndo estdo satisfeitas, o teorema de Green ndo se aplica. A integral
deve ser calculada diretamente:

. ; 2
g)v = dx + — = dy = dt = 2.
L B i 5 e o 0
f
Observe que JJ l L ] dx dy = 0.
B\ 2% ay

EXEMPLO 3. Sejam y, e y, duas curvas fechadas, simples, C' por partes, sendo y,
orientada no sentido anti-horario e y, no sentido horario, como na figura que se segue.



Y

Seja B a regido compreendida entre as curvas y, € y,. Suponha que P (x, y) ¢ O (x, )
sdo de classe C' num aberto contendo B. Prove

&, Pax+Qody+, de*‘—de—J-J- (ﬂx = }dxa{v.

Solucdo

Seja B, a regido limitada pela curva goryyk © B, limitada pela curva gxzi7vR.
Pelo teorema de Green aplicado a B,, obtemos:

JAPdHdeJ de+de+J de+Qn’1+J Pdx+ Qdy
RST o ovx XR

” [ ax ]dxdy'



Da mesma forma,

J_ Pa’.r-l—Qd}'—i-JﬁPa’r—i—Qch'—i-J Pci1'+Qd_v+Jﬁde+Qd}'
RX Xzu TYR

f
:JJ l 08 e ] dx dy.
L, | OX dy

Somando-se membro a membro as igualdades acima, obtemos a relagao desejada.

ur

Exercicios 8.2

1. Sejamy e K como no teorema de Green. Prove que area de K = (‘ﬁwx dy.

2. Calcule a area da regido limitada pela curvax=¢—sent,y=1—cost,0<¢ <
2m, e pelo eixo Ox.

3. Calcule a area da regido limitada pela elipse x =a cos ¢, y=b sent, 0 < ¢ < 2m,
ondea>0eb>0.

A . 1 .
4. Calcule Sf) F -dy, onde y ¢ uma curva fechada, simples, C por partes, cuja
Y
imagem ¢ a fronteira de um compacto B e !_é' x.v)= 2x + v) _J,’ +Gx—1) T

5. Calcule Cﬁj - dy onde F y) = 4y Y w2 + 5x) T e y a fronteira do

quadrado de vértices (—1, 0), (0, —1), (1, 0) e (0, 1).

-y X |
6. Calcule Sﬁv i dx + JORART) dy onde y é uma curva fechada, C por

¥ x%+y® x4+
partes, simples, fronteira de um conjunto B, cujo interior contém o circulo x* +
y* < 1. (Sugestdo. Aplique o teorema de Green a regido K compreendida entre a
curva y e a circunferéncia.)
7 : —y X ,
- Calcule BT . T e onde y ¢ a curva

.1'2 + i XA ¥



<

8. Suponha P e O de classe C' em Q = R*> — {(0, 0), (1, 1)}. Suponha, ainda,

i P
9Q _ 9P _ 0 em Q. Calcule ¢ 4 P dx + Q dy, sabendo  que

X Ay

\ P dx + Q dy=1le SﬁTP dv + Qdy=2 (y e y sdo orientadas no sentido
< Y 2 1 2
horario e y no sentido anti-horario.)

/ff | _
U

9. Calcule a area da regidio limitada pelaretay=xepelacurvax=£+tey=1=
+t,com(0 <¢< 1. Desenhe a regido.

8.3. TEOREMA DE STOKES NO PLANO

Seja F—pj + QT um campo vetorial de classe C' no aberto Q de R* e sejam y

e K como no teorema de Green. Como



-y =
£—£=[mt Flk
dx dy /
resulta
— —
tﬁdeerQdy:”Kmt F-k dxdy
ou seja,

Nesta forma, o teorema de Green ¢, também, conhecido como teorema de Stokes no
plano.

EXEMPLO. Desenhe o campo

e conclua que ? ndo ¢ irrotacional.
Solucdo

F (x, ») é paralelo a e 1? Segue que 7 (x, y) € tangente, no ponto (x, y), &
circunferéncia de centro na origem e que passa por este ponto. Além disso, para todo

(x, ») # (0, 0),

%
I F (x, »ll =1;

isto &, a intensidade do campo ¢ constante e igual a 1.



Seja K o compacto ABCD. (Veja figura.) Imaginemos ? como um campo de forcas.
Como ? ¢ normal aos lados BC e DA, sao nulos os trabalhos realizados sobre estes
lados. O modulo do trabalho realizado de 4 até B ¢ maior que o modulo do realizado
de C at¢ D. Por qué? Logo, ? nao ¢ irrotacional, pois se ? fosse irrotacional, pelo
teorema de Green, o trabalho ao longo da fronteira de K deveria ser nulo.

8.4. TEOREMA DA DIVERGENCIA NO PLANO

Seja y : [a, ] — R® uma curva. Se y for de classe C' e se, para todo
tEla, bl Y () # 0 entdo diremos que y é regular.

Suponhamos que y (f) = (x (). v (1)), a = t = b, seja regular e injetora em Ja, D[.
Podemos, entdo, considerar os campos vetoriais ,T; e Edados por

F.i | S o
my@)=——'@ i —x'@®j)ra<t<bp,
Ny ()l

— —
ny (y(t))=—m (y(1)).

Obser LT, RV : é ] a ia i B i e
SCIVE qUC y(p i —x'(D) j.a<t<b, © norma Y =x"(i +y'()j.
Deste modo, ,T; associa a cada ponto y (¢) da imagem de y, a < ¢ < b, um vetor unitario

e normal a y, no ponto y (z).



7w, (y (1))

Pelo fato de estarmos supondo y injetora em ]a, b[, 0 campo ,T; esta bem definido.
Seja }} (x, y) um campo vetorial continuo num aberto contendo a imagem de y. Seja
,, um dos campos vetoriais " ou ;). Seja g = F -, a fungdo a valores reais dada

por

— —
F.{y@)= F{@)r (yla<t<bh

Assim, F', (y (¢)) é a componente escalar de }} (v (¢)) na diregao :’ (v (1)).

Y

Pois bem, definimos o fluxo de 2 através de y, na diregdo ~., por
F 7 n P

i3 b — -
j F-nds=|[ F @@ n@ymiy olad
g

a

Seja y : [a, b] — R uma curva fechada, simples, regular e orientada no sentido
anti-hordrio e suponhamos que sua imagem seja a fronteira de um compacto K, com
interior nao vazio. Neste caso, referir-nos-emos a



— 1 — —
n(yt)=—— '®mi —x'(t)j)
lly ()1l

como a normal exterior a K

n(Y(t))

Teorema (da divergéncia no plano). Seja !T:'} - p? + QT um campo vetorial
de classe C' num aberto Q do R* e seja K um compacto, com interior nio vazio,
contido em €, cua fronteira ¢ 1magem de uma curva fechada
y(1) = (x (). vy (1)), a<t=bh, de classe C', simples, regular e orientada no sentido
anti-horario. Seja :’ a normal unitaria exterior a K. Entao

C = = —
$ F-nds=| [ divF dxdy,

Demonstracdo

e o —
cf)}‘F- 0 ds=j F(y(0)- n (y()lly' (Ol dt

a

onde

— — —

1)) = (@) i —x'(1) j)-
n(y(n) Y (y @)y i —x()j)




Segue que

= — b
§ F-uds=[1Py1)y'(0) - 0y®) x' ()] di

e, portanto,

F-nds=t —Qdx+Pd
) nods = . Q dx y.
Pelo teorema de Green,
4 A s
—Qdx+ Pdy= U L E dx dy.
X ady
E, portanto,

- = —
95"1* F-nds= JT div F dx dy. g
E

Dizemos que y : [a, b] — R* é regular por partes se for C' por partes e se cada
“trecho”

y, i, t] — R* satisfizer a condicdo y: (1) # 0 em]t, _ . Fica a seu cargo

estender o teorema acima para o caso em que a fronteira de K seja regular por partes.

EXEMPLO 1. Seja 7 (x, y) = y° T Calcule o fluxo de 7 através da fronteira y do

_}

, @ normal unitaria que aponta para fora do

retangulo 1 <x <3, 1 <y <2, sendo
retangulo.

Solucdo



v Fe. D=8

) 5 c
4 Fenr
H=ag A B

—

A normal exterior sobre o lado CD ¢ }’, a componente de }} (x, 2) na diregao j ¢
7 (x2)- }’ = 8. Como a componente normal de 7 ¢ constante, o fluxo de 7 através

do lado CD ¢ o produto da componente normal pelo comprimento do lado CD.
Portanto, o fluxo de }} através do lado CD ¢ 16. A normal exterior sobre o lado AB é —

-3,
J
sao nulos. Temos, entdao

o fluxo através de AB ¢ — 2. Como }} ¢ normal a Ta os fluxos através de BC e DA

—F =
QSTF- n ds = 14.

Poderiamos, também, ter chegado ao resultado acima aplicando o teorema da
divergéncia.

- — —
95 F-n ds=” div F s &
Y K 2

onde K ¢ o retangulo dado e sua fronteira orientada no sentido anti-horério e ;} a

normal exterior. Como div 7 =3 y* vem

3 1 i
HK div F dx d_v=jl U 3y2 d\‘}dr:lal. -

EXEMPLO 2.Seja F —p [ + 0 T de classe C' num aberto Q do R’ Suponha que

div }} ¢ diferente de zero no ponto (x,, y,) € €. Prove que existe uma bola aberta B, de



centro (x,, ,), tal que, para todo K C B, K nas condi¢des do teorema de Green, tem-se

e
‘TF-ndsJiD

0 onde € a fronteira de K e ;} a normal unitaria exterior a K.
Solucdo

Sendo 7 de classe C', div 7 sera continuo em Q. Para fixar o raciocinio
suporemos div }} (x> ¥o) > 0. Pelo teorema da conservacdo do sinal, existe uma bola
aberta B, de centro (x,, y,) (podemos supor B C Q, pois € ¢ aberto) tal que, para todo
(x, y) € B,

div 7 (x, y) > 0.
Segue que para todo K C B, K nas condi¢des do teorema de Green, tem-se

it . —3
P,F -7 ds= [[ divF dxdy>0. 2
¥ K

-y == X

_}
- R
HE 58 }.2 }2 (IE + },2 }2

_}
EXEMPLO 3. Seja F (x,y) =
a) Desenhe o campo.

b) Calcule div 7.

Solucdo
a) }} (x, v) € tangente a circunferéncia de centro na origem e que passa pelo ponto (x,
y). Temos, ainda:
= 1
IF(x, vl=—

Pﬁ

onde p =, /x2 + y2 € o raio da circunferéncia de centro na origem ¢ que passa pelo

I‘l

ponto (x, ).



Observe que qualquer que seja o conjunto K da forma abaixo (veja figura), o fluxo
através da sua fronteira, e na dire¢do da normal exterior, é nulo. Por qué?

E razoavel esperar div }:’ = 0. (Veja exemplo anterior.)
b) div F = 0. (Verifique.)

Exercicios 8.4

1. Calcule J ;") ~;>

e
s

sendo dados (para evitar repeticao, ficard subentendido que



€ unitario):

a) 7 F (x,y)=x +y j>? (f)=(cos t,senf), 0 < ¢t<2me . anormal exterior.

b) 7 F y) =y j , v a fronteira do quadrado de vértices (0 0), (1,0), (1, 1) e
(0, 1) e 77 a normal que aponta para fora do quadrado, sendo y orientada no
sentido ant1 horarlo

) F 2 y)=x"7,y (z‘) =(2cost, sent),0<¢<2m e anormal que aponta

para fora da regido 2~ 4+ 2 <.
L T

d)F(xy)—x y(t)—(ZCostsent)O<t<ne;>anormalcom

componente yz > O
e) F Z(xy)=x gty j> Ly =@ 1),0<t<1,e anormal com componente
y<0.

. Prove que se }} : T} for constante sobre /m vy, entdo o fluxo de }} através de y €
o produto de }} pelo comprimento de y, onde ¢ normal a y.

. =t g X — 2 2oy e, . .
* Seja F (V)= ————< i + ————= j ¢, anormal unitaria exterior
{

)
a0 circulo x° +y2 < 1. Calcule J F-n onde y (f) =(cos t,sent), 0 <t <m.

¥

(x* +y x2 +1}

(Sugestao. Verifique que }} -, € constante.)

. Desenhe o campo do exercicio anterior. (Sugerimos ao leitor desenhar algumas
circunferéncias de centro na origem e, em seguida, desenhar o campo nos
pontos destas circunferéncias.)

a) Olhando o desenho do campo ¢ possivel decidir se div }} ¢ zero ou nao?
Por que?

b) Calcule div 7.

—% x — v
. SeJa F (.\-. 1|-':| == 7 = = i + 7 - =
"\-\.' _x-._ + -T._ "\-\_: _x"— + -1"_1._

a) Desenhe o campo.

b) Olhando para o desenho ¢ possivel decidir se }} ¢ ou ndo solenoidal?



(Dizemos que 7 € solenoidal se div 7 = 0 em seu dominio.)

x =3 y

%
6. Seja F (x, y) = _f Determine o para que 7 seja

W T AT T
=" L) (x° + y©)™
solenoidal. Desenhe o campo para o a determinado.

. Sejamf'(x, ) e g (x, ¥) duas funcdes a valores reais, de classe C°, no aberto Q
de R*. Seja y : [a, b] — Q uma curva regular, fechada, simples, orientada no
sentido anti- horério fronteira de um compacto K, com interior ndo vazio ¢
contido em Q; seja |, — a normal exterior a K. Prove:

(
a 7 .- -
) 95 ri ds =J v2 ¢ dxdy. —f’e a derivada direcional de g na diregdo
\d H
e v”g o laplaciano de g.)

b)f}Sf

deste Volume )

ds —J (V2 g+ Vf-Ve dedy. (Veja Exercicio 9¢ da Segio 2.4

0)95 f—m—“ (FV2 £+ NIV £I?) dx dy.

adn

. Sejav: Q C R*>— R de classe C* no aberto Q e sejam y e K como no
exercicio anterior. Prove que se y2, = ¢ no interior de K e v (y (¢)) = 0 em [a,
b], entdo v (x, y) = 0 para todo (x, y) € K. Suponha, ainda, que K seja um
circulo.

(Sugestao. Utilize o item ¢ do exercicio anterior.)

. Sejam y e K como no Exercicio 8. Seja F' (x, y) uma funcdo a valores reais
definida e continua no interior de K e seja f (x) uma funcdo a valores reais
definida e continua em [a, b]. Considere o problema com condigdo de fronteira

Ir'f-"g i = F no interior de K
@ ¢

‘H{'}‘“}} = f(r) em [a, b].

Prove que se u, € u, sio funcdes a valores reais, de classe C° num aberto
contendo K, satisfazendo @, entdo u, = u, em K.



10.

11.

12.

13.

. =2 3 73 F Yy = . 3 2
Seja F(x,y)=xy i + ( 3y ——x2y* | j esejay (f)=(¢,sen(4arctgt)), 0 <
I'-\. .-'I

t < 1. Seja a a area do conjunto limitado pelo eixo x e pela curva y. Calcule
T
J F-n onde ;} ¢ a normal a y que aponta para fora do conjunto acima

mencionado.

Seja }} o campo do exercicio anterior e seja y(f) = (cost,sen).0 =1=

SNE

r —

.
Calcule _L F - n onde ;} ¢ a normal com componente y > 0.

(Sugestao. Escolha um compacto K conveniente e aplique o teorema da
divergéncia.)

Seja 72 (x, ) =x 7 + (3x — 10xy) ;. Calcule |

o
g

—

— ‘ ey R
F-n onde y e " estdo
dados pela figura abaixo.

[y
¥

Sejam 2 (x, ) =x" 7 =3x% 7,30 =(te" ), 0<1<1,ep()=(t 1), 0<1
<l
Sejam ,T; a normal a y, com componente y > 0 e . a normal a Y, com

componente y < 0.
PR

Calcule_l F-n

it

- — - — —

(Sugestao. Verifique que J F-mds= —J F - np ds.)
71 2
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AREA E INTEGRAL DE SUPERFICIE

9.1. SUPERFICIES

Por uma superficie parametrizada o entendemos uma transformacio c: 4 — R°,
onde A é um subconjunto do R*. Supondo que as componentes de ¢ sejam dadas por x =

x(u,v),y=yW v)yez=z(u v),entdoc (u, v) =(x (1, v), y (4, v), z (u, v)).
Escreveremos com frequéncia
(e J_‘u = x(u, v)
E g 1 y=ymv) (wmv)EA
l_: = z(u, v)
para indicar a superficie parametrizada ¢ dada por 6 (u, v) = (x (4, v), y (4, v), z (1,

v)).

O lugar geométrico descrito por ¢ (u, v), quando (u, v) percorre A, ¢ a imagem de

Imo={c(uv) ER*|(u,v) EA}.



-
2

E comum referir-se a @ como uma parametrizagdo do conjunto Im .

Observacao. No que segue, adotaremos, por conveniéncia, a notacdo ¢ tanto para
indicar uma superficie parametrizada como sua imagem. Muitas vezes, para
simplificar, referir-nosemos a uma superficie parametrizada simplesmente como uma
superficie.

EXEMPLO 1. ¢: R* — R’ dada por

JI=H+2‘L’
y=2u—v+1
jz =2

¢ uma superficie. Sua imagem é um plano em R’ passando pelo ponto (0, 1, 2) e
paralelo aos vetores (1,2, 1) e (2,1, 1):

ouv=0,1,2)+u(l,2,1)+v(2,—-1,1) m

EXEMPLO 2. (x, y, z) = o (u, v) dada por

J,r=::r:nsu
I_\-‘=5enu Osus2r,.0sv=l
I=

¢ uma superficie parametrizada. A imagem de ¢ ¢ a superficie cilindrica obtida pela
rotacdo em torno do eixo z do segmento {(1,0,z) € R’ |0<z<1}.



Observe que para cada v fixo, 0 < v < 1, a imagem da curva u + o (4, v) ¢ uma
circunferéncia de raio 1, com centro no eixo Oz, e situada no plano z = v.

EXEMPLO 3. Parametrize a superficie esférica x> +y” +z° = (r > 0).
Solucdo

O que queremos ¢ determinar uma superficie parametrizada o, cuja imagem ¢ o
conjunto de todos (x, y, z) tais que x> + > + z° = . Vamos utilizar coordenadas
esféricas.




V= rsen sen @ O=0=2n,0=¢p=nm
Z=rcos

X =rsen  cos 0
o
Quando (6, @) varia no retangulo 0 < 0 < 2w, 0 < ¢ <=, o ponto (x, y, z) descreve a
superficie esférica x” +1° +2° =7~
u

EXEMPLO 4. (Faixa de Mébius.) Considere a superficie (x, ¥, z) =o6 (4, v), — 1 <v <
1 ¢ 0 <u <2m, dada da seguinte forma: para cada u fixo, (x, y, z) descreve o segmento
de comprimento 2, centro no ponto (cos u, sen u, 1), localizado no plano determinado

. . N u
pelo eixo z e pelo ponto (cos u, sen u, 0) e que forma com o eixo z um angulo B

Expresse (x, y, z) em fungdo de (u, v).

Solucdo

P=(cosu,senu,l)e B= ((1 + sen %J COS I, [] + sen %J sen i, 1 + cos %)

O segmento 4B tem a seguinte parametrizagao:
x,yz2)=P+v(B—P),-1<v<,

ou seja,

] u u u
(x, ¥, z) = (cos u, sen u, 1) + v | sen 2 COS i, sen o sen u, cos —].



Assim, ¢ ¢ dada por

/
k] + p ?EH—]CGS u

II
A ——

1+1*?€n—)smu —1=sv=1,0<su=<27w.

o ¥V COS

&l

u
2

Sugerimos ao leitor construir uma faixa de Mobius utilizando uma fita de papel.

Exercicios 9.1

1. Desenhe a imagem da superficie parametrizada dada.

a) o, v)=(u v, u

2
3

24 1'2}, (u, v) € R~
gl v)=(l,uv),0=u=1,0=< =y =1.
o, v)=(u v, 1—: 1},u“t}1~e{]e +v=1.
o(u, v) = (u, x-]_!-" — w2 ), +13~:]
o (i, 1"1=(1'c05u, vseni, v),0=u =27 0=v=h onde h >0 é um real dado.
]
cr{u,ﬂ=[1 COS W, V sen u, 2 0=u=2mv>=0.

g) a(wvy=(uv, 1 — u”’ﬁ, u=0v=0ecutv=1.

2. Sejad={(0,y z) €ER’ |2+ (y —2)> =1} e seja B o conjunto do espago
obtido pela rotacdo em torno do eixo z do conjunto A. Determine uma

parametrizacdo para B.

(Sugestdao: Parametrize B utilizando os parametros u e v conforme figura

seguinte.)



3. Determine uma parametrizacdo para o conjunto de todos (x, y, z) tais que
2 2

2 L - . o
X Y X _ | ondea, becsio constantes estritamente positivas.

¥ ¥ ¥
b= c*

4. Parametrize o conjunto dado.

a) {(x,y,2) ER’|xX*+47°=1).

b) {(x,y,z) ER’|2x+y+4z=5}.

¢) Conjunto obtido pela rotagdo em torno do eixozdacurvay=0¢z=¢", x >
0.

d) {(x,y z) € R’ |x*+*=2x}.

e¢) Conjunto obtido pela rotagdo em torno do eixo z da curva

1
y=Der= 1>k
X
/) Conjunto obtido pela rotagdo em torno do eixo zdacurvay =0ez =x — x°,

0<x<I.

9.2. PLANO TANGENTE

Sejac: Q C R* — R°, Q aberto, uma superficie parametrizada de classe C' e seja

(uy, vo) um ponto de Q. Fixado u,, v ~ o (u,, v) ¢ uma curva cuja imagem esta contida
. % a 14
na imagem de c. Se % (up, vg) # 0, entdo ?{F (up, vo) Sera um vetor tangente a esta

curva no ponto ¢ (u,, v,). De modo andlogo, fixado v,, podemos considerar a curva u -

== d .
o (u, v); se % (up, vo) # 0, entdo ?{F (up, vp) Sera um vetor tangente a esta curva no
0 } '



ponto & (uy, V).

g Jo . do _L_} .
¢ . (up, vo) /\ o (up, vg) # 0, podemos considerar o plano que passa por 6 (uo,
L1} ?

v ) e que seja normal ao vetor g—g (g, vg) /N ‘;—U (ug, vg). Tal plano denomina-se plano
0 i ;

tangente a superficie ¢ no ponto (x,, y,, z,) = 6 (4, V,) € tem por equacao

oo do
(x, v, 2) =0 (up, vg) + s — (ug, vo) + t — (up, vo) (s, t € R).
_ (up, vo o o 0) 5 (o 0)(

Tal equacao pode, também, ser colocada na forma

2 (up, vo) /N i (up, vo) - [(x.5.2) — (x0, Y0, 20)] = 0
Ju v

Seja o: Q C R*> — R’, Q aberto, de classe C'. Dizemos que 6 é regular no ponto
— . )
(1, vp) € (dse Ll (ug, vp) /\ i (ug, vg) = 0 . Diremos que ¢ € regular em Q se for
: y
regular em todo ponto de Q. Observamos que ¢ ser regular em € significa que ¢

admite plano tangente em todo ponto ¢ (u, v), com (i, v) € Q.

Exercicios 9.2

1. Determine o plano tangente a superficie dada, no ponto dado.



a) o (u, v) = (u, v, > +v*), no ponto & (1, 1).

i T L

) o (4, v) = (cos u, sen u, v), no ponto o LT 1 J

c¢) 6 (u,v)=Qu+v, u—v,3u+2v),noponto c (0, 0).
d) o (u, v)=(u—v, u"+v2,uv), no ponto ¢ (1, 1).

Y

e) o(u, v)= (arctguv, € =% ,u — v), no ponto o (1, —1).

2. Sejac: Q — R, Q aberto em R* uma superficie de classe C' e sejay:  — Q
uma curva de classe C', comy (£) = (u (£), v (£)). (Observe que ¥ () é um ponto
de Q, paratodo ¢t € [.) SejaI': I — Im o a curva dada por I" (¥) = o (y (?)).

Prove que % (y (1) /N % (y (1) € ortogonal a I'' (¢). Interprete.

3. Sejac: Q C R* — R’, Q aberto, uma superficie de classe C' dada por o (1, v)
= (u, v), y (4, v), z (u, v)). Verifique que

= i + j+ k.

T i dg d(vI) 3. dzx) 7 dxy) =

Py v gl v) d(uw,v) d(u,v)

9.3. AREADE SUPERFICIE

Seja 0: K — R’, onde K é um compacto com fronteira de contetido nulo e interior
ndo vazio. No que segue suporemos que ¢ ¢ de classe C' em K e regular no interior de
K. (Dizer que c é de classe C' em K significa que existe uma transformagdo ¢: Q — R’
de classe C' no aberto Q, com K contido em Q, tal que, para todo (1, v) em K, ¢ (1, V)
=9 (u,v).



o \)x

1\d-

oo+ AN

o transforma o retangulo de lados Au e Av no “paralelogramo curvilineo” ABCD
contido na imagem de ¢. Queremos avaliar a “area” deste “paralelogramo curvilineo”
para Au e Av suficientemente pequenos.

A 4rea do paralelogramo determinado pelos vetores 2% (u,v) Au e % (1, v) Av é &

du
do do
HEW v) Au / % (1, v) Av

(Observe que este paralelogramo esta contido no plano tangente a 6, no ponto ¢ (u, v).)

Aun Av.

H—{H V) x“\%{ul}

Temos:
H— (u, v) Au|| = comprimento do arco 4B
e
H — (u, v) Av|| = comprimento do arco AD
A “area” AS de ABCD ¢, entdo, aproximada pela drea do paralelogramo de lados
&—g(u V) f_“-.:{e&—{fi v) Av:
i av

“drea” AS = H—{H v) A %{u v)|| AuAv.




Nada mais natural, entdo, do que definir a drea de o por

1 Trloe . oo
areade o _“K E AN > H du dv.
) ) . . \do . do| . ,
Observe que a integral acima existe, pois |[— /A ——| é continua em K ¢ a

u
fronteira de K tem conteudo nulo.

EXEMPLO. Calcule a 4rea da superficie 6 dada por 6 (1, v) = (1, v, 1 —u°), u>0, v>

Oeut+v<l.
Solucdo
99 _ (1,0, —2u)
du
e
2
do

— =(0,1,0).

Temos:



S &—”H dudv = || 4u? +1 dudv
du v K

areade o0 = JJ
K

onde K ¢ o tridngulo

G

Temos:
i 1
jj -\_.'1 + 4u? dudv = J [
K 0

Facamos a mudanca de variavel

]._u { ]. i 7
J A1+ 4u? dv|du = j (1 —u) |1+ 4u*- du.
0 0

2u=tg3;du=%5eczﬁdﬁ
u=0;0=0
u=1;0=arctg 2

~arctg
=lJ [l—ltgﬁ)seCEHdﬁ
240 2
arctg 2 arctg?
= lJ. secs O dO — l tg@ sec 6d6.
2 4Jo 4 Jo



Como

Jsec3HdE!:%secHtgH—l—%ln{secH—tgH}—k

resulta

rarctg2 ) — | —
sec” 0 d0 =45+ E In (2 + +/5).
0

Por outro lado,

sarctg2 . 1 ; arctg 2
tg B sec” 6 dO = [—% sec” H} =
0

| =
fad

0

Portanto, a area de & = APl In (2 ++/5) + L
12 4 12

sen 6 40 1

et S wn il
cost @ 3 cos” B

Observacio. J tg O secd 6 dB = J

Exercicios 9.3

1. Calcule a area. (Sugerimos ao leitor desenhar a imagem da superficie dada.)

a) c(u,vy=(u,v,1 —u—v),u>0,v>0eu+v<l.

b) o (u, V)= v,2—u—v), r +vV'<1.

c) o(uv)=( v, u"+Vv), " +v' <4

d) o (uv)=(wv,4—u" —v), (u,v) € K, onde K é o conjunto no plano uv
limitado pelo eixo u e pela curva (em coordenadas polares) p =e ™, 0< 0 <
.

[ : . s
e) o(u,v) = [rr, v, E u-} O=v=peu=2
) o(uv)=(cosu, v,senu), u"+4”<1.

2. Sejad={(0,y z) ER’|Z + (y —2)° = 1}; ache a area da superficie gerada
pela rotacdao em torno do eixo Oz do conjunto 4.



10.

11.

12.

13.

. Seja f: K — R de classe C' no compacto K com fronteira de contetido nulo e

interior ndo vazio. Mostre que a drea da superficie z f = (x, ) (isto &, da
superficie o dada porx =u, y = vez =f(u, v)) ¢ dada pela férmula

\

Calcule a area da parte da superficie cilindrica z* + x* = 4 que se encontra
dentro do cilindro x> +3* < 4 e acima do plano xy.

. Calcule a area da parte da superficie esférica x* + ° + z° = 1 que se encontra

dentro do cone ; = wm.-'..rz 4 a2
Calcule a drea da superficie z = [x2 + 2, (x — Y+ 4t =1,(x -2 +47 <
1.

Calcule a area da parte da superficie esférica x* + )* + z> = 2 que se encontra
dentro do paraboloide z = x* +)”.

Calcule a area da parte do cone z° = x° + J° que se encontra dentro do cilindro
x* +y* < 2x, fora do cilindro x* + ) < 1 e acima do plano xy.

Calcule a  area da  superficie =z = «x + Y7

1 2 8 9 7
= _1""{2 -+ 'Il_'_'llrz‘l U' =—x= —¢€ {] = _1|.' = — X ..
| 9 16

Calculeadreadaz= ;2 + 2, x— 27 + 42 =1, X+’ <2x,x>1ey>0.
\ . ) i y y

Calcule a 4rea da parte da superficie z= /32 + 2, (x— 22+ 4y <1.

compreendida entre os planosx +y=1,x+y=2,x=0e¢y =0.

Calcule a area da parte da superficie z = xy que se encontra dentro do cilindro
x* +y° <4 e fora do cilindro x* +)* < 1.

Seja K o conjunto do plano xy limitado pelas curvas (em coordenadas polares)
p=tgh, ;= ‘\,-"_1-2 +y2, 2’ +y?=2¢ x=ley=0. Calcule a area da superficie

z=xy,(x,y) € K.



14.

15.

16.

17.

18.

19.

Seja K o conjunto do plano xy limitado pela curva (em coordenadas polares)
p2= cos 2 0, — % =f < % Calcule a area da superficie z =xy, (x, y) € K.

Calcule a 4rea da parte do paraboloide eliptico z = x* + 2)° que se encontra
dentro do cilindro 4x* + 16y” < 1.

Seja f: [a, b] — R uma funcdo de classe C', comf' (1) > 0 em [a, b]. Considere
a superficie de revolucdo c (u, v) = (f (u) cos v, f(u) senv, u),coma<u<b, 0
<v < 2x. Estabeleca uma formula para o calculo da area de 6. Compare com a
formula obtida na Secao 13.4 do Wl. 1, 5. edicao.

Estabeleg:a uma formula para o calculo da 4rea da superficie

=T ,onde a>0,b>0ec>0sio constantes dadas.

a’ b2 c?

Seja F': Q C R — R, Q aberto, uma func¢ao de classe C tal que R #0. Seja

f: K— R, onde K ¢ um compacto com fronteira de conteudo nulo e interior nao
vazio contido em Q, tal que F' (x, y, f (x, ¥)) = 0 para todo (x, y) € K, isto &, z =
f(x, y) é definida implicitamente pela equagao F' (x, y, z) = 0. Mostre que a area
da superficie z = f (x, y) ¢ dada pela formula

(5) -
”ﬁ;‘ s !j; k - dx dy.
dz

2 ..\"3'

fr’n“'_
1.i" 3

Sejamo: Q C R’ e ¢: Q, C R, — R, duas superficies regulares nos abertos Q
e Q,, respectivamente. Suponha que exista uma transformagdo H: Q, — Q, com
H(Q,)=Q, dada por

‘ru = u(s, )
H:
M_—

|:_$', f) ﬂl

sendo H de classe C', inversivel e tal que, para todo (s, f) € Q,,



20.

21.

o (s, t)=o(u(s, t), v (s, t)).

Diremos, entdo, que ¢ é obtida de o pela mudanca de parametros (u, v) = H (s,
t). Suponha, entdo, que ¢ seja obtida de ¢ pela mudanca de parametros (u, v) =
H(s, t)=(u(s, 1), v (s, 1)).

a) Verifique que Imo = Im .
b) Prove que

@ &_@ A &_@ B ( der % (?{I] diu, v)
5 it o v/ (5 1)
onde
du,v) 0s ot
d (5, [) i i
ols ot

¢ o determinante jacobiano da transformacao u u (s, t), v v (s, ?).

ad(u, v)
d(s 1)

9 Interprete geometricamente a relacao supondo @ supondo = 0.

Sejamo: Q C R* — R’ e ¢: Q, C R* — R’ duas superficies regulares, sendo
@ obtida de ¢ pela mudanca de parametros (u, v) = H (s, t) = (u (s, 1), v (s, 1))
(veja exercicio anterior). Sejam K C Q e K, C Q,, compactos com fronteira de
contetido nulo e interior ndo vazio e tais que g7 (k,) = k.- Prove que

JI, il

Seja o(u, v) = (x (1, v), y (1, v), z (u, v)), (u, v) € K. Mostre que a area de o
pode ser expressa na forma

fo.0F [2@0F [ocnT
drea de g = ” 0.2 + s L3 I (% ¥) du dv.
Y1 2 (u v d (u, v) d (i, v)

_ff?‘_cf

i

dsdt.

99 A 99
5 at




(Sugestao: Veja Exercicio 3 da Se¢do 9.2.)

94. INTEGRAL DE SUPERFICIE

Seja K um compacto de R* com fronteira de contetido nulo e interior ndo vazio;
seja o : K — R’ de classe C' em K, regular e injetora no interior de K.

Seja w=f(x, y, z) uma funcao a valores reais definida e continua na imagem de o.
Definimos a integral de superficie de f sobre o por

e . wdo  do e
JJ‘I flx,y2)dS JJKﬂ‘U{”J”H_&u A = du dh
ds
onde dS = ‘aﬁ A\ (;—{T du dv é o elemento de area.
H r

Observacao 1. Seja P = {(u, v) [i=0,1,2,...,n,j=0,1,2, ..., m} uma parti¢do de
K, para facilitar, vamos supor que K seja um retangulo de lados paralelos aos eixos.

i a

Consideremos a soma

n m
_Z] _Zl f(o(w;,vj) ASjj
i=1 j=



onde AS;; € a area da regido hachurada na superficie 6. Demonstra-se que

n m ~

lim X X f(o(®,v;) ,ﬁ.s,-j:“ f(x,y,2) ds.
A—=0i=1 j=1 o

Observacao 2. Na definicao de integral de superficie a funcdo f (x, y, z) ndo precisa
estar definida em todos os pontos da imagem de o; basta estar definida nos pontos X =

o (u, v), com (u, v) no interior de K. Neste caso, definimos

du dv

_'.Lf{x_ y,z) dS = J.J.Kf‘;ml“ﬁ” H% i -‘Z:F

desde que a integral do 2.° membro exista no sentido da definicdo apresentada na
Secao 2.5.

EXEMPLO 1. Se f(x, y, z) = 1, para todo (x, y, z) € Im o, teremos

[[ rvyoas=[] as=|| b 5 9o

NI L
o v

A dudv = areade o.

Assim,

“ dS = dreade 0.
[¥)

A integral de superficie pode ser aplicada no célculo da massa, centro de massa e
momento de inércia de uma superficie o, que serd imaginada como um corpo delgado,
com densidade superficial de massa (massa por unidade de area) conhecida. Sejam o ¢
f como na definicdo acima. Se f'(x, y, z) for a densidade superficial de massa no ponto
(x, y, z) € Im o, entdo a massa M de o sera dada por

M =H £(x,v,2)dS
a

E comum referir-se a dm = f (x, y, z) dS como elemento de massa.
O momento de inércia da superficie emrelagdo a um eixo fixo ¢ definido por



I = JI r2 dm
o

B onde r =7 (x, y, z) ¢ a distancia do ponto (x, y, z) ao eixo. O centro de massa (x,, .,

z..) € definido por
JI xdm JI xdm JI zdm
L SRR | L S ¢
M M

M

onde M ¢ amassa e dm =f (x, y, z) dS o elemento de massa.
n

EXEMPLO 2. Calcule a massa da chapa fina o dadaporx=u, y=vez=u+2v,0<
u<leO<v<l1,sendof(x, y, z) =xyzadensidade superficial.

Solucdo
M=J.L x+y+2) dS=J.J.Kf2u + 3v) %ﬂ ‘;—” dudv
onde K é o quadrado 0 <u <1,0<v<1. Temos:
- = =
i 3 &k
e
Lo ot ) D VS W) IS b, S o (e
hut v
0 1 2

e, portanto,

do do ' 3 2 5 f
—= N 4{=-J—I~+ ~2)2 +12 = /6.
du 31“ V&) (=2) b

Segue que

D -\-':6

_ o
M =46 “1& (2u + 3v) dudv = +/6 j@ Uﬂ (2u + 3v) du} dv =



r 5 '1-“‘6

Portanto, a massa ¢ unidades de massa.
2

EXEMPLO 3. Sejam ¢ ¢ f como no exemplo anterior. Calcule o momento de inércia de
o emrelacdo ao eixo z.

Solucdo
I = JJ 2 x4+ y4 2)dS
o
onde r =r (x, y, z) € a distancia do ponto (x, y, z) ao eixo z. Como r = ,/x2 + yZ, vem
o i o do
F= JJH X2+ yH)(x+y+2)dS= JJK_{”? +v2) 2u + 3v) ‘a—“ A\ = du dv

onde K ¢ o quadrado 0 <u<1,0<v<1. Como

8—6 b ﬁ = /6 (veja exemplo anterior)
Ju e s o
resulta
: 25+/6
I =46 JJ 2u® + 3uv + 2uv? + 3v3) dudv = ]:
K 2
Assim, o momento de inércia da chapa em relagdo ao eixo z € SN (Observe que o
12

momento de inércia tem dimensdes ML*, onde M é massa e L, comprimento.)

EXEMPLO 4. Sejam ¢ ¢ f como no Exemplo 2. Calcule o centro de massa de .

Solucdo



Pelo Exemplo 2, M =

Exercicios 9.4

i 176
JI xdm = JI x(x+y+2z)dS =6 JI u(2u + 3v) dudv = =
a a K 12

i

3./6

2

JJ vdm = JI y(x+y+2)dS =46 JI v(2u + 3v) dudv =
o o K

.U zdm = JI Z(x +y+2z)dS =6 JI (u + 2v) Qu + 3v) dudv = el
a o K

i '] Temos, entdo:

xdm JI vdm JI zd
_”(, O | i N N
X, = =—, V=" =—e=""—=—
M 30 M 5 M 30
. , 1 3 53
Assim, o centro de massa da chapa ¢ o ponto [_D —. E]
: 5

1. Calcule JJ f(x,v,2) dSsendo
o

a) fx, v,2)=xeo(w V)= v, u'+v),0<u<leuw <v<l.

by f(x,yvz)=xyeow, —v)(u—vu+v,2u+v+1),0<u<lel<v<u.

) fx, v,2)=x"+Veo(uv)= v, u"+Vv),u +V' < 1.

d) f(x,vz2)=yeo(u,v)=v,1 —1t'),0<u<le0<v<.,.

e) f(x, v, z)=x>+)" e o asuperficie x* +y* + 2z =4, z > 1. (Fica entendido
aqui que o € a parametrizacdo mais “natural” do conjunto dado.)

f f(x, 3 z)=xyeoéainterse¢do do paraboloide z = x* + »* com o conjunto
X +1y°<2x,y>0.

2) f(x,y z)x e é o aparte da superficie z” = x” + )” situada entre os planos z =
lez=3.

h) f(x, v, z) =z e o éaparte da superficie z° = x* + )” que se encontra acima do
paraboloide 4z = x> + ) + 3.

-

i) fiuy2)=.1-x2 eocéaparte da superficie cilindrica 2> + x* = 1 que se



encontra dentro do cone - = /2 + 2 .
— i l. -

) fluy o= = ; : 2
J s AT ¢ o ¢ a parte do paraboloide z=1—-x —y que

se encontra dentro do cilindro x* +* < 2y.

. Calcule o centro de massa da superficie homogénea (densidade constante)
dada.

a) o=, v)= v, +V), '+ < 1.
b) ¢ ¢é a parte da superficie conica z° = x> + y* compreendida entre os planos z
=lez=2.

. Calcule a massa da superficie ¢ dada, com funcdo densidade superficial de
massa f (x, y, z) dada.

a) f(x,,z)=zeéasuperficiex’+y"+z°=1,2z>0.
b) flxy 2= x + y? + 72 ¢o¢asuperficie Z=x"+y,1<z<2.

c) fx, v,2)=2ecuv)=wv,1 —u"),0<u<le0<v<lI.

. Calcule o momento de inércia da superficie esférica de raio R, homogénea, de
massa M, em torno de qualquer diametro. (Tal superficie deve ser imaginada
como um corpo delgado e homogéneo.)

. Calcule o momento de inércia da superficie homogénea, de massa M, de
equacdo z =x"+)%, x* +° < R* (R>0), em torno do eixo Oz.

. Calcule o momento de inércia da superficie homogénea, de massa M, de
equacdo x” +3° =R*(R>0), com0 <z < 1, em torno do eixo Oz.
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FLUXO DE UM CAMPO VETORIAL.
TEOREMA DA DIVERGENCIA OU DE
GAUSS

10.1. FLUXO DE UM CAMPO VETORIAL

b 2 3 J4 .
Seja 0 : K C R* = R’ de classe C', onde K é um compacto com fronteira de
conteudo nulo e interior ndo vazio. Suponhamos que ¢ seja injetora e regular no interior
~ . . . — —
de K. Podemos, entdo, considerar os campos vetoriais p; € ,, dados por

do 5 dar
— — s, v) N — (1, ¥) o
ny (o (u, v)) = 24 7 ,(u,v) EK,
oaT o T
— :\“? 1.} N - “’L 1.)
i v
c
— —

n (o, v) = —n (ou,v)).

O campo ;; associa a cada ponto ¢ (u, v) da imagem de o, com (, v) € g, um

e, 7 s o —* 7z .
vetor unitdrio e normal a 6. Observe que o dominio de ,, ¢ o conjunto

IXeEImolX = o(u v)com (u, v) € f ]



;o oe . . . — , .
Como o ¢ injetora no interior de K, 0 campo ,; esta bem definido.

ny (o (u, v)) do (2, ¥)

av

e
B et I i -
z |II e "IL_-=
= r-T | | ——]
= - [
z - [
B —1 | - Scaed R
= 1 stante
g_L—1 | 'w -cons
Seja 7 : Im ¢ — R’ um campo vetorial continuo e seja ,; um dos campos p; ou )

- =

pagina anterior. Seja p _ g ., afungdo a valores reais dada por
n

— =2 o
F,(omv)= F(oc(wv): n (oc(uv)uv)ek.

Observe que F, (o (u, v)) € a componente escalar de ;3 (o (u, v)) na direcdo do vetor
o (0 (V).

Pois bem, a integral de superficie

o —¥ —
JJ F-ndS
o

denomina-se fluxo de ;3 através de o, na diregdo ;}. (Veja Observagao 2 da Secao
9.4.)
: ~ R - = Y .
E frequente a notacao JJ F -dS, onde 4o _ . 4¢, para indicar o fluxo de g

o

através de o, na direcado ;}. E comum referir-se a ;S} como elemento de area

orientado.
Segue da defini¢do de integral de superficie que



o i A . — —

F-ndS= JJK F (o (u,v)): n (o (u,v)) du dv.

3
i (u, v) /\ r_—g (u, v)
o

o'l

o

ds

Temos, entao:

F-n d5=“ F (o (u, 1-‘))-[—{; }ﬂﬂha 1-'}}:1’&; dv
o K du au
o
o r}—(u V) f\—[u V)
se n (o v) = ';“
o
r—(u f\—[u 1}‘
U
ou
Fr»n d5=—“ F (o (u, 1*))-[—{;: 11!\—(&1 ‘L}:|tfufh-‘
a K i v
7 7
il i (u, v) /\ il (1, v)
se n (o(uv)=— 94 IV

i
(u, v) /\ i (u, v)
av

9o
il

Observe que pelo fato de estarmos supondo ;3 continua em /m o, ¢ de classe C' e

= =
K com fronteira de conteudo nulo, a integral “ F - n dS existe.

EXEMPLO 1. Considere um escoamento de um fluido com Veloc1dade constante;
seja o uma superficie cuyja imagem ¢ um retangulo contldo na regiao em que se dad o

escoamento e considere a normal _:' a o que forma com angulo < ? rd. Calcule

a~m —F .
JJ Voo on L dSe interprete.
or

Solucdo



—
v

=

s30 constantes; logo, T} i ? é constante. Assim,

e - = . - = ]
JJ v -ndS=v - n JJ dS=(v - n) vezes drea de o.
o o

=3 =
JJ v - n dS = volume de fluido que passa através de na unidade de tempo.
o

Observe que se o fluido tem densidade p constante, entdo

e
J (pv)+ n dS=massa de fluido que passa através de ¢ na unidade de tempo.
or

EXEMPLO 2. Calcule o fluxo de

- — = e —
ey W g FlEyy ik



através da superficie

dao . do
— =ik —
comnormal n =24 %
e 'A“d_JH
ol o
Solucdo
o A o
an —F —3 an — e T N s
JJ V * n d5=“ v (o (u,v))- i i r, £ r, du dv
o K H 90 do||gu ov
bl AV dS
ou seja,
T i
v -n dS= JJ v (o (1, v)) ( i, ﬁ]du dv
(i g K i AY
onde K¢éoretangulo0<u<1,0<v<1.
— — —
I j k
T ileg e =k e
— N—= =2ui tvj 1+ k.
u v I 0 —2u J
0 1 —2v

Lecng oy g

— T — — — =
“ v -na’5=“ [10 i + @2 +v2) j —2uv k1-[2u i +2v j + k |dudy
s K

= JJK[ZDH + 2uv + 2v3 — 2uv] du dv

ou seja,



. —> —3 | 1 - -
J v -n dS= J [J (20u + 2u<v + 2v7 — 2uv) du ] dv
i 0 0

e, portanto,

o

como um campo de velocidade associado a um

Observe que se olharmos T}

escoamento de um fluido e se _:' for medido em nV/s, entdo o fluxo de através de

3/
sera medido em m™. Neste caso, teremos.

—

. 31
fluxo (ou vazdo) de v atravésde o = (m” fs}

5

Muitas vezes, teremos que calcular o fluxo de um campo vetorial sobre
“superficies” como, por exemplo, a fronteira de um cubo, de um cilindro etc. Sera
conveniente, entdo, olhar tais “superficies” como imagens de cadeias.

Sejaci: K, —» R (i=1,2, ..., n) uma superficie de classe C', regular e injetora no
interior de K, onde K; ¢ um compacto com fronteira de contetido nulo e interior ndo
vazio. Suponhamos que o, ( K )N o, (,J( ) = ¢, para i #j. Pois bem, a n-upla (o,

., on) € denominada cadeia. Deﬁmmos a imagem da cadeia (o,, G5, ..., On) por
Imo=Imo,Ulmo,U...Ulmo,.

Seja ;3 um campo vetorial continuo sobre /m o, onde (G,, G,, ..., 6x) € uma cadeia.
Seja f um campo unitario normal a o:. Definimos
i

- = — = - - — —
H F-nd5=” Fom d5+H F-n2d5+...—” F -n, dS
o f.r] f.rz f.rn

onde ¢ um campo vetorial definido em Im o e tal que ” (0 (u, v)) = : (0, (u, V)’

para todo (u, v) € Ke" i=1,2,...,



_}
De agora em diante, quando se pedir para calcular JJ F - n dS. onde o ¢ uma

o

“superficie” nao parametrizada, entender-se-a que se trata de calcular tal integral sobre
a cadeia mais “natural” (o,, 6,, ..., 6x) cuja imagem coincida com a superficie dada.
(Veja Exercicio 14 desta secao.)

. — o - —
EXEMPLO 3. Seja (4, V) =Pxy2 i +0®y2) j +R(xyz2) k umcampo

vetorial de classe C' no aberto QCR’. Considere um paralelepipedo de faces
paralelas aos planos coordenados contido em €, com centro no ponto (x, y, z) e de
arestas Ax, Ay e Az suficientemente pequenas. Suponha que em cada face do
paralelepipedo escolhe-se a normal que aponta para fora do paralelepipedo. Verifique
que o fluxo de ;3 através da fronteira o do paralelepipedo ¢ aproximadamente div ;3
(x, ¥, 2) Ax Ay Az; isto &,

e —
JJ F-ndS=div F (x,y,2) Ax Ay Az
o

Solucdo

(x, y, 7)--t

O fluxo de ;3 através da face ABCD ¢ aproximadamente

F[.n_y—i—%.:]' j ir&:=Q[x.y+%,:]irﬂ:.



De

segue que o fluxo ;3 através da face ABCD ¢ aproximadamente

Q) 0 {x. ¥ ) Ax Ar+ % 99 (x, v, 7) Ax Ay Az.

2 ay

O fluxo de ;3 através da face 4,B,C,D, é aproximadamente

F{:{.}'—%.:)‘{—_,r').ir&:=—Q(I.}‘—%,:]irﬂz.

De

‘ 7 Ay
2'1._:. EQ(I.}-‘.J)_rQ .

X y— LX. V.2
0 _ %) =

dy

segue que o fluxo = através da face 4,B,C,D, é aproximadamente
guc q F b,y eap

@ —Mx D Axlr + % e (x, v, 7) Ax Ay Az

dy

Resulta de ® ¢ @ que a soma dos fluxos através das faces ABCD e A,B,C,D, ¢
aproximadamente

9 (x, ¥, 2) Ax Ay Az.
dy

Procedendo de forma analoga com as outras faces obtemos

= —d
“ F-nds=div F (x,y,2) Ax Ay Az. ]
R .

EXEMPLO 4. Calcule “ F - n dS,onde o ¢ a fronteira do cubo 0 <x<1,0<y <1,

o



_[-} . T T — ¢ a normal apontando para fora do cubo.

%
0<z<l, F{.‘E.}',Z]=IE e n

+

Solucdo

J'J'U? o e J'J'Ull_f} : : ds + JJU? : n_; A o JJU? - ;; ds

)

onde 6 , G o sdo as faces do cuboe 0~ — sdo respectivamente, as
1’722 7 Ve n, Ny, N3, ..., Ng ’ ’

normais a estas faces que apontam para fora do cubo.

zh
b
I
I
]
I —
! —tn,
.|-|-"'lll’L ------- --'P
#"J I
- 1
x —
iy
- 2 =2 S o - = - = - =2 =
I = K= ey Bl T s = B
Temos:
X =u
o1y =V (u, v) E K; day A ad :?
o v
=1
onde K¢ o quadrado0<u<1,0<v<1.
1
; oaT T
JJ F-m d5=“ w2i—j+ k) k|— ] f“\% duf.f1='=“ du dv
| K o'l oV K




ou seja,

X—u
2T - o —
oy qy=1 (u, v) € K; ”‘frz ANZ2—_j
2 i v
Sl
e R R e -
JJ F -ny d.5'=“ w2i—j+k) j 92 N 2220 gy dv = —JJ du dv,
iy K du v K
ou seja,
r— =
JJ F-ny,dS=—1
1’J'3
Deixamos a seu cargo verificar que:
I = = = = e
JJ F-n dS=—1~JJ F-;r4d5=1,“ F-nsdS=0 e” F -ng dS=1.
oy oy s Oe
Portanto,
p = =
Frodi—=1-1-1+1180+1+i=1 B

I,

EXEMPLO 5. SejaBocubo 0<x<1,0<y<1,0<z<1e sejam? € ¢ COmo no
exemplo anterior. Verifique que

P —_— Am —3 —>
F-n

JJJBdiv F dx dy dz = JJ ds
o

Solucdo



J.J.J.B div ? dx dy dz = J.J.J.EQ.Y dx dy dz = .”4“.(; 2x dx } dy dz = J.L dy dz

onde 4 ¢ oretangulo 0 <y <1,0<z<1. Assim,

[[] aiv F N

B
L e >
De acordo com o exemplo anterior JJ F - n dS = 1. Portanto,
o
J“ div F dx dy dz = “ F-n ds. =
E o

EXEMPLO 6. Seja

e

. o q xityjrzk
E (n. 92— = 5 —— —,
x“+y +z5 x2 4 y2 4 22
o campo elétrico criado por uma carga g localizada na origem. Calcule o fluxo de E

através da superficie esférica de raio » e centrada na origem, com normal :’ apontando
para fora da esfera.

Solucdo

_} _} . ) .
Queremos calcular “ E - n dS.onde o € a superficie esférica de centro na origem

ior
- =
—

eraiore n (x,y,z)= XL TYJ *2 K Temos:
a2

— —
; : q q
E(x,,2)- n (x,y,2)= 3
' ’ X2+ _1-3 + z2 r

pois (x, y, z) varia na superficie esférica de centro na origem e raio r. Dai,

[ ?-?45=J'J' L as=4 [[ as

o r- r=




Como “ dS = 4mr? = 4rea da superficie esférica, resulta

i

pa —F —2 q
“ E-ndS=-1-47rl = 4ny.
o r-

Observe que o fluxo de _E} através de o ndo depende do raio da superficie esférica o.

Exercicios 10.1

(Para evitar repeticao, ficard subentendido que a normal . que ocorre em “ F-n
or

dS serd sempre unitaria.)

1. SeJamB{(xyz)ER |x>0 y>0e0<z=<1-x—y},oa fronteira de B e
— —
F (EN. =X T Py e k Verifique que

sy -y
F:-ndS= -”-[B div F dx dy dz

onde ¢ a normal que aponta para fora de B.

2. Sejac (u, v)=(u v,4—u"—V), " +v' <1,esejal(f) =(cos ¢, sent, 3); 0 < ¢

< 2x. Considere o campo vetorial ? = _.,} T A— T

a) Desenhe as imagens de e de I'.

b) Verifique que

oy — R

JJ rot F-n d5=J F -dl
o r
N
o v

onde ¢ a normal )

H o N Jor

el Wl

3. Seja Bocilindrox’+)*<1e0<z<1;sejac afronteira de B. Verifique que



—
j j W dS = H div F dx dy dz
B

— - = =
onde p xy. D) =xy i .+ .2 4 ¢, anormal a o que aponta para fora de

n
B.

. SejaB={(x,y,2) ER’|xX*+1)'<1ex’+)"+2z" <4} e seja a fronteira de B.
Verifique que

—
j j W dS = H div F dx dy dz
B

? 2 ? ¢ ;} a normal que aponta para fora de B.

o _|_.—_

onde & 2
F i no—n T

. Considere o cilindro B = {(x, y, z) E R’ |x* +)° < 1,0 <z <1} e seja

7:} ®y,2 =R 2) T de classe C' num aberto contendo B. Verifique que

j j W dS = HE e e

onde ¢ ¢ a fronteira de B com normal _> . apontando para fora de B.

. Considere o cilindro B={(x, »,z) ER’|x*+)°<1,0<z<1} e seja

—> — —
FaEyag=>rEyg i +0x¥d j

de classe C' num aberto contendo B. Verifique que

gy —
j F-ndS= ”'E div F dx dy dz

onde ¢ a fronteira de B com normal _> . apontando para fora de B.
(Sugestao: Trabalhe com a cadeia o = (o, 0,, 05), onde

o, (u,v)=(uv,0), "+ <1;
o, (w,v)=(wWv,1), w V< 1;
o;(u, v)=(cosu,senu,v),0<u<2n,0<v<1.)



7. Considere o cilindro B= {(x, y,z) E R’ |x*+1°<1,0<z<1} e seja

—3 — — —
Fpag=—Prayn i +0&E¥% fF +RIx%D K

de classe C' num aberto contendo B. Verifique que

— — —
H F-ndS= m&ﬁv F dx dy dz

apontando para fora de B.

onde ¢ ¢ a fronteira de B com normal :’

(Sugestao: Utilize os Exercicios 5 e 6.)

8. Sejac: K — R’ de classe C' em K, injetora e regular no interior de K, onde K

¢ um compacto com fronteira de contetido nulo. Seja ? —p _‘,} if T LR f

continuo em /m c. Seja :’ a normal

do 9o
o v
i W |
o v
Mostre que
_} _> ’ g = JIi7 F 3 H
” F-n dS:U P 90, 2) +Q ﬂ_r{"‘ﬂ +R AC'S) du dv
o K a (i, v) a (i, v) a (i, V)

onde P Q e R sdo calculadas emo (v, v) = (x (4, v), ¥ (u, v), z (u, v)).

9. Sejam ¢ (u, v) = (x (v, v), y (w, v), z (u, v)), (u, vv € K, ¢

— — — — o - 5
F =P i +0Q j +R ¥ Somo no exercicio anterior. A notagdo

Jan Pdy Ndz + QdzNdx + Rdx Ndy

¢ usada para representar a integral

J‘J‘ p d (¥, 2) ) d(z, x) - d(x,y) P,
K d (i, v) d (u, v) d (i, v)



” Pﬁf_"ﬁd:‘i'Qd:ﬁr:ﬂ'+R(irf\m':-” {p
r K

10.

11.

Assim,

rf (v, 2) b d(z, x) "
d (u, v) d (u, v)

ad(x,7)

+ R du dv,

a (U, v)

onde P Q e R sao calculados em o (u, v). (Para lembrar a relacdo acima, basta
r.? l:_-ll'ls :.}

d (i, v)

observar que na passagem do 1.° membro para o 2.° fizemos dy /\dz =

du dv etc.) Verifique que

a) U -n‘ iy = U Pdy Ndz+ Qdz/N\dx+ Rdx Ndy

onde ¢ a normal je oW
H daor dar

— N —
i v

£l JJ Pdy Ndz + Qdz Ndx+ Rdx N\ dy
o

i v

or o ||
do o
i v

onde ¢ a normal

Seja o a superficie z = f(x, ¥), (x, ¥) € K, de classe C' num aberto contendo X .

(Observacao. Tratase da superficie dadaporx =u, y =vez = f(u, v).) Seja
,, @ normal a ¢ com componente z >0 eseja 7 —_p [ 4o ; +p g UD

campo vetorial continuo na imagem de o. Mostre que

H F ndS jj[ {1 ¥)— Qri—f{.r‘}'}+R}c:fxr:{v
fig ¥

onde P Q e R sdo calculadas em (x, y, f (x, ¥)).

Considere um escoamento com Velocidade _:' (x, », z) e densidade p (x, y, z)

tal que Jsejadadopor ] —, 7 & y T _ 9. % - Seja a o superficie x*

=P



12.

13.

14.

+y'+2°=4,z> /2, e seja , anormal com componente z > 0. Calcule o fluxo
de T através de o. (Observe que, neste caso, o fluxo tem dimensdes MT '
(massa por unidade de tempo).)

Seja " o campo do exercicio anterior e seja B = {(x, y, z) € R |[x" + )’ + 2’ <
4ez>./2}. Mostre que

"" T . ? = HL?“ ? dx dy dz

onde ¢ a fronteira de B e ;} a normal unitaria apontando para fora de B.

Interprete.

Seja 7, o campo do Exercicio 11 e seja B a esfera x° + y* + z° < 4. Calcule

— , :
I I u - n ds onde ¢ a fronteira de B, com normal ;} apontando para fora de B.

(Sugestao: Utilize coordenadas esféricas.)

Sejamo, (u, v), (1, v) € K, e 0, (s, t), (s, t) € K,, duas superficies de classe C'
€ com imagens iguais; 6, € 6, sd0 supostas injetoras e regulares nos interiores
de K, ¢ K,, respectivamente. Seja ¢ : K; — K, uma transformacao dada por

J.‘F = 5 (u, v)
@ :
|__{ =t (i, v)

e que satisfaz as condi¢cdes do teorema de mudanga de varidveis na integral
dupla. Suponhamos que, para todo (u, v) € K,

o, (u, v) =0, (s (i, v), t (u, v)).

7 um campo

Seja ;3 um campo vetorial continuo na imagem de o, ¢ seja

normal unitario ao conjunto /m o, = Im &,. Prove que

- — —

-”. F-ndS= H F-ndS

w iy

ou seja, o fluxo através do conjunto Im 6, ndo depende da parametrizagdo.



~ .- ~ joy . dos \ (8, 1)
(Sugestdo: Utilize a relagio 7L %7 — [ 292 5 772 J L do

u v s at J duv)
Exercicio 19 da Secao 9.3.)

10.2. TEOREMA DA DIVERGENCIA OU DE GAUSS

Seja B € R® um compacto, com interior nio vazio, cuja fronteira coincide com a
imagem de uma cadeia ¢ = (G, G,, ... om). Suponhamos que, para cada indice i, seja
possivel escolher uma normal unitaria ;} a Gi, com : apontando para fora de B. Seja
;} um campo vetorial definido na fronteira de B e que coincide com f sobre o, ( !{i).

f.
Seja !T;} L _;} +0 _j} +R T um campo vetorial de classe C' num aberto contendo

B. Pode ser provado (veja Se¢do 10.3 e referéncias bibliograficas [19] e [15]) que
para uma classe bastante ampla de conjuntos B, nas condigdes acima, ¢ valida a
relacao

. ?’ ;} g J.J.J.&:Iiv ? dx dy dz

conhecida como teorema da divergéncia ou de Gauss. (Observamos que a todo
compacto B que ocorrer nesta secdo e que satisfaca as condi¢des descritas
anteriormente, o teorema da divergéncia se aplica.)

Os proximos exemplos mostram algumas aplicagdes do teorema da divergéncia. Na
proxima se¢ao, destacaremos uma classe bastante ampla de compactos B para os quais
o teorema da divergéncia se verifica.

EXEMPLO 1. Utilizando o teorema da divergéncia, transforme a integral de superficie
e —

“ F - n ds numa integral tripla e calcule, onde o é a fronteira do cilindro
ior

_ 3 2 2 — — — — —
B={(xy2) € R [x+)y"<1,0<z<1}, f Gy =x i +y j +2K¢e, 2

normal apontando para fora de B.

Solucdo



] P o= JJJE Eardaie
or

Temos

J.J'J'E div F dx dy dz— J“E (2 + 22) dx dy dz = “K[J; 2+2z .:f:} dx dy

onde K ¢ o circulo x* + * < 1. Portanto,

J“ div Fiked e e

Segue que

. . . . . . pp— —
(Sugerimos ao leitor verificar a igualdade acima, calculando diretamente JJ Finds

-) o

. — — n —? s
EXEMPLO 2. Seja F (xyz)=xy i +x0° j +(5 —4x72) k

superficie x* + y” +z° <4,z >0, sendo  a normal a ¢ com componente z > 0. Calcule

e seja o a

o fluxo de ;3 através de o, na direcao ;}
Solucdo
Seja B o compacto x> +1° + 2> < 4,z > 0. Seja 5, a superficie
o, (u, v)=(u, v,0), " +v" < 4.

A fronteira de B coincide, entdo, com a imagem da cadeia (o, o,). Pelo teorema da
divergéncia,
e e e S —
F-n ffS-i-JJ F-(—k 1:1'5:]“ div F dx dy dz.
B

o o,



Como div 7 =0, resulta

e e B
J F-n d5=“ F-k dS
o ir,
ou seja, o fluxo de ;3 através de o, na direcao ;}, ¢ igual ao fluxo de ;3 através de o,
na direcdo ?’ Temos
fa—d =D o
JJ F-kdS= JJ (5 — 4xyz) dS.
oy Log

Mas, (x, y, z) € Im; = z=0. Dai

([ 7% ds JJS ds = 20,

o, oy

Portanto,

“? e LS
or

. . . pp— —
(Sugerimos ao leitor calcular diretamente JJ F<ndS.)

o

Seja B € R® um compacto para o qual vale o teorema da divergéncia e seja o a

fronteira de B, com normal ;} apontando para fora de B. Pelo teorema da divergéncia
teremos
A prEn |
F-ndS= div F dx dy dz
® I, )l -

para todo campo vetorial ? - T +Q T YR ? de classe C' num aberto Q

contendo B. Entretanto, se ;3 for de classe C' em Q e se B ndo estiver contido em Q, a
relacdo @ ndo tera nenhuma obrigacdo de se verificar. Veja parte b do préoximo
exemplo.

EXEMPLO 3. Seja



_} .
" ) q X i

E (X, ¥, Z)= G 3 5 " [
B iy _‘I;“' + i '.1'2 + v

onde g € uma constante nao nula.

a) Calcule div _E}
b) Calcule o fluxo de _E} através da superficie esférica x* +y* + z* = 1, com normal 7’

apontando para fora da esferax’ +1° +2° < 1.

_}
E

apontando para fora da esfera x> +3” +(z —2)* < 1.

c) Calcule o fluxo de 7 através da superficie esférica x* + 3 + (z — 2)° = 1, com

normal ;}

d) Calcule o fluxo de _E} através da fronteira do cubo 2 <x<2,2<y<2,-2<z<

2, com normal ;} apontando para fora do cubo.

Solucdo
a) div _E} = 0 (verifique).

b) _E} ¢ de classe C' Q em =R’ {(0, 0, 0)}; seja ¢ a superficie esférica x* +)* + 2" = 1
e seja B a esfera x* +° +z° < 1. Entio, ¢ ¢ a fronteira de B. Como B ndo esta contido
em €, nio podemos aplicar o teorema da divergéncia no calculo da integral

_}
JJ E - n ds: tal integral deve ser calculada diretamente. Segue do Exemplo 6 da se¢ao
o ey = P

mqumuﬁ-nﬁ=w¢mmmqm“PWEﬁmm:.

(i B
c) Seja o, a superficie esféricax” +)° + (z —2)* =1 e seja B' a esfera x* + ) + (z — 2)
< 1. Assim, o, é a fronteira de B,. Como B, esta contido em Q =R’ — {(0, 0, 0)}, segue
que o teorema da divergéncia se aplica. Entao,
ap—Fr —3 .. —>

“E~nﬁ=“kh£ﬁﬁﬁ=.
(i 1

d) Seja 6, a fronteira do cubo 2 <x<2,-2<y<2e-2<z<2 Tem-se



=
E -ny, d5 = 4ng

oy

onde ;; ¢ a normal a 6, apontando para fora do cubo. Verifique.
(Sugestao: Seja B o conjunto de todos (x, y, z) tais que (x, y, z) pertence ao cubo, com
x* +3y* + 2" > 1; divida B em duas partes e aplique o teorema da divergéncia em cada
uma delas e, em seguida, utilize o item b.)

]

EXEMPLO 4. (Novamente a equacdo da continuidade.) Imaginemos um escoamento
num aberto Q de R*, com velocidade T} (x, y, z, t) no ponto (x, y, z) € no instante ¢, com
¢t num intervalo aberto /; T} é suposta de classe C'. Seja p (x, y, z, ¢) a densidade no
ponto (x, ¥, z) € no instante ¢. Seja B C Q um compacto ao qual o teorema da
divergéncia se aplica. Temos:

M (1) = JJJBP (x, ¥, 2z, t)dx dy dz

onde M (t) ¢ a massa do fluido que ocupa a regido B no instante t. Como ¢ de classe
C',

dM ([ Jp
()= ——(x, ¥, Z. f:l dx dy dz
dt “JB at ’ e

que € a taxa de variagdo, no instante ¢, da massa M = M (¢) que ocupa a regido B. Seja

o a fronteira de B, com normal ;} apontando para fora de B. Temos:

J.J.(PT'}} . ? fe [diferenca entre a massa que sai e a que entra em
o l

B, por unidade de tempo, e no instante .

. . aM & =
Se a massa dentro de B estd aumentando ¢ porque ¥ HH=0e “ (pv) - n dS=0;
e dM Lo ST
se a massa estd diminuindo € porque W t)=0e “ (pv): n dS=0. Tendo em
r o

vista 0 “principio da conservacdo da massa” e supondo que em Q ndo haja fontes e
nem sorvedouros de massa, € razodvel esperar que se tenha



— =

® J“E% dx dy dz = — “q pv) n dS
i o

que ¢ a equagdo da continuidade na forma integral. Pelo teorema da divergéncia

? %) 7 = [ 7 an v

paracadat € I. De ® ¢ @ resulta

%

® JJJB[d—p +div(p v J} dx dy dz = 0.

at

Pelo fato de ® se verificar para toda esfera contida em Q e da continuidade do
integrando resulta

3 —
P rdivipv)=0
ol

que ¢ a equagdo da continuidade na forma diferencial, equagao esta ja obtida na Se¢ao
1.4. (Veja no Apéndice 3 como se chega a ® sem utilizar a palavra razodvel.)
|

EXEMPLO 5. (Interpreta¢do para o divergente.) Seja ;3 um campo vetorial de
classe C' num aberto Q C R’ e seja P € Q. Seja B C Q um compacto ao qual o
teorema da divergéncia se aplica, com P € B. Seja ¢ a fronteira de B, com normal ;}
apontando para fora de B. Pelo teorema da divergéncia,

“Ew?m¢¢=“?iiﬁ

Sendo 7 de classe C', div 7 ¢ continua em Q; assim, dado € > 0, existe 3 >0, tal que
| X~ P <8 =|divE(X)—div R (P)|<e

Como (vol B =volume de B)



div F (P)- vol B— J'J'J'Bdiv i

J'”Bdiv F (P)dx dy d

ama —

~JJ] div F () dx ay a: ([ 1div 7 ¥

JJ) Ldiv F (P)=div F (X)] dv dy dz

— —

div F (P) —div F (X)|dxdydz <evol B
B

para todo B C Q, com P € B e diam B < 0. (Observagdo: diam B = diametro de B =
maior de todas as distancias entre dois pontos quaisquer de B.) Segue que

6 a7 gk
djv?{Pj_J“B iv F dx dy dz
vol B

<€

P =

sempre que P € B ¢ didm B < §. Diremos, entdo, que J“Bdiv Frdxdydz 1onde q div

vol B
? (P), quando B se contrai a P. Como

”J'E B bk JJ F o

o

tende a div ? (P), quando B se contrai a P. Assim, a

vol B
divergéncia de ? em P é um fluxo por unidade de volume em P.

Se B tem diametro suficientemente pequeno

n— =
=y JJ F-n dS
div F (P)= —=¢
vol B
ou
an —3 =3 —

JJ F-n dS=div F (P)-vol B
o



isto €, se diametro de B for suficientemente pequeno e se P € B, entdo o fluxo de ?
através da fronteira ¢ de B sera aproximadamente div ? (P) - vol (B), sendo a
aproximagdo tanto melhor quanto menor for o diametro de B.

Exercicios 10.2

1. Seja " um campo vetorial de classe C* num aberto Q C R” e seja B C Q um

compacto ao qual o teorema da divergéncia se aplica. Seja ¢ a fronteira de B,

com normal ;} apontando para fora de B. Calcule

— =

” rot # - n ds.

2. Seja F (x, 3, 2)=(x+y+2) 7 esejac a fronteira do cilindro x* +y* <4 ¢ 0

_}

,”ea

T T D
< z < 3. Calcule JJ F-n dSonde 7 & a normal exterior, isto &

r

normal que aponta para fora do cilindro.

- —

3. Seja T =x 7 ty jtz e seja B um compacto ao qual o teorema da

divergéncia se aplica. Prove

| — —3
vol B=?'” r-n ds

onde o ¢ a fronteira de B com normal exterior .
1 P 2 _} _} . 2 I 7 2 . i 2 7
4 Sep F (xy29d=x» i +tx¢ j + ( z—yz——xz" | k cegacasupedicex”+y +7 =1,
7

— .
z=0,sendo n anormal com componente z = 0. Calcule ” F - n ds.
r

(Sugestdo: Aplique o teorema da divergéncia tomando para B o conjunto x” + )”
+27° <1, z>0. Cuidado, 6 ndio ¢ a fronteira de B. Veja o Exemplo 2 desta
secao.)

5. Seja _ um campo vetorial de classe C' no aberto Q = R* — {(0, 0, 0), (1, 1,

1)} e tal que div T} =0em Q. Sejam o, e 6, superficies esféricas de centros (0,



0,0)e (1, 1, 1), respectivamente, € raios iguais a &, com normais exteriores ;.

— . . ; . . .
e Seja o, uma superficie esférica de centro na origem e raio 5, com normal
exterlor Prove que

” v n'qu H -‘-n]d5+H v mﬂ‘S

: SeJa um campo vetorial de classe C' num aberto Q de R’, com d1V =0

em Q. Seja B C Q um compacto em forma de “tubo” (veja figura) ao qual 0
teorema da divergéncia se

. . ~ . . -5

aplica. Sejam 6, ¢ o, as sec¢des transversais, com normais , apontando para
— : A

fora e n apontando para dentro de B. Suponha que — seja tangente a

superficie lateral do tubo.

Prove: ” v n.l ds = H RS ) r:fS
)

— — . .
. Calcule J' J' « - n ds. sendo a fronteira de B com normal exterior ;}, sendo

— — — “}_}
a)B = {(x vy, DER I0=x= :1,0=<y=<xe0=<z=<d4}le u =xy i tyz j +z" k
3 e — i —3
DB={xydER I +y +7<lez=x+yleu =—2y i +y° j +3z k.
1, 2 v 2 — —3 =5 - q_}
OB={xynDER Ix+y +7 = <l}e u =x i fy g 2Pk
2 b ]
J}B:{fl}_‘ﬂE}EHglx”+}'2 lr +1 P T g O
7 —fi & o —
w =3y i ——-y jtzk
2
e) B ¢ Y paralelepipedo
g 1_} 1_} 3 ?
O0<x<10<ys<leO<z<leu =x i +y j +2 k



8. Seja o o graficode f(x, y) =x"+)5, x>+ <1, e seja | anormalaccom
—5 ey p oy g
componente z < 0. Seja F (x,y,2)=xy i —xy° j + k. Calcule JJ F - n dS.

9. Seja Q um aberto de R” e seja _” um campo vetorial de classe C' em Q.
Suponha que

ap — =
” Hu-ndS=0

para toda superﬁcie esférica o, com normal exterior T, contida em Q. Prove,

entdo, que esolenozdal isto &, le% 0 em Q.

. — — —, _ . . y .
10. Sejam [ =x7 +y +z5’ L er= || |. Seja 6 uma superficie esférica, com
= -
normal exterior J _' ol
ir r I

11. Sejamf, g: Q C R® — R de classe C* no aberto Q. Seja B C Q uma esfera e
seja o a fronteira de B, com normal exterior _} . Prove

a) ﬁ J V2 ¢ dx dy dz.

b) ﬁ f ﬂ_i ds = .".”;; [ f ‘;-'3‘5; + V f - Vg]dx dy dz. (Veja Exercicio 9¢ da Segio 1.4.)

¢) JJ r ”1 ds = '”J'H [FV2f + 1V FI2] dx dy dz.

d

12. @) Sejam " e 7 dois campos vetoriais de classe C' em R’; seja B uma esfera

com fronteira ¢ e normal exterior . Suponha que rot _” =rot ” e div _” =div

4,-—>—>—> 4,-—:»
V

u n ¥ em B.

T} Suponha, ainda, que sobre ©. Prove que

(Sugestéo: Observe que existe f: R* — R tal que Vf'=""—"" e utilize o item

c do exercicio anterior.)

b) Utilizando a, prove que existe no maximo um campo vetorial 4" satisfazendo as

t) =" emR’ div " =flemBe - = gosobrecs onde 7’

condic¢oes ro :



'R >R’ f,: B—>Reg,: Imoc— R sio dados.

10.3. TEOREMA DA DIVERGENCIA: CONTINUACAO

O objetivo desta secdo € verificar o teorema da divergéncia para alguns conjuntos
B. Faremos isto através de exemplos.

EXEMPLO 1. (Teorema da divergéncia para paralelepipedos.) Seja B o
paralelepipedo @, <x < b, a,<y<b,ea;<z<b, Seja p=P7+Q 7 +R 7 um
campo vetorial de classe C' num aberto contendo B e seja ¢ a fronteira de B, com
_}
n

normal _” apontando para fora de B. Entdo

e e . e
F-ndS= div F dx dy dz.
I, 1A

Solucdo

=

el il st i ittt

————————————————

Sejam o, € o, as faces:



T1:9YV=V € 0gp:4y=V (v, v) E K;,

onde K, ¢ o retangulo a, <x < b,, a, <y < b,. Temos:

J.J. ? - : dS = J A’F (u, v, b3) - T du dv= J.J. R (u, v, by) du dv;
iy 1

1

pa —F —2 e

§1 Pt

Por outro lado,

— Py
(,v,a3)-(— k )dudv= JJ —R (1, v, a3) du dv.
K

1

Hol

Jﬂ.'..'.g o8 & dy dz = .”m [Jﬂbj R 4 } dx dy = “ ;.r,[R (x, ¥, b3) — R (x, y,a3)] dx dy.

Az .

Dai,

T T -y cif IR
JJ“— F-n dS+ JJ“— F -ny d§ = JJJE “— dx dy dz.
: 2

9z
Procedendo-se de forma analoga com as outras faces, conclui-se que

([ F - 7 ds= J'J'J'Bdiv Bkl -

o

O proximo exemplo mostra que o teorema da divergéncia verifica-se para todo
compacto B que pode ser decomposto em um nimero finito de paralelepipedos.

EXEMPLO 2. Sejam os paralelepipedos

B, ={(x, 2) €R3|a1§x§b1,a2§y§b2, a; <z<by}

B ={(x,y,2) ER|a,<x<b,,b,<y<p, a;<z<f}



onde f, < b,. Seja B=B, C B, e seja ¢ a fronteira de B, com normal :’ apontando para
fora de B. Seja 7 =P 7 + Q7 + R 77 um campo vetorial de classe C' num aberto
contendo B. Mostre que

=) P —
JJ F-n dS=JJJBdiv F dx dy dz.
or

Solucdo
Seja o, a fronteira de B, com normal ,T; apontando para fora de B,. Pelo teorema
da divergéncia para paralelepipedos, tem-se:
e — = cop =

JJ F - n dS=JJJBdiv F dx dy dz.
1’J’| 1

Seja o, a fronteira de B,, comnormal ;,, apontando para fora de B,. Tem-se:

7 o= [ 7 s
s :

B,

z A

- |




Consideremos a face hachurada HIJL. Como

- — —> - — — .
F-n dS+ “ F -ny dS=0 (Por qué?)
L HIJIL

resulta
e e e W
JJ‘r Fow gl = “a,F - my 48 + JJ;;_F ny dSs.
Portanto,
e —
F-ndS= div F dx dy dz
I, N,
pois
U o & dsibnee [0 an vediiie Bl ams ot -
B B B,

EXEMPLO 3. (Teorema da divergéncia para tetraedro.) Seja B o tetraedro ax + by +
cz<d,x>0,y>0ez>0,onde qa, b, c ed sao reais estritamente positivos dados. Seja
F=P7 07 TR declasse C' numaberto contendo B. Entio

“ g J'J'J'Bdiv Bkl
o

onde o ¢ a fronteira de B, com normal

apontando para fora de B.

Solucdo



/by+cz =d

ax + ¢z =d "

ax + by =d

Sejamo, 6,, 6, € 6, as faces OMN, ONJ, OMJ e MNJ, respectivamente. Sejam ,Ti,
=¥ =¥ =)

n> ny € py 88 normais as faces acima. Temos:
- = =
8 il i 2Tt i abj ek
)= mE =y = § B _

«.\,"az + b2 + 2

Temos, também:



X =u

O] 4V =V {H.l’}EK].
z=0
x =10

Oy 4AV=U (u, v) € Kg,
z=1
X=u

0-3:4}'=ﬂ {H, ‘L’}EK3.
i

€
xX=u
cr4:<-T=v (u, v) € K,

3=l{d—au—bv}
.

L

onde K,, K, e K; sdo, respectivamente, os triangulos OMN, ONJ ¢ OMJ. Para a face
MNJ podemos, também, considerar as parametrizagoes

(x=u

|
as . 4_\' = 5 (d — au — cv) (u,v) € K3
-\.E . 1"



oo o

=
I
=
——
E
-
o —
imi
e
[ ]

£
Il
-

(Veja Exercicio 14 da Secao 10.1.)

Temos:

e I S — =

” F-nds=[[Pi)-nds+|]@))n ar5+” (Rk)- n dS.

Vamos mostrar que

- —_ — - IR
® “U(R i yn dS—J”B —~ dx dy dz
Temos:
C
g . — (d—ax—by) j
@ m vk | J s d} dx dy
B oz K, 0 oz

R (x,y,— (d — ax — by)) = R (x, y, m] dx dy.
e :

Por outro lado,

©) JJ Ry “ (RE)-(— K)dS+ “ (RE)- madS

o o 0y

= —JJ R (. v, 0) du dv + ||

R(u,v, l (d — au — b)) du dv.
5 K c

De @ e @ resulta @. Deixamos a seu cargo verificar que

- =

@ ”U(Q j)-n dS= J'”E I dedsid

ay



® JJ (P i) ndS— “JB b
o

ax

(Sugestao: Em @ trabalhe com a parametriza¢ao 65 ¢ em ® com G;.)

De @, @ e ® resulta o que queriamos provar.
]

Fica a seu cargo pensar na demonstracao do teorema da divergéncia para o caso em
que B pode ser decomposto, por meio de sec¢des planas, em um numero finito de
paralelepipedos e tetraedros. (Mocé pode admitir o teorema da divergéncia para um
tetraedro qualquer.)

Nosso objetivo, a seguir, ¢ destacar uma classe bastante ampla de compactos B
para os quais o teorema da divergéncia se verifica.

Sejam

z=f(x), (x,y) € Q,

y :g (xr' Z): (x’ Z) E Q2=

x=h 2),» 2 €Q,,

funcoes de classe Cl nos abertos Q , Q, e Q.. Consideremos as parametrizacoes dos
1 2 3
gI'éﬁCOS das flll’l@(N)CS acima:



M) {y=g@m,v) @ v)ED

a1 Jy = u (u, v) € Q5.

Seja B C R® um conjunto compacto. Dizemos que B é um compacto de Gauss se
sua fronteira puder ser decomposta em duas partes F, ¢ F, satisfazendo as seguintes
condicoes:

(1) F, ¢ um conjunto fechado contido na reunido de um niimero finito de imagens de
curvas de classe C' definidas em intervalos [a, b];

(i1) para cada ponto X € F, existe uma bola aberta V' de centro X tal que a
intersecdo £, N V admite uma parametrizacdo de um dos tipos (I), (II) ou (I1);
além disso, se tal parametrizagdo for, por exemplo, do tipo (I) deveremos ter:

“paratodo (x, ), z) € gNV,z<f(x,¥)”
ou
“paratodo (x, ), z) € gNV,z>f(x,¥)”

Esta ultima condi¢do significa que p N V estd de um mesmo lado de F, N V.
(Lembrese de que p indica o conjunto dos pontos interiores de B.)

Pode ser provado (veja referéncia bibliografica [15]) que o teorema da
divergéncia se verifica para todo compacto de Gauss.



Por exemplo, todo tetraedro B ¢ um compacto de Gauss. Neste caso, F|, ¢ a reunido
das arestas e [, a reunido das faces menos F;,. Cada “pedacinho” de F, admite uma
parametrizagao de um dos tipos (I), (II) ou (Ill). A condicdao de estar de um mesmo
lado fica a seu cargo verificar.

Cones, esferas, cilindros, piramides sao outros exemplos de compactos de Gauss.
(Verifique.)



11

TEOREMA DE STOKES NO ESPACO

11.1. TEOREMA DE STOKES NO ESPACO

Seja 6 : K — R® uma porcdo de superficie regular; isto significa que K é um
compacto com fronteira C' por partes, 6 & injetora e de classe C' em K e, para todo (u,
v) € K,

%

e o
(u,v)+ 0.

=N
o' oV

(Dizer que K é um compacto com fronteira C' por partes significa que o interior é nio
. . ; - . 1
vazio e que a sua fronteira ¢ imagem de uma curva simples, fechada e C" por partes.)

Seja y : [a, b] — R* uma curva simples, fechada, C' por partes, cuja imagem ¢ a
fronteira de K. Consideremos, agora, a curva I' : [a, b] — R’ dada por

I'(t)=0 (y(?)), t € [a, b].

Como o ¢é injetora e de classe C', resulta que I' ¢, também, fechada, simples e C' por
partes. Dizemos que I' ¢ uma curva fronteira de c. Se y estiver orientada no sentido
anti-horario e



— s

du dv ~ . .
se n fora normal o g0 | cntdo referir-nos-emos a I' como curva fronteira de
s Yheciacd
du dv

o orientada positivamente em rela¢do a ;}.

v A
f—-”""rf
a f/l:/-

EXEMPLO 1. Sejac dadaporx=u,y=v,z=f(u, v), (4, v) € K, com f de classe C'
num aberto contendo K. Tem-se

e
i j k
da da o OF 7 wBF T 2
: sl ws PRL WER el re B
o dv ol i dv
o
0 1 —f
o
ol dar
— - .r'ﬂ"-. W
. i o'l o .
Assim, a normal n == —r aponta para cima.
T ohr
S i
o'l o




¥

EXEMPLO 2. Sejacdadaporx=cosu,y=senuez=v,0§u§£eO§vS1.
Temos

3 J = ; s
PIN —cosui +senu j (verifique).
du v

Segue que
da da
o I el D D
n=—C8 OV —cosyji +senuj
da da
okl UF L .
du dv




|

onde

Ll

I () =1

o (. 1—1), =si=<l,

o(t,0)=(cost,sent,0),0=t= %;

a(%,r)=(ﬂ,l.t},ﬂar£1;

U(E—I,1)={senr,cosr, 1),0=st= E;
2 2

c0,1—-9=(1,01—00=t=<1.

por

Teorema de Stokes. Seja 6 : K — R® uma porcao de superficie regular dada
oc(u,v)y=xWwv),y W v),zu v))ondex=x(u v),y=y(u, v)ez=z (u, v)




sdo supostas de classe C* num aberto contendo XK. Seja ? =P7+0 }’ + R ?’ um
campo vetorial de classe C' num aberto que contém /m o. Nestas condi¢des, tem-

S€

=T - -
JI_F ~m~=“ (rot F)- n dS
or

onde I ¢ uma curva fronteira de o orientada positivamente em relagdo a normal

r]_"ﬂ' A r-{"G'
(el v
dar A da
o AV

Demonstracdo

Como I' ¢ uma curva fronteira de ¢ orientada positivamente em relagdo a normal ;}
acima, segue que I' (¢) = 6 (7 (£)), ¢ € [a, b], onde y é fechada, simples, C' por partes,
com imagem igual a fronteira de K e orientada no sentido anti-horario. Sendo ¢ dada
porx=x(u v),y=y(wm vyez=zwu, v)ey () =y () (u(t),v(r)) resulta

L) =0 (u (), v ),y u@),v ),z @), ), € [a b]

Temos:



- _} % - _} jl | }
JJ (rot F)- n a’5=J Kmt F (o (u, v}}-(iﬂ i
o

du av

J du dv

dy dz dz  dIx Ix  dy

. J (r?R JQ dP IR 3Q r?P]
JE ¥ 3

. ( 5 (v,2) d(z,x) d(x,¥)
\du,v) du,v) 3 v)

]du dv

if (IR d(3.2) IR d(z,x)
J-K L dy d(u,v) dx o (u,v)

- (&Q J(x,y) 30 d(y,2)
K

J du dv

+
:-_

L L du dv
dx o (u, v) dz o (u, v)

+J-- [ JP 9(z,x) 9P 3 (x,y)
Jk

} du dv
dz o (u,v) dy d(uv)

onde as derivadas parciais sdo calculadas no ponto ¢ (¢, v) = (x (&, v), ¥y (4, v), z (u,
v)) e os determinantes jacobianos no ponto (u, v). Por outro lado,

P — =
J F~dr=J Pdx+ Qdy+ R dz.
r r

Vamos mostrar que

@ .[r de:“g ( JP d(z, x) JP d(x, FJJ‘{“ -

dz d(u, v) dy d(u, v)

Temos:

- N
J Pd_r=J P (o (u(6),v (r)}ﬁdr.
r a dt

Como

resulta



J- P dx = J P (o (u.v)) i du + P (o (u, v)) e dv.
r ¥ u av

Pelo teorema de Green,

@ .'r de=_|ﬂ_|'K [ 3 (P{J{u m}}”—r)_—[P(cr{u 1}}—”@ dv.

oV oV

Temos

7 Ix dP d P ady A g | i
i(P{cr{u.v}]£]= e N LA —J+P{J{H1}\J P’ x
du av dx du dy du dz7 du | dv .

dP dx JP dy OJP dz | dx 9% x
[P(cr{u 1}}—)= + i — + P (o (u, 1‘]} .
du du dx dv  dy av dz dv | du ' du

Comox =x (1, v), y =y (1, v) € z =z (u, v) sio supostas de classe C*, vem:

g a1z, x) B JP d(x,¥y)
dz dw,v) dy duv)

(P(J{u vJ}r}—JE
i

av

il 7x
i, P .V
av [ Ll du

Substituindo em @, resulta @. De modo andlogo, prova-se que

G JrQ 5= Uﬁ ( 30 9 (x,y) _ 903 (y.2) }du s

dx d (u,v) az d (u, v)

@ Jﬂr — “K ( JR d(y,z) JR d(z, x) ] _——

dy d(u,v) dx d(u,v)

Somando @, ® e @ resulta o teorema.
m

, . |
Quando I" ¢ uma curva fechada ¢ comum referir-se a integral J F-d r COMO a
r

circulacdo de ? sobre I'. O teorema de Stokes conta-nos, entdo, que a circulagdo de
— sobre a fronteira de o, orientada positivamente com relacdo a normal . é igual ao
F n



fluxo do rotacional de ? atraves de o.

[F-dr’={f rotF -uds

Lembrando as notacdes :’ A - a’? Sy ?—} _ ? o teorema de Stokes pode

rot
ser colocado na forma

nn o
F -

- .2 =
JJUV;’“\ S = ..

d JFF-d

e - - — — g
EXEMPLO 3. Calcule “ rot F-ndSonde F (x,y,2)=y i +(x+y) k,o(u v)

o

=(u, v,2 =’ — V"), comu’ +1v* < 1, sendo ’ a normal apontando para cima.
Solucdo

1.° Processo (calculo direto)

e d d g
1) B TR e Wil S el Lol
ox oy o'z

Por outro lado,



; — - =
da da ; ;
—ANAN—=|1 0 —2u|=2ui+2vj+k
o v

i 1 =2
¢, assim,
T T
= rj:u r;"t
da . da
i
U v

¢ a normal apontando para cima, pois a componente de f’ ¢ positiva. Entdo,

Ed — = i e T . L * er
rot F - n d5=“ (i — j — m-(”—gﬁ”ﬁ—“}mcﬁ:“ (2u — 2v — 1) du dv
K K

o o v

onde K ¢ o circulo u” +v* < 1. Passando para polares,

. — — p2m el
JJ rot F-n cf5=J J(Epcasﬁ—apscnﬁ—l}pdpdﬁ
o 0 <0

=Jﬂj[£c038—£senﬁ—i]dﬂ
0 3 3 2

ou seja,

-p — —
J ot F-n dS=—m.
o

2.% Processo (aplicando Stokes)
Pelo teorema de Stokes,
.n — — e

“ rot F-n dS=J1_ F-dr.
or



{cos !, senr)

s
N

X

I'(f) =a(cost,sent) =(cost,sent, 1), 1 = [0, 27].

Temos
- = 2 — — — — 2ar
Jl" F-dr = ~[IZI [sent i +(cosft+sent) k]-[-senti +cost j ]dr=JD —sen? tdt.
Como
2 5 2 1 1
J- —sen~ rdr=—j [———casZt]dr=—7r
0 0 2 2
resulta

— —
JJth-ndS=—7r. B
[

EXEMPLO 4. Calcule o fluxo do rotacional de 7 (x, y,2) =x 7 +y 7 +xyz 7
através da superficiez=1+x+y,x>0,y>0e x +y <1, com normal ;} apontando
para baixo.

Solucdo



| g e u=z=0v=0e¢e utv=l

z=1%+utw

¢ uma parametrizagdo para a superficie dada.

- 5 =
i ] k
5 5 =
T T \ k
— N —=|1 0 1 STt Mol A
au av
0 1 |
assim,
da . da
- 'IIIII-\ -
m -T2
i 0
Sl l,.-"'\ e,
au av

. . —} r ‘4t _} _— _>-
aponta para cima, pois a componente de .~ € positiva. Segue que " =~ ,; logo,

-a T ke . =% =7
“Umt ¥ ff5=—JJUI'Gt F - m dS.

-3 =3 ,
Vamos calcular “ rot F - ny do aplicando Stokes.

o



1
T2
T K
> -
T
X

1 ()=0),0<t<1;9,@)=(1-1,0,0<t<1,ep,(£)=(0,1-1),0<¢<1.

Segue que

I'@®=oc@,@))=(0,1+1),0<t<1;
L&) =c(,@®))=(1-4t2),0<t<1;
I(@)=c(@))=0,1-12-1),0<t<1.

Entao,

Portanto,

e dai

R 1
ti-(i + k)d=—;

J0 2

il - = s

[(l-0)i +tj+2t(1-0k]1-(—LLO)dt=0;
Jo

-l —

J0

1-—1 j -{_ﬂ,—l,—l‘}dr=—%.

2 - = - -
JJ rot F - n cfS=JF-dr =0
o r



JJ.:r rot Tr} : ? ds = 0.

Poderiamos ter chegado a este resultado calculando diretamente a integral
- =
”mt F - n dS. Faca vocé este célculo.
o

EXEMPLO S. (Interpretagdo para o rotacional.) Seja ;3 de classe C' no aberto Q de
R’ e sejam P um ponto de Q e ;} um vetor unitario. Seja, agora, um plano passando
por P e normal a . Sendo 7 de classe C' resulta que rot 7 - ¢ continua em o N Q.

n
Assim, dado € > 0 existe d > 0 tal que, para todo X € a N Q,

— — — —
I X—-Pll<é=lrof F(X): n —10t F(P): nl<e

Para toda porc¢do de superficie regular o, passando por P, e com imagem contida em o
temos:

o — — —
jjmt F{X)»rndS—rot F(P)-n areac
o

S — S —
= jj rot F (X)) n dS— jjmt F(P)- ndS
o o

— ‘

— —
= jj[mt F(X)—rot F(P)]- n dS
o

Il

desde que o diametro de ¢ seja menor que . Segue que

_)

— —
[rot F(X)—rot F(P)]- n |dS<e€earecac

- -
jjth-ndS —& |
7 —rot F(P)- n

drea o

e

rot F - n dS

sempre que P € Im ¢ e diam o < . Diremos, entdo, que L_ tende a rot ;3

area o



(P) - ;} quando ¢ se contrai a P. Como

m . —= —* —# —#

JJ rot F-ndS=[ F-dr
o

onde I' ¢ uma curva fronteira de ¢ orientada positivamente com relacao a ;}, resulta
que
- =
F-dr
r
area o

tende a rot 7 (P) -

; quando o se contrai a P. Assim, para didmetro de o

suficientemente pequeno

- -
— —3 F-dr
rot F(P): n = l"f
area o

ou seja: a circulagdo de ? sobre I é aproximadamente o produto da drea de ¢ pela

2oy
mn’

melhor quanto menor for o didmetro de 6. A componente de rot ? (P), na dire¢do

sendo a aproximagdo tanto

2oy
mn’

componente do rotacional de ? em P na direcdo

pode, entdo, ser interpretada como circula¢do por unidade de area no ponto P.



- - - —
jF-cfr =dreao [rot F (P): n] -
r

Exercicios 11.1

ey . -a i e
1. Utilizando o teorema de Stokes, transforme a integral JJ rot F - n d§ Numa

o

integral de linha e calcule.



I i 2, .2 2,2 o
a) Fix,vz)=y k .o(uv)=(uv,u +v),comu +v =1,sendo n anormal apontan-

do para cima.
— e —

by Fixyo)=y i —x j +3 k,omv=(wv1- wWeomu=0,v=0eu+v=<I,
%
sendo n anormal apontando para cima.
— = L, —
o Fxywp=yi +x j t+tzk.ouvy)V=0v2ut+v+1comu=0cutv=2
%
sendo n anormal apontando para baixo.

— — — — - —
d Fx,yv2)=y i +_¥2 j +z k,casupeficiex"+y =1,0=z=1ley=0,sendo n
a normal com componente y = ().

— — ; o —
e) F (x,v2)=x j,casuperficiec {(x,, ) ERI0 sz<s1,x"+y =1, x=0ey=0}e n

a normal com componente x positiva.
— — —

r ‘j

N Fix,y»z)=y i ,ocasuperficiez = r2 + vy comz=1,e n anormal comcomponente 3

positiva.

= s B B B 2, 2 —
g) Fix,vwz)=y i ,casupeficiex"+y " +z"=2x"+y"=1ez=0,sendo n anormal

apontando para cima.

— —F —> —¥ P 2 5 o _
h Folmyo= =% i .7 +x2 k.oa supeficie x” +y "+ 7" =4, 42 =z= 43 e

_}

y=0,sendo n anormal apontando para cima.

— .= L3 — 5, WP .. & —
i) Fxyp=—y i +x° j +2° k ,ocasupetficiex"+ — +z7"=2,z21,sendo n

4

a normal que aponta para cima.

— e — — o g2 —
D Fxy2=y i +x j +xz k ,ocasuperficiez=x+y+2ex”"+ —=1,sendo n

4
a normal que aponta para baixo.

Seja }} um campo vetorial de classe C' no aberto Q. Sejam c, e o, por¢des de

superficies regulares com fronteiras I', e I', orientadas positivamente com
~ A . = — . . .

relagdo as normais n € n, € tais que Im o, e Im o, estejam contidas em Q.

Suponha, ainda, que I';, ¢ obtida de I', por uma mudanga de parametros que

conserva a orientacao (veja Se¢ao 6.3). Prove

- = - —
J'J' rot F-n, dS=JJ rot F - ny dS dSs.
lf-"l ﬂ'g

Interprete.



3. Seja 6 : K — R’ regular no interior de K e injetora em K; suponha que as
componentes de 6, x =x (1, v), y =y (1, v) e z = z (4, v), sejam de classe C°
num aberto contendo K. Suponha que K tenha a forma abaixo, onde v, : [a,, b,]

—>R2

T

ey, : [a,, b,] — R* sdo curvas simples, fechadas, C' por partes, sendo 7,
orientada no sentido anti-horario e y, no sentido horario e tais que a fronteira de
K ¢éigual a Im y, u Im y,. Sejam ', (¢) = o(y, (¢)), t € [a,, b], e [, (¢) =0 (p,
(1)), t € [ay, bs].

Seja p=P7+Q 7 +R7 declasse C' numaberto contendo Im 6 ¢ seja

do . Ja
n ol oV
do . do

= —H Prove que

it av



;oemp sy w sam o
”th - J F - ¢1;+JFF-IM-.

4. Seja?(x,y,z)=xzz_"+z tyz ~7 e seja o a superficie x° +° + 2" =4, com

J2 <z < /3, com normal ;} apontando para cima. Utilizando o exercicio

anterior, calcule H rot F-n dS.

5. SeJaF(x Y,2) =X ese]acasuperﬁmez y+4coml<x’+3* <4, com

—> —
normal _> apontando para baixo. Calcule H rot F-n dS.

6. Seja p=P7 +Q 7 +R7 declasse C' no aberto R* — {(0, 0, 0)}. Seja ¢ a
fronteira do conjunto

K={(x12 €ER X+ —1<z<1—-x"—y"}

: oS o
com normal _> , apontando para fora de K. Mostre que JJ rot F+n dS=0.
o

(Cuidado: O teorema da divergéncia ndo se aplica.)

7. Seja o a superficie {(x, y, z) € R’ |x*+)"=1,0 <z < 1} e seja 7 um campo
vetorial de classe C' num aberto contendo . Justifique a afirmagio

e
.” mt - n cIS—J Fw:fr—i—J F-dr
T, r,

onde I', (f) =(cos t,sent,0),0<t<2m I, (t)=(cost,—sent, 1),0<t<2m, ¢
_; a normal apontando para fora do cilindro.



Az

X

(Sugestao: Aplique o teorema de Stokes as por¢des de superficies regulares o,
(u, v)=(cosu,senu,v),0<u<m 0<v<l,eo,(u v)=(cosu,senu, v), t <
u<2m,0<v<l)

. Seja o a superficie {(x, y,z) € R’ |x*+)* +2° =R’ z> 0} (R>0) e seja 7 um
campo vetorial de classe C' num aberto contendo . Justifique a afirmacdo

- — - =
JJth-wdS=JF-dr
o r

onde I' (/) =(Rcost,Rsent, 0),0<¢<2m ¢ ;} a normal apontando para fora
da esferax’ +)y° + 2> < R’.

[ Sugestdo: Aplique o teorema de Stokes as porgdes de superficies regulares
T { N = » 'I 2 2 2 2 12 = -2 .
p (w, v) = (u, v, qHI'R —ur — v )hu +vi=r(0<r<R)

o (@, ) =(Rsengcos B, Rsengsen @, Rcos ). 0=l <=smeg;<¢ =

R

£
onde ¢ = arcsen —;

T
ay(g.0) = (Rsengcosf. Rsengsen f. Recosg). m=f=2megy= ¢ = EJ



9 i g g — oy — L=
- Calcule Ij rot F-ndSonde F (x,y,2)=—y i +x j + X T¥V+Z [ o a

superficie x* +3° +2z°=1,z>0, e 77 a normal apontando para fora da esfera.
(Sugestao: Utilize o Exercicio 8.)

10. Calcule
= | — sy —y

jj rot F n dSﬁnde F (x,y,2) = — [ ¥ +72 k)o a
% +‘a T

superficie x* +3° +z° =1 e 7 a normal apontando para fora da esfera.

(Cuidado: O teorema da divergéncia nao se aplica. Por qué? Aplique o teorema
de Stokes a cada semissuperficie esférica e some.)

11 B : i3
- Calcule H rot F - n dS, onde 6 ¢ a reunido das faces MNJ, OMN e ONJ do
i

tetraedro abaixo, 7 a normal apontando para fora do tetraedro e F (2=

' n
-7 +x}’+xyz i -

MNJ é a superficiex+y+z=1,x>0,y>0ez>0.

(Sugestao: Aplique o teorema de Stokes a cada face e conclua que

; — = s ) , i ,
Jj bR s J F.dr onde I' ¢ a fronteira do tridngulo OMJ orientada no
o r

sentido anti-horario.)



12.

13.

14.

O teorema de Stokes estende-se a faixa de Mobius? Discuta.

Seja ;3 um campo de classe C' num aberto contendo a fronteira do cubo 0 < x <

1,0<y<1le0<z<l1. Seja ;} a normal apontando para fora do cubo. Mostre

s - — ,
que JJ rot F - n ds=o0.(Sugestdo: Aplique o teorema de Stokes a cada face ¢

some.)
Seja r > 0 umreal dado e considere a superficie
o (p, 0) =(rseng cos 6, rsen ¢ sen b, r cos )

com (¢, #) € K, onde K é o retangulo 0 < ¢ < % ¢ 0 < 6 < 2w, no plano ¢é.

(Observe que a imagem de ¢ ¢ a semissuperficie esférica
X +y'+z22=r,2z>0)
Seja y a fronteira de K orientada no sentido anti-horario. Seja I'; dada por

L'y (1) = o(y(2)).
a) Desenhe a imagemde I',.

b) - _} _} - _} _> _> , 1
Mostre que J F-dr = JI_ F-dr.onde F ¢é de classe C num aberto

¥
contendo a imagemde o e I' a curva dada por I" (#) =(cos ¢, sent, 0), 0 <¢ <

2m.
c) Utilizando o teorema de Stokes, conclua que
r = o .= =
“ rot F-n d5=J1 F-dr

o I

onde ;} ¢ a normal que aponta para fora da esfera.

(Sugestao: Observe que na demonstragao do teorema de Stokes ndo se
utiliza a hipdtese de o ser injetora na fronteira de K.)

d) Utilizando b e ¢, conclua que

e bn = rii .
1, )






Apéndice
1

TEOREMA DE FUBINI

Al.1. SOMAS SUPERIOR E INFERIOR

Seja o retngulo 4= {(x, y) € R’ |a<x<b, c <y <d} e sejaf(x, y) definida e
limitada em A. Seja

P={(x,y)]i=0,1,2,...,nej=0,1,2, ..., m}

uma parti¢ao do retangulo 4. Fagamos

M;=sup {f(x, ) | (x, y) € 4}

m; = inf {f'(x, y) [ (x, y) € Aij}
onde A4;€0 retangulo xi ; <x<x;e i <y < V-
O niimero
m

n
S(Py—= % X M,jﬁ._x'{-ﬂ}}
i=1 j=1

denomina-se soma superior de f relativa a particao P. Por outro lado,



n m
5(P)= eEI JE] my; Ax; Ay;

denomina-se soma inferior de frelativa a parti¢ao P.
Tendo em vista que, para todo (7, s;) € 4,

m;<f(r, s;) <M;

resulta

n m
i1 G

Como M;; € o supremo do conjunto dos numeros f (x, y), com (x, y) € A;, resulta

que, para todo €, > 0 dado, existe (7. 5;) em 4, tal que

1>

Mij_ € <f{ﬁ. fj],
Dai
M’j ij ij —f (. 5)) Ax, ij< € Ax; ij

parai=1,2,...,nej=1,2, ..., m. Portanto,

n m
Observe que X~ X € Ax;Ay; =€, (b —a)(d — c),onde (b — a) (d — c) éadreado
i=1j=1 -

\
retangulo A. J

Nosso objetivo, a seguir, ¢ provar que se f (x, y) for integravel no retangulo A4,
entdao

n m

“:1 f(x,y)dxdy= lim ¥ X M Ax; Ay;.
Al i=1 j=1

(Lembre-se de que A € o maior dos nimeros Ax,, Ax,, ..., Ax,, Ay, Ay,, ..., Ay,,.)
De fato, sendo f (x, y) integravel no retingulo 4, dado € > 0 existe 0 > 0 (com o

dependendo apenas de € e ndo da escolha de (7, s5;) em 4,) tal que



fl m
e =

3 Ax; A x,y) dx dy| <
@ 2, T Fos) b byj - ] £ v dvay|<S

para toda particao P de 4, com A <.
Tendo em vista @, para toda particao P de 4, tem-se

n m

® 0<s(P) - X E@ﬁrsﬂlxm<:5
i=1j=1

para uma conveniente escolha de (7, s;) em 4;. Segue de @ € @ que, para toda partigao

Pde 4, comA<9,

I3 ]

m

= |§({P)— Z T ? ) Ax; Ay;
i=1j=1

n m

> X M; Ax; Ay; JIf{r v) dx dy
i=1j=1

R m

S 3 fG5)Ax Ay — | (x.y)dx dy
i=1ji=1

+

€
EEa ..
7

Portanto,
n m
lim ¥ ¥ M; Ax; Ay; = JI f (x, ¥) dx dy.
A—=Dj=1j =1 A
Da mesma forma, prova-se que
n m

lim Y ¥ my; Ax; Ay; J Fix y)ydx dy.
A—=0;=1 } =1 A

Al.2. TEOREMA DE FUBINI

Teorema de Fubini. Se f (x, y) for integravel no retangulo

!
A={(x,y) € Rz la<x<b, c<y<djese,paratodo yc [ d]. Fﬂ_r__ y) dx
a

existir (como integral de Riemann), entdo




C a

J.L Fx,y)dx dy= Jﬂd “ﬂhf (x,y) dx } dy.

Demonstracdo
Sejam
Pia=x,<x;<x,<...<xi,;<..<x,=b
uma parti¢ao de [a, b] e
Pyie=yy <y <y;<..<y,<y<..<y,=d

uma parti¢ao de [c, d]. Sejam

M;=sup {f(x,y) |xi, <x<x;ey, <y<y;

my;=1nf {f (x, y) |xi, <x<x;€y, <y <y;.

Para todo (x, y) no retangulo 4;, dado por xi_, <x<x;ey, <y <y,

ij2
my < (x, y) =M

Dai, para todo y € [y, v,

my; Ax; < J

x;

fx,de =M . Ax;.

Segue que
R R

b
X my Ax; ::J Fix. yde= E Mg Ax;
|

i=1 i=1

ou seja,



n n
Y omj Ay <a(y)< I M; Ay

i=1 i=1
b
paratodoy € [y; ,y], onde o (y) = J f (x. y) dx. Tomando-se yjem[y; ,y],j=1,2,
-1 z a : -1
..., m, vem
f!

n
2 my Ax; ] Ay; = a(y;) Ay; = [ .Z M;; Ax; ]ﬂ}-‘j.

i=1 i=1

Dai

n m m n m

Y m-Ax-Av.< ¥ ) Ay = sl A T .
'ZI 2 m;; Ax; Ay; < 2z a(y;) Ay, < IZI 2z M;; Ax; Ay;.
I= J= Jer— I = 1=

Para A — 0, as somas superior e inferior tendem para [[4 £ (x, y) dx dy; logo, a () é
integravel em [c, d] e

“ady=[[ £y dvdy,
J Il,

ou seja,

“A f(x,y)dx dy= Jd { :f (X, ¥) a{r} dy. .

No proximo apéndice provaremos que se f (x, y) for continua no retangulo 4, entao
f sera integravel neste retdngulo. Utilizando este resultado e o teorema de Fubini,
vamos dar uma demonstragao bastante simples para o teorema de Schwarz (ver Vol. 2).
Vamos provar que se f (x, y) for de classe C* no aberto Q, entio

) 2
.. O em ().
dxdy  dydx

Suponhamos, por absurdo, que exista (x,, y,) € €, com



2 2

: i
X, Yo) F Xp. Yo)-
a_xa_v(ﬂ'ﬂ o= Miu.a
Para fixar o raciocinio, podemos supor
ﬂzf 2
X, Yg) — (xg, Yg) = 0.
- (X0» Yo) dyax o Yo
*f  drf

Pela hipotese, ¢ continua em Q. Pelo teorema da conservagao do sinal

dxXdy dydx
e pelo fato de Q ser aberto, existe umretingulo 4= {(x, y) € R* |a<x<b, c <y <d}
contido em Q e contendo (x,, y,) tal que, para todo (x, y) € 4,

32 32
i (5 ! (x, y) > 0.
dxdy dVix
Dai,
2 2
@® J-J- {af—af}drdvi}ﬂ.
A| dxdy dyox

Pelo teorema de Fubini,

P 52 u! ub ] !I
[ TS {J f—?[ﬁ)dx}d}:y [iu ;—ff—fm,ﬂ]qr
A dxdy c a dx |\ dy c | dy ay
= f{ly, &) — i, ) — fla, 2) + Fla, ©).

Portanto,

2
J-L, }fd‘d‘_ffbd} —f(b,c) — fla d) + f(a o).

dxdy

De modo analogo,

I, Zaa- [ [/ Z(L)a|a-[[Lwo-Lio]|a




e, portanto,

7
” L dy=f(b,d) —f(a d) —f(b,c) + f(a, c).
A dxdy

2 2
I} ["’j A }dxdv=[:-
A\ dxdy dydx )

que estd em contradi¢ao com @.



Apéndice
2

EXISTENCIA DE INTEGRAL DUPLA

A2.1. PRELIMINARES

Seja X, n > 1, uma sequéncia de pontos do R* Seja m,, n > 1, uma sequéncia
estritamente crescente de nimeros naturais nao nulos:

m<m,<..<m,<...

n

A sequéncia X, , n > 1, denomina-se subsequéncia da sequéncia X, dada.

Seja K C R? um conjunto compacto. Seja X,, n > 1, uma sequéncia de pontos de K.
Vamos mostrar, a seguir, que a sequéncia acima admite uma subsequéncia X,,, n > 1,
que converge a um ponto X, € K.

Como K ¢ compacto, existe um retdngulo 4 que contém K. Dividamos 4 em quatro
retangulos. Em pelo menos um destes retangulos caem infinitos termos da sequéncia X,
Seja A, este retangulo e seja Xw, 0 termo de menor indice que pertence a A;. Dividamos
A, em quatro retangulos iguais. Em pelo menos um destes retingulos caem infinitos
termos da sequéncia; seja A, este retingulo. Seja m, o menor numero natural do
conjunto {n € R | n>m,} tal que Xn, € 4,. Dividamos 4, em quatro retdngulos iguais.
Em pelo menos um destes retangulos caem infinitos termos da sequéncia; seja A; este
retangulo. Seja m; o menor natural do conjunto {n € N | n > m,} tal que Xn, € A4,.
Deixamos a seu cargo concluir que a subsequéncia construida desta forma converge a
um ponto X, € K. (Utilize a propriedade dos intervalos encaixantes — Secao 1.5, Vol.



1, 5.*ed. — e observe que, pelo fato de K ser fechado, todo ponto de acumulagao de K
pertence a K.)

Teorema. Seja K C R um conjunto compacto e seja f: K — R uma fungdo.
Se f for continua em K, entdo, para todo € > 0 dado, existe 0 > 0 tal que, quaisquer
que sejam X e YemK,

I X=Y[<o=|f(D)-f(M[<e

Demonstracdo

Suponhamos, por absurdo, que exista € > 0 tal que, para todo ¢ > 0, existem X e Y
em K tais que

IX=Y[<oelf(X) €f(V)|z€

Se assim for, para todo natural n > 1 existirdo pontos X, e ¥, em K tais que

1 . .
1X, =Y, < = e 1fX) —f(Xp)l=e

Pelo que vimos acima, a sequéncia X, admite uma subsequéncia X,,, n > 1, que
converge a um ponto X, € K. Como, para todo natural n> 1,

1
I Xurn e Ym,, < —

My

resulta que a sequéncia Y,, n > 1, também converge a X,

\ :
Observe que lim m, = +=; logo, lim L _ .| Pelo fato de f'ser continua, resulta
n— +oe n—+x My J
lim 1f(Xp,)— f(¥u,)I=0
n— +ox

que esta em contradi¢ao com

f (X, ()= €



paran>1.
u

Para finalizar a se¢do, vamos destacar algumas propriedades das somas superior e
inferior.

Seja o retngulo 4= {(x, y) € R’ |a<x<b, c <y <d} e sejaf(x, y) definida e
limitada em 4. Sejam P, ¢ P, duas particdes quaisquer de 4. Deixamos a seu cargo
verificar que

® s(P)) =< S (Py).

(Proceda como na demonstracdo do corolario da Secao A4.2 — Apéndice 4, Vol. 1, 5.2
ed.)
Segue que o conjunto

@ {S(P) | P é particio de A}
¢ limitado inferiormente € como € nao vazio admite infimo L:
L =1nf {§ (P) | P ¢ parti¢do de A4}.

Ainda de @ segue que, para toda particdo P de 4, s (P) ¢ cota inferior do conjunto
@. Logo, para toda parti¢do P de 4,

©) siE=L=8{P).

Para toda particdo P de 4, temos, também,

n m
@ (M= X o f(.f'r'j, 'TI'_,."} ﬂd'{' ;'3_\‘,' = 5 (P).
i=1 j=1" "

No que segue, indicaremos por d (P) a maior das diagonais dos retingulos 4,
determinados pela particao P. (Observe que se d (P) — 0, entdo o maior dos lados dos
retangulos 4; também tendera a zero.)

Segue de @ e @ que se

lim [S(P)—s(P)]=0
d{P)—=0



entdo fserd integravel em 4 e

J‘Lf (x, ¥) dx dy = L.

A2.2. UMA CONDICAO SUFICIENTE PARA A EXISTENCIA
DE INTEGRAL DUPLA

Teorema 1. Seja f (x, y) definida e limitada no retangulo
A={(x,y) ER*|a<x<bh c<y<d)}.

Seja D o conjunto dos pontos de 4 em que f ¢ descontinua. Nestas condi¢oes, se o
conteudo de D for nulo, entdo f'seré integravel em A.

Demonstracdo

Tendo em vista a ultima propriedade da se¢do anterior, basta provar que

lim [S(P)—s(P)]=0
d{P)—=0

ou seja, que, para todo € > 0, existe 6 > 0, tal que
S(P)-s(P)<e

para toda particao P de 4, comd (P) <o.

Seja, entdo, € > 0 um real dado. Como D tem contetildo nulo, para todo €, > 0 dado,
existe um nimero finito de retangulos, com lados paralelos aos eixos coordenados, cuja
reunido contém D e tal que a soma das areas ¢ menor que €,. Seja E a reunido dos
retangulos acima.



Para cada retangulo acima, consideremos o retangulo obtido deste, aumentando
cada lado de 20, “0, de cada lado”:

E-Ts

[ ]

Tomemos 0, de modo que a soma destes novos retangulos seja menor que 2¢,. Seja £, a
reunido destes novos retangulos; a area de E, €, entdo, menor que 2€,. E claro que D C
ECE,.

Seja B o conjunto de todos os pontos (x, y) € 4, com (x, y) ndo pertencente a E.
Seja B, a reunido de B com os seus pontos de fronteira. B, ¢ compacto. Os retangulos
acima (aqueles cuja reunido ¢ E) podem ser escolhidos de modo que B, ndo contenha
pontos de D. (Verifique.) Deste modo, B, ¢ compacto ¢ f ¢ continua em B,. Pelo
teorema da secdo anterior, para todo €, > 0 dado, existe 0, > 0 tal que, quaisquer que
sejamXe YemB,,

@ IX—YI<&H=I1fX)—f(NI<e

Seja 6 >0, com d <min {J,, J,}. Seja P uma particao qualquer de 4, comd (P) < d.
(Lembramos que d (P) ¢ a maior das diagonais dos retangulos que a particdo P

determina.) Sejam4,, i =1,2, ...,nej =1, 2, ..., m, os retingulos determinados pela

"
particao P. Como as diagonais destes retangulos sdo menores que J, segue que os lados
sdo menores que ;. Deste modo, se A4; intercepta E, entdo 4, estara contido em E,. Se
A; ndo intercepta E, 4; estara contido em B,.

Seja A a colegdo dos pares de indices (i, j) tais que A; intercepta E € seja A, a

cole¢ao dos pares de indices (i, j) que ndo pertencema A. Temos:

-

" ¥
EIB—5iPy= ¥
i=1j

Il [~

(M; — myj) Ax; Ay;
1



ou seja,

@ S@E-sP= 3T M;-—m)AgAy,+ 3 (My;—myAx;Ay;
(i, JIE A, (L JIEA

Se (i, j) € A, entdo A4; estard contido em B;; como a diagonal de 4; € menor que 0
e, portanto, menor que o, resulta, tendo em vista @,

Dai

©) ~ X (M — my) Ax; Ay; < aey
(L, Jleh

onde a ¢ a area de A.
Como, por hipodtese, f'¢ limitada em 4, existe M > 0 tal que, para todo (x, y) € 4,

f(xy) =M.
Segue que, para todo par (i, j),

M;—m; <2M.
Dai

z [M{-" = mfj} ﬂd'{' 3\‘1 < 21”3
(i, flIEA

onde S € a soma das areas dos retangulos 4;, com (i, j) € A. Mas estes retangulos estao

contidos em E; logo S < 2¢,. Portanto,

ij2

@ I (M;— my) Ax; Ay, < 4Me,.

fLgeKk "
De @, ® ¢ @ resulta
S (P) — s (P) <oe€, + 4Me,.

Basta, agora, tomar €, ¢ €, de modo que ae, + 4Me, <e.



Seja B C R® um conjunto limitado, com fronteira de conteudo nulo. Seja 4 um
retangulo de lados paralelos aos eixos contendo B. Sejamf: B > Re g: 4 — R,
sendo g dada por

f(xy)se (x,y)EB
EiX ¥) =

0 se (x,y)€ B.

Tendo em vista a defini¢do de integral dupla, f sera integravel em B se ¢ somente se g
for integravel em A. (Verifique.)

Suponhamos que f seja limitada e continua em B. Segue que g serd limitada em A.
Além disso, g s6 podera ser descontinua em pontos que estejam na fronteira de B. De
fato, se (x, y) € 4 ndo estiver na fronteira de B, (x, y) ou estard no interior de B ou no
interior do complementar de B, em ambos 0s casos g sera continua em (x, ). Segue que
o conjunto D dos pontos em que g ¢ descontinua esta contido na fronteira de B; logo, D
tem conteudo nulo. Segue do teorema anterior, que g serd integravel em A4; logo, f sera
integravel em B.

Provamos assim o seguinte teorema:

Teorema 2. Seja B C R” um conjunto limitado e seja f: B — R uma fungdo
continua ¢ limitada. Nestas condicOes, se a fronteira de B tiver conteudo nulo,
entdo f sera integravel em B.




Apéndice
3

EQUACAO DA CONTINUIDADE

A3.1. PRELIMINARES

Consideremos um escoamento bidimensional com campo de velocidade
independente do tempo e dado por

— = —
vixy)y=Pxy i +0x)y) j

onde P e O sdo supostas de classe C'. Indiquemos por

[I =x(t, u, v)

®

| y=y(t u,v)

a posic¢ao, no instante ¢, da particula que no instante ¢, ocupa a posi¢ao (u, v), isto &,
parat =t,,

[I (tg, u, v)=u

@

|._.‘-‘ (tg, u, v) = v.



\

(x(r,u, v}, y(t,u,r)

instante 1,

Fixados u e v, ® fornece a posicdo, no instante ¢, da particula que no instante ¢,
ocupa a posic¢ao (u, v). A velocidade desta particula no instante ¢ €

- ax ay
(x,y)= [ —(t,u,v),—(t,u,v) |
) ot Al

Como
_}
(X, )= v (x,y)
resulta
) = P vy ()
e

2 (1w, v) = Q ((h ).y (O, )

Observe que no instante ¢, tem-se:

ix .
':—AHD, u,v)=Pu v)

@ ot
Ay :
— (tg, u, v) = Q (u, v).
ot



Admitiremos que as fun¢des que ocorrem em @ sdo de classe C em R> e que, para
todo ¢t € R e todo (1, v) €, R?,

dx  dXx
. dv
@ = (.
i
du v
Tendo em vista @, resulta:
71X 71X
i (fo.u,v)=1, = (tg, u, v)=10,
il av
®
9y

jlr
i(!‘g.u. v)=10, e

v
(tg, u, v) =1.
ol v

Segue que, para todo (u, v) €, R?

.
—(lg. . v) —{ig,u, V)
il v
=1
7y 1y
) (fg, u, v) i (tg, u, v)
il v

Logo, o determinante @ ¢é estritamente positivo para todo ¢ € R e todo (, v) em R”.
(Por que?)
Sejag (¢, u, v),t € Re (1, v) € R*a funcio dada por

1x 1x
cai (t. u., v) o (t, u, v)

Ju av
g(tuv)=
7y 7y
X (t, u, v) cai' (t, u, v)
du av
Vamos mostrar, a seguir, que
d 1P 7
78 (tg, u, v) = e (u, v) + ﬁ (u, v)

dt dx dy



ou seja,

ag e
® — (tg. u, v) =div v (u, v).
dt
De fato,
i o o ay 7 o vy
hd (t,u, v)= — ( —I{r‘. u, v) ] e t, u, v) + = (t, u, v) — [ b (f, u, 1-‘}]
dt du \ Jt av du av \ dt
d [ ax ] ay ax d [ ay ]
——— | —({t,uv)|—(uv)— —({Euvy—| — (1 uv) |
av r?r( : r?if{ ) r?v( Jﬂuxﬂf )

Tendo em vista ®, resulta

ag d [ dx d [ dy
— (tg. t, v) = —{—(t .u.v}] . —[—'(f .u.v}].
gt 0 aul\ gt 0 a0

Segue de @ e da relagdo acima que

iﬂf (g, u, v) = % (P (u,v) + % (Q (u, v)).
Como
% (P (u, v)) = % (u, v)
e
% (Q (u, v)) = % (u, v)
resulta ®.

OBSERVACAO IMPORTANTE. Se o campo de velocidade T} depender, também,

do tempo ¢, isto €, se T} for da forma



— — —
v xy=00xy & O Y §

demonstra-se do mesmo modo que

dg ey
— (lg; &, ¥) = div v (I, u, v}
dt

onde o divergente ¢ calculado em relacao as variaveis x ¢ y, isto €,

: il P 7
div v (1, u,v) = e (fg. u, v) + ﬁ (Ig. U, v).
dx dy

A3.2. INTERPRETACAO PARA O DIVERGENTE

Sejam

— —¥ —
vixY=Pxy i +Q&xy) j

J:{ =x(t, u, v)

®

vy =yt uv)

como na secdo anterior. Para cada ¢ fixo, ® é uma transformacio de R* em R*. Além
das hipdteses da secao anterior, vamos supor que @ ¢€ injetora.

Seja B, um compacto de R* com interior niio vazio e fronteira de contetido nulo. As
particulas do fluido que no instante #, ocupam a regido B, no instante ¢, ocupardo a
regido B,



By

{x=x{r,u,1-}
y=ytuy

By

L]

Indiquemos por V (¢) a area da regido ocupada, no instante ¢, pelas particulas que,
no instante #,, ocupam a regiao B;. Assim, para todo ¢ € R,

Vi) = “B,dx dy.
Fazendo a mudanca de variaveis

|_x' = x (t, &, v)

‘}3 =y (r u, v)
¢ lembrando que o determinante jacobiano ¢ sempre estritamente positivo (veja se¢ao
anterior), obtemos
dx  dx

- du v

V(D)= “ du dv

Brﬂ dy  dy
du  dv

ou seja,

Vit)= ([ g(t,u,v)dudv
s,

onde g (¢, u, v) é a funcdo introduzida na secdo anterior. Pelo fato de g ser de classe C'
resulta



- . r}j

V()= “ e (t, u, v) du dv

0 it

e, portanto,

V'(tg) = -”E ﬂ (tg. u, v) du dv.

i o't

Tendo em vista ® da se¢do anterior, obtemos

Gt —
V' (tg) = JJ div v (u, v) du dv.
H'If}

Como ¢, foi fixado arbitrariamente em R, resulta que, para todo ¢ € R,

an —
V()= JJEdiv v (u, v) du dv.

1

Sejam ¢, < t,, com ¢, e t, € R. Seja B: a regido ocupada, no instante #,, pelas
particulas que, no instante #,, ocupam a regiao B:. Teremos:

—
areade B, = dreade By se div v (u, v) >

=

—
areade B; < dareade By se div v (4, v) <

FA
=

(Verifique.)

A3.3. EQUACAO DA CONTINUIDADE

Consideremos o escoamento bidimensional com campo de velocidade

— — —
v ExW=PREY) & FQELxY j

¢ com densidade superficial (massa por unidade de area) p (¢, x, y), com v ¢ p de



classe C' em R3.

Seja
|x = x (I, u, v)
ly=y@uv
como na Sec¢ao A3.1. Como vimos naquela secao,

% tu,vV)I=P({t x(tuv),y( uv)

e
ay
— L uv)=0(x{ u v),y( u v)).
At
Parat =1,
f;_ -
= (tg, u, v) = P (tg, u, v)
il
O]

ay
—fp. U, v)= T, U, V).
r;r({].u.i} Q (tg. u, v)

Como na secao anterior as particulas do fluido que no instante #, ocupam a regiao
B:, no instante ¢, ocupardo a regido B,

Indiquemos por M (¢) a massa de fluido que no instante ¢ ocupa a regido B, Assim,
paratodo? € R,

M) = JJE p (1, x, ) dx dy.

1

Fazendo a mudanca de variaveis
x=x(t, u,v)

y=vy(t u v

obtemos



dx dx
.o du  dv
M= JJ p(t, x(t,u,v),y(tuv) du dv.
‘0 dy  dy
du dv

Sendo g (¢, u, v) a fungdo introduzida na Se¢ao A3.1, resulta

M () = JJ p(tx(tu v),y(t uv) gt u v)dudv.

B
o

Pelo “principio da conservagdo da massa” M’ () = 0 para todo ¢. Por outro lado, a
derivada, emrelagdo a ¢, do integrando ¢ igual a:

{% - %’% (F,.0,7) + %% (t, w,v) |g (1, u,v)

+ p (t, x (f, w,v), y (1, u,v)) % (1, u,v)

%j, g—P e ap sdo calculados em (¢, x (¢, u, v), y (¢, u, v)). Tendo em vista @, ® e
N :

® da Secao A3.1e @ desta se¢do, resulta para ¢ = ¢,

onde

y - a 3}3 — . —
M {rg}=D=JJ —+Vp- v +pdiv v |dudv
‘0

P = —
onde &_p Vp. v. pediv v sdo calculados em (7, u, v).
I 0

Deixamos a seu cargo concluir que para todo ¢ e todo (x, ) € R?,

dp o 5 g _
@ 5 (t, x, y) + div[p(t, x, y) v (t, x, y)]=0
onde
2 g d
divp v = — (pP) + — (pQ).
ivpa x (pP) > (pQ

A Equacdo @ denomina-se equagdo da continuidade.
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Apéndice
4

TEOREMAS DA FUNCAO INVERSAE
DA FUNCAO IMPLICITA

A4.1. FUNCAO INVERSA

Seja F: A C R" — R" uma fungdo injetora e seja B = ImF. Assim, para cada Y €
A existe um tnico X € B tal que

F()=X
Pois bem, a fungdo G, definida em B, dada por
GX)=Y=F)=X

denomina-se func¢do inversa de F.

Se F' for uma funcdo que admite inversa, entdo diremos que F ¢ uma func¢do
inversivel. Observe que se F for uma funcao inversivel com inversa G entdo G sera,
também, inversivel, e sua inversa sera F. De acordo com a defini¢do acima, para todo
X € A, temos

GFWX)=X

e, para todo X € B,



F(G(X) =X

Consideremos a fungdo F : AC R*> — R* dada por

Fxy)=((xy),gx ).

Seja B = F (A). Dizer, entdo, que /' ¢ uma fungdo inversivel significa dizer que existem
duas fungdes p e g, a valores reais, tais que, para todo (x, y) € 4e (4, v) € B,

[u = fi(x, ¥) |.r = p(u, v)

e
h’ =g(x, y) ly =q(u, v)

Observe, ainda, que, para todo (x, y) € A4,
[,v (f(x,¥), g(x,¥) =x

hﬂf (x, ¥), g(x, y) =y

e, para todo (u, v) € B,

Jf (p(u, v), g(u, v)) = u

IE(P (u, v), g(u, v)) = v.

Para facilitar a escrita, de agora em diante sé trabalharemos com fungdes de duas
variaveis reais a valores em R*. Todos os resultados que iremos provar para tais
fungdes se estenderdo sem nenhuma modificagdo para fungdes de n variaveis reais a
valores em R~ comn >2.

Seja F: A C R* — R dada por

Fx,»)=((xy),gKx )

e tal que f'e g admitam derivadas parciais em (x,, y,) € A. A matriz

= a jl
—f(Ir:r-. Yo) i{-"{]- Yo)
X ay
7 i
—g(-’t‘u- Yo) —gi-f{:u- Yo)
X ay



denomina-se matriz jacobiana de F em (x,, y,) € ¢ indicada por JF (x,, y,).

EXEMPLO 1. Calcule a matriz jacobiana de F (x, y) = (x*, x’ + ") no ponto (x, »).

Solucdo

_ : :

i(r‘] r_‘{ x<)
JF (x,y) = rJ'jT rij"n

;I{T'J"F‘\,-‘-] _{1?_}.2}

| dx Ay
2x 0O

i 3x2 2y -

EXEMPLO 2. Seja F : 4 C R* — R?, 4 aberto, dada por F (x, y) = (f(x, ¥), g (x, »)),
com f e g diferencidveis em A. Seja B = F (A), B aberto, ¢ suponha que F seja
inversivel com inversa G diferencidvel em B. Supondo que a matriz jacobiana de F
seja inversivel em todo (x, y) € 4, mostre que a matriz jacobiana de G, no ponto (u, v)
= F (x, y), ¢ igual a inversa da matriz jacobiana de F calculada no ponto (x, ).

Solucdo
Suponhamos G (x, y) = (p (x, ¥), g (x, y)). Assim

[u = f(x,y) ‘.r = p(u, v)
=

=gy  ly=qww

Observe que a matriz jacobiana de G, no ponto (u, v), €

i ig 7 7 1
;—T ;—r r}—P{u. V) r}—p(!{. V)
JG(H 1_,]: Ul oV — ol oV !
4 iy Jdy 7 7
du dv il av

Derivando em relacao a u os dois membros de u = f'(x, y) obtemos:



r;f + a (x ¥ 8

rJ'x u dy =~ du

Derivando, agora, emrelagdo a v resulta

7 d
) f .y
dx dv \ .6‘1*

Derivando em relacdo a u e depois em relagdo a v os dois membros de v = g (x, y)

obtemos:
i o & ay
0= @y =+ @y
dx du dy du
e
ag dx ag dy
l=—=((xy) — + — (x,y) —.
dx v y Toav

Das identidades acima e tendo em vista o produto de matrizes, segue que

o o - -
9 ) Lay| [2% 2% 10
dx ady . de ov
dx ’ ady ) du  dv
e, portanto,
—1
o ﬂ
9x ox —f(x. V) —f{x. y)
u v Sx j."
ay 9y = —g(x._ y) —g(x._ y)
du v ax dy
ou seja,

JG (u, v) = (JF (x, y))_1

onde (x, y) =G (u, v).



Seja F: Q, C R* — R* diferenciavel e inversivel no aberto Q, cominversa G : Q,
C R> > R*Q, = F (Q,) aberto. Sejam (x,, ¥,) € Q, € (1, Vo) = F (xy, ;). Na proxima
secdo vamos provar que se JF (x,, y,) for inversivel e se G for continua em (u,, v,),
entdo G sera diferenciavel em (u,, v,). Observe que este resultado ¢ uma extensao
daquele que vimos para fungdes de uma variavel real a valores reais. (Veja teorema da
Secao 8.2 do Wl. 1.)

A4.2. DIFERENCIABILIDADE DA FUNCAO INVERSA

Seja F: Q, C R* — R* diferenciavel e inversivel no aberto Q,, com inversa G :
Q, CR>— R? Q,=F Q(,) aberto. Seja (x,, v,); € (9, Vo) = F (x,, ¥,). Nosso objetivo,
a seguir, ¢ provar que se a matriz jacobiana JF' (x,, y,) for inversivel e se G for
continua em (u,, v,), entdo G sera diferenciavel em (u,, v,).

Sejam, entdo,

Fx,»)=((xy),gKx )

G(u,v)=(p W v),qwv)

e tais que, para todo (x, y) € Q, e (i, v) € Q,,

[u = f(x, y) ‘x = plu, v)

. g(x,y) |y = q(u, v).

Precisamos provar, entdo, que existemreais a, b, ¢ e d tais que

® [p(u. v) = plug, vo) +a(u —ug) +b(v—w)+ E{u. V)
hﬂu. v) = q(up, vo) + c(u —ug) +d(v —wp) —R_zfu. V)

com

lim R; (u, v) o
(,v) = (g, Vo) I(u, v) — (ug, vo)ll

0 (i=1,2).



(Observe que pelo que vimos na se¢ao anterior deveremos ter
a b -1
|:£. d:| = (JF (Xp. _"r‘g\J} )
Como as fungdes u =f'(x, y) e v=g (x, y) sdo diferenciaveis em (x,, y,), temos

J J
F(x, y) = f(x0, y0) t+ a—{(-t'cr-. Yo)(x — xp) + a_{ (x0, yo)(¥y — y0) + Ri(x, ¥)

@

il il
g(x,y) = g(xg, yo) + a_i(xﬂ' yo)(x — xp) + a—i(«me Yo)(y — yo) + Ra(x, y)

com
lim R; (x. ) = (i=1.2).
(x, ¥) = (x0. ¥o) Ml(x, y) — (xp, yo)ll
Fazendo
il il
a_i(xﬂ Vo) a—{(-‘fﬂ Yo)
M= JF (xg,50) = | 5, 44
—(xp, Yo) —(xp. Yo)
dx ady

@ pode ser colocada na forma matricial
L [fe»=feoy0] [x=x] _ [RGy
M = +M
g(x,y) — g(xq. Yo) Yy — Yo Ry (x,y)
onde M ' é a matriz inversa de M. Fazendo, agora, a mudanca de variavel

]’x = p(u. v) [ u=f(x, _ﬂ]
A—

l.‘v = q(u, v) v=_g(x,y)

obtemos



® s {u — un} {p(u. v) — plup, V;}\J:l Ry (u, v)
M = -
q(u, v) — q(up, vp) Ry (u.v)

onde

E (u, v) T Ry (p(u, v), g(u, v))
M :

R_E (u, v) Ry (p(u, v), g(u, v))

Observe que ® ¢ exatamente @ se tomarmos

a b| . —1
[(.‘ d}_M '

Vamos provar, entdo, que

lim i e =0 (i=12)
(. v) = (ug. vp) N(u, v) — (g, vo)ll

Para isto, ¢ suficiente provar que

@ lim Ri (p(u,v), q(u, v)) _ (i=1,2).
(u, v) = (ug. Vo) i(u, v) — (ug, vo)ll

x=p(u,v)

y=q(u,v)
¢ lembrando que p (u, v) € g (4, v) sdo continuas e que x, = p (4, V) € Vo = q (U, V)
resulta

Fazendo a mudanca de variavel,



lim R; (p(u,v), g(u, v))
(w.v) = (4. Vo) l(u, v) — (ug, vg)ll

= lim R; (x, y)
(%3 = (X0, Yo) NI(f(x, y), g(x, ¥)) — (f (x0, Yo)» 8(xq, Yo))Il

o lim R; (x,y) g l(x, y) — (xg, yo)ll
(5.3 = (. ¥o) Ml(x, ¥) — (x9, yo)l (S (x, ¥), g(x, ¥))— (f (x0 Yo)» g(x0. Yo )

Como ja sabemos que

~lim R (x,y) 0
13 o do) i, y) = (xg, yo)l

para concluir que o limite acima ¢ zero basta mostrar que

® l(x, y) — (xp, ¥o)ll
(S (x, ¥), g(x, ¥) — (f (X0, Yo). &(x0, yo )l

¢ limitada numa bola aberta de centro (x,, y,). E 0 que faremos a seguir. Inicialmente,

@, . . L
observamos que a norma de um vetor coluna [ 43] ¢ igual a do vetor (a, f), isto &

H
B
Agora podemos continuar. Sabemos que

f(x, y) — f(x0. yo) X — Xg [ Ry (x,y) ]
=M +
Ry (x,y)

‘ = Il (a, B) II.

®

g(x, y) — g(xp, Yo) Yy — Yo

onde

lim 1
(5= (50:30) li(x, y) = (x0. YOI | R, (x, y)

[Rixy]| [O]
— DJ_

De ® segue que



£ 9~ F(x0, Y0) x = Xg Ry (x,)
® =M e

g(x, y) — g(xo0. Yo) Yy~ Yo Ry (x.y)

Antes de continuar, faremos mais uma observagao. A matriz M ¢ inversivel, pois ¢
a matriz jacobiana

7 7

ri{-"{l- Yo) ifru- _‘L’ﬂﬂ

M — dx dy

o T 7 '
ﬁ(Jfr:n Yo) E(m, Yo)
dx ay

Segue que
[x7]
Y1y

¢ uma transformag¢do linear, portanto continua ¢ que sé se anula em [g} (Confira!)

Seja, agora, 4 o conjunto

A={(x,y) ER*|xX*+)y*=1}.
A ¢ compacto ¢ a fungao ¢: 4 — R dada por

A} — X

¢ continua. Logo, ¢ assume valor minimo em 4, e este valor minimo ¢ diferente de zero.
Assim, sendo k£ > 0 este valor minimo, teremos para todo (x, y) € 4,

o (x, y)>k.

Por outro lado

{ i Y = Yo : 3
Ii(x, ¥) — (xg, Yool I(x, ¥) — (xg. yo)l



para todo (x, y) # (x,, V). Para simplificar um pouco, fagamos

X = X0 Y = Yo

— C r= .
lH(x, y) — (xg. yo)ll (x. v) — (xq. yo)ll

Assim, para todo (x, ¥) # (x,, o), 0 par (s, £) € A= {(x, y) | x* + > = 1}. Temos, entdo,
para todo (x, y) # (xo, Vo),

H M F] =k

De ® e @ segue que, para (x, ¥) # (xo, Vo),
| (x, ¥) — (x0. yo0)||

o Lx—m-'ﬂ‘

—||(Ri (x, ¥), Ra(x, y)||

|
‘ (Ri(x, y). Ry (x, y))

EHE

Tendo em vista ®, obtemos

|| (x, ¥) — (xp, Yo ]I||

) 1
o IR Gy RG]
[(x. ¥) = (x0, y0)|
Por outro lado, como
lim ”(Rl (x, ¥), Ry (x, -1"'1}}” =
(x. ¥) = (x5, ¥y) ” (I.. 11} — {_‘f{], "|..|:|}||

existe 7, > 0 tal que, para todo (x, y) # (xy, Vo),

| (R (x. 3). Ry (x. )| — k

H(x,y) — gyl <ry = : ,
|(x. 9 = (xo.y0)]| 2

Dai e da desigualdade anterior resulta, para todo (x, ¥) # (x,, Vo), com || (x, ¥) — (xo, Vo)



||<I"1,

B =

=|ra

Fica provado assim que o limite @ ¢ zero. Logo, as fungdes

[x = p(u, v)

v = a v

sao diferenciaveis em (u, v,).

Seja F:Q C R*> — R* de classe C' no aberto Q e tal que JF (x,, ¥,), (X, Vo) € Q,
seja inversivel. Nosso objetivo nas proximas secoes ¢ provar que, nestas condigdes,
existe um aberto Q, C Q, com (x,, y,) € Q, tal que a matriz jacobiana JF' (x, y) ¢é
inversivel em todo (x, y) € Q,, F' ¢ uma funcdo inversivel em ,, o conjunto Q, = F
(Q,) ¢ aberto e a funcdo inversa G : Q, — R* ¢ de classe C'.

A4.3. PRELIMINARES

O que dissemos no final da se¢do anterior pode ser reescrito da seguinte forma.
Sejam

[1; = f(x, y)

h‘ = 8(x,y)

(x, v) € ()

fungdes a valores reais e de classe C' no aberto Q C R”. Sejam (x,, ¥,) € Q, u, = f (x,,
Vo) € Vo = g (X, Vo). Suponhamos que o determinante jacobiano

df df

——(x,y) —(x,y)
du,v) _|ax T ay
d(x, y) "}_g(;ﬁ y) r}—g{,\’. V)

dx ) dy -

seja diferente de zero no ponto (x,, ).
Pois bem, nosso objetivo a seguir € provar que existem abertos 2, e 2,, com Q, C



Q, (xg, Vo) € Q, (1, vy) € Q, € um uinico par de fungoes (p (u, v), g (u, v)) definidas e
de classe C' em Q,, tais que, para todo (x, y) € Q, e (1, v) € Q,,

Ju = f(x, y) JI = p(u, v)

= .
=gy ly=gww

No fundo, entre outras coisas, o que estamos querendo ¢ estudar a possibilidade de
resolver o sistema

o |u=sxy

‘1 =g(x, ¥

para (u, v) proximo de (u,, v,). Com este objetivo em mente, vamos colocar @ numa
forma mais adequada. Observamos, inicialmente, que, sem perda de generalidade,
podemos supor

(xo, o) (0, 0) € (uo, v5) (0, 0).

Como f (x, ¥) e g (x, ¥) sdo de classe C', portanto diferenciaveis, temos, conforme
aprendemos no Vol. 2,

7 7
filx, v)= i (0,0)x + i 0,0)y + R (x, y)

dx rj'_\,.'
e
: e peLy gl _
gxy)=—=(0,00x+ —=(0,0)y + R,y (x, y)
ax ay =
onde
i R;(x,¥)
lim vk £ S -
@ (x, v)—(0,0) (x, vl = =12

Desta forma, @ ¢ equivalente a



f([l 0)x+ f(ﬂ 0)y+ Ri(x,y)
dx ]

v=220,0)x+ 220,00y + R, (x, y)
o' X dy

que, em forma matricial, se escreve

u] | 2L, 0) ';—f(t:-._ 0||*| [R®Y

_| 9% y
2 I K 78 (0,0 .
v D S0 ] By
) ) ) d(u, v) , )
Como o determinante jacobiano P esta sendo suposto diferente de 0 em (0,
.9
0), resulta que a matriz jacobiana
d
—f(ﬂ 0) —f{ﬂ' 0)
r;' X rj".

—(D. 0) —{D. 0)
X ady

¢ inversivel. Segue que ® ¢ equivalente a

H [ﬂ R (x,y)
=S = + A
g ‘rJ Ry (x.y)

onde
u [ u
@ =M !
v v
e
Ry | Ry
@ L =M 3
Rg . I‘L’\,I E Rg 5= “L’\P

De @ segue que se (u, v) descreve um aberto entdo (u, v) também descrevera um aberto



(por qué?). De @ e ® segue que

lim R(x.¥Y) —_0 (i=1,2
(x. v)—(0,0) (x, y)lI

conforme se verifica facilmente.
Desta forma, sem perda de generalidade, podemos supor @ da forma

JH =x+ Rj(x,y)

v=y+ Ry (x.)

comR, (x, ) e R, (x, v) de classe C' e

lim Ri(x,y) _¢ (i=1.2).
@ (x, "l"_} — {{:I. ﬂ:' |I[.].-. }1}“

Vamos entdo estudar o sistema

fu= 7
@ :

‘1’ =g(x, ¥

comf(x,y)=x+R (x,y)egy =y+R (xy),comR (x, y) e R, (x, y)
satisfazendo as condi¢cOes acima.

Da condigio segue que X1 (0.0)=0.R,(0.0) =0. IR (0,0)=0, 7R (0,0)=0,
dx ady

“’*‘fﬁ (0.0)=0c¢ % (0,0) = 0. (Verifique.)
X y

Nosso objetivo, a seguir, ¢ provar que para (u, v) préximo da origem (0, 0) o
sistema @ admite solucao tUnica. Para este fim, vamos considerar a funcao

Fx,»)=(xy,gxy))=x+R (x,),y+tR,(x, )

e, portanto,

F(x, )=y +R(x )



onde

R(x, y) = (R, (x, ¥), R, (x, ).

Inicialmente, vamos provar que existe um aberto Q,, com (0, 0) € Q,, tal que F ¢
injetora em (),. Para isto vamos precisar provar, primeiro, que R (x, y) ¢ uma
contragdo num aberto 0, contendo a origem. E 0 que faremos na proxima segao.

A4.4. UMA PROPRIEDADE DA FUNCAO R

Nosso objetivo a seguir ¢ provar que existem 7 0 e 0 <A <1 tais que, para todo (x,
y) e (s, t) na bola aberta de centro (0, 0) e raio r, tem-se

DR, y)=R(s, ) [=h(xy)— (s 1) |.
Inicialmente, observamos que
IR Cx, ) =R (s, 0) [=[ (R, (x, »), Ry (x, ) = (R, (s, 1), Ry (s, 1)) |
= (R, (x, ) =R, (5, 1), Ry (x, ») =R, (s, 1)) |
SR (6 Y) =R (s 0 |[T|Ry (x, ) =Ry (5, 1) |.
Ou seja,
@R, y)=R(s, 1) [SR (x, ) =R, (s, ) | TRy (x, y) = Ry (s, 1) |.
(Verifique.)

Consideremos, agora, as fungdes
m(xy)=[VR (x )]

nx »)=IVR,(x )|

Como R, e R, sdo de classe C', as fungdes m (x, y) e n (x, ¥) sdo continuas e se anulam



na origem, pois, como vimos na se¢ao anterior, as derivadas parciais de R, ¢ R, se
anulam na origem. Segue que, dado A >0, com 0 <A < 1, existe » > 0 tal que

A
N, VI<r = IVRxyI< =

lxil<r = IVR(x i< %

Seja Q, a bola aberta de raio » e centro (0, 0). Sejam (x, y) e (s, ¢) dois pontos
quaisquer de Q,. Pelo teorema do valor médio (veja Wl. 2), existem (x,, y,) € (x,, 1,)
no segmento de extremidades (x, y) e (s, ?) tais que

R (x, ) =R, (s, ) =V R, (x,y)) " ((x, y) = (5, 1))

Ry (x, ) =R, (5, ) =V R, (x5, y2) * ((x, ») = (5, 1)).

Pela desigualdade de Schwarz, resulta

(R () =Ry (s, DSV R (x,3) [ (x. y) = (s, D) |

[Ry (6, y) =Ry (5, D[SV Ry (x5, ) ] () = (5, 0) |

Como (x,, ;) e (x,, y,) pertencem, também, a bola aberta ), resulta

(R & )-R (5 0<3]x»=(s0)]

(R, (&) =R, (5, ) <3 (x )= (s, 1)

De @ e das desigualdades acima resulta @. Fica provado assim o seguinte importante
resultado.



Seja R (x, y) a fungdao dada na secdo anterior. Entdo existemr» >0 <e 0 <A 1 tais,
para todo (x, y) e (s, ) na bola aberta de raio r e centro (0, 0), tem-se

IR, ») =R (s, ) [<A [ (x, )= (s, ) |

A propriedade acima nos diz que R (x, y) € uma contra¢do em£),, onde , ¢ a bola
aberta de raio » e centro em (0, 0).

A4.5. INJETIVIDADE DE F EM Q,

Nosso objetivo nesta se¢ao ¢ provar que a fungao
Fx,y)=xy)+R(x y)
¢ injetora em Q. Isto €, vamos provar que, para todo (x, y) e (s, f) em Q,, tem-se
(x, ) # (s, 1) = F(x, ) #F (s, 0).
De fato,

IF@y)=F@ ) 1=1100y) =@ )[R, y)—R(s, D] |21 () = (s, 0) | = IR (x,
Y) =R (s, 1) |.

Da secao anterior,

IR, ) =R (s, ) [I=A [ (x, y) = (s, D) |

onde 0 <A < 1. Segue que

1EG ) —F (s )21 y) =6 DIl =A () = (s, 9 |

e, portanto,

IE G ) =F s )20 =) ()= (s, 9 |

Entdo, para (x, y) # (s, ?)



IF(x, p) = F (s, 1) [>0
ou seja,
F(x,y)#F(s, 1).

Fica provado assim o seguinte importante resultado.

A funcao

Fxy)=(xy) TR (x )

¢ injetora na bola aberta QQ, de raio r e centro (0, 0).

Nosso objetivo a seguir € provar que F transforma o aberto 2, num aberto Q,. Ou
seja, queremos provar que o conjunto

Q,=F Q(,)

¢ aberto. Para este fim, vamos primeiro provar um teorema de ponto fixo.

A4.6. UM TEOREMA DE PONTO FIXO

Teorema. Seja A C R, um conjunto compacto ¢ H : A — A4 uma fungao
satisfazendo a seguinte condigdo: quaisquer que sejam os pontos X # ¥ em A4 tem-
se

IHX) —H@) || <[X-Y].
Nestas condi¢des, existird um unico S € A tal que
H(S)=S.

(Tal S denomina-se ponto fixo para H.)




Demonstracdo
Unicidade

Se X # Y sdo pontos fixos, teremos | X — Y ||=|HX)—H ) || <|X— Y|, que ¢
impossivel. Logo, poderd existir, no maximo, um ponto fixo.

Existéencia
Consideremos a funcao
kX)) =[X-HWX) |, X € 4.

A hipdtese garante a continuidade de H em A4 e, portanto, k£ (X) sera continua em A.
Como A4 ¢ compacto e k (X) continua, resulta que £ (X) assume valor minimo em A.
Seja, entdo, S um ponto de minimo de & (X). Assim, para todo X em A temos

QIX-HX) [[2]S=H(S) I
Vamos mostrar que
S=H(S).
Supondo S # H (S) e tomando T = H (S) obtemos
IT=HDI[=[HS)—HMHWS) [<IS—H(S) |

que estd em desacordo com @. Logo, S = H (S).
]

A4.7. PROVA DE QUE O CONJUNTO Q, = F(Q,) E ABERTO

Para provar que
Q,=F(Q)

¢ aberto, precisamos provar que, para todo (u,, v,) € Q,, existe s > 0 tal que a bola
aberta A de centro (u,, v,) e raio s esta contida em €2,. Para isto, precisamos provar



que, para todo (u,, v,) € A, existe (x,, y,) em €, tal que

F (-x29 yZ) = (uza V2)'
Ou seja, precisamos provar que dado (u,, v,) em A, o sistema
I'ug =x+ R (x,y)

®

ll-'g =y+ R (x,y)

admite solugcdo em €. O sistema acima € equivalente a

(uz, v2) =R (x, y) = (x, ).
Assim, provar que @ admite uma solugao (x,, y,) € Q, é equivalente a provar que
@ H (x, y) = (1, v;) ~R (x, y)

admite um ponto fixo (x,, y,).
Vamos entdo ajeitar as coisas para cair nas condi¢des do teorema do ponto fixo.
Inicialmente, observamos que, para todo (x, y) e (3, ¥), com (x, y) # (%, ¥), em Q,,
tem-se

15 G, ) —H (@9 =R (x, p) = RE D) [ A (x y) = (5 D)

e como, 0 <A <1, resulta

NHxy)—HEHIT<IEy) — &) I

Seja, agora, (x,, y,) € Q, tal que

F (xy, y1) = (uy, vy).

Tomemos, agora, uma bola fechada 4 de centro (x,, y,) e raio 6 > 0 contida em Q,.
Vamos mostrar, a seguir, que tomando || (i, v,) — (uy, v;) | <s, coms (1 — 1) 9, teremos

H(4) C A



Para isto ¢ suficiente mostrar que, para todo (x, y) € 4 e, portanto, || (x, y) — (x;, 1) || <
0, teremos

| H (x, y) = (x;, y)) || <6.

Vamos 14 entdo!

1 H (%, y) = (X, y) [ = 1] (U, v2) = R (%, y) = (x4, 1) ||

= || (uy, v2) = (uy, vi) = (uy, vi) = R(x,¥) = (X1, 1) ||

= || (uy, vo) = (uy, vi) + F (x5, 1) =R (X, ) = (x4, y1) ||
= || (uy, vo) = (U, vi) + R (x5, 1) ~R(x, ) ||

pois F'(xy, y1) = (X1, 1) T R (X1, y1)-
Segue que

LH (e, y) = (e y) 1= (ua v2) = (i, v) [+ R () = R (i, ) |l
e, portanto,

IH G p) = y) [SA =[G p) =~ y) [ -2 8 +A
ou seja,

| H (x, y) = (x, y)) | < 6.

Temos entao

H(4) C 4
e, para todo (x, y) e (7, 7) em4, com (x, y) # (3, ¥),

IH (x,y) —H &, 5) < l(x, y) = & 3)

Pelo teorema do ponto fixo, existe (x,, y,) € 4 tal que



H(x29 yZ) - (-xza y2)
ou seja,
[1{2 =x7 + Ry (x92, ¥)

}._Vz =y T R (x2, y2).

Fica provado assim que todo ponto (u,, v,) € Q, ¢ centro de uma bola aberta contida
em (,, ou seja, 2, ¢ aberto.

Conclusdo

Para todo (u, v) no aberto Q, existe um tnico par

(x, ») = (v, v), q (u, v))

no aberto Q,, tal que

J” = f(x,y)

|1-‘ = g(x, ¥).

Ou seja, para todo (x, y) no aberto Q, e (i, v) no aberto Q, tem-se

[H =Jiz. [.x‘ = p(u, v)
1._1" = gix;¥). " 11’ = g(u, v).

Observe que fazendo

G y)=@kxy),qxy)

resulta, para todo (x, y) € Q,,

F(G(x )= ()



e, para todo (x, y) € Q,,

G (F(x, ) =(x ).

De
Fx,y)=xy)+R(x y)
resulta
F(G(x»)=G(xy)+R(G(x, )
e, portanto,

G(x,y)+R(G(x,y)=(xy)

Utilizando esta dltima identidade, vamos provar a continuidade de G (x, y) em
Q,. Sendo (x, y) e (s, t) dois pontos quaisquer de Q,, temos

G =G (s ) [=1(y) = (s, D+ R(G(xy) ~R(G (s D)) [ =[G p) = (s D) ||+
IR(G (x,y)) —R(G (s, ) |

e, portanto,
G ) =G (s D=0 ») =@ DI+A[G 0 y) =G (s ).

Dai resulta que, para todo (x, y) e (s, £) em Q,, tem-se

IG(x,y) —G(s, Dl

I (x, v) — (s, D) L.

Desta desigualdade segue a continuidade de G no aberto Q,. (Verifique.)

Observamos que o aberto 2, pode ser tomado de modo que o determinante
jacobiano de F'(x, y) seja diferente de zero em todo (x, y) de ,. (Para confirmar este
fato considere a funcao



df df

— iyl - tx ¥
PR dx dy
i ag dg
A iR
ax ' ay ]

definida no aberto Q. Como f'e g sdo de classe C' e ¢ (x,, ¥,) # 0 segue do teorema da
conservagao do sinal que...)

Segue, entdo, de A4.2 que G (x, y) ¢ diferenciavel em todo (x, y) € Q,.

Por outro lado, da relacao

JG (u, v) = (JF (x, y))_1

onde (x, y) = G (u, v), e pelo fato de F ser de classe C' e G continua, resulta que G ¢ de
classe C' em Q,. (Confira.)

A4.8. TEOREMA DA FUNCAO INVERSA

Do que vimos nas se¢des anteriores vem o seguinte importante teorema.

Teorema da fungdo inversa. Seja
F:QCR:— Rx

com aberto e F de classe C'. Seja X, € Q e seja ¥, = F (X,). Nestas condi¢des, se
o determinante jacobiano de F, em X, for diferente de zero entdo existird um
aberto Q, C Q, com X, € Q,, tal que Q, = F () seré aberto, a restri¢do de F' a
Q, seré inversivel e a inversa G sera de classe C' em Q.

O que fizemos nas se¢des anteriores foi provar o teorema da fungdo inversa para n
= 2. Na verdade, nada teria mudado se tivéssemos trabalhado comn > 3.

A4.9. TEOREMA DA FUNCAO IMPLICITA

Nesta secdo, veremos como obter o teorema da fungdo implicita em alguns casos
particulares e deixaremos para o leitor enunciar e demonstrar tal teorema no caso



geral.

1.° CASO. Suponha g (x, y) de classe C' num aberto Q C R?, com (x,, y,) € Q, tal que

ag

ady

g(xp.¥9) =0 e (xg. ¥g) # 0.

Nestas condi¢des, existe um aberto Q; C Q, com (x,, y,) € Q,, € uma unica fungao y =
h (x) definidas e de classe C' num intervalo aberto /, x, € I, tal que, para todo x € I,
(x, h(x)) € Qe

g(x h(x)=0.
Demonstracdo
Consideremos o sistema
JH — %
(x, y) € Q
|1 Y

Em (x,, y,), 0 determinante jacobiano

1 0
du, v) s (aE G
d(x, v) Eh y) EU V)

4 . . r r;I . r J4
¢ diferente de zero, pois, em (x, y ) seu valor ¢ a—f (Xg- ¥g) que, por hipotese, €
0 0 ¥y

diferente de zero. Seja

(tg, Vo) = (f (X0, ¥0)5 & (X0, Vo))

COmOf(x, y) =x¢C g (x09 yO) = Oa resulta (u09 VO) = (-an O)
Pelo teorema da fungdo inversa, existem abertos 2, e Q2,, com

(0, Vo) € Q) C Qe (uy, vy) € Q,

¢ um unico par de fungdes (p (u, v), g (u, v)) tais que, para todo (x, y) € Q, e (u, v) €



‘u =x X=p(u,v)=u

0 : a
IV — BiX, ¥) 1___\-‘ = g(u, v).

Como Q, ¢ aberto e (x,, 0) = (u,, v,) € Q,, existe um intervalo aberto /, x, € I tal que,
paratodou € I, (u, 0) € Q,.
Segue de @ que, para todo u € I,

X

T J.H %

\ s
ly = q(u, 0) I[I = g(x, q(u, 0)).

Fazendo % (x) = g (x, 0), resulta que, para todo x € I,
0=g(x, h(x)).
Assim, a fungdo y = & (x) é de classe C' e é dada implicitamente pela equagdo

g(x »y)=0.

Observe que, para todo u € I,
(u, q (u,0)) € Q,
logo, para todo x € I,
(x, h (x)) € Q,.

Suponhamos, agora, que y = h, (x) seja outra fiungdo definida e de classe C' no
intervalo aberto / ¢ tal que, para todo x € /,

(x, 1y (x)) € Qe 0=g (x, hy (x)).

De @ segue que, para todo x € I,



P |I==H
= 4

0=g(x,lh(x)) 'f?li.]l'] = gq(u. 0)

ouseja, i, (x) =¢q (x, 0) =h (x).

Observacao. Para outra demonstracao deste caso, veja Vol. 2.

2.° CASO. Suponha g (x, ¥, z) de classe C' num aberto Q C R, com (x,, y, z,) € Q, tal
que

-
e

8 (Xﬂ.. Yo- :.DJ' =0 e

Nestas condig¢des, existe um aberto 0, C Q, com (x,, y,, z,) € €2,, € uma unica fungao
z=h (x, y) definida e de classe C' numa bola aberta B do R* e de centro (x,, y,), tal
que, paratodo (x, y) € B, (x, ¥, h (x, y)) € Q,, e

g(x, y h(x y)=0.
Demonstracdo

Consideremos o sistema

[u =%
vV=y (x,y, 2) € ().
}__w =g(x, v, 2)

Em (x,, o, 2,), 0 determinante jacobiano

I v.w) _| 5 0

oiE, V. 2) aw  dw  dw

dx dy 9z

d :
tem valor a—Lf (xg. Yo- Zg) # 0. Seja

o



(u09 vOa WO) = (xO: yO: g (x0= yO: ZO))'

Assim (uy, vy, Wy) = (X0, Vo, 0). Pelo teorema da funcdo inversa, existem abertos Q, e
Q,, com

(X0, Yo» Z0) € €2y € (uy, Vo, Wy) € €,
¢ uma unica terna de funcoes

@ W, v, w),q W v,w),ru v,w))

de classe C' em Q, e tais que, para todo (x, », z) € Q, e (1, v, w) € Q,,

|“ = X J:{ = p(u, v, w)=u
@ V= & yv=qu,v,w)=v
ww = w{x , Z) l: = r(u, v, w).

Como Q, é aberto e (xy, ¥y, 0) = (1, vy, W) € ,, existe uma bola aberta B em R*, de
centro (x,, ¥,), tal que, para todo (u, v) € B, (u, v, 0) € Q,. Segue de @ que, para todo
(u, v) € B,

i_x' = u
V=V =S LW ="y
l:-'. =r(u, v, 0) Z

10=g(x,y, r(u,v,0)).

Fazendo % (x, y) =r (x, y, 0), resulta, para todo (x, y) € B,
0=g(x y h(xy).
Assim, a fun¢do z = & (x, y) é de classe C' e é dada implicitamente pela equagdo
g(x,y2)=0.
Observe que, para todo (u, v) € B,

(u, v, 7 (u, v, 0)) € Q,



logo, para todo (x, y) € B,

(x, 3, h(x,p)) € Q,.

Suponhamos, agora, que z = /4, (x, ¥) seja outra fungdio definida e de classe C' na bola
aberta B e tal que, para todo (x, y) € B,

x,p () €Qe0=g(xy h(x )
De @ segue que, para todo (x, y) € B,

Ju — x=u
V=Y iy —w
lﬂ = g(x, y, Iy (x, ¥)) h(x, y)=r(u,v,0)

ouseja, i, (x, y) =7 (x, y, 0) =2 (x, y).
n

3. CASO. Suponha f (x, y, z) e g (x, 3, z) de classe C' num aberto Q C R°, com (x,, V,,
z,) € Q,, tais que

f(xm Vos ZO) = Oa g (-x09 Vos Zo) =0

i i
—f (x0. Y0, 20) —{ (xp, Yo, Zp)
rj"h 77 =0
i

dg
28 (x0, Y0, ) 2-(x0, Yo, 20)
ay dz

Nestas condigdes, existe um aberto Q, C Q, com (x,, y,, z,) € Q,, € um Unico par de
fungdes y = h (x) e z = k(x) definida e de classe C' num intervalo aberto /, x, € I, tal
que, para todo x € I,

(x, 7 (x), k (x)) € Q,



fx, h(x),k(x)=0eg(x h(x), k(x))O.
Demonstracdo

Consideremos o sistema

[u —\E
vl 1) (xpDeEll
M- = gilx, ¥. 7)

Em (x,, ¥, 2,), 0 determinante jacobiano

du,v,w) _ |df df df

d(x, ¥ 2) dx dy Iz
dg dg og
dx dy 9z

¢ diferente de zero. Seja
(1o, Vo, W) = (Xo, f (X05 Yo» Z0)5 & (X0 Y05 Z0))-
Da hipotese, resulta
(tg, Vo, Wo) = (%, 0, 0).
Pelo teorema da fungdo inversa, existem abertos 2, e QQ,, com
(X0, Yo» Z0) € €2y € (uy, Vo, Wy) € €,
¢ uma Unica terna de funcoes

@ v, w),q W v,w),ru v,w))

de classe C' em Q,, tais que, para todo (x, y, z) € Q, e (u, v, w) € Q,,



X x=u= p(u,v,w)
TLE ¥ 20 &5 v=g(u, v, w)
g(x, y,2) z=r(u, v, w).

.
® v

Como Q, ¢ aberto e (x,, 0, 0) = (1, vy, W) € Q,, existe um intervalo aberto 7, x, = /, tal
que, paratodo u € I, (u, 0, 0) € Q,. Segue de @ que, para todo u € I,

[ [{=:{
v=g(u, 0,0) = <0 = f(x, h(u), k(u))
[“ = ri{n. 0. 0) |[I = g(x, h(u), k(u))

onde /2 (1) =q (u,0,0) e k (u) =r (u, 0,0). As fungdes & (x) =q (x,0,0) e k (x) =7 (x,
0, 0) sdo de classe C' no intervalo aberto / e, para todo x neste intervalo,

fx, h(x),k(x)=0eg(x, h(x), k(x))=0.

Fica a seu cargo concluir a unicidade de tais fungoes.
n

Para encerrar, fica a seu cargo a tarefa de enunciar e demonstrar o teorema da
funcdo implicita no caso geral.
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Apéndice
5

BRINCANDO NO MATHCAD

AS5.1. NOCOES GERAIS

Para trabalhar no Mathcad ¢ muito simples. A partir do programa instalado, se a
sua versao for o Mathcad 2000,* ao abrir o programa vera a seguinte tela:

.! Mathcad Professional - [Untitled:1]
|a] Eile Edit Miew Insert Fommat Msth Symbolics Window  Halp -|5] x|

[DeE[a@RyiEals = voa Lo i [ =8y

| ] Lxl[ea = =lnzuz== 532

T+

I#
2

| & & 0

-

1] r
[AUTE [ [WUM [Page 1

Pre=s F1 for help.




Para iniciar, clique em View na barra de menus e, em seguida, clique em Toolbars:
para grafico, escolha a opg¢ao Graph; para célculo de derivada, integral, limite e
somatoria, escolha a op¢ao Calculus; para entrar com desigualdades, escolha a opcao
Boolean; para calculo simbolico ou exato, escolha a op¢ao Symbolic etc.

«*Mathcad Profassional - [Unditled:2]
|z] File Edit | Yiew [nzet Formar bdeth  Symbolics éindow  Help

O e : |l -G e R oo F TR
; Status Bar |+ Eptmsting e P
o Fular el Il === =4
|g B gions ¥ Calculsior i‘
_4_ Zoom... Graph
[ Rairash Clrl+H TS
7 Ewalustion .
- Anirmale. — = e
<5 = Imha.:k - E‘r : 7
@ SRR Boalson reliis
] Ereferences . Erogram ming Fxw
2 __ Gresk L
¥ Symbolic
u;q hodilier
sl Symbolic =]
— - Windifiers
Mot cofmples  assume
sohve simplify  subsbbta
; Tarlor epand  coefs
a1 owa = =l In T
coller LIS parfian
"rlog m {) = " tan 7 B :
: fourier  laplaca Hrans
9 /s 4 A B = =in i
Irfouner  InuiEplace  InuErans
e i S e S
no— - IH] —
KIS _vlJ
ALTO MUK |[Fage 1

s@iniciar| | 3| 38| Y[@ B¢ (YELOURR L2 o B UoPDIE 75

Tudo o que vocé precisa agora ¢ aprender a digitar uma expressdo. Para comegar,
clique em algum ponto da pagina; no ponto clicado aparecerd uma cruzetinha vermelha.
E exatamente neste ponto que a expressdo a ser digitada comecara. Todas as
operacdes deverao ser indicadas. No Mathcad, o separador decimal é o ponto. Para
entrar com expoente, pressione a tecla * (acento circunflexo). Para entrar com fracio,
pressione a tecla / (dividir). O Mathcad trabalha com trés sinais para representar o
igual: um deles ¢ := (para entrar com este simbolo, pressione a tecla : (dois-pontos)); o
outro ¢ = (para entrar com este simbolo, pressione simultaneamente as teclas Ctrl e =,
ou clique no icone desigualdades e, em seguida, clique em =); e o terceiro ¢ a seta —
que aparece na caixa Symbolic.

Quando se usa o simbolo : =

» Utiliza-se := para definir o valor de uma variavel. Por exemplo, para entrar com x



=5, digitamos x : 5 para obter

=
Il
L

Nota: Na versao Mathcad 2001, a caixa Calculator apresenta alguma modificagao.

» Utiliza-se := quando queremos definir f{x, ). Por exemplo, para entrar com f{x, y)
=x + y, devemos digitar f(x, y) : x + y para obter

fix, yi=x+)

Quando se usa o simbolo =

« Utiliza-se o simbolo = nas equagdes. Por exemplo, para entrar com a equacao x +
y =15, digitamos x + y e, em seguida, simultaneamente, Ctrl ¢ = (ou clique no icone
desigualdades e, em seguida, clique em =) e, finalmente, 5 para obter

I—i—_v=ﬂ

« Utiliza-se a seta — para obter valor exato de uma integral, derivada etc., como
veremos mais adiante.

EXEMPLO 1. Entre com a expressdo x” + 5xy.
Solucdo
Clique no ponto onde vocé quer comegar a expressao. Agora, digite:
x”2espago+5*x*y

para obter

x*+35-x-y

Com auxilio da tecla espaco, podemos fazer com que o angulo envolva toda a
expressao, pressionando sucessivamente tal tecla:



Clicando fora do retingulo, obtém-se: x° + 5 - x - y. Para voltar ao modo anterior é s6
clicar a direita do ultimo y e utilizar a tecla espaco. A tela abaixo mostra o estado da
expressao apos a digitagao do acento circunflexo.

. Mathcad Professional - [Untitled:1]

E] File Edit “iew |nzet Format histh  Symbolics  indow Help == X
IDSESRAY |+ ER|o | D= LB L [ *I&]?|
[ [Haratie = I[Times e Romen FE El R ru === =i
|§ 1B, PR
|‘+‘ In & ' KT
k] by m () T
= 0 7 8 8 7
@ R BN raph [=]
rn? sn 12 peoor o @ o
el 1 = 0 Egh s
[.:,g X e,
= Qumsk &l
@ B ¥ B s iy
M oF L oK kg
o E aT™a g
17 o 4 K oy o
— A BREASE S
Hae [ K A M
[P e e e
T (30 i)
T ;
in EXPOMEMT, bvp 8 spacs-barin exit [s0ma [ UM [Poga1’
dinciar| | 2] @3] vELOURR LR Bl @03 150

O pequeno retangulo preto envolvido pelo angulo denomina-se placeholder e indica o
lugar onde entrara o préximo caractere a ser digitado. Para sair do expoente, apds a
digitacdo do mesmo, basta pressionar a tecla espaco.

]

Observacao. Digamos que vocé queira trocar o expoente 2 por 3: clique ao lado do 2,
apague o 2 e digite 3; em seguida, clique fora do retingulo para obter x’ + 5 - x - y. Para
substituir, digamos, o 5 por 6, proceda da mesma forma: clique ao lado do 5, apague o
5, digite 6 e clique fora do retangulo.

EXEMPLO 2. Calcule o valor de x* + 5xy parax=3 ey = 5.

Solucdo



Clique em um ponto da pagina. Entre com os valores de x e de y; abaixo destes
valores entre com a expressao dada e de modo que toda a expressao esteja envolvida
pelo angulo.

Pressione, agora, a tecla = para obter
X'+5-x-y=284.
|

Atencio. Substituindo o 3 emx e 0 5 em y por outros valores, automaticamente o valor
da expressao mudara.

s 1. 2
EmmﬂmO&Ememmammaﬁoh+wlt3.
3x3 + 5x2

Solucdo

Primeiro entre com o numerador; digitado o numerador, com o angulo envolvendo
toda a expressdao, como mostrado na primeira expressao da tela do Mathcad em
seguida, pressione a tecla da divisao (/). Em seguida, digite o denominador. (Lembre-
se: para entrar com o simbolo ./ ¢ s clicar neste simbolo na caixa Calculator.)

~ ~ . xFEE . .
Atengdo. Para entrar com uma expressio do tipo 5x2 + 10+ ‘,}—, digite
b by 2

5x2+ 10+ x + 3

Em seguida, com o angulo envolvendo somente a expressdo x + 3, pressione a tecla da
divisdo e digite o denominador respectivo e pronto.
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3 [
EXEMPLO 4. Entre com [ (x2 + 5x4/x? + 1) d.

Solucdo

Na caixa Calculus, clique no simbolo da integral definida. Clique no placeholder
no extremo inferior da integral e digite 2. Clique no placeholder no extremo superior
da integral e digite 3. Para entrar com o integrando, clique no placeholder respectivo e
digite, entre parénteses, a fungdo a ser integrada. Finalmente, clique no placeholder a
direita do d e digite x.

Procedendo de forma andloga, entra-se com as expressoes mostradas na tela a

seguir. Para entrar com raiz, modulo etc. ¢ so clicar no respectivo simbolo na caixa
Calculator, OK?
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AS.2. VALOR APROXIMADO OU VALOR EXATO

Para calcular valor aproximado, basta digitar a expressao, envolvé-la pelo angulo
e, em seguida, pressionar a tecla =.

Para calcular valor exato, existem dois modos.

CALCULO DE VALOR EXATO OU SIMBOLICO

PRIMEIRO MODQO. Entra-se com a expressao, envolve-a pelo angulo, clique na
seta — na caixa Symbolic e para visualizar o resultado, pressione Enter.
SEGUNDO MODO. Entra-se com a expressdo, envolve-a pelo angulo, clique em
Symbolics na barra de menus e para visualizar o resultado, clique em Simplify.

f
Digamos que o problema seja o calculo do limite lim L 1_1 . ] O calculo de
x—0t\ X~ senxy

limite s6 ¢ permitido pelo valor exato. Para calcula-lo pelo primeiro modo, entre com



lim
x—07

& =
— — —
X<  sen(x)

Para visualizar o resultado, basta pressionar Enter.

Para calcula-lo pelo segundo modo, entre com

: 1
lim [ 5~
x—0%\ X sen(x)

Para visualizar o resultado, clique em Symbolics na barra de menus e, em seguida,
clique na opcao Simplify. Os dois modos de visualizacdo estdo apresentados na tela a

seguir.
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Na tela seguinte, sdo apresentados o calculo de uma integral indefinida e a formula

para a soma dos quadrados dos n primeiros nimeros naturais. E mostrado, também,
como fatorar uma expressao.
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3
Se a funcdo f(x) estiver definida, com a seta calculam-se 4 f(x), ;ﬁ
dx ' 7

"'Ib . . . 4
J f(_r;dx,J f(x)dx etc. Também calculam-se derivadas parciais com 0 mesmo simbolo
i

f(x),

que o da derivada de uma variavel. Por exemplo, comdi calcula-se a derivada parcial
v
d

em relagdo a x, —
ay

a derivada parcial em relacdo y, ou seja, quando se entra com o

simbolo di o Mathcad v€ apenas x como variavel independente, as demais como
v

constantes.
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AS5.3. FUNCAO DE UMA VARIAVEL: CRIANDO TABELA,
GRAFICO E CALCULO DE RAIZ

Nesta secao vocé aprenderd a criar tabela para fungdo de uma variavel. Aprendera,
também, a determinar raiz (ou zero) de fung¢ao, bem como raiz de equagao.

EXEMPLO 1. Construa uma tabela para a fungio f{x) =x* — 3x + 5, com x variando de
—3 a4 e compasso 0,5.

Solucdo

A primeira coisa a fazer ¢ definir a funcao e, em seguida, definir a variagao para o
x. Para construir a tabela para a variacdo do x ¢ so digitar x e pressionar a tecla de
igual. Para construir a tabela para os valores da fungdo, digita-se f(x) e pressiona-se a
tecla de igual. Para definir a variagdo para o x proceda assim:

x:=—3,-25.4

Para entrar com os dois pontinhos abra a caixa Calculator (calculadora) e clique em
m..n. Observe: para contar para o Mathcad que x varia com passo 0,5 ¢ de — 3 a 4,



entra-se com — 3 e, em seguida, com — 2.5 (lembre-se, no Mathcad o separador
decimal ¢ o ponto), sendo que — 3 e — 2.5 devem ser separados por virgula; em
seguida, entra-se com os dois pontinhos e, por ultimo, com 4. (Aten¢ao. Se

quiséssemos passo 0,4, a defini¢ao da variacao de x ficaria assim: x := — 3, — 2.6 ..4.
OK?)
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Pela tabela, x = 1,5 € uma estimativa para o ponto de minimo da fungdo. (Na verdade,
x = 1,5 ¢é exatamente o ponto de minimo e 2,75 o menor valor da fun¢ao. Confira.)
n

EXEMPLO 2. Construa uma tabela para a fungdo f{x) =3x — 2", -3 <x <4, comx
variando de — 3 a 4 e com passo 0,5. Observando a tabela, dé estimativas para as suas
raizes. D€, também, estimativas para os pontos de maximo ¢ de minimo locais.

Nota: Na versao Mathcad 2001 abra a caixa Matrix para clicar m..n.

Solucdo
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EXEMPLO 3. Construa o grafico da funcao do exemplo anterior.
Solucdo

Primeiro digite a funcdo e a variacao para x, com passo, digamos, 0,5. Entre com a
caixa Graph e clique no icone representando um grafico (é o primeiro icone da caixa).
Em seguida, no placeholder, na parte de baixo do retdngulo, entre com x; no
placeholder localizado na lateral esquerda do retangulo entre com f{(x). Para visualizar
o grafico dé um clique fora do retdngulo maior. Agora, dé dois cliques sobre o grafico
e, ha caixa que se abre, clique na op¢ao a esquerda de Crossed para obter o grafico
que aparece na parte inferior da tela mostrada a seguir.
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Observacao. Para a construgao do grafico ndo € necessario entrar com a variagao para
x: basta entrar com a fungdo como mostrado na proxima tela. Caso voc€ queira alterar
a variacgdo atribuida automaticamente pelo Mathcad para a variacao de x (que no caso
em questao foi —10 a 10) ¢ so altera-la manualmente: para substituir o —10 que aparece
na parte inferior esquerda do primeiro grafico ¢ sé apagi-lo e entrar com o valor
desejado, de forma andloga com o 10 que aparece do lado direito do —10. Para obter a

segunda figura substituimos o —10 por =3 e o 10 por 5.
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Caso queira que no eixo x (ou no eixo y) aparecam mais marcas de escala, dé dois
cliques sobre o grafico; na caixa que se abre ¢ na coluna X-Axis dé€ um clique em Auto
Grid e, em Number of Grids, troque o 2, por exemplo, por 4. (Veja a proxima tela.)

Formatting Currenthy
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EXEMPLO 4. Resolva a equagdo 3x = 2". (Ou determine as raizes ou zeros da fung¢ao



fix)=3x—2%)
Solucdo

A equacdo tem duas raizes: uma entre 0 ¢ 1 e a outra entre 3 ¢ 4. (Veja a tabela do
Exemplo 2 ou o grafico da tela anterior.) Sem a tabela e sem o grafico, pense assim:
para x = 0 o primeiro membro € menor que o segundo e para x = 1, o primeiro ¢ maior
que o segundo. Pelo teorema de Bolzano, pois a fungdo ¢ continua, deverd existir uma
raiz entre 0 e 1. Para resolver a equagdo € preciso entrar com estimativa para a raiz
desejada. Primeiro vamos determinar a raiz que esta mais préxima de 0 e depois a que
estd mais proxima de 4. Para a raiz que estd mais proxima de 0 vamos entrar com a
estimativa 0. (Nada mudard se entrarmos com a estimativa 0,5.) A sintaxe para resolver
o problema ¢ a seguinte:

x =0 (estimativa)
given
3-x=2"

(Este = ¢ o que se obtém pressionando simultaneamente as teclas Ctrl e =.)

Find(x) |

Agora, pressione a tecla para obter
Find(x) = 0.458.

Trocando a estimativa x = 0 por x = 3,5 obtemos a outra raiz, que ¢ 3.313. (Caso queira
mais casas decimais, clique a direita do algarismo 8, na igualdade acima, e, em
seguida, na barra de ferramentas, clique em Format, escolha a op¢ao Result, defina o
numero de casas decimais e clique em OK para confirmar a escolha.)

n

Atencio. Nao se esqueca: no Mathcad o ponto ¢ o separador decimal. Nao pode faltar
a palavra given (given = dada ou dado) entre a estimativa e a equacao.



Outro modo mais pratico. Entre com a estimativa x = 0 e digite

root(3 - x — 2%, .1‘}|

¢ pressione a tecla para obter root(3 - x — 2%, x) = 0.458. (Observacdo. O x que
aparece dentro dos parénteses e apOs a virgula ¢ para informar ao Mathcad que ele
devera procurar o valor de x para o qual o valor da expressao seja zero.)

Veja como fica na tela do Mathcad.
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AS5.4. GRAFICO EM COORDENADAS POLARES. IMAGEM
DE CURVA PARAMETRIZADA NO PLANO

Para construir grafico em coordenadas polares, digite a fungdo, entre com a
variacdo para a varidvel independente, clique, na caixa Graph, no icone das
coordenadas polares que ¢ o quarto icone da primeira linha, ou seja, aquele que
apresenta uma espiral. Como estaremos trabalhando sempre em radianos, o passo



14 W ﬂ 14
podera ser, por exemplo, =0 ou 55 etc. Quanto menor o passo, melhor serd a

apresentacao do grafico. Observamos que a variacdo para a variavel independente ¢é
opcional.

EXEMPLO 1. Construa o grafico da fungao » = sen(36), 8 > 0.
Solucdo

Para facilitar, em vez de usar 0 para a variavel independente, vamos usar x mesmo,
OK? Para que possamos visualizar varias etapas do grafico, vamos definir uma

., . . ™ ,
variavel N e trabalhar com x variando de 0 a N e com passo, digamos, 30 Vamos 14.
Na apresentagao que se segue tomamos N = 1, o que significa que x estard variando de

0 a 1 radiano. Em seguida, tomamos N =% ¢ depois N = . Com a mudanga do N,

poderemos visualizar, passo a passo, o desenvolvimento da curva.
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Calculator

hdulliplication ™

Calculaios

A curva parametrizada no plano ¢ construida no sistema ortogonal de coordenadas
cartesianas, ou seja, na primeira op¢ao da caixa Graph. Para construir imagem de
curva parametrizada no plano, precisamos definir a curva e entrar com a variagao para



o parametro. Observamos que a variagdo para o parametro ¢ opcional. Entramos com a
variacao para o parametro quando queremos visualizar o desenvolvimento da curva.

EXEMPLO 2. Construa o grafico dacurvax=2costey=3sent, 0 <t <2m.

Solucdo

Observamos que no placeholder inferior entramos com x(¢) e, naquele localizado
na lateral esquerda, com y(7). Agora, ¢ s6 olhar para a tela a seguir.
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Brinque a vontade!!!
AS5.5. MAXIMO E MINIMO DE FUNCAO
EXEMPLO 1. Determine o ponto de minimo da fungao

z=x"+3xy+4° —4x —13y.

Solucdo



O grafico de z = z(x, y) € um paraboloide eliptico com concavidade voltada para
cima. (Concorda?) Logo, a fungdo admite um tnico ponto de minimo. Para determina-
lo, proceda da seguinte forma: entre com a fungao, em seguida com estimativas para tal
ponto e, por fim, entre com o comando Minimize(z, x, y). Como z(0,0) = 0 ¢ z(0,1) =
—9, vamos entrar com as estimativas x =0 ¢ y = 1. Temos entao

zZ(x, y) =x’+3-x-y+4-y"—4-x—13 -y

x:=0y:=1 (estimativas)

Minimize(z, x, y) |

Digitando-se = obtém-se o ponto de minimo:

Minimize(z, x, y) = [ _l ]

Assim, (—1, 2) € o ponto de minimo da fungao.

EXEMPLO 2. Determine o ponto de maximo local de f(x) =3x — 2%, —3 <x <4.
Solucdo

Pelo Exemplo 2 da secdo anterior, 2 ¢ uma estimativa para o ponto de maximo
local da funcao.

x=2fix)=3-x—-2"
maximize(f, x) = 2,114.

Os Exemplos 1 e 2 estdo na seguinte tela:
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Antes de prosseguir, observamos que para entrar com os sinais de desigualdade
abra a caixa Boolean. Para entrar, digamos, com > ¢ sé clicar no simbolo >.

EXEMPLO 3. Determine o ponto de maximo de z = 2x —y com as restrigdes x > 0, x +
y<3ey>ux.

Solucdo

x =3 e y = 3 sdo as coordenadas de uma estimativa para o ponto de maximo.
Digite:

zZ(x,y) =2 -x—y

given

x>0x+y<3y>x



EJ\ h

|

Assim, o valor maximo da fun¢do ocorre parax=1,5ey=1,5.

Maximize(z, x, y) = |r }

Atencio. E indispensavel a palavra given ap0ds as estimativas e antes das restri¢oes.

EXEMPLO 4. Resolva o sistema

[x2+y=3
].1‘2 +2xy+ 5_\‘2 =4.

Solucdo

Inicialmente, observamos que este sistema admite quatro solucdes (veja o Vol. 2,
5.2 ed.). Vamos apenas relembrar como se determina a solucdo proxima de (2, 1).
Digite:

x =2y = 1(estimativas)
given

X +y=3

X+2-x-y+5-y°=4

. - (1.6514)

Find(x, y) = 9 2727 |

Assim, x = 1,6514 e y = 0,2727 ¢ a solucdo, com quatro casas decimais, que esta
proxima de (2, 1). (Caso queira mais casas decimais, clique ao lado de y e, em
seguida, na barra de ferramentas, clique em Format, escolha a opg¢ao Result, escolha o
numero de casas decimais e clique em OK.) Atencdo. O simbolo = que aparece no
sistema € o que se obtém pressionando simultaneamente as teclas Ctrl e =.

AS5.6. CALCULO DE INTEGRAIS DEFINIDAS



EXEMPLO 1. Calcule Eseﬁ i

Solucdo

Primeiro, abra as caixas Calculus e Calculator. Nao ¢ preciso digitar sin, pois, para
entrar com esta funcgao, basta clicar em sin na caixa Calculator. Vamos entao ao calculo
da integral. Marque o lugar na folha onde deseja comecar a sua expressdo. Na caixa
Calculus, clique no simbolo da integral definida. Para entrar com o extremo inferior,
clique no placeholder que indica o lugar para o extremo inferior e digite 0; clique no
placeholder do extremo superior e digite a. Para entrar com o integrando, clique no
placeholder respectivo, clique em sin na caixa Calculator e assim por diante de modo a
obter

il
J sin(x)4 dx
0

Aqui s6 ¢ possivel calcular o valor exato, pois ndo foi dado o valor de a. Para obter o
valor exato, na barra de ferramentas abra o menu Symbolics e clique em Simplify (ou
utilize a seta na caixa Symbolic; tanto faz, o que muda ¢ apenas a apresentagdo, como
ja foi visto anteriormente) para obter

3
—.a+ L. cos(a)? - sin(a).
8 4

=
——.cos(a) -sin(a) +
8
Assim

a 4 —5 3 1 7
J sen” xdx = ? cosasena—r E a-—+ ICGS' ( sen d. |

0

Atencio. No Mathcad, sen x cos x, tgx, In x etc. sdo escritos na seguinte forma: sin(x),
cos(x), tan(x), In(x) etc.

EXEMPLO 2. Calcule o valor exato da integral JL} 13 +v2 dxdy, onde B é o
triangulo de vértices (0, 0), (1, 0) e (1, 1).

Solucdo



Para calculé-la precisamos transforma-la em uma integral iterada.

- l rx
JJ \ 2+ _‘.-'3 dxdy =J- J \ x2 + _1,_13 dydsx.
B 040

Vamos entdo entrar com a integral na forma iterada e clicar em Simplify no menu
Symbolics.

l px —————
J J %-'_1-3 +v2 dvdx
0J0 E :

Clicando em Simplify, obtém-se

J5 . In NER . .
6 6

Veja como ficam os dois exemplos anteriores no Mathcad.

-Mathcad Professional - [Unditled:1]

|z] Eile Edit “ew [nzet Format bieth Symbolics indow  Help SRS
DS SRAY|(4ER|- | D= B A [ ] 8 ?|
||Eunm = || Timae Mar Ramen ;IIE‘D | ] R AR =
= | Calcu... |
ﬁ a 4 & _'S‘ = L I R A
["f'] sinfx) dx o L
0 fET |wr (]SO
K= I ln T tBn 7 8 9 /
1% w04 5§ B =
£ — : : 5in
a —j-cﬂs(a)-sm(a)+ §+a+ l+cﬂs(a)3-sm(a) - 1 3 § :
i ¥ ¥ 4
-
] 1 ~x
2
X" +y dydx
0“0
1
N2+ In(+/Z + 1) o

XS _'IJ

Prass F1 for halp. aUTa [ UM [Fage e
siniciar| | @ o vELOURRLeD | Bl DEDSL 1754

EXEMPLO 3. Calcule J-“- ﬁ\.-"_rz + vy2 4+ 22 dxdvdz, onde B é o conjunto de todos (x, ,
B



Z), tais quc _1;_'2 + 1.12 == ..I"jl_].'z + 1.12 .
a) Calcule um valor aproximado.
b) Calcule o valor exato.

¢) Determine o valor aproximado da expressao obtida em (b) e compare com (a).
Solucdo

a) Para calcula-la precisamos transforma-la em uma integral iterada. Temos

1—x2 JxZ+y? :
“I A/ x2 + v2 + 72 dxdydz —J J ? A x2 + y2 + 72 dzdydx
B = 1—1- x2+y2

Por questdes de simetria, temos

f ]—'l." Y 1.'2-|-_‘|.‘2 I
j” Jx2 +y2 + 22 dxdydz = 4 j j j S L R SO
B P : -

Vamos, agora, para o Mathcad.

Pressionando a tecla =, obtemos o valor aproximado 0,10262 e, portanto,

j j j Jx2 432 + 22 dxdydz = 0,41048.
B

b) Vamos, agora, ao calculo do valor exato. Fica a seu cargo verificar o que acontece
se pedir ao Mathcad o valor exato da integral na forma iterada acima. Voc€ ira
perceber que neste caso vamos precisar dar uma “miozinha” para o Mathcad.
Fazendo a mudanca de varidveis para coordenadas esféricas, resulta, como visto no
exemplo mencionado,

Fa 3 7 /2 pcos@l/sen’p 1
JJ] 724y + 2asdydz=2a " | dpdg




e, portanto,

7 (72 cos? o

”J- Vx2 +y2 + 22 dxdydz =— -
B 2 Jw/4 sen’ @

do.

Vamos entrar no Mathcad.

E_rm C{.:,S{I)zp -
2 Jrra sin(x)’

Clicando em Simplify obtemos o valor exato da integral

w72 (2 -1)
2| 48 16

c¢) Veja na tela do Mathcad abaixo.
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AS5.7. GRAFICO DE FUNCAO DE DUAS VARIAVEIS



Existem dois processos para construcao de grafico de funcao de duas variaveis reais.
Se a funcao f{x, y) for continua em todo o plano ¢ sé definir a fungdo, abrir a caixa
Graph, clicar no icone representado por uma superficie, entrar com o nome da fungao,
no caso f, no placeholder que aparece logo abaixo do sistema de coordenadas e clicar
fora do maior retingulo que envolve o sistema de coordenadas. Com o mouse vocé
podera colocar a figura na posi¢cdo desejada. Para outras opgdes, dé dois cliques sobre
o grafico e brinque a vontade.

EXEMPLO 1. Esboce o grafico de f(x, y)= _\\,"_1-3 +y2.

Solucdo
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Observacao. Caso vocé queira que aparecam, também, as curvas de nivel, na caixa
Graph clique no icone representado por curvas de nivel (¢ o primeiro da segunda
linha)* e, no placeholder logo abaixo do sistema de coordenadas, entre comf, f.
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Um segundo processo que funciona sempre consiste em construir o grafico de z =
f(x, v), com (x, y) percorrendo os pontos de uma particdo de um retangulo prefixado a
<x<bec<y<d. Asintaxe ¢ a seguinte:

N :=
=l j—01. N
flx,y):=
M; ;:=Fflat ¥ e Nc-j

Agora, clique no icone superficie na caixa Graph e com M no placeholder logo abaixo
do sistema de coordenadas. Com o mouse pode-se colocar o grafico na posi¢cdo que
desejar. Para melhorar a aparéncia do grafico, dé dois cliques sobre o grafico e
brinque a vontade.

Atencio. Para entrar com os dois pontinhos € sé clicar em m..n na caixa Calculator.**
Para entrar com indice, pressione a tecla do colchete | .



EXEMPLO 2. Esboce o grafico de flx, y) =x"+)°, 2<x<2e—2<y<2.

Solucdo
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AS5.8. IMAGENS DE SUPERFICIE PARAMETRIZADA E DE
CURVA PARAMETRIZADA NO ESPACO

EXEMPLO 1. Desenhe a imagem da superficie cilindrica x =cos u,y =senu ez =v,
com0 <u <2 me vreal qualquer.

Solucdo

E s6 definir as fungdes x = x(u, v), ¥ = y(u, v) e z = z(u, v); clicar no icone
superficie e entrar com (x, y, z) no placeholder logo abaixo do sistema de coordenadas.
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EXEMPLO 2. Esboce o grafico doconex=vcosu,y=vsenuez=v,com0<u<
2ne0<v<1.

Solucdo

Vamos proceder como no Exemplo 2 da se¢do anterior.

N:=20
i:=0,1.N j:=0,1.N
x(u,v):=v-cos(u) viu,v):=v-sinfu) z(u,v):=v

T ] ¥ ] .[2-11' J
¥ ——-sin ¥
‘ N N

W
¥
N

Xi,j-= J -l.fh’CIS{2

=
L, 7 -

Clique no icone superficie. No placeholder logo abaixo do sistema de coordenadas,
entre com (X, y, z) e, para obter o grafico, proceda como nos exemplos anteriores.
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Calculator

EXEMPLO 3. Desenhe a faixa de Mobius x = [r + v sen —J cosu, y= (r—i— v sen %J

u
senuez=r+ vcos E,com{} u=2m—-1= 4.

Solucdo

No Mathcad, devemos entrar da seguinte forma:



«" Mathcad Professional - [Untitled: 1]
|E1 Eie Edit Yiew Jnset Format kiath Symbdics  Window Help HETET
[DSESRY SBE o™ (WD R &EA [T ] |m~p|

B [T ewFonan <00 =]| B £ 0| == ===

-
=4 b= L5 1=0,L. K 1=0,l.H

- ‘u
U, ¥ = (:' +r si.n[g J] coa ) 7, ¥ = (r+ r si.nl E)] EIT ] ) =k r-cus[.;]

|.+ a 1 n 10 x . z
=5 =11+ —- =y =114+ = =g Z—i~l +—
] 4 T w! L A v " J,l il " W

| Graph I
Rleards
E O

Calculator

*
In e &
Y

L = 3
il

(z.5.5

I | ﬂll
_ Pre=ss F1 for help. IMi_IWIF'agT
Biniciar| | 2|[& p]|| Y€ LGB L@ BT SODE 1056

| w m w;
o+ ® o= N

EXEMPLO 4. Desenhe a imagem da curva x = cos u, y =senu € z =

parametro u variando no intervalo [0,4m].

Solucdo

No Mathcad, primeiro devemos entrar com as fungdes dadas.

x(u) := cos(u) y(u) = sin(u) z(u) := u’

u, com o

Em seguida, na caixa Graph, clique no 3.° icone da 2.* linha* (scatter plot). No

placeholder logo abaixo do sistema de coordenadas entre com (x, y, z). D& um clique

duplo no grafico e escolha a opcdo Quick Plot Data. O Start ¢ o End sdo as

extremidades do intervalo onde varia o parametro u, no caso 0 e 2m, respectivamente.

Entre, entdo em Start com 0 ¢ em End com 12. Em Grids entre com o valor maximo,

12

que ¢ 200, o que significa que o passo com que o parametro u estd variando ¢ —.

Clique em OK para confirmar a escolha.

200



T = syl W = W

Para mais detalhes, veja Mathcad User’s Guide 2000. Veja, também, Uso Prdtico
do Mathcad, do Prof. Rubener da Silva Freitas. FEI, 2001.



* Ou versdo Mathcad 2001.

* Varia de acordo com o formato da caixa Graph.

**Ou na caixa Matrix, no caso de Mathcad 2001.

* Dependendo da disposicao dos elementos na caixa Graph.



RESPOSTAS, SUGESTOES OU
SOLUCOES

CAPITULO 1

1.1
1.

b)

4. A cada ponto (u, v) do plano uv, f associa o ponto (x, y, z) onde



[.r =u+v
y=u
13 == V.
A imagem da transformacdo acima € o plano x — y — z = 0. Portanto, f
transforma o plano uv no plano x —y — z=0.

5. 5

8. Aimagem é a superficie cilindricax’ +y*=1,0=<z< 1.
9. E asemissuperficie esféricax* +y*+2z°=1,z>0.
11. !
Xt z .
: + ¥ 1
(5)

)
F

~
_4

12. EocilindroxX*+y*<1,0<z< 1.



15. a) o (B) € a superficie esférica x* + y* +z° = p 1.

b) o (B) éaesferax’ +y +z° < 1.

1.2
1. a)
A
“h ;HH e
X
Trf: ai*tT o
X
c) - ‘
Fx.»)
k\(x.y}
-

7 (x,y) é tangente, no ponto (x, y), a circunferéncia de centro na origem
que passa por este ponto.

e) || 7 (xy)||=1e7 (x,y) é normal, no ponto (x, ), a circunferéncia de
centro na origem que passa por este ponto.

'
Fx, )
\' (x,7)
—. | g
AR

N T} xy)|=1e T} (x, y) é tangente, no ponto (X, y), a circunferéncia de
centro na origem que passa por este ponto.



/ - 3\\‘(& ¥)

_}
e v (x ¥ é normal, no ponto (x, y), a

_}
Dy gpl=__1
e &

circunferéncia de centro na

L
N7
N

origem que passa por este ponto. Observe que a intensidade do campo no

ponto (x, y) é o inverso da distancia deste ponto a origem.

[}
2' a) J_
#
/_l-
o
,J'
#
ri - -
# i
s i
-
;_*
Fl

b)



/—l

4. Vfx,y)=(1,2)

5. Vo (x,y) = (- 2x, 1) é normal, no ponto (x, y), a curva de nivel de ¢ que
passa por este ponto. Como y = x° é uma curva de nivel de ¢ (¢ (x, y)) =0,
V ¢ (x,y), comy = x°, é normal, no ponto (x, y), a pardbola y = x".

6. V (x,y,2)=(2x, 2y, 2z). Seja (x, y, z) um ponto da superficie esférica x* +
y* +z° = 1. Neste ponto, V f (x, y, z) é normal a superficie acima.



1.3

1 — — —
a2 k '+ e c) 0
— —

d)— 2y k e) —3x k

2. ) (6 y)=(xf(,yfW),ondey = x> + 2 . Temos:

! 9 xv ' (u)
X X \\I:XE 4 _1'3

e de forma analoga obtém-se:

i r '
r_l [xf(w)] = ﬁ
iy 3] x2 432
Portanto, rot ? . E}
5.q), 1 P . \
v (xy)ll= ————=1 v (xy) é tangente, no ponto (x, y), a
Al X< + y=©
'l .

circunferéncia de centro na origem que passa por este ponto.

Observe que as trajetorias das particulas do fluido sdo circunferéncias de
centro na origem. A velocidade angular da particula que descreve a
circunferéncia de raio ,/y2 + y2 é o quociente da velocidade escalar pelo

1
raio, ou seja, o e Sejam A e B duas particulas do fluido que no

instante t 0 encontram-se sobre o eixo Ox. Suponhamos que a distancia de



A aorigem é menor que a de B a origem. Assim, a velocidade angular de
A é maior que a de B. Seja t > 0 um real suficientemente pequeno. A figura
a seguir mostra as posicoes de A e B nos instantes t =0 e t.

[ é o angulo descrito por B no intervalo de tempo t e o descrito por A
neste mesmo intervalo de tempo; @ > f3, pois, a velocidade angular de A é
maior que a de B.

— . .. ;. .
b) rot . E} o que significa que T} é irrotacional.

14
|

"

[+ 22

4

L a0 b) 3 c) 2x + 2y cos o + _1;2‘1 +

g 22 +y2 + 72
d) 2z |arcitg (x* +y* +z°)+

P EY e
~ . L ey _
3. a) Nao, pois div s Xy z2)=1

b) divp T} =0, ou seja, div (p(y) y ?) = 0. Dai

d
— (p(vyy)=0.
iy PR

Portanto p(y)y = k, k constante.

7 2 i 5
S. g s B bV e =0 d) (o> +yh) e

a) V¢ =— 5
dx- dy-



9 — — — = v it
“ e u =(¢P) i +(0Q) j +(pR) k. Yamossupor que existam as

derivadas parciais de, P, Qe R.

i P i
r_ {cpPﬁ = g_-;._r 4+ E P
ax ax ax
i 10 i
Zw0=eZ=+%0
ay ay  ay
i dR
eR=e—+Z R
7z Jz dz

. =N _ . = =
Portanto, div (¢ ) =¢div  +Ve-
e) Vamos supor P, Q e R de classe C° no aberto Q.
div (rot ?) = div [rot P _,:' +r0tQ? +rot R ? ]

= div (rot P 7") + div (rot Q ?) +div (rotR ).

—3 — —
i j k
Tl 8 g|odP7_9oPp
ox dy 9z o ay
P ] ]
Entao,
. .
E P 5 = i[ ik {—£J=D.
dy\dz ) dz\ dy
Conclua.
CAPITULO 3

3.1
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0

3
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8. a) vol = J A [4 —(x+ y+2)]dxdy, onde A é o circulo X +y2 < 1. Volume
=27

I
by Mt
i AT

d) vol = J 5 [4 — (x* + y> + 3)] dx dy. onde A é o circulo X +y2 <1.Vol =

3 3 o
x”+_v”&'1.Vol=T

i

e) 2ar ﬂ%{f—l}



g) vol =2 “4 Ja2 —y2 dx dy,onde Aé o circulo X’ +y < d’.
, 164°
3

2+ _1-2 = a’. Vol =
h) vol = JJA [(1— x2) — (x2 + y?)] dx dy. onde A é elipse 2x° +y* < 1.
S
6

» [

¥ | 2 2 ! 1 7 7 o) Y
j .1'-\,":'._ — X _"r_ Ilfl'] d_"r‘ . J |:__ e _'l-_ ]"-”":| (.I*_T
0 0 3

1 1 e 1 1] i (1l — \2} 1
S —— (2 — 2y2y32 ,+j_2_._- N T, itk L S
fse-2 ] Se-ye 8 3

(Faca na pentltima integral y = sen 0 na ultima y = 2 sen 0 e boa
sorte!)
) vol = JL[Zr — (x2 + y2)] dx dy. onde A é o circulo (x — 1)2 +y2 <1

Para calcular a integral, fixe x e integre em relacdo a y; em seguida, faca
x—1=sen6.

m) vol = JJA

0<x<1-y" Vol =

(1 —y? — x) dx dy, onde A é o conjunto de todos (x, y) tais que
&
15

n) vol = JL [1—x—y]drdy,onde Aéo triangulox+y<1,x>0ey>0.
Vol=l
6

9.a) 4rea = JJH
Area=e+e'-1

dx dy.onde Bé o conjunto Inx<y<1+Ilnx,y>0ex<e.

b) i o) l + In2
12 2

cr r2] —3x2 4+ Tx fed 2
d)drea = “ dx d_v:J {%_;}m{:ﬂ
B : -

CAPITULO 4



4.2

3
L. a)ax b}l—#
2
) 2x=pcosh, 0=p=<le 0=s0=<27
y=psen#f
s
cixdy—zpdpdﬁ
2w [ el =
—p3 cos? @dp |do = —.
J{] [Jn SP : 32
T T . 4
l.r}_ 1_ .-1 . @ — @
g 2 | cos 1] €) 2 [ € e
2o ] —cos &
NFacau=y—xev=x+y+1 g}_[ “. pE{:GSHdp]dH=...
0 0
by
a
-
X

Para cada 0 fixo em [0, 2mt], p variade O a 1 — cos 6.
h) e* — e (Sugestdo: Facau=y —x" e v = x.)

osfey = psené.

T1

=]

w

=%

b

I
b | —

|

=

L]

2 1
”-r2+_‘+"—-"=ﬂ‘l’(x—5] +y' =

(Outro processo: faca x = p cos 6, y = p sen 0 observe que a equacao

da circunferéncia x> + y* — x = 0 em coordenadas polares é
T a7
p=cosl) ——=0=—.
> 2



cos @ ;J r.’ip

23is

aa+F

4

1
:l [Iscn i P2 r.’ip
0

e i
}fﬁe% 4 sec? § dp

)
[\.“ +In 1+f\.-"2 ”

i | —

k}i[1+3}
16 2

[0

2.a) O que se quer é o valor da integral ” x> +y? dxdy,onde Aéo
A
conjunto X +y* <2,y >x"e 0 <x < 1. Em coordenadas polares, a equacio
da parabola y = x° se escreve
_ send
g cos2 @
Entao,
w sen @ T i
s 3 T - = V4
".j 1.~.'.1"'+}-“" r:.trr:f}'=j4 Icns‘f} _;JE dp dﬁ+'{’;’l |:j pl ﬂp]dﬂ.
A o (Jo = | Jo
4
~ sen’ 0 ~ sen 0 (1 — cos” 6)
- BN —  BEN — COs5™
Observe que | 4 do= 1|4 . d#; faca, entdo, u = cos 6.
0 cos® 0 cos® @
T 2
T e
* 36 9 3
| R W - i
d) | 4 Jﬂ pldp |d6=—1[~2 +In(1++/2)] e)
0 0 6



1) Sugestdo: (cos 3!9}3 cos # = (cos 3&3}2 cos 36 cos # = (cos 3!9}2 [i (cos 46 + cos ZH}]
7

%ms 30 cos3@cos4f + cos3Hcos20] = ...

— cos 28 1 foa e
g) dx d}'=I4¢ ['{ p{fp:ldﬁ=5j4 (cos 260)- d@
B e 0 Sl

g
8

:
iy —
3
3 Fac;au=y—xev=y+x.” 3y? — x2 bt
B 32
4. mab
4.3
: 3
]_. i) [%.%] f_;}[[}'a_ﬂ}{a{r, 1}=k1.}
[ ek sec
: - 'I 2— :‘2 — 4 3 -
c}”ﬁ xdm ”ﬂ kx 4 x ¥° dx dy k-[n [I{} p cosﬂa’p}dﬁ
PRl
=—J 4 sec’ 9dO=...
4 Jo
5
d)(0,0) f [[}__4_}
147

3. a) Volume = 2ntd (area de B), onde d € a distancia do centro de massa de B
(B sendo olhado como um corpo homogéneo) a reta y = x + 2. Vol = 2r°.2.

€) — w2
7

CAPITULO 5

5.4



3 1
1. herd il :
i) = b) > c)

ML
4

| =

2x 4
€) ﬂ “ . dz] dx dy =” [2x—x2—y2] dx dv. onde A é o circulo (x — ]’J2 + _1;3 = .
Aldx +y A

Entio,

-”JB dx dy dz = %

T

ﬁIZ

9) JJJ dx dy dz = JJ [2x + 2y — x2 — y2 — 1] dxdy. onde A é o circulo (x -
B A
1)+ (y-1)7°<1.

h 0 i) % 7 ?—ﬂ no m) %{-:? -1 n) % o) 87 g)2

r) Fixe (x, y) e integre em relacao a z; em seguida facau=x+ yev=xye

boa sorte!
[ 11 25
2. = e dv dr = — = .
a) Vol JJ 8 dx dy dz 3 b) 24 c) B
29 4
—_— v) — qrabe
), 9 8 3

h) Vol = JJ [4x + 2y — x? — y? ] dx dy. onde A é o circulo (x — 2)2 +(y -
A
1)* < 5.

16 2 Sma’
D — a3 [1——} m’iEﬁr3 ) ez mi
2 3 3 24 15

3. Massa = ”JH (x+y+2)dadydz= %

N % [.”.lq, (= T p)andyee— JL (x +y) (1 —x—y)drdy,onde Aéo
triangulo x + y <1, x>0 ey > 0; faca a mudanca de variavel u=x+yev =

X)
5. 16m



6. “J k 2+ y%) dedydz =k ” J‘ o d:}dx dy. onde A € o
T _'ll_

)

circulo x° + y < 1. Massa = ﬁ onde k é a constante de proporcionalidade.

5.5
5n
]_. i) 447 b} S
c) Facax=2psen@cos8,y=3psen@senfez=pcosecom
T T (i
——=f=—,0= O0=p=1T x dx dy dz = 31
2 t > e=mel=p em-se JJJE Y dx dy 3
d) Facau=x+y,v=x+2y—-zew=1z.
J.'”‘ ﬂ\,-"x t+v 56:3( +2y—z dxdvdz= Hj AU 3\, v du dv dw
B T
onde T é o paralelepipedo 1<u<2,0<vlie0O<w<l.
o 3
Observe que Al e 1. |
d(u, v, w) J
c*}% %[32—14{3—1:1[2 *\-"3”
2. i mabc
3. Massa = k JJJ zdxdydz = il
B
4. na’
5. SugeSt(jOZ .\I','sz;p cos #H — pj — "'ul-llﬂz CDI_.;E g — {p — & C0% !:—”2 g Para CalCUIar d
ra cos 0 f
integral J p +/2ap cos 6 — p* dp
0
facap —a cos 6 =a cos 0 sen u e boa sorte!
5.7

7 ; . <in
1. 1= JJJH k (x*> + y*) dx dy dz. onde k é a densidade, k constante. I = S12 k.



%
2. %LZM, onde M é a massa do cubo.

5. Podemos supor que o centro de massa do corpo B seja a origem, e que 0
eixo que passa pelo centro de massa seja o eixo z. Entao

. . 2
e JJJ (x? + y?) dm. Consideremos, agora, o eixox=aey=>b, com h
B

cm

=a” + b°>. O momento de inércia com relacio a este eixo

£ JJJH [(x —a)? +(y — b)*]dm. Tendo em vista que
J.J.J.H x.dm = J.J.J.H vdm=0,resultal = Icm + MR

8' 2] Rj

J

+ Mh* onde M é a massa da esfera.

9.b) 1= JJJ (x> + y?)dm, onde Bé o cone% Jx2 +y2 =z=h Aequacio
L ‘ i

do cone obtém-se por semelhanca de triangulos:

3MR?
I = s onde M € a massa do cone.

12. % (2h* + 3R%), onde M é a massa do cone.



CAPITULO 6

6.1

i)
a) 27

4. )27 (1 + 7

5.0
7 1
- g
6.2
4
1. Mt
: 7 A
2. _3
2
3

b) —

c)0 d) - €)

by — c) 0

. (x%y,2)=(1,2,1)+t[(0,0,0)-(1,2,1)],0<t <1, é uma parametrizacao

parao segmento: x=1—-t,y=2-2tez=1-t,0<t<1.

4. 0

J xdx + ydy + zdz= -3

¥

(Observacao: A projecao no plano xy da intersecao € a circunferéncia (x
-1’ +(y-1’=1;x—-1=cost,y—1=sentez=3+2cost+2senté
uma parametrizacdo da curva, com a orientacao pedida.)

5. Para se ter uma parametrizacao nas condicoes exigidas, basta tomar as

- T 7 . .
coordenadas esféricas com 6 = Vi e v2. O valor da integral é 5

6. -6



6.5

: A2
b)) —/2 c) peg Ml
3 2

. ; 2 MR?
2. 3414 3. w2 |:I + L:| 4. ~— onde M € a massa do fio.

5 15414 . MD

(M = massa do fio)

7. {= J. {_1'3 +z)dm=k x,E J.

SNE

[sen? t + 2] dr = ..., onde k é a densidade
0

linear do fio, k constante.

CAPITULO 7

7.2

1'G)L+L+ <
2 2 2

€ uma primitiva; logo é exata.

b) E exata, sendo x’y uma primitiva.

€) xyz é uma primitiva; logo é exata.



7.3

g g
X ) o ey ,
d) — + yy —=—— € uma primitiva; IOgO € exata.
- 2

e) Nio é exata, pmsT x+y# ? (y — x).
i

oy

M|4

h) —arctg y > (0, é uma primitiva; logo é exata. Observe que 0 (x, y) =
Y
-arctg Ty > 0, é também uma primitiva. Sugerimos ao leitor verificar
que 6 (x, y) é o angulo que a semirreta {(tx, ty) |t > 0} forma com o

semieixo positivo Ox.
i) Verifique que

T X y
— —arctg — se y>=0
2 v

B (x,y)=qm se y=0e x<0

7 X :
— —arctg —se y<<0
¥

€ uma primitiva.

(Observacao: Para verificar que (x, y) admite derivadas parc1als nos
pontos (x, 0), x <0, sera ttil observar que 0 (x,y) =n arctg —=,x<0.)



(2,2)

L g ydx +xdy= [A}‘]ﬁ'|1?= 4 — 1 = 3. Observe que d (xy) = y dx + x dy.
(L 1) -
23
| 7y
) 6
(1) "
c) [—arctg i] = —arctg [—%] + arctg 1 = % + arctg é
Yy
. i) _
d)0 e) [x sen xyl, -, =0
N6 NG =6(=1,=1) = 6(1, 1) = 7 onde
(7 - 1
— —arctg — se y>=0
2 b
Bx,vi=5m se y=0e x<<0
3o X
— —arctg — se y=<<0
L2 ¥
3. 2%
2

4. Verifique que : 8 : Q — R dada por

[ ar x e
— —arctg — se y>0 e x<<—
2 ¥ 2
T se y=0¢e x=<=0
3w X
——arctg — se y=<<0
iz, y)=9 2 ¥
2ar se y=0¢e x>—
=
T x 3
— —arctg — se y>0 e x>—
2 y 2

é uma primitiva em Q. Isto €,



. X 2
g =-——dx 1 — dy, em {).
x? + y? xZ + y?

Como é o grafico de 6? O valor da integral é 6(2, 2) — 6(1, 1) = 2m.
7.6

a| =4
a)h' (x) = 2x sen Xt —J{] (1-|—H—4]f’ du
xu*)-

1 L IR ] _ "X 3
bYh' (x) = -ln 2xt? cos (x1°) dt c)h' (x) = sen e J{] 2 cos h‘gr‘} dt
-

d) Considere ¢ (u, v, w) = J

: 5 dt. Segue que h(x) = ¢ (u, v, w),u = .rz. V= senx
i1 + wi

ew = xi. Pela regra da cadeia,

T e A
du dx dv dx odw dx

Portanto,

h(x)= —

2x COS X Sen X o
+ + 4x3 j dt

1+ x!2 14 x4 (sen x)?* 2 1+ x4
(x)

B
2. h'(x)= fx, BxNB x)— flx, e (x)) &' (x) + I a5 (x, y) dy.
alx) o7X

4. a) Seja y, € [c, d]. Precisamos provar que, para todo € > 0 dado, existe 6 >
0 tal que, para todo y € [c, d],
=yl <d=lpy)— ()l <e.

Dado € > 0, existe 6 > 0 tal que, quaisquer que sejam (x, y) e (s, t) no
retangulo,

oy — (s DI<8=1f(xy) —f(s, D < —

b—a

Entdo, para todo x € [a, b],



ly—yl<d=21EyY)—Eypll<d=1xy—Ffixyl< 5 =

Como
ob
‘cpf}'} —e(yo)|= J [f(x, ¥) — f(x, yp)] dx
i
resulta
rb rb
ly—ypl<d= J I f(x, y) —fx yp) ldx < J dx = €
fr) a 00— da
ou seja,

o i .
b) Sejay € I.Sejamc,d € I, comc<y <d.Como 2 é continua no
0 0 v

retangulo a < x < b, c <y < d, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que, quaisquer
que sejam (X, y) e (s, t) no retangulo acima,

13

b—a

I{x. y)— E DI <E= ﬁ (x, y)— ﬁ (5, 1)
7 dy

dy

Temos

o -b
e(y) — () . I J [f(x, ¥)— f(x, yp}] dx

¥ —¥o Y=Y

Pelo teorema do valor médio, para todo y € [c, d] existe y, no intervalo
aberto de extremos y, e y tal que

7
Jxy) —fxyp) = % (x, y) (v — Yo)-

Segue que



p(¥) — @(¥p) b g ra d
i Lol W —f(x. Vo) dx | = J —f{I ‘klj——f[‘t yo) dx
Y — ¥ a Jay al oy oy
e, portanto,
(¥) — @(¥o) b af R o
£ j —— (x. yp) dx | = j I (x, 3= 2L (x, yo) | dx
¥ — Yo al dy oy

Para todo y € [c, d] e para todo x € [a, b],

=yl <6=](x ) —(x y) <=1 (x, y) = (x, yo) [ <39,

pois |y — Vo| = |y, — Yol|- Portanto,

% b J
|.""_."(}|’“~3:"J —fh n‘!——fn o) | dx <
a rﬂ nr_\,
Ou seja,
B ) § 1}:-",_ v“a b E]
0<ly—yl<é= w_-[ _f{L}.de e
Y=Y a gy

Logo,

2 p(¥) — @y b g

lim Hﬂ—w:j _f{x 1[]) dx.

¥ Yo Y=y a gy

(Observacao: Para a demonstracdo da propriedade enunciada no inicio
do exercicio, veja A2-1 do Apéndice 2.)

CAPITULO 8

8.1

1. (r { @ dP

Pelo teorema de Green, @T Pdx + Qdy = JJ } dx dy. Pelo
- B

ax Ay



teorema do valor médio para integrais, existe (s, t) € B, com

ot (9Q P |
J [ 92 _ 9P } dx dv = [4Y (x. 8) = i (s, t) |area de B.
B\ dx dy ) dx ay _
Kl
K,

Aplique o teorema de Green aos conjuntos K; e K, e some membro a

membro as igualdades obtidas.

8. Sugestao:

[[ £ axay=[ “—_ i'_fm] ;

B dx —r

= J_ [Q( Jr* 5%, y ] & Q( —Jrr =y, y ﬂ dy:

faca agora y =r sen 8 e boa sorte!



f(b)

fla)

b rfik)
¢ Plx,y)dx + Q(x,y)dy = J P(t, f(a)) dt + J Q(b. 1) dt
T fia)

a

ob
= | PG, fan+ @ fm) f 1) .

JJK @d‘{'{ﬁ!: J‘fu:] |_Ju Q(I, y) d.r}@: J'fuu [0 (@ 3) — OGO )]

7x fila) L giy) dx fla)
Fazendo a mudanca de variavel y = f (t) vem:

TR (b .
JJR ZX dx dy =J [0 (a, f(1) — Q(t, F(O)] (1) dt.

[ dx

Por outro lado,

f aP b
JJ Rl ._-.-,{v:J [P(x, f(x)) — P(x, f(a))] dx.
K r}'_‘l,-‘ a

Conclua. (Observe que este raciocinio ndo se aplica ao setor circular — r <
x<0el0<y< 1.-',-2 — x2, pois y = Jr2 —x2 'ndo é de classe C' em [-r, 0].)

8.2
2. 3n

3. mab

4. 2a, onde é a area de B. (Observe que B tem area, pois sua fronteira tem
conteudo nulo.)

5. 10



7. 2m
8. -3
9. 3
24
8.4
1. a) _ o o e )
- @) Pelo teorema da divergéncia J F-nds= JJ div F dx dy, onde Ké o
K
, 2 2 - — l}
circulox +y < 1.Assim,J F-nds=2m
ki
b) 1
= " (i , o 7 .
c) j F-nds =“ 2x dx dy, onde K é aregido — + y* = 1. Assim,
4 K ) 4 )
= =
F - n ds = 0. Olhando s6 para o campo voceé seria capaz de prever
&

este resultado? Por qué?

d) Cuidado, o teorema da divergéncia nao se aplica. Por qué? Temos:

- -
L. TR eest i o 2eent

- i i 2 jl=— - ~
oy " ()l 4 sen? t + cos® ¢

é normal a y e tem a componente y > 0, para 0 <t < . Temos, entdo,

.= =
J F-nds=
.

— —

(e T st ¥+ 2sent j o
= J {{2 cos )2 i } stk B sl ||y'm||d;=J 4 cos3 t dt = 0.
0 \/4sen? t + cos? ¢ 0

Observe que bastaria olhar para o campo para se concluir este resultado.

(.r} l
3



7 a) e E [ v T 1] - \
Eﬁ ’F Vg-n ds JLdn{ g) dx dy
Y. o
— (' rjhg r!“g ; S P TE j . :
“K [ dx2 + dy> ]dl = J-lj. g dx dy
10. 3a
11.37
4
12.3
P
13.1

CAPITULO 9

9.1

1. a) Aimagem é o paraboloide de rotacdo z = x* + y°.

b) z
1
o
.--".-lll #.z" '};
/1
X
C) lz
1
1 ¥

X

d) Aimagem ¢é a semissuperficie esférica x’ +y* +z° =1,y > 0.



e) x=vcosu,y=vsenuez=v=x +y =z°. Aimagem de é a face
lateral do cone

-\?-'xz + }’2 =7=h

P, &

: o - N I
) A imagem de o coincide com o grafico da funcdo z =

x2 + }!2

2. x=(2+cosv)cosu,y=(2+cosv)senuez=senvcom0O<u<2me(<
v<2m.

-

X v :
3. — = sen ¢ cos 6, I_ =sengsenfle — =cosg,com0=0=2rel=¢p=m
a h c
4. a) !
. x=cosu,y=Esenuezv,=0£u£2nev€R

b) x=u,y=vez=%(5—2u—v),(u,v)G]R2



(v cos n,vsennu, e')

x,v,z)=(Wwcosu vsenu, e),0<u<2mev>0
Bz

Observe que a imagem desta superficie coincide com o grafico da funcao
2

A
z=ev® 7Y
d) (x,y,z)=(1+cosu,senu,v),0<u<2mev€R
9.2
1. BEpa i i Zanii T i Ba sl mi
au av

xy2)=(1,1,2) +5(1,0,2) + (0, 1,2), (s, 1) € R.

Pl _1 L 2
e) (x, y, 2) ( 4,1,2]+s[ 2,2,1]+:[2,z, 1),(s,r)e[m

9.3



1. g % by w3

'H‘ »
—[17 17 —1
c) 1‘5[ '\ I

1

T e ? I T _3 1 T
d (4p? + = alt e T ——J .
}L “‘0 p+4p- +1 dp]dﬂ - Jﬂ[4€ l] df = nldﬁ'

Faca u®> = 4¢=2? + 1 e boa sorte!

¢) %[5«5— 1] 9 %
2. 8m°
4. 16
5. 72— v2)
6 72
2
9. - [9V3-1]

A L - e -
13'Ama= -[4 “. pA/1+ p° dp]dﬂ=g[ﬁ2 T 1n(1+w‘2)]—1
0

0 12
9.4
1 N2 3= b V14
}ll}{ v 2) ) 6
w[545 1 1[ ]
ki = = 5./5- 1
}4{ 3 15} Al
2
e 207




5 3
(16 cos> §+ D2 (16 cos? f + 1)2
80 48

™

i J{]2 cos # sen @ de

2

2
 — J < cos @ - sen 6 d6. Para calcular a 1.* integral faca u = 16 cos™ 6 + 1.
0

120
25\5 +1 :
2. 4 G.D,L,I] b}[D.D,E]
10655 —1) 9
.
3. a)w b) “%ﬂ
9
2MR? "
4. : 6. MR

CAPITULO 10

10.1

5.

O fluxo através da superficie lateral do cilindro é zero. Sejam o, (u, v) =

(u, v, 0), u” + v* < 1, a base inferior do cilindro e o, (u, v) = (u, v, 1), u° +
= _ —

v? < 1, a base superior; a normal a ¢ é ;_:]} =— ? eanormalao
Segue que
fn = = - p .
JJ F-ndS§S= —JJ Riu,v,0) du dv + JJ Riu, v, 1) du dv
o K K
onde K é o circulo u® + v* < 1. Ou seja,
e B e
Q) JJ F-ndS= JJ [R(u,v,1) — R(u,v,0)] du dv.
o K
Por outro lado,
amm — rer OR o rl IR
v Ixdydz = — dxdydz = dz | dx dy
JJJBdn F dxdyc JJJH E x dy JJK [J{] . :| x dy

ou seja,



e —
@ [[] div F dedydz= J' [R(x,y,1) — R(x, y, 0)] dxdy
B ' K ’ ’

onde K é o circulo xX* +y* < 1.De @ e @ resulta
sy ) Ghm
“ F-ndS= JJJ div F dxdydz.
(i B

6. O fluxo através das bases do cilindro € zero. Seja o, (u, v) = (cos u, sen u,
v),0<u<?2m,e0<v<1,asuperficie lateral do cilindro,

Fenas= F-my dY = (P i +Qj) -(cosu i +senu j)dudy
JJU’ JJU" JJK—.

onde P e Q sdo calculados em (cos u, sen u, v) e K; € o retangulo 0 < u <
2, 0 <v < 1. Segue que

aa —F —3 .
0, “ Fomdy— Jj [P (cos u, sen u, v) cos i + Q (cos u, sen u, v) sen u | du dv.
o K

3

Por outro lado,

@ J.J.J.Bdiv F drdydz = JJL [E Q0 ] po

ax ay

Temos:

]_ o
JJJ . drd‘; dz = ﬂ {jﬂ' e Lo dx } dy dz
B dx A Ji-y* dx
onde A, é o retangulo -1 <y <1,0<z < 1. Assim,

.”JH % ek JL. [ P [ 1-y2,, 2 ) —P (—x.-"l —y2, ” dy dz.

Facamos, agora, a mudanca de variavel



ra |9
.l."'.
i

2| =

y=senu
—=u=s_—0=v=];
L=V

Iy, 2) _ cosu 0

d(u, v)

= cos u > (0 para —

SYE

0 1

Assim,

r aP
J“ i dx dydz = ” [P (cosu,senu, v) — P(—cosu, senu,v) ] cosududy
B dx D,

) A T _ L R
onde D eo retangulo e = 5 0 =v= 1. Vamos mostrar, agora, que

H —P(—cos u, sen u, v) cos u du dv = _[ P (cos u, sen u, v) cos u du dv,
D, D,

onde D, é o retangulo % =u= % 0 =v = 1. De fato, fazendo a mudanga de

variavel

vem.

” —P (—cosu, senu, v) cos u du dv = J.j P (cos 0, sen @, 5) cos 0 df ds.
D, D,

Portanto,

rr P
“J il dxdydz = _[ P (cos u, sen i, v) cos u du dv
B dx D,

-~

R . )
==

onde D é o retangulo -
3 2 2

de

,0=v=1.Por outro lado, a integral

Lo ﬂ — — — - 7. N
P (cos u, sen u, v) cos u no retangulo S A 0.0=v=1¢igual a



integral de

A 37 s
P (cos u, sen u, v) cos u no retangulo TT = u =27 0=v=1 (Verifique.)

Portanto,

((f 7P .
@) JJJ T dxdydz= J J P (cos u, sen u, v) cos u du dv
B dx ) K,

onde K; é o retangulo 0 <u <2m, 0<v< 1.

Fica a seu cargo verificar que

([ 70
— dxdydz = H (cos u, sen u, v) sen u du dv.
@ JJJH ay ' K, ¢

De @, @, ® e @ segue o que se queria provar.
11. —47./2
13.0

10.2
1. 0

2. 36m

—

4. Sejac, (u,v) = (u,v,0),u" +v' <1 Seja "

= - . Aimagem da cadeia
(0, 6,) coincide com a fronteira da semiesfera x* +y* +z° < 1,z > 0. Pelo
teorema da divergeéncia

aa — —3 s ey — =
“UF' & “'SJFJJ‘r Faf F}dS=J“Ediv F dx dy dz
1

onde B é a semiesfera citada anteriormente. Como

i [ s i
F -{— F,'Fﬂ'5=“ 2z+ yz+—-xz" |dS=0

oy L] . v

(por qué?) resulta



gy J“B dx dy dz = % .

7 a) b)2m ¢) ST’T d) 47

8. -1

10. Zero se a origem nao pertence a K; 47 se a origem pertence ao interior
de K.

CAPITULO 11

11.1

1 5 : 2 : :

) 0 f”_g 0 do &0 pH—7m g-—= hxa D0 4w
J

4. 0

5, 457
4

9. 2n

10.0
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Fronteira de um conjunto, 43

Fungdo continua, 34

Funcdo densidade superficial de massa, 100
Funcdo densidade volumétrica de massa, 109
Funcgdo energia potencial, 168

Funcdo injetora, 284

Fungdo inversa, 284

Funcgdo limitada, 43

Funcgdo potencial, 161

H

Homogénea, 100

Imagem de uma cadeia, 226
Imagem de uma funcgéo, 1



Imagem de uma superficie parametrizada, 205
Incompressivel, 30

Independéncia de caminho de integracdo, 170
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