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PREFÁCIO

 

Este  é  o  terceiro  volume  da  obra Um  Curso  de  Cálculo.  Ele  é  continuação  do Volume 2.

Nesta  5.ª  edição,  além  do  tratamento  especial  dado  às  figuras,  foi  incluído  o Apêndice  5,  Brincando  no  Mathcad,  que  trata  do  uso  do  Mathcad  em  assuntos abordados neste volume. Todas estas modificações, frutos de conversas com colegas e de  sugestões  de  professores  e  alunos,  foram  feitas  com  um  único  objetivo:  tornar  o texto mais dinâmico, mais prático e mais atual. É claro que muitas outras modificações ainda  terão  que  ser  feitas,  e  para  isso  continuaremos  a  contar  com  as  valiosas sugestões,  ideias  e  críticas  construtivas  de  professores,  colegas  e  alunos,  aos  quais ficaremos sempre muito gratos.

Neste volume, no Cap. 1, estudamos as funções de várias variáveis reais a valores vetoriais  com  relação  a  limite  e  derivação  parcial.  São  vistos  ainda  os  conceitos  de rotacional  e  de  divergente  de  um  campo  vetorial.  Nos  Caps.  2  a  5,  estudamos  as integrais duplas e triplas. No Cap. 6, introduzimos o conceito de integral de linha e no Cap. 7 estudamos os campos conservativos. O Cap. 8 é dedicado ao Teorema de Green no plano. Os conceitos de área de superfície e de integral de superfície são abordados no Cap. 9. Os Caps. 10 e 11 são destinados aos teoremas da divergência (ou de Gauss) e  de  Stokes  no  espaço,  respectivamente.  Os  teoremas  da  função  inversa  e  da  função implícita são tratados no Apêndice 4.

Mais  uma  vez,  queremos  agradecer  às  colegas  Zara  Issa  Abud,  pela  leitura cuidadosa  do  manuscrito,  pelas  várias  sugestões  e  comentários,  que  foram  muito importantes, e a Myriam Sertã Costa pela inestimável ajuda na elaboração do Manual do  Professor.  Queremos  ainda  lembrar  que  muitos  foram  os  colegas,  professores  e alunos que, com críticas e sugestões, contribuíram para o aprimoramento das edições anteriores: a todos os meus sinceros agradecimentos. Ao Ciro Ghellere Guimarães um agradecimento especial pela elaboração da maior parte das figuras tridimensionais do livro. Finalmente, agradecemos à Editora LTC pelo excelente trabalho de editoração e divulgação, bem como pela forma cordial com que sempre nos tratou.

Hamilton Luiz Guidorizzi
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Este livro conta conta com o seguinte material suplementar:

■ Manual de Soluçõoes (restrito a docentes)
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FUNÇÕES DE V ÁRIAS V ARIÁVEIS

REAIS A V ALORES V ETORIAIS

 

1.1.     F UNÇÃO DE VÁRIAS VARIÁVEIS REAIS A VALORES

VETORIAIS

Sejam n  e m  dois  naturais  diferentes  de  zero.  Uma  função  de n  variáveis  reais  a valores  em ℝm  é  uma  função f: A  → ℝm,  onde A  é  um  subconjunto  não  vazio  de ℝn. Uma tal função associa a cada n-upla ordenada (x1, x2, …, xn) ∈ A um único vetor f (x1, x 2, …, xn) pertencente a ℝm. O conjunto A é o domínio de f. A imagem de f é o conjunto

Im f = { f (x1, x2, …, xn) ∈ ℝm | (x1, …, xn) ∈ A}.

A  imagem  de f  será,  também,  indicada  por f  (A).  Se B  for  um  subconjunto  de A, indicaremos, ainda, por f (B) o conjunto de todos f (x1, x2, …, xn) com (x1, x2, …, xn) ∈ B; diremos, então, que f transforma o conjunto B no conjunto f (B) ⊂ ℝm. As palavras transformação e aplicação são sinônimos de função.

EXEMPLO 1.    2         3 f : ℝ → ℝ dada por f (u, v) (x, y, z) onde

[image: ]

é  uma  função  com  domínio    2                                 3 ℝ  e  com  valores  em ℝ.  Esta  função  transforma  o  par ordenado (                    2      2                                                        2      2 u, v ) na terna ( u, v, u + v ). A imagem de f é o conjunto {( u, v, u + v) | (u, v      2                                          3          2      2                 2 ) ∈ ℝ } que é igual a {( x, y, z ) ∈ ℝ | z = x + y , ( x, y ) ∈ ℝ}.

A imagem de                                                   2      2 f coincide, então, com o gráfico da função dada por z = x + y.

[image: ]

 

f                                                               2      2 transforma o plano uv no paraboloide z = x + y

■

EXEMPLO 2. (Coordenadas polares.) Seja a função φ (θ, ρ) = (x, y) dada por

[image: ]

 

a ) Desenhe o conjunto φ (B) onde B é a reta ρ = 2. b) Desenhe o conjunto φ (B) onde B é o retângulo 0 ≤ ρ ≤ 2 e 0 ≤ θ ≤ 2π.

Solução

a) φ (B) é o conjunto dos pares (x, y), com x = 2 cos θ e y = 2 sen θ; φ (B) é, então, a circunferência de centro na origem e raio 2.




[image: ]

φ transforma a reta ρ = 2 na

circunferência x = 2 cos θ, y = 2 sen θ

b) Fixado ρ em ]0, 2], quando θ varia de 0 a 2π , o ponto (ρ cos θ, sen θ) descreve a circunferência de raio ρ e centro na origem. A φ transforma, então, o retângulo 0 ≤ ρ ≤ 2, 0 ≤ θ ≤ 2π no círculo de raio 2 e centro na origem. Observe que φ (θ,  0)  =  (0,  0) para 0 ≤ θ ≤ 2π.

[image: ]

 

φ transforma o retângulo 0 ≤ θ ≤ 2π,

0 ≤                     2      2 ρ ≤ 2, no círculo x + y ≤ 4

Seja             2         2 φ : Ω ⊂ ℝ → ℝ dada por (x, y) = φ (u, v)  e  seja  (u                     v , v ) ∈  Ω.  Fixado ,

0    0                         0

podemos considerar a curva, no parâmetro u, dada por

[image: ]

 

Referir-nos-emos  a ①  como curva  v constante 0-.  Do  mesmo  modo,  podemos considerar a curva u0-constante: v ∞ φ (u0, v).

[image: ]

 

Quando (u0, v) varia em Ω, φ (u0, v) descreve a curva u0-constante. Quando (u, v0) varia em Ω, φ (u, v0) descreve a curva v0-constante.

■

EXEMPLO 3. Seja (x, y) = φ (u, v) dada por

[image: ]

 

com (         2 u, v ) ∈ ℝ.

a) Desenhe as curvas v = 1 constante e u = 1 constante. b) Desenhe a imagem de φ.

Solução

a                     2 ) Para v = 1, ( x, y ) = ( u, u + 1). Quando o ponto (u, 1) descreve a reta v = 1, (x, y) = (     2                                             2                                                2 u , u + 1) descreve a parábola y = x + 1. Para u = 1, ( x, y ) = (1, 1 + v). Quando (1, v) descreve a reta                                                       2 u = 1 o ponto ( x, y ) descreve a semirreta {(1, y ) ∈ ℝ | y ≥ 1}.




[image: ]

b                                                       2       2 ) Para cada k constante, φ transforma a reta v = k na parábola y  = x  + k.  Assim,  a imagem de                                       2 φ é o conjunto de todos ( x, y ) tais que y ≥ x.

[image: ]

 

φ                                              2 transforma o plano uv no conjunto de todos ( x, y ) tais que y ≥ x

■

EXEMPLO 4. Considere a transformação (u, v) = φ (x, y) dada por

[image: ]

 

com 1 ≤ x + y ≤ 2, x ≥ 0 e y ≥ 0. Desenhe a imagem de φ.

Solução

Observamos, inicialmente, que para cada k, com 1 ≤ k ≤ 2, φ transforma o segmento x + y = k, x ≥ 0 e y ≥ 0, no segmento de extremidades (−k, k) e (k, k).

[image: ]

 

A imagem de φ é, então, o trapézio de vértices (−1, 1), (1, 1), (2, 2) e (−2, 2).

[image: ]

 

Exercícios 1.1

[image: ]

1. Considere a transformação (x, y) = φ (θ, ρ) dada por x = ρ cos θ e y = ρ sen θ.

Desenhe o conjunto φ (B) onde B é o retângulo 1 ≤ ρ ≤ 2, 0 ≤ θ ≤ 2π.

2.                                        2          2 Considere  a  transformação φ  de ℝ  em ℝ  dada  por x  = u  + v  e y  = u  − v.

Desenhe φ (B)

a) sendo B a reta v = 0.

b) sendo B o quadrado 0 ≤ u ≤ 1, 0 ≤ v ≤ 1.

3. 2 2  Mostre que a transformação  φ  do exercício anterior transforma o círculo  u  +  v

≤ 2                  2      2        2 r no círculo x + y ≤ 2 r.

4.                                 2          3 Seja f a transformação de ℝ em ℝ dada por (x, y, z) = (u  + v, u,  v).  Mostre

que f transforma o plano uv no plano x − y − z = 0.

5. Seja f (u, v) = (u, v, 1 − u − v), com u ≥ 0, v ≥ 0 e u + v ≤ 1. Desenhe a imagem

de f.

6. Seja σ (u, v) = (x, y, z), com x = u cos v, y = u sen v e z = u.

a) Mostre  que  a  transformação  σ  transforma  a  reta u  = u  (u  =  0  constante) 1 1

[image: ]

numa circunferência. Desenhe tal circunferência no caso        .

b) Mostre  que  σ  transforma  a  reta v  = v 1  (v1  constante)  numa  reta  (no  espaço

xyz) passando pela origem.

c) Desenhe σ (B) onde B é o retângulo 0 ≤ u ≤ 1 e 0 ≤ v ≤ 2π.

7.                                                                      2 Seja σ ( u, v ) = ( x, y, z ), com x  = u  cos v , y  = u  sen v  e z  = u.  Mostre  que  σ

transforma a faixa                                         2      2 u ≥ 0, 0 ≤ v ≤ 2π, no paraboloide z = x + y.

8. Desenhe a imagem de σ (u, v) = (cos v, sen v, u), com 0 ≤ u ≤ 1 e 0 ≤ v ≤ 2π.

[image: ]

9. Desenhe a imagem de 

10. Seja σ (θ, ρ) = (2 ρ cos θ, ρ sen θ). Mostre que σ transforma a reta ρ = 1 numa

elipse. Desenhe tal elipse.

11. Seja σ a transformação do Exercício 10. Desenhe σ (B) onde B é o retângulo 0

≤ ρ ≤ 1, 0 ≤ θ ≤ 2π.

12. Seja  σ(u,  v,  w)  =  (u  cos v,  u  sen v,  w),  0  ≤ u  ≤  1,  0  ≤ v  ≤  2π  e  0  ≤ w  ≤  1.

Desenhe a imagem de σ.

13. Seja  σ  a  transformação  do  exercício  anterior.  Verifique  que  σ  transforma  o

retângulo 0 ≤ u ≤ 1, 0 ≤ v ≤ 2π e w = 1, em um círculo. Desenhe tal círculo.

14. (Coordenadas esféricas) Seja P = (x, y, z) e considere a terna (θ, ρ, φ) onde θ é

[image: ]

o  ângulo  entre  o  semieixo  positivo Ox  e  o  vetor         =  (x, y,  0), ρ  o comprimento do vetor       e φ o ângulo entre o semieixo positivo Oz e o vetor 

[image: ]

. Os números θ, ρ e φ são as coordenadas esféricas do ponto P. Verifique

[image: ]

 

que  as  coordenadas  esféricas  (θ, ρ, φ)  relacionam-se  com  as  cartesianas  do seguinte modo:

[image: ]

 

15. Considere a transformação σ (θ, ρ, φ) = (x, y, z) onde x = ρ sen φ cos θ, y = ρ

[image: ]

sen φ sen θ e z = ρ cos φ.

a) Desenhe σ (B) onde B é o conjunto ρ = ρ 1 (ρ1 > 0 constante), 0 ≤ θ ≤ 2π e 0

≤ φ ≤ π.

b) Desenhe σ (B) onde B é o paralelepípedo 0 ≤ ρ ≤ 1, 0 ≤ θ 2π e 0 ≤ φ ≤ π. 1.2.     CAMPO VETORIAL

Seja A ⊂ ℝn  e  consideremos  uma  transformação F  de A  em ℝn.  Muitas  vezes, levando em conta o significado físico ou geométrico de F, será conveniente interpretar F (X), X ∈ A, como um vetor aplicado em X. Sempre que quisermos interpretar F  (X) desta  forma,  referirnos-emos  a F  como  um campo  vetorial  e  utilizaremos,  então,  a notação  .
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EXEMPLO 1. Represente geometricamente o campo vetorial   dado por   (x, y) = .

[image: ]

Solução

[image: ]

 

Trata-se  de  um  campo  vetorial  constante;  este  campo  associa,  a  cada  ponto  (x,  y)  de ℝ2, o vetor   = (0, 1), aplicado em (x, y).
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■

EXEMPLO 2.   Faça a representação    geométrica    do    campo    vetorial 

[image: ]

 

Solução

[image: ]

 segue que a intensidade do campo é a mesma nos pontos

de  uma  mesma  circunferência  de  centro  na  origem.  Observe  que  a  intensidade  do campo no ponto (x, y) é igual ao raio da circunferência, de centro na origem, que passa por este ponto.
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Exercícios 1.2
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1. Represente geometricamente o campo vetorial dado.




[image: ]

2. Considere  o  campo  vetorial    (x, y)  =    +  (x  − y)  .  Desenhe    (x, y)  nos

[image: ]

pontos da reta
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a) y = xb) y = x − 1 c) y = x − 2

[image: ]

3. Considere o campo vetorial   (x, y) =   + xy  . Desenhe   (x,  y)  nos  pontos
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da hipérbole xy = 1, com x > 0.
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4. Seja   = ∇ f, onde f (x, y) = x + 2y. Desenhe   (x, y), com (x, y) na reta x + 2y
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= 1.
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5.                                        2 Seja   = ∇ φ , onde φ ( x , y ) = y − x. Desenhe   (x, y) com (x, y) na parábola y
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= 2 x.
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6. 2      2      2                                        2      2      2  Seja   =  ∇  f  , onde  f  (  x  ,  y z  ) =  x  +  y  +  z  . Desenhe   (  x  ,  y  ,  z  ), com  x  +  y  +  z
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= 1, x > 0, y > 0 e z > 0.
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7. Seja   = ∇ f, onde f (x, y z) = x + y + z. Desenhe   (x, y, z), com x + y + z = 1,
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x > 0, y > 0 e z > 0.

[image: ]

8.                    2      2 Seja V ( x, y ) = x + y. Desenhe um campo   (x, y) para o qual se tenha ∇ V (x,
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y)·   (x, y) ≤ 0.
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9. Sejam V e    como no exercício anterior. Seja γ (t) = (x  (t), y  (t)), t ∈ I,  uma

[image: ]
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curva tal que, para todo t no intervalo I, γ’ (t) =   (γ (t)). Prove que g (t) = V (γ  (t))  é  decrescente  em I.  Conclua  que  se  γ  (t0), t0 ∈ I,  for  um  ponto  da circunferencia 2       2      2 x  + y  = r,  então,  para  todo t  ≥ t , t      ,  γ  (t)  pertencerá  ao ∈ I

0

círculo 2      2      2 x + y ≤ r. Interprete geometricamente.
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10.                    2       2 Sejam V  ( x,  y )  = x  + y  e      (x,  y)  = P  (x, y)    + Q  (x, y)  ,  com P  e Q

[image: ]

contínuas em 2 ℝ, tais que, para todo (x, y) ≠ (0, 0), ∇ V (x, y) ·      (x, y)  <  0. Seja γ (t) = (x(t), y (t)) ≠ (0, 0), t ≥ 0, tal que γ’ t =   (γ (t)).
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a) Prove que g (t) = V (γ (t)) é estritamente decrescente em [0, +∞[. Interprete
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geometricamente.
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b) Sejam T, r e R, com T > 0 e r R, reais dados. Suponha que r ≤ || γ (t) || ≤ R
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para todo t em [0, T]. Seja M o valor máximo de f (x, y) = ∇ V (x, y)·   (x, y           2      2      2       2 ) na coroa r ≤ x + y ≤ R. (Tal M existe, pois f é contínua e a coroa um conjunto compacto.) Prove que, para todo t em [0, T],
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e, portanto, para todo t em [0, T],

V (γ (t)) − V (γ (0)) ≤ M t.

c) Utilizando a última desigualdade do item b e observando que M < 0, prove

que γ (                                    2      2      2      2 t ) não pode permanecer na coroa r ≤ x + y ≤ R para todo t ≥ 0.
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d) Prove que       V (γ (t)) existe e é zero.
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e) Prove que        γ (t) = (0, 0). Interprete geometricamente.

11. Seja γ ( t) = (x (t), y (t)) e suponha que, para todo t ≥ 0,

[image: ]

 

Prove  que  γ  (t)  tende  a  (0,  0)  quando t  →  +  ∞.  (Sugestão:  Utilize  o  exercício anterior.)

1.3.     ROTACIONAL

[image: ]

Consideremos o campo vetorial   (x, y, z) = P (x, y, z)   + Q (x, y, z)   + R (x, y, z                                      3 )   definido  no  aberto  Ω ⊂ ℝ.  Suponhamos  que P,  Q  e R  admitam  derivadas parciais em Ω. O rotacional de  , que se indica por rot   é o campo vetorial definido em e Ω dado por
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A  expressão  acima  pode  ser  lembrada  facilmente  representando-a  pelo “determinante”:
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Os  “produtos”  que  ocorrem  nos  “determinantes”  de  2.ª  ordem  devem  ser
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interpretados  como  derivadas  parciais:  por  exemplo,  o  “produto”  de       por R  é  a
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derivada parcial     .
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Podemos, ainda, expressar rot   como um “produto vetorial”:
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Consideremos, agora, o campo vetorial de Ω      2          2 ⊂ ℝ em ℝ, Ω aberto, dado por (x, y) = P (x, y)   + Q(x, y)   e suponhamos que P e Q admitem derivadas parciais em Ω. Neste caso, o rotacional de   é a transformação de em Ω 3 ℝ dada por
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EXEMPLO 1.                   2 Seja   ( x , y , z ) = xy + yz + xyz   . Calcule rot  .
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Solução

[image: ]

 

ou seja
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rot   = z (x − 2y)   − yz − x   .

[image: ]

■

[image: ]

EXEMPLO  2. 2   Seja    (  x,  y  )  =  Q   (  x,  y  )  .  Suponha  que,  para  todo  (  x,  y  )  ∈  ℝ, 

[image: ]

.
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a) Desenhe um campo satisfazendo as condições dadas. b) Calcule rot .
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Solução

[image: ]

a) Como, para todo (x, y),               ,  segue  que Q  não  depende  de x,  isto  é, Q  é constante sobre cada reta paralela ao eixo x.
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O  campo  acima  satisfaz  as  condições  dadas.  Sugerimos  ao  leitor  desenhar  outros campos que satisfaçam as condições dadas.

b                                           2 ) rot   ( x , y ) =  ( x, y )  = , para todo ( x, y ) ∈ ℝ.
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■

[image: ]

EXEMPLO 3.                                           2 Seja   ( x, y ) = Q ( x, y )  . Suponha que, para todo ( x, y ) ∈ ℝ,     (x,

[image: ]

y) > 0.

[image: ]

a) Desenhe um campo satisfazendo as condições dadas. b) Calcule rot  .

[image: ]

Solução

[image: ]

a)  Segue  da  hipótese  que,  para  cada y  fixo,  a  função x  ∞ Q  (x,  y)  é  estritamente crescente, isto é, Q (x, y) é estritamente crescente sobre cada reta paralela ao eixo x.
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b) rot   (x, y) =      (x, y)     ≠    , para todo (x, y).

[image: ]

■

[image: ]

Consideremos,  agora,  um  fluido  em  escoamento  bidimensional  com campo  de velocidade    (x, y) = Q (x, y)  . (    (x, y) é a velocidade com que uma partícula do fluido passa pelo ponto (x, y).) Observe que as trajetórias descritas pelas partículas do fluido são retas paralelas ao eixo y. Suponhamos que rot     (x, y) ≠ (0, 0). Para fixar o
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raciocínio, suporemos Q (x, y) 0 > e      (x, y) > 0. O campo de velocidade      (x,  y)

[image: ]

tem,  então,  o  aspecto  daquele  do  exemplo  anterior.  É razoável  esperar,  então,  que “qualquer pequena coisa” (com a forma de um pequeno disco) que flutue sobre o fluido gire à medida que se desloca sobre o fluido.
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Consideremos  novamente  um  fluido  em  escoamento  bidimensional  com campo  de velocidade

[image: ]

 (x, y) = P (x, y)   + Q (x, y)  .

[image: ]

As componentes                             1 P e Q são supostas de classe C.
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Nosso objetivo a seguir é dar uma interpretação para a componente    do

[image: ]

rotacional de    .

[image: ]

Sejam A e B duas partículas do fluido e suponhamos que no instante t 0 elas ocupem as posições (x , y ) e (x + h, y ), respectivamente, com h > 0. Indiquemos por A(t)  e 0 0 0 0
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B(t) as posições ocupadas pelas partículas num instante t qualquer.
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Seja θh (t) o ângulo (medido em radianos) que o segmento de extremidades A (t) e B (t) forma com o segmento de extremidades A (t 0) = (x0, y0) e B (t0) = (x0 + h, y0). (O sentido positivo para a contagem do ângulo é o anti-horário.) Façamos

A (t) = (x1 (t), y1 (t)) e B (t) = (x2 (t), y2 (t)).

Seja δ (t) a distância entre A (t) e B (t). Observe que, no instante t0, δ (t0) = h.
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Temos:

δ (t) sen θh (t) = y2 − (t) − y1 (t).

Derivando em relação a t, obtemos:
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No instante t0 temos:
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Observe que ẏ (t ) é a componente vertical da velocidade de B no instante t ; logo, 2 0 0

ẏ (t ) = Q (x + h, y ). 2 0 0 0

Da mesma forma,

ẏ 1 (t0) = Q (x0, y0).
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que é a velocidade angular do segmento de extremidades A (t) e B (t), no instante t 0.

Segue de ③ que
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Assim, para h > 0 suficientemente pequeno,
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Observamos que se o movimento for rígido (isto é, a distância entre as partículas mantém-se  constante  durante  o  movimento)  e  com  velocidade  angular ω,  então,  para todo h > 0,
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e, portanto,
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Consideremos, agora, uma outra partícula C que no instante t ocupe a posição 0

C (t0) = (x0, y0 + k).




[image: ]

No instante t , C (t ) = (x , y + k) e A (t )  =  (x , y ).  Façamos C  (t)  =  (x  (t), y  (t)). 0 0 0 0 0 0 0 3 3 Sendo δ1 (t) a distância entre C (t) e A (t), vem:

δ (t) sen φk (t) = x (t) − x (t). 1 1 3

Deixamos a seu cargo concluir que
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Para k suficientemente pequeno

[image: ]
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Observamos que chegaríamos ao mesmo resultado obtido acima se, no instante t , 0 os vetores B (t ) − A (t ) e C (t ) − A (t ) fossem ortogonais, mas não necessariamente 0 0 0 0 paralelos aos eixos coordenados. (Veja Exercício 7.)

Se o movimento for rígido com velocidade angular ω, teremos
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EXEMPLO 4. Suponhamos que a representação geométrica do campo     (x, y) tenha o seguinte aspecto.

[image: ]
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Observe  que  as  trajetórias  descritas  pelas  partículas  são  retas.  O  segmento  de extremidades A e C desloca com velocidade angular nula, enquanto a do segmento AB é não nula. Devemos esperar então rot     ≠    .
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Seja   : Ω      n         n ⊂ ℝ → ℝ (n = 2,3) um campo vetorial qualquer; dizemos que      é irrotacional se e somente se rot   =     em Ω.

[image: ]

 

EXEMPLO       5.       Considere       o       campo       vetorial 
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a) Desenhe o campo.
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b) Verifique que   é irrotacional.
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Solução

[image: ]

a)                      o que significa que a intensidade de     em (x, y)  é  o  inverso  da

[image: ]

distância deste ponto à origem. Observe que a intensidade de   é constante sobre cada circunferência  de  centro  na  origem.  O  sentido  de      (x,  y)  é  do  ponto  (x,  y)  para  a origem.
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b) Imagine   como um campo de velocidade e olhe para as figuras a seguir:
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Na  situação  (1),  o  segmento  determinado  pelas  partículas A  e B  se  desloca  com velocidade angular positiva (sentido anti-horário), enquanto o determinado por A  e C se desloca com velocidade angular nula. Na situação (2), o segmento determinado por A e B  se  desloca  com  velocidade  angular  nula,  enquanto  o  determinado  por A  e C  se desloca com velocidade an gular negativa (sentido horário). É razoável, então, esperar que   seja irrotacional (por quê?). E de fato o é, pois:
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EXEMPLO  6.  Considere  um  fluido  em  escoamento  bidimensional  com  campo  de velocidade     (x, y) = −y + x  . Calcule rot     e interprete.

[image: ]

Solução

[image: ]

O escoamento não é irrotacional, pois,
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Observe que     (x, y) é tangente, em (x, y), à circunferência, de centro na origem, que passa por este ponto. As partículas do fluido descrevem circunferências de centro na  origem.  A  velocidade  escalar  da  partícula  que  se  encontra  na  posição  (x, y)  é 
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 Segue que a velocidade angular da partícula que se encontra

[image: ]

na  posição  (x, y)  é  1  (radiano  por  unidade  de  tempo): todas  as  partículas  do  fluido estão girando em torno da origem com a mesma velocidade angular. Trata-se de um movimento rígido com velocidade angular 1.
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[image: ]

Observe que o círculo A gira em torno da origem, com um movimento de rotação em torno do seu próprio centro.

■

Exercícios 1.3
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1. Calcule o rotacional.
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2. Considere  o campo  de  força  central                        onde f  : ℝ  → ℝ  é
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uma função derivável e   = x + y  . Calcule rot  .
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3.                  2                                          2 Seja φ : Ω ⊂ ℝ → ℝ , Ω aberto, de classe C. Verifique que o campo vetorial 
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 = ∇ φ é irrotacional.

[image: ]

4.                                                                          2 Considere o escoamento bidimensional na região Ω = {( x , y ) ∈ ℝ | − 3 < x <
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3, y ∈ ℝ} com velocidade 
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a) Desenhe tal campo de velocidade. b) O escoamento é irrotacional?

5. Considere o escoamento bidimensional
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a) Desenhe tal campo.
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b) Calcule rot     e interprete.

6. Considere o escoamento
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onde α > é uma constante. Verifique que rot     (x, y) ≠     para α ≠ 1.
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7.                                                             2            2 Seja   = P  + Q  um  campo  vetorial  de ℝ  em ℝ,  com P  e Q

[image: ]

diferenciáveis. Sejam     = cos α + sen α e     = − sen α + cos α  , onde α  ≠  0  é  um  real  dado.  Seja  (s,  t)  as  coordenadas  de  (x, y)  no  sistema  de coordenadas (0,    ,    ). Assim (x, y) = s     + t    . Observe que (x, y) = s     + t      é equivalente a x = s cos α − t sen α e y = s sen α + t cos α.
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a) Mostre que
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b) Seja
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onde
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P1 (s, t) = P (x, y) cos α + Q (x, y) sen α

[image: ]

e

[image: ]

Q (s, t) = Q (x, y) cos φ − P (x, y) sen α 1

[image: ]

com x = s cos α − t sen α e y = s sen α + t cos α. Mostre que
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onde (x, y) = s     + t    . Interprete. (Observe que  1 (s, t) =   (x, y) onde (x, y) = s     + t    .)

 

[image: ]

 

1.4.     DIVERGENTE
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Seja      =  (F , F ,  …, F )  um  campo  vetorial  definido  no  aberto  Ω ⊂ ℝn  e 1 2 n

[image: ]

suponhamos  que  as  componentes F1, F2,  …, Fn  admitem  derivadas  parciais  em  Ω.  O campo escalar
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div   : Ω → ℝ

[image: ]

dado por
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denomina-se divergente de  .
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A  notação ∇.    é  frequentemente  usada  para  indicar  o  divergente  de      ;
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interpretamos ∇.      como  o  “produto  escalar”  do  vetor 
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pelo  campo  vetorial  (F , F ,  …, F ),  onde  o  “produto”  de        por F  deve  ser

[image: ]

1      2            n                                                       i

[image: ]

entendido como a derivada parcial 
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O símbolo ∇ φ já foi utilizado anteriormente (Vol. 2) para representar o gradiente do campo escalar φ : Ω ⊂ ℝn → ℝ:
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Deste  modo,  o  gradiente,  divergente  e  rotacional  podem  ser  representados simbolicamente pelos “produtos” ∇ φ, ∇ .   e ∇ Λ  , respectivamente.
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Vamos destacar, a seguir, as expressões do divergente nos casos n = 2 e n = 3. Se
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EXEMPLO 1.              2                2                         2 Seja   ( x , y , z ) = ( x + z )   − y + (2 x + 3 y + z)    . Calcule div  .
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Solução

[image: ]

 

NÃO SE ESQUEÇA: div   (x, y, z) é número.
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EXEMPLO 2.                       2 Calcule ∇ . ∇ φ , onde φ ( x , y ) = x y.

Solução

[image: ]

 

Assim,

∇ · ∇ φ = 2y div (∇ φ).

Consideremos  o  campo  escalar             n φ :  Ω ⊂ ℝ  → ℝ  e  suponhamos  que φ  admita derivadas parciais até a 2.ª ordem no aberto ⊂. O campo escalar

∇2 φ: Ω → ℝ

dado por

∇ 2 φ = ∇ · ∇ φ

denomina-se laplaciano  de φ.  Assim,  o  laplaciano  de φ  nada  mais  é  do  que  o divergente do gradiente de φ. Como

[image: ]

 

resulta que o laplaciano de φ é dado por EXEMPLO 3.             2      2      2 Seja φ ( x, y, z ) = x + y + z. Calcule o laplaciano de φ.
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Solução

[image: ]

 

EXEMPLO  4. 2   Seja    (  x  ,  y  )  =  Q   (  x  ,  y  )  .  Suponha  que,  para  todo  (  x  ,  y  )  ∈  ℝ,
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a) Desenhe um campo satisfazendo as condições dadas. b) Calcule div  .
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Solução

[image: ]

a) Segue  da  hipótese  que,  para  cada x  fixo,  a  função y  ∞ Q  (x, y)  é  estritamente crescente, isto é, Q (x, y) é estritamente crescente sobre cada reta paralela ao eixo y. Os campos dados a seguir satisfazem as condições dadas.
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b) div 

[image: ]

EXEMPLO  5.  (Interpretação  para  o  divergente.)  Consideremos  um  fluido  em escoamento bidimensional com campo de velocidade
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onde                               1 P e Q são supostas de classe C. Consideremos um retângulo de lados paralelos aos eixos e de comprimentos h e k suficientemente pequenos.
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O  fluido  que  no  instante t  encontra-se  no  retângulo ABCD,  no  instante t  +  Δt 0 0 encontrar-se-á no “paralelogramo curvilíneo” A B C D . Indiquemos por V (t  +  Δt)  a 1 1 1 1 0 área ocupada pelo fluido que, no instante t 0, ocupa o retângulo ABCD. Temos V (t0)  = hk. A seguir, vamos avaliar V (t 0 + Δt), para Δt suficientemente pequeno, onde V (t0 + Δt) é a área do “paralelogramo curvilíneo” A 1B1C1D1. Como estamos supondo h, k e Δt suficientemente  pequenos,  a  área  do  “paralelogramo  curvilíneo” A 1B1C1D1  é aproximadamente  a  área  do  paralelogramo  determinado  pelos  vetores Temos:
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(Observação.                                                 Daí    para    k
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suficientemente pequeno
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Temos, também:
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Sabemos  da  geometria  que  a  área  do  paralelogramo  determinado  pelos  vetores 
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 e        é a norma do produto vetorial       Λ      . Temos

[image: ]

 

Assim,
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Como V (t0) = hk, é razoável esperar que
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ou seja,
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e, portanto,

[image: ]

 

Podemos, então, interpretar div     (x , y ) como uma taxa de variação de área por 0 0 unidade de tempo e unidade de área no ponto (x 0, y0).

[image: ]

Suponhamos h, k e Δt positivos e suficientemente pequenos. Se div     (x , y ) > 0, 0 0 devemos esperar V (t + Δt) > V (t ), isto é, a área está aumentando. Se div     (x , y ) < 0 0 0 0 0, devemos esperar V (t Δt) < V (t ), isto é, a área está diminuindo. (Veja Apêndice 3.) 0 0
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■
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EXEMPLO 6. Suponha que o campo     (x, y) tenha o seguinte aspecto:
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As velocidades das partículas que se encontram sobre o lado DC são iguais entre si e maiores que as velocidades daquelas que se encontram sobre o lado AB. As partículas que no instante t  ocupam  o  retângulo ABCD,  no  instante t  +  Δt,  com  Δt  >  0,  deverão ocupar um retângulo de área maior. Devemos esperar então div     (x, y) > 0.

[image: ]

■

EXEMPLO 7. (Equação da continuidade.) Considere um fluido em escoamento num aberto Ω do 3 ℝ, com velocidade     (x, y, z, t) no ponto (x, y, z) e no instante t, com t num intervalo aberto I. Seja ρ (x, y, z, t) a densidade do fluido no ponto (x, y, z) e no instante                                                                      1 t . Suponha que as componentes, de  e ρ sejam de classe C. Admita, ainda, que em Ω não haja fontes nem sorvedouros de massa. Mostre que é razoável  esperar que     e ρ satisfaçam a equação
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onde o divergente deve ser calculado em relação às variáveis x, y, z. (Neste exemplo, a velocidade no ponto (x, y, z)  depende  do  tempo.  Sugerimos  ao  leitor  dar  exemplo  de um escoamento em que a velocidade no ponto (x, y, z) esteja variando com o tempo.)
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Solução
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Consideremos o campo vetorial dado por

[image: ]

[image: ]

Imaginemos em Ω um retângulo paralelo ao plano xz, centrado no ponto (x, y, z), e de  lados  Δx  e  Δz.  Observe  que  uma  partícula  que  se  encontra,  no  instante t,  sobre  o retângulo, no instante t + Δt encontrar-se-á, aproximadamente, a uma distância v 2 (x, y, z, t) Δt do retângulo (para fixar o raciocínio supomos v (x, y, z, t) > 0). Deste modo, o 2 volume de fluido que passa através do retângulo, no tempo Δt,  é  aproximadamente v2 (x,  y,  z,  t)  Δx  Δz  Δt  e  a  massa  que  passa  através  do  mesmo  retângulo,  no  tempo  Δt, será, então, aproximadamente

ρ v2 Δx Δz Δt = u2 Δx Δz Δt.

Observe que, sendo v (x, y, z, t) > 0, a massa flui da esquerda para a direita; se v 22 (x, y, z, t) < 0 então a massa estaria fluindo da direita para a esquerda.

Imaginemos,  agora,  em  Ω,  um  paralelepípedo  centrado  no  ponto  (x,  y,  z),  com arestas  Δx,  Δy  e  Δz,  suficientemente  pequenas,  e  de  faces  paralelas  aos  planos coordenados.
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Estamos interessados em avaliar a diferença entre a massa de fluido que sai e a que penetra  no  paralelepípedo,  na  unidade  de  tempo.  No  ponto  (x,  y,  z)  e  no  instante t  a componente  do  vetor    ,  na  direção  ,  é u  (x,  y,  z,  t);  no  centro  da  face BCFE,  a 2 componente, na direção  , de    , é aproximadamente                   e no centro da

[image: ]

face AHGD a componente, na direção  , é aproximadamente 
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A  massa  que  passa,  por  unidade  de  tempo,  através  da  face BCFE  é aproximadamente
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e que passa através da face AHGD é aproximadamente
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Assim
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é uma avaliação para a diferença entre a massa que sai através da face BCFE e a que penetra através da face AHGD, por unidade de tempo.
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Com um raciocínio análogo sobre as outras faces resulta que
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é  uma  avaliação  para  a  diferença  entre  a  massa  que  sai  e  a  que  penetra  no paralelepípedo, por unidade de tempo, no instante t.
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Por outro lado, no ponto (x, y, z) e no instante t, a densidade está variando a uma taxa     :  se       >  0  a  massa  dentro  do  paralelepípedo  está  aumentando  a  uma  taxa

[image: ]

aproximada  de       Δx  Δy  Δz,  por  unidade  de  tempo;  se       <  0,  a  massa  dentro  do paralelepípedo está decrescendo a uma taxa de     Δx Δy Δz, por unidade de tempo.
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Como estamos supondo que em Ω não há fontes nem sorvedouros de massa, e tendo em vista o “princípio da conservação da massa” é razoável, então, esperar que
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ou seja,
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ou, ainda,
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pois,     = ρ    . (A razão do sinal menos que ocorre em ③ é a seguinte: se div     > 0 a massa  dentro  do  paralelepípedo  está  diminuindo  (a  massa  que  sai  é  maior  que  a  que penetra) e, neste caso, deveremos ter     < 0 e, portanto, div     = −     . Mesma análise
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para o caso div     < 0.)
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Se ρ não depende do tempo, a equação da continuidade se reduz a

[image: ]

div ρ     = 0.
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Neste caso, a massa que sai do paralelepípedo deve ser igual à que penetra.
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Se ρ (x, y, z, t) for constante (neste caso, diremos que o fluido é incompressível) a equação da continuidade se reduz a

[image: ]

div     = 0

[image: ]

quer       dependa  do  tempo  ou  não.  Neste  caso,  o volume  do  fluido  que  sai  do paralelepípedo deve ser igual ao que penetra. (Veja Apêndice 3.)
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CUIDADO.  Em ④  o  divergente  deve  ser  calculado  em  relação  às  variáveis x, y  e z, isto é:
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Exercícios 1.4
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1. Calcule o divergente do campo vetorial dado.
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2. O que é mais razoável esperar: div   = 0 ou div   ≠ 0?
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3. Considere um fluido em escoamento com velocidade     (x, y, z) = y  , y > 0.
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a) O fluido é incompressível? Por quê? b) Determine ρ, que só dependa de y, que satisfaça a equação da continuidade. c) Suponha que a densidade ρ do fluido só dependa de y e de t. Mostre que ρ
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deve satisfazer a equação
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4.                                                 3 Considere um escoamento no aberto Ω de ℝ, com velocidade     (x, y, z), cujas

 

[image: ]

componentes  são  supostamente  de  classe 1 C  em  Ω.  Suponha  que  derive  de
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um potencial (isto é, que existe φ: Ω → ℝ, com ∇φ =     em Ω).
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a) Prove que     é irrotacional. b                                     2 ) Prove que se  for incompressível, então ∇ φ = 0.
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5. Calcule o laplaciano da função φ dada.
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6.                      2      2 Seja φ ( x , y ) = f ( x + y), onde f (u) é uma função real, de uma variável real e

[image: ]

derivável até a 2.ª ordem. Suponha que 2 ∇ φ = 0.

a) Mostre que u f" (u) = − f' (u), u > 0. b                                          2 ) Determine uma f não constante, para que se tenha ∇ φ = 0.

7. φ (x, y) é uma função cujo gradiente tem a representação geométrica abaixo:
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O que é mais razoável: 2                 2 ∇ φ = 0 ou ∇ φ ≠ 0?
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8.                                                             2            2 Seja   = P  + Q  um  campo  vetorial  de ℝ  em ℝ,  com P  e Q

[image: ]

diferenciáveis. Sejam     = cos α + sen α e     = −sen α + cos α  , onde α ≠ 0 é um real dado. Seja (s, t) as coordenadas de (x, y) no sistema (0,  ,   ).
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Assim, (x, y) = s     + t    . Observe que (x, y) = s     + t     é equivalente a x = s cos α − t sen α e y = s sen α + t cos α.
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a) Mostre que
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b) Seja
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onde
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P1 (s, t) = P (x, y) cos α + Q (x, y) sen α
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e
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Q 1 (s, t) = Q (x, y) cos α − P (x, y) sen α.

com x = s cos α − t sen α e y = s sen α + t cos α. Mostre que
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Interprete.
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9.                           3          3 Sejam ,  : Ω ⊂ ℝ  → ℝ  dois  campos  vetoriais  e φ:  Ω  → ℝ  um  campo
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escalar.  Em  cada  caso,  faça  hipóteses  adequadas  sobre φ,       e       e  prove (suponha
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10.                                                                  3 Seja   = ( w , w , w ) um campo vetorial definido no aberto Ω de ℝ. Prove que
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1     2     3

[image: ]

div   = 0 é uma condição necessária para que exista um campo vetorial      = (                                                  2 u , u , u ), com componentes de classe C, em Ω, tal que rot     =  .
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1    2    3

[image: ]

11.                                                                         3 Sejam   e   dois  campos  vetoriais  definidos  no  aberto  Ω ⊂ ℝ,  cujas
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componentes admitem derivadas parciais em Ω. Prove que
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12. (Divergente em coordenadas polares.) Seja Ω um aberto contido no semiplano

[image: ]

y > 0 e seja   (x, y) = P (x, y)   + Q (x, y)  , (x, y) ∈ Ω, com P e Q de classe C1. Seja P (θ, ρ) = P (x, y) e Q (θ, ρ) = Q (x, y), com x = ρ cos θ e y = sen θ.
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1                              1
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a) Mostre que
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b) Conclua que
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onde x = ρ cos θ e y = sen θ.

[image: ]

13.

Seja                           onde f  (u)  é  uma  função  de  uma  variável  real

derivável até a 2.ª ordem. Suponha 2 ∇ φ = 0.

a                2 ) Mostre que (1 + u)f" (u) + 2u f' (u) = 0 b                               2 ) Determine uma f para que se tenha ∇ φ = 0, com f não constante
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1.5.     LIMITE E CONTINUIDADE

Sejam F: A ⊂ ℝn → ℝm, P um ponto de acumulação de A e L ∈ ℝm. Definimos:

[image: ]

 

Se P for ponto de acumulação de A, com P ∈ A , definimos:
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Suponhamos F = (F , F , …, F ) e L = (L , L , …, L ). Deixamos a cargo do leitor 1 2 m 1 2 m provar que       F (X) = L se e somente se       F (X) = L , para j = 1, 2, …, m. j j

[image: ]

Fica, ainda, a cargo do leitor provar que F será contínua em P se e somente se as suas componentes o forem.

[image: ]

Exercícios 1.5

[image: ]

1. Prove:

[image: ]

 

2. Sejam G  : A ⊂ ℝn  → ℝm  e F  : B ⊂ ℝm  → ℝp,  com Im  G ⊂ B.  Suponha G

contínua em P ∈ A e F contínua em G (P). Prove que a composta H (X) = F (G (X)) é contínua em P.

3. Seja F : Ω ⊂ ℝn → ℝm e seja P um ponto de acumulação de Ω. Suponha que

exista M > 0 tal que, para todo X ∈ Ω, || F (X) − L || ≤ M || X − P ||, onde L ∈ ℝm é um vetor fixo. Calcule        F (X) e justifique.

[image: ]

4. Suponha que       F (X) = L, com L ≠ 0. Prove que existe r > 0 tal que

[image: ]

 

1.6.     DERIVADAS PARCIAIS
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Seja            2 F : Ω ⊂ ℝ → ℝm                      1 dada por F ( x , y ) = ( F (x, y), F (x, y), …, F (x, y)) e seja 2                  m (x0, y0) ∈ Ω. O limite
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quando  existe,  denomina-se derivada  parcial  de F  no  ponto  (x0, y0),  em  relação  a x. Observe que ① nada mais é do que a derivada, em x 0, da função de uma variável real a valores em ℝm dada por

x ∞ F (x, y0).

Segue,  conforme  aprendemos  no  Vol.  2,  que ①  existirá  se  e  somente  se  as  derivadas
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parciais                                existirem; além disso, se ① existir
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Deixamos  para  o  leitor  definir    e  estender  o  conceito  de  derivada
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parcial para funções de Ω ⊂ ℝn em ℝm.
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EXEMPLO 1. Calcule 

 

Solução

[image: ]

EXEMPLO  2.  (Interpretação  geométrica  da  derivada  parcial  para  uma transformação de        2          2                           2         2 Ω ⊂ ℝ em ℝ .) Seja F : Ω ⊂ ℝ → ℝ e seja (x , y ) um ponto de

0    0

Ω. Consideremos a curva y-constante dada por x → F (x, y ). 0 0
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 (x , y ) é um vetor tangente a tal curva no ponto F (x , y ). (Veja 7.5 do Vol. 2, 5.ª

[image: ]

0    0                                                                    0    0

edição.)

Dizemos que                                        r F : Ω ⊂ ℝ → ℝ , Ω aberto, é de classe C em Ω se F admitir todas n         m

as  derivadas  parciais  de  ordem r  contínuas  em  Ω.  Segue  do  que  vimos  na  seção anterior que                    r F será de classe C em Ω se e somente se suas componentes o forem.

Seja F: A ⊂ ℝn → ℝm, onde A é um conjunto qualquer, não necessariamente aberto. Dizemos que               r F é de classe C em A se existir uma função G : Ω ⊂ ℝ → ℝ , de classe n         m Cr, com Ω aberto e contendo A, tal que, para todo X ∈ A,

F (X) = G (X).

(Observação. É comum referir-se a F como a restrição de G ao conjunto A.)

■




2

 

INTEGRAIS DUPLAS

 

2.1.     SOMA DE RIEMANN

Seja o retângulo                  2 R = {( x , y ) ∈ ℝ| a ≤ x  ≤ b, c  ≤ y  ≤ d}  onde a  < b  e c  < d  são números reais dados. Seja P1: a = x0 < x1 < x2 < … < xn = b e P2: c = y0 < y1 < y2 < … < y m = d partições de [a, b] e [c, d], respectivamente. O conjunto

P = {(xi, yj) |i = 0, 1, 2, …, n, j = 0, 1, 2, …, m}

denomina-se partição do retângulo R. Uma partição P de R determina mn retângulos Rij = {(          2 x , y ) ∈ ℝ | x    ≤ x ≤ x , y    ≤ y ≤ y }.

i− 1             i    j− 1             j




[image: ]

Seja        2 B ⊂ ℝ; dizemos que B é limitado se existir um retângulo R, com B ⊂ R. Seja f             2 : B ⊂ ℝ → ℝ, com B limitado. Assim, existe um retângulo

R          2 = {( x , y ) ∈ ℝ | a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d}

que contém B. Seja P = {(xi, yj) | i = 0, 1, 2, …, n, j = 0, 1, 2, …, m} uma partição de R. Para cada par de índices (i, j), seja Xij = (rij, sij) um ponto escolhido arbitrariamente no retângulo R . Pois bem, o número ij
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onde f (Xij) deve ser substituído por zero se Xij ∉ B, denomina-se soma de Riemann de f, relativa à partição P e aos pontos X . ij




[image: ]

Xij ∉ B; f (Xij) deve ser substituído por zero na soma ①.

Observe que se f (Xij) > 0, f (Xij) Δxi Δyj será o volume do paralelepípedo de altura f (Xij) e cuja base é o retângulo Rij.

[image: ]

 

Seja P = {(xi, yj) | i = 0, 1, 2, …, n, j = 0, 1, 2, …, m} uma partição do retângulo R. No que segue, indicaremos por Δ o maior dos números Δx , Δx , …, Δx , Δy , Δy , …, 1 2 n 1 2 Δy . Observe que todos Δx e todos Δy tendem a zero, quando Δ tende a zero. m i j

2.2.     DEFINIÇÃO DE INTEGRAL DUPLA

Seja f  (x, y)  uma  função  definida  no  conjunto  limitado B  e L  um  número  real.

Download de livros em pdf
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Dizemos que a soma de Riemann
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tende a L, quando Δ tende a zero, e escrevemos
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se para todo   > 0 dado, existir δ > 0, que só dependa de   mas não da escolha de Xij, tal que

[image: ]

 

para toda partição P, com Δ < δ.
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Tal  número L,  que  quando  existe  é  único  (verifique),  denomina-se integral  dupla (segundo Riemann) de f sobre B e indica-se por     f (x, y) dx dy. Assim
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Se     f (x, y) dx dy existe, então diremos que f é integrável (segundo Riemann) em

[image: ]

B. Definimos a área de B por

[image: ]

 

desde  que  a  integral  exista.  Deixamos  a  cargo  do  leitor  a  justificação  para  esta definição.
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Seja f (x, y) integrável em B, com f (x, y) ≥ 0 em B. Seja o conjunto

[image: ]

A           3 = {( x, y, z ) ∈ ℝ | (x, y) ∈ B, 0 ≤ z ≤ f (x, y)}.

Definimos o volume de A por

[image: ]

 

EXEMPLO. f (x, y) = k, k constante, é integrável no retângulo

R          2 = {( x , y ) ∈ ℝ | a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d} e

[image: ]

 

Solução

Para toda partição P de R
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Segue que
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ou seja,
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Se k > 0,       dx dy é o volume do paralelepípedo a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d e 0 ≤ z ≤ k.

[image: ]




[image: ]

Para podermos enunciar uma condição suficiente para integrabilidade, precisamos antes definir conjunto de conteúdo nulo; é o que veremos na próxima seção.

■

2.3.     CONJUNTO DE CONTEÚDO NULO

Seja                         2 D um subconjunto de ℝ. Dizemos que D tem conteúdo nulo se para todo   > 0 dado existir um número finito de retângulos A 1, A2, …, An tais que
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D ⊂ A ⋃ A ⋃ … ⋃ A 1 2n

e

[image: ]

 

onde m (A i) é a área do retângulo A i.

Grosso modo, dizer que D tem conteúdo nulo significa que D pode ser coberto por um número finito de retângulos cuja soma das áreas seja tão pequena quanto se queira. Conjunto  de  conteúdo  nulo  tem  área  zero,  como  veremos  mais  adiante.  (Veja propriedade IV da Seção 2.5.)

EXEMPLO.  Seja f  :  [a,  b]  → ℝ  contínua  em  [a,  b].  Prove  que  o  gráfico  de f  tem conteúdo nulo.

Solução

Sendo f contínua em [a, b], f será integrável em [a, b]. Então, dado   > 0, existe δ > 0 (com δ dependendo apenas de   e não da escolha dos c i em [xi − 1, xi]) tal que

[image: ]

 

para toda partição de [a, b], com máx Δx < δ. Sejam s e t , respectivamente, os pontos i i i de máximo e de mínimo de f em [x    x                                   a, b i − 1 , i ]. Segue que, para toda partição de [], com máx Δxi < δ,
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Assim, para toda partição P : a = x0 < x1 < x2 < … < xn− 1 < xn = b, com máx Δxi < δ,

[image: ]

 

Suponhamos f (s i) ≠ f (ti) para i = 1, 2, …, n. Segue que a área do retângulo Ai é (veja figura na página seguinte)

[image: ]

[f (s i) − f (ti)] Δxi, i = 1, 2, …, n.

[image: ]




[image: ]

Observe que os retângulos A 1, A2, …, An, cobrem o gráfico de f e, além disso, a soma das áreas destes retângulos é menor que  . Portanto, o gráfico de f tem conteúdo nulo. Deixamos o leitor pensar na demonstração no caso em que exista i tal f (s ) = f (t ). i i

[image: ]

Seja γ: [ 2                                  1                                                       1  a, b  ] →  ℝ  uma curva de classe  C  em [  a, b  ]. (Lembre-se: γ de classe  C

em  [a,  b]  significa  que  γ  tem  derivada  contínua  em  [a,  b].)  Pode  ser  provado  (veja referência  bibliográfica  [20])  que  a  imagem  de  γ  tem  conteúdo  nulo.  No  que  segue, admitiremos tal resultado.

Seja γ: [            2                                                             1 a, b ] → ℝ uma curva. Dizemos que γ é de classe C por partes se γ for contínua e se existir uma partição de [a, b], a = t < t < t < … < t = b, e curvas de 0 1 2 n classe 1 C

γ              2 i : [ t i − 1, t ] → ℝ (i = 1, 2, …, n)

i

tais que

γ (t) = γi (t) em ]ti − 1, ti[.

[image: ]

 

γ é de classe 1 C por partes

Tendo  em  vista  que  a  reunião  de  um  número  finito  de  conjuntos  de  conteúdo  nulo tem conteúdo nulo (verifique), resulta que a  2  imagem de uma curva  γ : [  a, b  ] →  ℝ  de  classe C 1 por partes tem conteúdo nulo.

■

Exercícios 2.3

[image: ]

1.                                     2 Sejam A  e B  subconjuntos  do ℝ,  com A ⊂ B.  Prove  que  se B  tiver  conteúdo

nulo, então A também terá.

2. Prove que o conjunto vazio tem conteúdo nulo.

3.                                          2 Prove  que  todo  subconjunto  do ℝ  com  um  número  finito  de  pontos  tem

conteúdo nulo.

 

2.4.     UMA CONDIÇÃO SUFICIENTE PARA

INTEGRABILIDADE DE UMA FUNÇÃO SOBRE UM

CONJUNTO LIMITADO

Seja        2                                          2 B ⊂ ℝ e seja ( x , y ) um ponto do ℝ que pode pertencer ou não a B. Dizemos

0    0

que (x , y ) é um ponto de fronteira de B se toda bola aberta de centro (x , y ) contiver 0 0 0 0 pelo menos um ponto de B e pelo menos um ponto não pertencente a B. O conjunto de todos os pontos de fronteira de B denomina-se fronteira de B.

EXEMPLO 1.               2     2      2 Seja B = {( x , y ) ∈ ℝ | x + y < 1}. A fronteira de B é o conjunto {(x, y      2    2      2 ) ∈ ℝ | x + y = 1}.

■

EXEMPLO 2.               2     2            2 Seja B = {( x , y ) ∈ ℝ | x ≤ y ≤ x + 1, 0 ≤ x ≤ 1}. A fronteira de B é o conjunto

G            2                                       2 ⋃ G ⋃ {(0, y ) ℝ | 0 ≤ y ⋃ {(1, y ∈ ≤ 1} ) ∈ ℝ | 1 ≤ y ≤ 2}

g        h

onde                                                             2                 2 G e G são, respectivamente, os gráficos das funções g ( x ) = x e h ( x ) = x + 1,

g       h

com 0 ≤ x ≤ 1. (Sugerimos ao leitor desenhar o conjunto B.) Observe que a fronteira de B tem conteúdo nulo. (Por quê?)

O  próximo  teorema,  cuja  demonstração  encontra-se  no  Apêndice  2,  fornece-nos uma  condição  suficiente  para  que  uma  função  seja  integrável  sobre  um  conjunto limitado.  Antes  de  enunciar  tal  teorema,  lembramos  que f  se  diz limitada  em B  se existirem reais α e β tais que, para todo (x, y) ∈ B, α ≤ f (x, y) ≤ β.

■

 

Teorema.            2  Seja B ⊂ ℝ  um  conjunto  limitado  e  seja f  : B  → ℝ  uma  função

contínua  e  limitada.  Nestas  condições,  se  a  fronteira  de B  tiver  conteúdo  nulo,

então f será integrável em B.

 

Observação. No teorema acima, a hipótese “f é contínua” pode ser substituída por “f é contínua em todos os pontos de B, exceto nos pontos de um conjunto de conteúdo nulo”.

Pelo que vimos na seção anterior, se a fronteira de B for igual a M ⋃ N, onde M é a reunião de um número finito de gráficos de funções contínuas definidas em intervalos fechados  e  1  N   a  reunião  de  um  número  finito  de  imagens  de  curvas  de  classe  C

definidas em intervalos fechados, então a fronteira de B terá conteúdo nulo.

EXEMPLO 3.                                          2      2 Sejam f ( x , y ) = x + y e B o conjunto de todos ( x , y ) tais que x + y ≤ 1. A função f é integrável em B? Por quê?

Solução

f é contínua e limitada em B (verifique). Por outro lado, a fronteira de B é a imagem da curva de classe 1 C dada por x = cos t, y = sen t, t ∈ [0, 2π]; logo a fronteira de B tem conteúdo nulo. Segue do teorema anterior que f é integrável em B, isto é, a integral

[image: ]

 

existe.

■

EXEMPLO 4. A função f do exemplo anterior é integrável no conjunto

B          2    2                 2 = {( x , y ) ∈ ℝ | x ≤ y ≤ 1 + x, − 1 ≤ x ≤ 1} ?

Por quê?

Solução

[image: ]

 

f é contínua em B e é limitada em B (verifique). A fronteira de B tem conteúdo nulo, pois é a reunião dos conjuntos                                              2 D , D , D e D , onde D é o gráfico de y = x, − 1 ≤ x ≤

1     2     3       4             1

1;                               2 D o gráfico de y = 1 + x, − 1 ≤ x ≤ 1; D a imagem da curva x = 1, y = t, 1 ≤ t ≤ 2;

2                                                        3

D                                        2 a imagem da curva x = − 1, y = t , 1 ≤ t ≤ 2. (Observe que as funções y = x e y = 1 +

4

x 2                                                                                   1 são contínuas e as curvas mencionadas são de classe C.) Segue que f  é  integrável em B.

■

EXEMPLO 5.             2      2 Seja B o círculo x + y ≤ 1. Seja f : B → ℝ dada por

[image: ]

 

f é integrável em B? Por quê?

Solução

A fronteira de B tem conteúdo nulo. A função f é limitada em B (para todo (x, y) ∈ B, − 1 ≤ f (x, y) ≤ 1) e é descontínua apenas nos pontos (x, 0), − 1 ≤ x  ≤  1.  Como  o conjunto dos pontos de descontinuidade tem conteúdo nulo, segue que f é integrável em B.

■

EXEMPLO 6. Seja B o quadrado − 1 ≤ x ≤ 1, − 1 ≤ y ≤ 1. Seja f : B → ℝ dada por

[image: ]

 

f é integrável em B? Por quê?

Solução

A fronteira de B tem conteúdo nulo (verifique). f é limitada em B, pois, para todo (x, y) ∈ B, 0 ≤ f (x, y) ≤ 1. A f só é descontínua em (0, 0); logo, o conjunto dos pontos de descontinuidade tem conteúdo nulo. Segue que f é integrável em B.

■

2.5.     P ROPRIEDADES DA INTEGRAL

A  seguir,  vamos  enunciar  sem  demonstração  algumas  das  principais  propriedades da integral.

Sejam f e g integráveis em B e seja k uma constante. Nestas condições, tem-se:




[image: ]

Antes  de  enunciarmos  e  provarmos  a  propriedade  do  valor  médio  para  integrais, vamos  relembrar  as  definições  de  conjunto  fechado  e  de  conjunto  compacto apresentadas no Vol. 2.

Seja        2 B ⊂ ℝ. Dizemos que B é um conjunto fechado se o seu complementar {(x, y) ∈ 2 ℝ  |  (x, y) ∉  B}  for  aberto.  Deixamos  a  seu  cargo  verificar  que B  é  fechado  se  e somente se B contiver todos os seus pontos de fronteira.

Seja        2 B ⊂ ℝ. Dizemos que B é um conjunto compacto se B for fechado e limitado.

VII) (Propriedade do valor médio para integrais.)

Suponhamos                    2 f contínua em B ⊂ ℝ, onde B é um conjunto compacto com fronteira de  conteúdo  nulo.  Suponhamos,  ainda,  que  dois  pontos  quaisquer  de B  podem  ser ligados  por  uma  curva  contínua,  com  imagem  contida  em B.  Nestas  condições,  existe pelo menos um ponto (r, s) ∈ B tal que

[image: ]

onde α é a área de B. (Interprete, geometricamente, supondo f (x, y) ≥ 0.)

 

Demonstração

Como f é contínua e B compacto, pelo teorema de Weierstrass existem (x0, y0) e (x1, y 1) em B tais que

f (x0, y0) ≤ f (x, y) f ≤ (x1, y1)

para todo (x, y) em B. Daí,

[image: ]

 

e, portanto,

[image: ]

 

onde α é a área de B. Se α  =  0,  então  teremos,  também,      f  (x, y) dx  dy  =  0;  logo,

[image: ]

para todo (r, s) em B

[image: ]

 

Suponhamos, então, α ≠ 0. Segue de ① que

[image: ]

 

Segue da hipótese que existe uma curva contínua γ : [a, b] → B tal que

γ (a) = (x0, y0) e γ (b) = (x1, y1).

[image: ]

Seja g : [a, b] → ℝ dada por

 

g (t) = f (γ (t)).

Como f e γ são contínuas, g será, também, contínua. Como

g (a) = f (γ (a)) = f (x0, y0) e g (b) = f (γ (b)) = f (x1, y1)

resulta

g (a) ≤ S ≤ g (b)

onde

[image: ]

 

Como g é contínua em [a, b], pelo teorema do valor intermediário existe t 0 em [a, b] tal que

g (t 0) = S.

Fazendo (r, s) = γ (t0) e lembrando que

g (t ) = f (γ (t )) = f (r, s) 0 0

resulta

f (r, s) = S

ou seja

[image: ]

 

Para finalizar a seção, vamos definir integral de uma função f sobre um conjunto B quando f estiver definida em todos os pontos de B, exceto nos pontos de um conjunto de conteúdo nulo contido em B.

Seja B  um  conjunto  compacto  com  fronteira  de  conteúdo  nulo.  Seja f  (x, y)  uma função  definida  em  todos  os  pontos  de B,  exceto  nos  pontos  de  um  conjunto D  de conteúdo nulo, com D contido em B. Seja g : B → ℝ tal que f (x, y)  = g  (x, y),  para todo (x, y) y ∉ D. Definimos

[image: ]

 

desde que a integral do segundo membro exista.

Observe que a integral acima está bem definida, pois se h for outra função de B em ℝ tal que h (x, y) = f (x, y) em todo (x, y) ∉ D, com h integrável em B, então

[image: ]

 

Por quê?

[image: ]

2      2

EXEMPLO 1. Seja B o círculo x + y ≤ 1. Sejam f (x, y)   e

seja g : B → ℝ dada por

[image: ]

 

Como g é integrável em B (verifique), segue que              dx dy existe e

[image: ]

[image: ]

EXEMPLO 2.             2      2 Seja B o círculo x + y ≤ 1 e seja D a fronteira de B, isto é, D = {(x, y) ∈ 2     2      2 ℝ | x + y = 1}. Sejam

[image: ]

 

A função g é limitada em B, pois para todo (x, y) ∈ B, |g (x, y)| ≤ 1 (verifique) e é contínua  em  todo  (              2       2 x , y ),  com x  + y  <  1.  Como D  tem  conteúdo  nulo,  segue  que g  é integrável em B. Assim,

[image: ]

 

(Deixamos a seu cargo verificar que g é contínua em todos os pontos de B.)

■


3

 

CÁLCULO DE INTEGRAL DUPLA.

TEOREMA DE FUBINI

 

3.1.     CÁLCULO DE INTEGRAL DUPLA. TEOREMA DE

F UBINI

Seja o retângulo                 2 R = {( x , y ) ∈ ℝ | a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d} e seja f (x, y) integrável em R. Para cada y fixo em [c, d], podemos considerar a função na variável x, definida em [a, b] e dada por

[image: ]

 

Se, para cada y ∈ [c, d], ① for integrável em [a, b], podemos, então, considerar a função dada por

[image: ]

 

Vejamos uma interpretação geométrica para α (y) no caso f (x, y) ≥ 0 em R.




[image: ]

O teorema que enunciamos a seguir e cuja demonstração é deixada para o Apêndice

[image: ]

1, conta-nos que se f (x, y) for integrável em R e se, para todo y ∈ [c, d],     f (x, y) dx

[image: ]

existir, então α (y) será integrável em [c, d] e

[image: ]

 

Segue  da  igualdade  acima  que  se f  (x, y)  ≥  0  em R,  então      α  (y) α  dy  será  o

[image: ]

volume do conjunto limitado pelo gráfico de f e pelos planos x = a, x = b, y = c, y = d e z = 0, que concorda com a definição apresentada na Seção 13.3 do Vol. 1, 5.ª edição.

 

Teorema                                                   2 ( de Fubini ). Seja f ( x , y ) integrável no retângulo R = {( x , y ) ∈ ℝ | a

[image: ]

≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d}. Suponhamos que     f (x, y) dx exista, para todo y ∈ [c, d],  e

[image: ]

que    f (x, y) dy exista, para todo x ∈ [a, b]. Então

[image: ]

 

EXEMPLO 1. Calcule     x + y dx dy, onde R é o retângulo 1 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ 1.

[image: ]

Solução

Pelo teorema de Fubini

[image: ]

 

onde α (y) =     (x + y) dx Para cada y fixo em [0, 1], temos:

[image: ]

 

ou seja,

[image: ]

α (y) =   + y. (Interprete geometricamente α (y).)

[image: ]

Então,




[image: ]

Interprete geometricamente     x + y dx dy.

[image: ]

Vamos,  agora,  efetuar  o  cálculo  da  integral  acima,  invertendo  a  ordem  de integração.

[image: ]

 

Assim,

[image: ]

 

Ou seja,

[image: ]

 

Observação.  A  notação        f  (x, y) dx  dy  é  usada  para  indicar  a  integral iterada

[image: ]

 

Por outro lado,

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

EXEMPLO 2. Calcule

 

[image: ]

 

Solução

[image: ]

 

EXEMPLO 3. Calcule o volume do conjunto de todos (x, y, z) tais que 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1 e 0 ≤       2      2 z ≤ x + y.

Solução

O volume de tal conjunto é




[image: ]

onde B é o retângulo 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1. Temos:

[image: ]

 

EXEMPLO 4. Calcule     xy dx dy, onde B é o conjunto de todos (x, y) tais que 0 ≤ x

[image: ]

≤ 1, 0 ≤       2 y ≤ x.

[image: ]

Solução

Seja R o retângulo 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1. Seja F (x, y) definida em R e dada por




[image: ]

Assim,

[image: ]

 

Pelo teorema de Fubini,

[image: ]

 

Para cada x fixo em [0, 1],

[image: ]

 

Como               2 F ( x , y ) = 0 para x ≤ y ≤ 1, resulta

[image: ]

[image: ]

Segue que

 

[image: ]

 

Como

[image: ]

 

resulta

[image: ]

 

Observação. β (x) =     xy dy é a área da região hachurada. Por outro lado,

[image: ]

[image: ]




[image: ]

é o volume do conjunto de todos (                                  2 x, y, z ) tais que 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ x e 0 ≤ z ≤ xy.

[image: ]

Vamos, agora, calcular     xy dx dy, invertendo a ordem de integração. Temos:

[image: ]

 

Para cada y fixo em [0, 1],

[image: ]

[image: ]

(Observe que (x, y) ∉ B para 0 ≤ x <     ; logo F (x, y) = 0 para 0 ≤ x <     .) Segue que

[image: ]

 

ou seja,

[image: ]

 

Tendo em vista que

[image: ]

 

resulta

[image: ]

 

Com  raciocínio  análogo  ao  do  exemplo  anterior,  provam-se  as  seguintes consequências do teorema de Fubini.

[image: ]

 

Corolário 1. Sejam c (x) e d (x) duas funções contínuas em [a, b] e tais que, para

todo x em [a, b], c (x) ≤ d (x). Seja B o conjunto de todos (x, y) tais que a ≤ x ≤ b e

c (x) ≤ y ≤ d (x). Nestas condições, se f (x, y) for contínua em B, então

[image: ]

 

f (x, y) dx dy = ?

[image: ]

Primeiro calcula-se, para cada x fixo em [a, b], a integral de f (x, y)  no  intervalo

[c (x), d (x)]:

[image: ]

 

Tem-se, então:

[image: ]

 

Corolário 2. Sejam a (y) e b (y) duas funções contínuas em [c, d] e tais que, para

to-do y ∈ [c, d], a (y) ≤ b (y). Seja B o conjunto de todos (x, y) tais que c ≤ y ≤ d,

a (y) ≤ x ≤ b (y). Nestas condições, se f (x, y) for contínua em B, então

[image: ]

 

f (x, y) dx dy = ?

[image: ]

Primeiro calcula-se, para cada y fixo em [c, d], a integral de f (x, y)  no  intervalo

[a (y), b (y)]:




[image: ]

Em seguida, calcula-se a integral de α (y), para y variando em [c, d]:

[image: ]

 

EXEMPLO 5.                                   2      2 Calcule  ( x − y ) dx dy , onde B é o semicírculo x + y ≤ 1, x ≥ 0.

[image: ]

Solução

Para cada x em [0, 1],




[image: ]

ou seja,

[image: ]

 

Então,

[image: ]

 

ou seja,

[image: ]

 

Façamos a mudança de variável

[image: ]

 

Assim,

[image: ]

Portanto,

 

[image: ]

 

Vamos, agora, calcular      (x − y) dx dy invertendo a ordem de integração.

[image: ]

Para cada y em [ − 1, 1],

[image: ]

 

(Observe que a (y) = 0.)

ou seja,

[image: ]

 

Então,

[image: ]

ou seja,

 

[image: ]

 

Observe que    pois  o  integrando  é  uma  função  ímpar;  por  outro

[image: ]

lado, como         é uma função par, resulta

[image: ]

 

■

[image: ]

Portanto, 

[image: ]

EXEMPLO 6. Calcule o volume do conjunto de todos (x, y, z) tais que x ≥ 0, y ≥ 0, x + y                 2 ≤ 1 e 0 ≤ z ≤ 1 − x.

Solução

O volume do conjunto é




[image: ]

onde               2 f ( x , y ) = 1 − x e B o triângulo x ≥ 0, y ≥ 0 e x + y ≤ 1. Para cada x fixo em [0, 1],

[image: ]

 

2                  2                            2      3

[image: ]

Assim,       (1 − x ) dy = (1 − x )(1 − x) = 1 − x − x + x . Segue que ou seja,

[image: ]

[image: ]

 

EXEMPLO 7. Calcule     xy dx dy, onde B é o triângulo de vértices (− 1, 0), (0, 1) e

[image: ]

(1, 0).

Solução

[image: ]

 

Como a (y) = y − 1 e b (y) = 1 − y, resulta

[image: ]

 

Assim,

[image: ]

 

(Interprete, geometricamente, este resultado.)

Vamos,  agora,  calcular  a  integral  invertendo  a  ordem  de  integração.  Seja B  o 1 triângulo  de  vértices  (−  1,  0),  (0,  0)  e  (0,  1); B2  o  de  vértices  (0,  0),  (1,  0)  e  (0,  1). Temos:

[image: ]

 

e

[image: ]

 

Assim,

[image: ]

 

EXEMPLO 8.          − 2 Calcule e dx dy, onde B é o triângulo de vértices (0, 0), (1, 1) e y

[image: ]

(0, 1).

[image: ]

Solução

[image: ]

Como

 

[image: ]

 

resulta

[image: ]

 

ou seja,

[image: ]

 

Verifique como as coisas se complicariam, invertendo a ordem de integração.

■

[image: ]

EXEMPLO 9. Inverta a ordem de integração e calcule 

 

Solução

Precisamos primeiro descobrir a região de integração. Na integral

[image: ]

 

o y está variando no intervalo [0, 1] e, para cada y fixo em [0, 1], x varia de   até 1.  A região de integração é, então, o conjunto

[image: ]

B          2 = {( x , y ) ∈ ℝ | 0 ≤ y ≤ 1,     ≤ x ≤ 1}.

[image: ]

 

Temos:

[image: ]

 

Como

[image: ]

 

resulta

[image: ]

[image: ]

ou seja,

[image: ]

 

EXEMPLO 10. Inverta a ordem de integração na integral  dx,

[image: ]

onde                               2 f ( x , y ) é suposta contínua em ℝ.

Solução

Primeiro vamos determinar a região de integração. Na integral

[image: ]

 

o x está variando em [0, 1] e, para cada x fixo em [0, 1], y varia de x até  .  A

[image: ]

região de integração é, então, o conjunto B de todos (x, y) tais que 0 ≤ x ≤ 1, x ≤ y  ≤ 

[image: ]

, ou seja, B é a região do plano compreendida entre os gráficos das funções y

[image: ]

= x e y =           , com 0 ≤ x ≤ 1.

[image: ]

 

Temos

[image: ]

onde B1 é o triângulo de vértices (0, 0), (1, 1) e (0, 1) e B2 o conjunto de todos (x, y) tais que 0 ≤ x ≤ 1, 1 ≤ y ≤           .

 

[image: ]

 

e

[image: ]

 

Assim,

[image: ]

 

EXEMPLO 11. Utilizando integral dupla, calcule a área da região compreendida entre os gráficos das funções                2 y = x e y = − x + x + 1, com − 1 ≤ x ≤ 1.

[image: ]

Solução

[image: ]

Seja B a região dada. Temos: área de B =     dx dy. (Veja Seção 2.2.)

[image: ]

 

Como

[image: ]

 

resulta

[image: ]

 

Portanto, a área da região dada é  .

[image: ]

■

EXEMPLO 12. Inverta a ordem de integração na integral

[image: ]

 

Solução

Primeiro  precisamos  descobrir  a  região  de  integração.  Para  cada x  fixo  no intervalo [0, 3],                                 2 y deve variar de x até 4 x − x: a região de integração é o conjunto

B          2                                       2 = {( x , y ) ∈ ℝ | 0 ≤ x ≤ 3 e x ≤ y ≤ 4 x − x}

[image: ]

 

Precisamos expressar x em função de y. Temos

y        2       2 = 4 x − x ⇔ x − 4x + y = 0.

Segue que

[image: ]

 

ou seja




[image: ]

Para inverter a ordem de integração vamos precisar dividir a região de integração em duas regiões.

[image: ]

 

Temos, então:

[image: ]

 

EXEMPLO 13. Inverta a ordem de integração na integral

[image: ]

Solução

 

[image: ]

 

A região de integração é o conjunto

B = {(x, y) ∈ ℝ | 0 ≤ x ≤ π, 0 ≤ y ≤ sen x}.

Precisamos expressar x em função de y.

[image: ]

 

é equivalente a

x = arcsen y, 0 ≤ y ≤ 1.

Por outro lado,

y = sen x ⇔ y = sen (π − x).

Como

[image: ]

 

resulta

π − x = arcsen y ou seja

x = π − arcsen y.

[image: ]

 

Logo,

[image: ]

 

EXEMPLO 14. Inverta a ordem de integração na integral

[image: ]

 

onde 0 < a ≤ ln    .

[image: ]

Solução

A região de integração é o conjunto

[image: ]

[image: ]

e, portanto,

[image: ]

 

Logo,

[image: ]

 

Vamos, agora, expressar x em função de y.

[image: ]

 

Por outro lado,

[image: ]

 

e, portanto,

[image: ]

Como

[image: ]

 

o sinal − na expressão acima deve ser descartado. Logo,

[image: ]

 

Temos:

[image: ]




[image: ]

Observe que

[image: ]

 

A integral dada será, então, igual a

[image: ]




[image: ]

Neste caso a integral dada será igual a

[image: ]

 

Observação. Para a = ln    , a última integral se anula.

[image: ]

■

Exercícios 3.1

[image: ]

1. Seja A o retângulo 1 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ 1. Calcule      f (x, y) dx dy, sendo (x, y)

[image: ]

igual a

a) x + 2y

b) x − y

[image: ]

c)

[image: ]

d)

e) 1

f)   x cos xy

g) y cos xy

[image: ]

h)

i         xy ) y e

j        2 ) xy

l)   x sen πy

[image: ]

m)

 

2. Sejam f (x) e g (y) duas funções contínuas, respectivamente, nos intervalos [a,

b] e [c, d]. Prove que

[image: ]

 

onde A é o retângulo a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d.

3. Utilizando o Exercício 2, calcule

[image: ]

 

4. Calcule o volume do conjunto dado.

[image: ]

a             3 ) {( x , y , z ) ∈ ℝ | 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ x + 2y}. b             3 ) {( x , y , z ) ∈ ℝ | 0 ≤ x ≤ 2, 1 ≤ y ≤ 2, 0 ≤ z ≤     }.

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

c              3                                                  2      2 − ) {( x , y , z ) ∈ ℝ | 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ xy e }. x    y

d             3                                  2      2 ) {( x , y , z ) ∈ ℝ | 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, x + y ≤ z ≤ 2}. e              3 ) {( x , y , z ) ∈ ℝ | 1 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ 1, x + y ≤ z ≤ x + y + 2}. f                        3                                              + ) {( x , y , z ) ∈ ℝ | 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, 1 ≤ z ≤ e }. x   y

[image: ]

5. Calcule      y dx dy onde B é o conjunto dado.

a) B é o triângulo de vértices (0, 0), (1, 0) e (1, 1). b              2 ) = B {( x , y ) ∈ ℝ | − 1 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ x + 2}. c                                    2        2 ) B é o conjunto de todos ( x , y ) tais que x + 4 y ≤ 1. d) B é o triângulo de vértices (0, 0), (1, 0) e (2, 1). e                                                      2 ) B é a região compreendida entre os gráficos de y = x e y = x, com 0 ≤ x ≤ 2. f)   B é o paralelogramo de vértices (−1, 0), (0, 0), (1, 1) e (0, 1). g                 2      2 ) B é o semicírculo x + y ≤ 4, y ≥ 0. h              2              5 ) B = {( x , y ) ∈ ℝ | x ≥ 0, x − x ≤ y ≤ 0}.

[image: ]

6. Calcule      f (x, y) dx dy sendo dados:

a                             2              2 ) f ( x , y ) = x cos y e B = {( x , y ) ∈ ℝ | x ≥ 0, x ≤ y ≤ π}. b                         2    2      2 ) f ( x , y ) = xy e B = {( x , y ) ∈ ℝ | x + y ≤ 2, y ≤ x e x ≥ 0}. c) f (x, y) = x e B o triângulo de vértices (0, 0), (1, 1) e (2, 0). d) f (x, y) = xy             e B o retângulo 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1. e) f (x, y) = x + y e B o paralelogramo de vértices (0, 0), (1, 1), (3, 1) e (2, 0). f)

[image: ]

g                2                          2                   2 ) f ( x , y ) = xy cos x e B = {( x , y ) ∈ ℝ | 0 ≤ x ≤ 1, x ≤ y ≤ 1}. h) f  (x, y)  =  (cos  2y)                e B  o  retângulo  de  vértices  (0,  0), 

[image: ]

 

i)   f (x, y) = x + y e B a região compreendida entre os gráficos das funções y =

[image: ]

x       x e y = e, com 0 ≤ x ≤ 1.

[image: ]

j                    3     2 ) f ( x , y ) = y e e B o retângulo 0 ≤ x ≤ 1, 1 ≤ y ≤ 2. xy

l                    5         3                          2          2    2      2 ) f ( x , y ) = x cos y e B = {( x , y ) ∈ ℝ | y ≥ x , x + y ≤ 2}. m       2                                                                       2 ) f ( x , y ) = x e B o conjunto de todos ( x , y ) tais que x ≤ y ≤ − x + 2x + 2. n) f (x, y) = x e B a região compreendida entre os gráficos de y = cos x e y = 1

[image: ]

− cos x, com 0 ≤ x ≤  .

o) f (x, y) = 1 e B a região compreendida entre os gráficos de y = sen x ey = 1 −

[image: ]

cos x, com 0 ≤ x ≤  .

[image: ]

p)

q                                            2 ) f ( x , y ) = x e B o conjunto de todos ( x , y ) tais que y ≥ x e x ≤ y ≤ x + 2. r)                     e B o conjunto de todos (x, y) tais que 1 ≤ x ≤ 4 e 0 ≤ y ≤ 

[image: ]

.

[image: ]

7. Inverta a ordem de integração.

[image: ]




[image: ]

8. Calcule o volume do conjunto dado. (Sugerimos ao leitor desenhar o conjunto.)

a   2      2 ) x + y ≤ 1 e x + y + 2 ≤ z ≤ 4. b                            2      2 ) x ≥ 0, y ≥ 0, x + y ≤ 1 e 0 ≤ z ≤ x + y. c             2                      2 ) ≤ 0 y ≤ 1 − x e 0 ≤ z ≤ 1 − x. d   2      2 ) x + y + 3 ≤ z ≤ 4.

e    2        2 ) x + 4 y ≤ 4 e x + y ≤ z ≤ x + y + 1. f                                           2 ) x ≥ 0, x ≤ y ≤ 1 e 0 ≤ z ≤ e. y

g   2      2      2      2      2      2 ) x + y ≤ a e y + z ≤ a (a > 0). h   2      2                 2 ) x + y ≤ z ≤ 1 − x.

i)   x + y + z ≤ 1, x ≥ 0, y ≥ 0 e z ≥ 0. j                                        2      4      2 2        2 ) x ≤ y ≤ 1, x ≥ 0, z ≥ 0 e z + x + x y ≤ 2 x. l      2      2 ) x + y ≤ z ≤ 2x.

m        2 ) x ≤ z ≤ 1 − y e x ≥ 0.

n) 4x + 2y ≤ z 3x + y + 1, x 0 ≥ e y ≥ 0. o            3 ) 0 ≤ z ≤ sen y e 

[image: ]

9. Utilizando integral dupla, calcule a área do conjunto B dado.

a) B é o conjunto de todos (x, y) tais que ln x ≤ y ≤ 1 + ln x, y ≥ 0 e x ≤ e. b)

[image: ]

c) B é determinado pelas desigualdades xy ≤ 2, x ≤ y ≤ x + 1 e x ≥ 0. d)

[image: ]

e                             2                2 ) B é limitado pelas curvas y = x − x e x = y − y.


4

 

MUDANÇA DE V ARIÁVEIS NA

INTEGRAL DUPLA

 

4.1.     P RELIMINARES

Seja (                                                              1 x , y ) = φ ( u, v ), ( u, v ) ∈ Ω, uma transformação de classe C no aberto Ω ⊂ ℝ2. Seja A um retângulo, de lados paralelos aos eixos, contido em Ω.

[image: ]

 

Seja                             2 B = φ ( A ) = { φ ( u, v ) ∈ ℝ | (u, v) ∈ A}. Assim, φ transforma o retângulo A no conjunto B. Estamos interessados, a seguir, em avaliar a área de B, supondo Δu  e  Δv suficientemente pequenos.

Observamos, inicialmente, que se γ ( 1  t  ) = (  x  (  t  ),  y  (  t  )) for uma curva de classe  C,  o

comprimento s = s (t) do arco de extremidades γ (a) e γ (t) (a fixo) é (veja Vol. 2)

[image: ]

Pelo  teorema  fundamental  do  cálculo  (observe  que  ||  γ'  (u)  ||  é  contínua,  pois estamos supondo γ de classe 1 C)

[image: ]

 

e, assim, a diferencial de s = s (t) será

ds = || γ' (t) || dt.

Deste modo, teremos

[image: ]

 

onde  Δs  é  o  comprimento  do  arco  de  extremidades  γ  (t)  e  γ  (t  +  Δt),  com  Δt  >  0. Evidentemente, a aproximação será tanto melhor quanto menor for Δt.

Como  γ'  (t)  é  um  vetor  tangente  à  curva  γ,  em  γ  (t),  segue  que  γ'  (t)  Δt  será, também, tangente a esta curva em γ (t); além disso, o seu comprimento || γ' (t) Δt|| = || γ' (t) || Δt é aproximadamente o comprimento do arco de extremidades γ (t) e γ (t + Δt).

[image: ]

Voltemos,  agora,  ao  nosso  conjunto B.  A  derivada        (u , v )  desempenha  (em

[image: ]

0     0

relação à curva v ∞ φ (u0, v)) o mesmo papel que γ' (t). Pelo que vimos acima.

[image: ]

 

é aproximadamente o comprimento do arco MQ. Do mesmo modo,

[image: ]

 

é aproximadamente o comprimento do arco MN.

[image: ]

Conforme  você  aprendeu  em  vetores,  a  área  do  paralelogramo  determinado  pelos

[image: ]

vetores 

[image: ]

 

Assim,

[image: ]

 

Seja, agora, (ū,  ) um ponto qualquer no retângulo A (u0 ≤ ū ≤ u0 + Δu e v0 ≤   ≤ v0 + Δv); tendo em vista a continuidade de             e supondo Δu e Δv suficientemente

[image: ]

pequenos, teremos:

[image: ]

 

Segue que, para todo (ū,  ) ∈ A,

[image: ]

 

Deste modo, o número   pode ser interpretado como um fator

[image: ]

de ampliação (ou contração) local de área.

[image: ]

De (x, y) = φ (u, v), x = x (u, v) e y = y (u, v), segue

[image: ]

[image: ]

[image: ]

Como

[image: ]

 

resulta

[image: ]

 

onde

[image: ]

 

é o determinante jacobiano da transformação (x, y) = φ (u, v). Assim,

[image: ]

 

isto  é,  a  norma  do  vetor                      (u,  v)  é  igual  ao  módulo  do  determinante

[image: ]

jacobiano da transformação (x, y) = φ (u, v).

EXEMPLO.  Considere  a  transformação φ  dada  por x  = ρ  cos θ  e y  = ρ  sen θ (coordenadas polares).

a) Calcule o determinante jacobiano.

b) Seja A um retângulo (no plano ρθ) situado no 1.˚ quadrante, de lados paralelos aos eixos, e com comprimentos Δρ e Δθ. Avalie a área de B = φ (A).

Solução

a)

[image: ]

 

b)

[image: ]

 

pois,    Observe  que  o  comprimento  do

[image: ]

segmento MN  é  Δρ  e  o  do  arco MQ  é ρ  Δθ.  Deste  modo,  a  área  de B  é aproximadamente a área de um retângulo de lados Δρ e Δθ.

[image: ]

■

4.2.     MUDANÇA DE VARIÁVEIS NA INTEGRAL DUPLA

Seja            2          2                                                                1 φ :  Ω ⊂ ℝ  → ℝ ,  Ω  aberto,  uma  transformação  de  classe C  e  seja B  um

uv

subconjunto de Ω. Seja B a imagem de Buv pela transformação φ. Suponhamos, por um momento, que Buv seja um retângulo de lados paralelos aos eixos e que φ seja injetora no interior de Buv. (O interior de Buv é, por definição, o conjunto formado pelos pontos interiores de Buv.) Seja

P = {(ui, vj) | i = 0, 1, 2, …, n e j = 0, 1, 2, …, m}

uma partição de Buv.

[image: ]

 

Seja R o retângulo ui    ≤ u ≤ u , vj    ≤ v ≤ v e seja B a imagem de R pela φ. Temos: ij − 1 i − 1 j ij ij

[image: ]

 

Consideremos, agora, uma função f (x, y), a valores reais, contínua em B.

Indicando por α (B ) a área de B , devemos ter ij ij

[image: ]

 

sendo razoável esperar que a soma do 2.˚ membro tenda para a integral do 1.˚ membro quando Δ tende a zero, onde Δ é o maior dos números Δui e Δvj, i = 1, 2, …, n e j = 1, 2, …, m. Como

[image: ]

e

[image: ]

 

resulta que a soma que aparece em ① é aproximadamente

[image: ]

 

Da continuidade de f (φ (u, v))                           no retângulo B , segue que ②

[image: ]

uv

tende a

[image: ]

 

quando Δ tende a zero. É razoável, então, esperar que

[image: ]

 

ou

[image: ]

 

pois, como vimos na seção anterior,

[image: ]

 

O próximo teorema que enunciaremos sem demonstração (para demonstração veja referência  bibliográfica  [33])  conta-nos  que  condições  são  suficientes  impor  a f, φ  e B uv para que ③ se verifique.

Notação. Seja A um conjunto. O conjunto dos pontos interiores de A será indicado por Å .

 

Teorema 2   (  de  mudança  de  variáveis  na  integral  dupla  ).  Seja  φ  :  Ω  ⊂  ℝ  →

ℝ2                                  1 , Ω aberto, de classe C, sendo φ dada por (x, y) = φ (u, v), com x = x (u, v) e y

= y (u, v). Seja Buv ⊂ Ω, Buv compacto e com fronteira de conteúdo nulo. Seja B a

[image: ]

imagem  de Buv,  isto  é, B  = φ  (Buv).  Suponhamos  que φ  ( uv)  =  .  Suponhamos,

[image: ]

ainda,  que φ  seja  inversível  no  interior  de Buv  e  que,  para  todo  (u,  v) ∈ uv, 

[image: ]

 Nestas condições, se f (x, y) for integrável em B, então

[image: ]

 

EXEMPLO 1. Calcule               dx dy, onde B é o trapézio

[image: ]

1 ≤ x + y ≤ 2, x ≥ 0 e y ≥ 0.

[image: ]

Solução

[image: ]

[image: ]

Façamos a mudança de variável u = x − y, v = x + y. Temos:

[image: ]

 

De

[image: ]

 

segue que

[image: ]

 

Observe que a transformação (u, v) = ψ (x, y) dada por

[image: ]

 

é a inversa de (x, y) = φ (u, v) dada por

[image: ]

 

e que                 1         2 φ é de classe C em ℝ.

A seguir, vamos determinar Buv de modo que B = φ (Buv). Como ψ é a inversa de φ, segue, então, que Buv é a imagem de B pela ψ.

[image: ]

Observe que ψ transforma as retas x + y = 1, x + y = 2, y = 0 e x = 0, respectivamente, nas retas v = 1, v = 2, v = u e v = − u. Observe, ainda, que φ ( uv) =  .

 

[image: ]

Segue que

[image: ]

 

Como

[image: ]

 

segue que

[image: ]

 

EXEMPLO 2. (Envolvendo coordenadas polares.) Calcule

[image: ]

[image: ]

[image: ]

onde                   2      2 B é o semicírculo x + y ≤ 1, y ≥ 0.

 

Solução

Façamos a mudança de variável

[image: ]

 

Temos:

[image: ]

 

Assim,

[image: ]

 

Como este resultado irá ocorrer várias vezes, sugerimos ao leitor decorá-lo.

Vamos, agora, determinar Bρθ tal que B = φ (Bρθ), onde φ é a transformação ①.

[image: ]

Para que o ponto S permaneça no semicírculo B é suficiente que θ pertença ao intervalo [0, π] e ρ ao intervalo [0, 1]. Quando o ponto (ρ, θ) descreve o retângulo Bρθ = {(ρ, θ) ∈ 2 ℝ | 0 ≤ ρ ≤ 1, 0 ≤ θ ≤ π}, o ponto S descreverá o semicírculo B. A φ transforma αo retângulo Bρθ no semicírculo B.

Temos, então:

[image: ]

 

Como

[image: ]

 

resulta

[image: ]

 

Observação.                      1         2 Note que φ é de classe C em ℝ; φ é inversível no interior de B e φ ( ρθ

[image: ]

ρθ                                                    ρθ =  . Além disso, para todo ( ρ , θ ) ∈,

[image: ]

 

Observe que                  2 = {( ρ , θ ) ∈ ℝ | 0 < ρ < 1, 0 < θ < π}. ρθ

[image: ]

EXEMPLO 3. Calcule              dx dy, onde B  é  o  triângulo  de  vértices  (0,  0),

[image: ]

(1, 0) e (1, 1).

[image: ]

Solução

[image: ]

A mudança de variáveis para coordenadas polares elimina a raiz do integrando, o que  poderá  facilitar  as  coisas.  Vamos,  então,  tentar  o  cálculo  da  integral  em coordenadas polares.

[image: ]

Vamos, agora, determinar Bθρ.

[image: ]

 

A equação da reta x = 1 é, em coordenadas polares, ρ cos θ = 1, ou seja, ρ =   =

[image: ]

sec θ.  Deste  modo,  para  cada θ  fixo  em           ρ  deverá  variar  de  0  a  sec θ. Bθρ  é,

[image: ]

então, o conjunto de todos (θ, ρ) tais que 0 ≤ θ  , 0 ≤ ρ ≤ sec θ.

[image: ]

 

Temos:

[image: ]

[image: ]

Como

[image: ]

 

resulta

[image: ]

 

portanto,

[image: ]

 

ou seja,

[image: ]

 

EXEMPLO 4. Calcule 

[image: ]

Solução

Primeiro  vamos  determinar  a  região  de  integração.  Para  cada x  fixo  em  [0,  1], y deve variar de 0 a x; a região B de integração é, então, o conjunto de todos (x, y)  tais que  0  ≤ x  ≤  1,  0  ≤ y  ≤ x,  ou  seja, B  é  o  triângulo  de  vértices  (0,  0),  (1,  0)  e  (1,  1). Assim,

[image: ]

A mudança de variável

 

[image: ]

 

elimina a raiz do integrando. (Observe que 2        2      2 x + 3 y = ρ.) Temos:

[image: ]

 

Assim

[image: ]

 

Vamos, agora, determinar Bθρ.

[image: ]

 

Observe que ① transforma a reta x = 1 na curva ρ = sec θ; por outro lado, ① transforma a reta y = x na reta θ =  .

[image: ]

Temos, então:

[image: ]

 

Como

[image: ]

 

resulta

[image: ]

 

e, portanto,

[image: ]

 

EXEMPLO 5. Calcule 

[image: ]

Solução

Façamos

[image: ]




[image: ]

I (r) = área da região hachurada

Temos:

[image: ]

 

Sejam B e B os círculos inscrito e circunscrito, respectivamente, ao quadrado − r 1

[image: ]

≤ x ≤ r, − r ≤ y ≤ r; o raio de B é r e o de B1 é     r. Temos:

[image: ]

 

Pela mudança de variável x = ρ cos θ, y = ρ sen θ obtemos

[image: ]

[image: ]

De modo análogo,

 

[image: ]

 

Assim,

[image: ]

 

ou

[image: ]

 

Como

[image: ]

 

segue, pelo teorema do confronto,

[image: ]

 

ou seja,

[image: ]

 

EXEMPLO 6. Calcule

[image: ]

 

onde B é o conjunto de todos (x, y) tais que

x2 ≤ y ≤ x. Solução

[image: ]

 

B é o conjunto hachurado. Vamos tentar uma mudança para coordenadas polares

[image: ]

 

Vejamos,  inicialmente,  como  fica  a  equação  da  parábola         2 y  = x  em  coordenadas polares. Temos

ρ                2 sen θ = ( ρ cos θ )

daí

[image: ]

 

é a equação, em coordenadas polares, de      2 y = x, x ≥ 0.




[image: ]

Bθρ é, então, o conjunto

[image: ]

 

Vamos, agora, calcular a integral do 2.˚ membro

[image: ]

 

Assim

[image: ]

 

Temos

[image: ]

Daí

[image: ]

 

O cálculo da integral do 2.˚ membro fica para o leitor. (Sugestão. Utilize a fórmula de recorrência

[image: ]

 

Veja Vol. 1.)

■

EXEMPLO 7. Calcule

[image: ]

 

onde B é o conjunto de todos (x, y) tais que

y       2      2      2 ≥ x − x e x + y − x ≤ 0.

Solução

[image: ]

 

A parábola          2                              2      2 y = x − x e a circunferência x + y − x = 0 interceptam-se nos pontos (0, 0) e (1, 0). (Verifique.) Observamos que y = x é a reta tangente à parábola no ponto (0, 0).




[image: ]

B  é  o  conjunto  hachurado.  Vamos  fazer  uma  mudança  de  variáveis  para  coordenadas polares. Vejamos como fica, em coordenadas polares, a equação          2 y = x − x, 0 ≤ x ≤ 1.

ρ                 2      2 sen θ = ρ cos θ − ρ cos θ

e, portanto,

[image: ]

 

Observe que para cobrir o gráfico de          2 y = x − x, 0 ≤ x ≤ 1, θ deve variar de 0 a  . Fica

[image: ]

a seu cargo verificar que

[image: ]

ρ = cos θ

é a equação, em coordenadas polares, da circunferência 2      2 x + y − x = 0.

[image: ]

Para cobrir o conjunto B, θ deverá variar de 0 a  . Para cada θ fixo em  ρ

[image: ]

deverá variar de

[image: ]

 

Para cada θ fixo em          ρ deverá variar de 0 a cos θ.

[image: ]

 

Temos

[image: ]

 

Segue que

[image: ]

 

Daí

[image: ]

[image: ]

Fica a cargo do leitor o cálculo das integrais do 2.˚ membro. (Sugestão:

[image: ]

 

(utilize a fórmula de recorrência mencionada no exemplo anterior);

[image: ]

 

EXEMPLO 8. Calcule

[image: ]

 

onde                2        2 B é o conjunto x + 4 y ≤ 1.

Solução

Façamos a mudança de variáveis

[image: ]

 

ou seja

[image: ]

Temos

[image: ]

 

Assim,

[image: ]

 

isto é, o módulo do determinante jacobiano é igual a  .

[image: ]

A mudança de variáveis ① transforma o retângulo

Bθρ = {(θ, ρ) | 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ ρ ≤ 1}

no conjunto B dado.

[image: ]

 

Observe  que,  para  cada ρ  fixo  no  intervalo  [0,  1],  a  mudança  de  variáveis ① transforma o segmento

{(θ, ρ) | 0 ≤ θ ≤ 2π}

na elipse

x2        2      2 + 4 y = ρ.

Temos, então,

[image: ]

 

e, portanto,

[image: ]

 

EXEMPLO 9. Calcule

[image: ]

 

onde               2      2 B é o círculo x + y − x ≤ 0.

Solução

2    2      2                    2      2 x − x − y = 1 − ( x − 1) − y

Façamos

[image: ]

 

o que significa que estamos tomando coordenadas polares com pólo no ponto (1, 0).

Substituindo                 2      2 ① na equação x + y − x = 0 obtemos

[image: ]




[image: ]

Para  cada θ  fixo  em             ρ  deverá  variar  de  0  a  −  cos θ. 

[image: ]

 

Temos

[image: ]

dx dy = ρ dρ dθ.

Então

[image: ]

 

e, portanto,

[image: ]

 

Para  calcular  2  dρ   façamos  a  mudança  de  variável  u   =  1  −  ρ  e,

[image: ]

portanto, du = −2ρ dρ. Então

[image: ]

 

Segue que

[image: ]

(Cuidado.                     Temos, então,

 

[image: ]

 

Para calcular a integral que ocorre no 2.˚ membro procedemos da seguinte forma:

[image: ]

 

pois,

[image: ]

 

Observando que sen 3                           2 θ = sen θ (1 − cos θ), temos

[image: ]

 

e

[image: ]

 

Conclusão.

[image: ]

[image: ]

Exercícios 4.2

[image: ]

1. Calcule

[image: ]

a       2                                               2      2 ) ( x + 2 y ) dx dy onde B é o círculo x + y ≤ 4.

[image: ]

b       2      2                                          2          2      2 ) ( x + y ) dx dy onde B = {( x , y ) ∈ ℝ | 1 ≤ x + y≤ 4}.

[image: ]

c       2                                          2      2 ) x dx dy onde B é o conjunto 4 x + y ≤ 1.

[image: ]

d 2      2                                                                              2      2  )  sen (4  x  +  y  )  dx dy  onde  B  é o conjunto de todos (  x  ,  y  ) tais que 4  x  +  y

≤ 1 e y ≥ 0.

[image: ]

e        2      2 +                                                                                                                   2        2 ) e dx dy onde B é o conjunto de todos ( x , y ) tais que 1 ≤ x + y ≤ 4, − x   y

x ≤ y ≤ x, x ≥ 0.

[image: ]

f)                     dx dy onde B é o triângulo de vértices (0, 0), (1, 0) e (0, 1).

[image: ]

g)      x dx dy onde B é o conjunto, no plano xy, limitado pela cardioide ρ = 1

− cos θ.

[image: ]

h                                                       2 )

dx dy onde B é o conjunto de todos (x, y) tais que 1 + x ≤ y ≤ 2

+ 2               2 x , y ≥ x + x e x ≥ 0.

[image: ]

i                                                  2      2 ) x dx dy onde B é o círculo x + y − x ≤ 0.

[image: ]

j)                     dx dy onde B é o quadrado 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1.

[image: ]

k       2                                        2    2      2 ) y dx dy onde B = {( x , y ) ∈ ℝ | x + y ≤ 1, y ≥ x e x ≥ 0}.

[image: ]

l)

 

2. Passe para coordenadas polares e calcule

[image: ]

[image: ]

[image: ]

h                            2      2 ) xy dx dy onde B é o círculo x + y − 2y ≤ 0, x ≥ 0.

[image: ]

3. Calcule                dx  dy  onde B  é  o  paralelogramo  de  vértices  (0,  0), 

[image: ]

 

4. Calcule a área da região limitada pela elipse 

[image: ]

5.                          2          2                  2                          2 Sejam A = {( x , y ) ∈ ℝ | 1 + x ≤ y ≤ 2 + x , x ≥ 0 e y ≥ x + x} e B = {(u, v) ∈

[image: ]

ℝ 2 | 1 ≤ v ≤ 2, v ≥ u e u ≥ 0}.

[image: ]

a                                                      2 ) Verifique que B = φ ( A ) onde ( u, v ) = φ ( x , y ), com u = x e v = y − x. b) Verifique que a área de A é igual à área de B.

[image: ]

6. Seja B o conjunto                             Verifique que

[image: ]

 

7.                              2               2      2 Seja B o conjunto ( x − α ) + ( y − β ) ≤ r (r > 0, α e β reais dados). Verifique

[image: ]

que

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

onde g (θ, ρ) = f (x, y), x = α + ρ cos θ e y =β + ρ sen θ.

[image: ]

8. Considere  a  função g(x, y)  =                 onde f  (u)  é  uma  função  de  uma

variável real a valores reais, contínua em [a, b], 0 ≤ a < b, e tal que f (x)  ≥  0 para todo x em [a, b]. Seja B o conjunto

B          2      2      2      2 = {( x, y, z ) | a ≤ x + y ≤ b e 0 ≤ z ≤ g(x, y)}

a) Verifique que B é gerado pela rotação em torno do eixo z do conjunto

{(x, y, z) | a ≤ x ≤ b, y = 0 e 0 ≤ z ≤ f (x)}

b) Utilizando coordenadas polares mostre que o volume de B é

[image: ]

 

c) Compare com a fórmula estabelecida na Seção 13.2 do Vol. 1, 5.ª edição.

 

4.3.     MASSA E CENTRO DE MASSA

Seja         2 B ⊂ ℝ, B  compacto  e  com  fronteira  de  conteúdo  nulo.  Imaginemos B  como uma  chapa  delgada.  Por  uma função  densidade  superficial  de  massa  associada  a B entendemos uma função δ : B → ℝ, contínua e positiva, tal que, para todo B1 ⊂ B,

[image: ]

 

desde  que  a  integral  exista.  Assim,  se δ (x, y)  é  uma  função  densidade  superficial  de massa associada a B, então

[image: ]

 

Se δ (x, y) for constante e igual a k, então a massa de B será igual ao produto de k pela  área  de B.  Diremos,  neste  caso,  que  a  chapa  é homogênea;  caso  contrário, diremos que a chapa é não homogênea.

Seja B1 um retângulo contido em B; pelo teorema do valor médio, existe (s, t) ∈ B1 tal que

[image: ]

 

ou seja,

[image: ]

 

Assim, δ  (s,  t)  é  a densidade  superficial  média  (massa  por  unidade  de  área)  de B1. Seja, agora, (x , y ) um ponto qualquer de B e suponhamos que os lados de B  sejam 1 1 1 1 suficientemente pequenos. Tendo em vista a continuidade de δ

[image: ]

 

Pela definição de integral, temos:

[image: ]

 

É  comum  referir-se  a dm  = δ  (x, y) dx  dy  como elemento  de  massa.  Escreveremos, então,

[image: ]

Vamos, agora, definir centro de massa de B. Tomemos, inicialmente, uma partição de B. Em cada retângulo Rij (i = 1, 2, …, n; j = 1, 2, …, m) tomemos um ponto (si, tj). A massa de Rij

[image: ]

 

será aproximadamente δ (si, tj) Δxi Δyj (lembre-se de que devemos tomar δ (si, tj) = 0 se (s i, tj) não pertencer a B). Concentremos, agora, toda a massa de Rij no ponto (si, tj).  O centro  de  massa  do  sistema  obtido  é,  conforme  aprendemos  no  Vol.  1,  5.ª  edição,  o ponto          onde

[image: ]

 

e

[image: ]

 

O centro de massa de B é, por definição, o ponto (xc, yc) onde

[image: ]

 

EXEMPLO. Calcule a massa e o centro de massa de um semicírculo de raio r, sendo a densidade  superficial  no  ponto P  proporcional  à  distância  do  ponto  ao  centro  do círculo.

[image: ]

Solução

O elemento de massa é

[image: ]

 

onde k é o coeficiente de proporcionalidade. A massa do semicírculo B é

[image: ]

 

Passando para coordenadas polares temos:

[image: ]

 

O centro de massa de B é o ponto (xc, yc) onde

[image: ]

 

e

[image: ]

[image: ]

Temos

 

[image: ]

 

Por outro lado,

[image: ]

 

O centro de massa de B é o ponto (x , y ) onde                    .

[image: ]

c    c

■

Exercícios 4.3

[image: ]

1. Calcule o centro de massa.

a) δ (x, y) = y e B o quadrado 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1. b                2      2         2 ) B  =  {( x , y ) ∈ ℝ  | x  +  4 y  ≤  1, y  ≥  0}  e  a  densidade  é  proporcional  à

distância do ponto ao eixo x.

c) B  é  o  triângulo  de  vértices  (0,  0),  (1,  0)  e  (1,  1)  e  a  densidade  é

proporcional à distância do ponto à origem.

d                                 3 ) B é o conjunto de todos ( x , y ) tais que x ≤ y ≤ x e a densidade é constante e

igual a 1.

e) B é o conjunto de todos (x, y) tais que x ≤ y ≤ x + 1, 0 ≤ x ≤ 1, e a densidade

é o produto das coordenadas do ponto.

f                                                                   2      2 ) B é o conjunto de todos ( x , y ) tais que 1 ≤ x + y ≤ 4, y ≥ 0, e a densidade é

proporcional à distância do ponto à origem.

2. Seja B um compacto com fronteira de conteúdo nulo e com interior não vazio e

seja δ (x, y) contínua em B. Seja α ≠ 0 um real dado. Considere a mudança de coordenadas

[image: ]

B é o conjunto B olhado em relação ao sistema xy e B é o conjunto B olhado xy st em relação ao sistema st. Observe que B xy é a imagem de Bst pela mudança de coordenadas acima.

 

[image: ]

a) Verifique que

[image: ]

 

b) Seja  (x ,  y )  o  centro  de  massa  de B  no  sistema xy  e  (s ,  t )  no  sistema st. c c c c

[image: ]

Mostre que (x , y ) = s     + t    . Interprete. c c c c

[image: ]

3. Utilizando o teorema de Pappus (veja Vol. 1, 5.ª edição), calcule o volume do

[image: ]

sólido obtido pela rotação, em torno da reta dada, do conjunto B dado.

a              2      2 ) B é o círculo x + y ≤ 1 e y = x + 2 a reta. b                                 2 ) B é o conjunto de todos ( x , y ) tais que x ≤ y ≤ x e y = x − 1 a reta. c                2     2        2 ) B = {( x , y ) ∈ ℝ | x + 4 y ≤ 1} e x + y = 3 a reta.
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INTEGRAIS TRIPLAS

 

5.1.     INTEGRAL TRIPLA: DEFINIÇÃO

Seja A o paralelepípedo a ≤ x ≤ a 1, b ≤ y ≤ b1, c ≤ z ≤ c1, onde a < a1, b < b1 e c < c 1 são números reais dados. Sejam P1: a = x0 < x1 < x2 < … < xn = a1; P2: b = y0 < y1 < y 2 < … < ym = b1 e P3: c = z0 < z1 < z2 < … < zp = c1 partições de [a, a1], [b, b1] e [c, c ], respectivamente. O conjunto de todas as ternas (x , y , z ), com i = 0, 1, 2, …, n, j = 1 i j k 0,  1,  2,  …, m  e k  =  0,  1,  2,  …, p,  denomina-se partição  do  paralelepípedo A.  Uma partição de A determina mnp paralelepípedos A ijk, onde Aijk é o paralelepípedo xi − 1 ≤ x ≤ x i, yj − 1 ≤ y ≤ yj, zk − 1 ≤ z ≤ zk.

Seja         3 B ⊂ ℝ; dizemos que B é limitado se existir um paralelepípedo A, com B ⊂ A .

Seja           3 f : B ⊂ ℝ → ℝ, com B limitado. Assim, existe um paralelepípedo A de faces paralelas aos planos coordenados que contém B. Seja P uma partição de A. Para cada terna de índices ( i, j, k), seja Xijk um ponto escolhido arbitrariamente no paralelepípedo A ijk. Pois bem, o número

[image: ]

 

onde f(Xijk) deve ser substituído por zero se Xijk ∉ B denomina-se soma de Riemann de f, relativa à partição P e aos pontos Xijk.

[image: ]

A integral tripla de f sobre B que se indica por       f  (x, y, z) dx  dy  dz  ou  por 

[image: ]

f (x, y, z) dV, é, por definição, o limite de ① (caso exista) quando Δ tende a zero,

onde Δ é o maior dos números Δx     j i , Δ y, Δzk, com i = 1, 2, …, n, j = 1, 2, …, m e k = 1, 2, …, p.

[image: ]

 

Tal limite deve ser entendido como o que ocorre na definição de integral dupla.

5.2.     CONJUNTO DE CONTEÚDO NULO

Seja                         3 D um subconjunto do ℝ. Dizemos que D tem conteúdo nulo se, para todo   > 0 dado, existir um número finito de paralelepípedos A 1, A 2, …, An tais que

[image: ]

D ⊂ A 1 ∪ A 2 ∪ … ∪ An

e

[image: ]

 

onde m (A i) é o volume de Ai.

Grosso modo, dizer que D tem conteúdo nulo significa que D pode ser coberto por um número finito de paralelepípedos cuja soma dos volumes seja tão pequena quanto se queira.

Seja           2 K, K ⊂ ℝ, um conjunto compacto com fronteira de conteúdo nulo e seja f (x, y)  uma  função  a  valores  reais  contínua  em K.  Procedendo-se  como  no  Exemplo  da Seção 2.3, prova-se (a prova é deixada para o leitor) que o gráfico de f tem conteúdo nulo.

Pode ser provado, ainda, que se           2         3                                       1 φ : Ω ⊂ ℝ → ℝ , Ω aberto, for de classe C e se K for um subconjunto compacto de Ω, então φ (K) terá conteúdo nulo.

Seja D  = D     D 1 ∪      … 2 ∪ ∪ D ,  onde D  (i  =  1,  2,  …, n)  ou  é  o  gráfico  de  uma n i função contínua           2 f : K ⊂ ℝ → ℝ, K compacto, ou a imagem φ (K) de um compacto K ⊂ Ω, onde           2         3                                     1 φ : Ω ⊂ ℝ → ℝ , Ω aberto, é de classe C. Tendo em vista que a reunião de um número finito de conjuntos de conteúdo nulo tem conteúdo nulo (verifique) resulta, do que vimos acima, que D terá conteúdo nulo.

Os subconjuntos do 3 ℝ que vão interessar ao curso são aqueles cuja fronteira é um conjunto D da forma acima descrita.

5.3.     UMA CONDIÇÃO SUFICIENTE PARA

INTEGRABILIDADE DE UMA FUNÇÃO SOBRE UM

CONJUNTO LIMITADO

O  teorema  da  Seção  2.4  estende-se  sem  nenhuma  modificação  para  integrais triplas.

 

Teorema            3 .  Seja B ⊂ ℝ  um  conjunto  limitado  e  seja f  :  B  → ℝ  uma  função

contínua  e  limitada.  Nestas  condições  se  a  fronteira  de B  tiver  conteúdo  nulo,

então f será integrável em B.

 

Fica  a  cargo  do  leitor  estender  para  as  integrais  triplas  as  propriedades relacionadas na Seção 2.5.

5.4.     REDUÇÃO DO CÁLCULO DE UMA INTEGRAL

TRIPLA A UMA INTEGRAL DUPLA

Seja        2 K ⊂ ℝ um conjunto compacto com fronteira de conteúdo nulo e sejam g (x, y) e h (x, y) duas funções a valores reais contínuas em K e tais que, para todo (x, y) ∈ K, g (x, y) ≤ h (x, y). Seja B o conjunto de todos (x, y, z) tais que g (x, y) ≤ z ≤ h (x, y), (x, y) ∈ K. Observe que a fronteira de B tem conteúdo nulo (por quê?). Na figura seguinte, supusemos K um retângulo só para facilitar o desenho.




[image: ]

Seja f (x, y, z) contínua em B. Com procedimento análogo ao adotado nas integrais duplas, prova-se que

[image: ]

 

Com as adaptações devidas temos também:

[image: ]

[image: ]

[image: ]

EXEMPLO 1. Calcule      x dx dy dz, onde B é o conjunto de todos (x, y, z) tais que

0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ x e 0 ≤ z ≤ x + y.

Solução

B           3 = {( x, y, z ) ∈ ℝ | 0 ≤ z ≤ x + y, (x, y) K}

onde K é o triângulo 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ x.

[image: ]

 

Como

[image: ]

 

resulta

[image: ]

 

De

[image: ]

 

segue

[image: ]

 

ou seja,

[image: ]

Seja                             3 B  um  subconjunto  do ℝ,  limitado  e  com  fronteira  de  conteúdo  nulo. Definimos o volume de B por

[image: ]

 

Fica a cargo do leitor justificar tal definição.

EXEMPLO 2.                                        2      2 Calcule o volume do conjunto de todos ( x, y, z ) tais que x + y ≤ z ≤ 2 − 2      2 x − y.

Solução

Primeiro vamos determinar a interseção dos gráficos  2      2                  2      2  z  =  x  +  y  e  z  = 2 −  x  −  y.

Temos:

x2      2            2      2       2      2 + y = 2 − x − y ⇔ x + y = 1.

A interseção é, então, a circunferência de centro (0, 0, 1), raio 1 e contida no plano z = 1. Sendo B o conjunto dado, temos:

B           3    2      2                 2      2 = {( x, y, z ) ∈ ℝ | x + y ≤ z ≤ 2 − x − y, (x, y) ∈ K}

onde               2      2 K é o círculo x + y ≤ 1. (Sugerimos ao leitor desenhar o conjunto B.) Assim,

[image: ]

 

ou seja,

[image: ]

 

Passando para coordenadas polares Portanto, o volume de B é unidades de volume.

[image: ]

■

Seja         3 B ⊂ ℝ, B  compacto  e  com  fronteira  de  conteúdo  nulo.  Imaginemos B  como um sólido. Por uma função densidade volumétrica de massa associada a B entendemos uma função δ: B → ℝ, contínua e positiva, tal que, para todo B1 ⊂ B,

[image: ]

 

desde  que  a  integral  exista.  Assim,  se δ  for  uma  função  densidade  volumétrica  de massa associada a B, então

[image: ]

 

Se δ (x, y, z) for constante e igual a k, então a massa de B será igual ao produto de k pelo  volume  de B.  Diremos,  neste  caso,  que  o  sólido  é homogêneo.  Caso  contrário, dizemos que o sólido é não homogêneo.

EXEMPLO  3.                        2       2  Calcule  a  massa  do  cilindro x  + y  ≤  1,  0  ≤ z  ≤  1,  admitindo  que  a densidade seja dada por              2 δ ( x, y, z ) = x.

Solução

A massa M do cilindro B dado é

[image: ]

 

Temos

[image: ]

 

onde               2      2 K é o círculo x + y ≤ 1. Como

[image: ]

resulta

[image: ]

 

Passando para coordenadas polares, vem:

[image: ]

 

Portanto, a massa do cilindro é          unidades de massa.

[image: ]

■

EXEMPLO 4. Calcule o volume do conjunto B de todos (x, y, z) tais que

x          2 ≤ z ≤ 1 − y, x 0 ≥ e y ≥ 0.

Solução

Inicialmente, vamos determinar a projeção no plano xy da interseção do plano z = x com a superfície          2 z = 1 − y. Os pontos (x, y) desta projeção são as soluções da equação

x       2 = 1 − y




[image: ]

onde K é o conjunto

[image: ]

 

Assim,

[image: ]

[image: ]

Como

 

[image: ]

 

resulta

[image: ]

 

EXEMPLO 5. Calcule o volume do conjunto B de todos (x, y, z) tais que

z     2      2      2      2      2 ≥ x + y e x + y + z ≤ 2.

Solução

Inicialmente,  vamos  determinar  a  projeção  no  plano xy  da  interseção  das superfícies

z     2      2      2      2      2 = x + y e x + y + z = 2.

Os pontos (x, y) desta projeção são as soluções da equação

x2      2       2      2 2 + y + ( x + y ) = 2

ou seja

[image: ]

 

e, portanto,

x2      2 + y = 1.

A figura que apresentamos é a parte do conjunto B contida no 1.º octante.

[image: ]

onde               2      2 K é o círculo x + y ≤ 1. Daí,

 

[image: ]

 

Passando para coordenadas polares vem

[image: ]

 

e, portanto,

[image: ]

 

EXEMPLO 6. Calcule o volume do conjunto B de todos os pontos (x, y, z) tais que

[image: ]

x2      2 + y ≤ z ≤ 2x + 2y − 1.

Solução

Inicialmente,  vamos  determinar  a  projeção  no  plano xy  da  interseção  do paraboloide      2      2 z = x + y com o plano z = 2x + 2y − 1. Os pontos (x, y)  desta  projeção são as soluções da equação

x 2      2 + y = 2x + 2y − 1

que é equivalente a

(        2              2 x − 1) + ( y − 1) = 1.

A  figura  que  apresentamos  a  seguir  mostra  um  corte  do  conjunto B  por  um  plano vertical contendo o eixo z.

[image: ]

 

Temos, então

[image: ]

onde                     2              2 K é o círculo ( x − 1) + ( y − 1) ≤ 1. Como

2           2      2                    2              2 x + 2 y − 1 − x − y = 1 − ( x − 1) − ( y − 1)

resulta

[image: ]

 

Façamos

[image: ]

 

o que significa que estamos passando para coordenadas polares, com polo no ponto (1, 1).

[image: ]

 

Temos, então,

[image: ]

 

■

Exercícios 5.4

[image: ]

1. Calcule

[image: ]

2. Calcule o volume do conjunto dado. (Sugerimos ao leitor desenhar o conjunto.)

 

[image: ]

a                             2        2 ) 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1 e 0 ≤ z ≤ 5 − x − 3 y. b                 2                      2 ) 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ x e 0 ≤ z ≤ x + y. c    2      2 ) x + y ≤ z ≤ 4.

d   2        2 ) x + 4 y ≤ z ≤ 1.

e    2      2           2      2      2 ) x + y ≤ 4 e x + y + z ≤ 9.

f      2        2        2 ) x + 4 y + 9 z ≤ 1.

[image: ]

 

h   2      2 ) x + y ≤ z ≤ 4x + 2y.

i      2      2           2      2 ) x + y ≤ 1 e x + z ≤ 1.

[image: ]

l              2      2      2    2      2      2        2 ) ( x − a ) + y ≤ a , x + y + z ≤ 4 a, z ≥ 0 (a > 0). m 2      2      2      2      2      2 ) x + y ≤ a e x + z ≤ a (a > 0).

[image: ]

o   2 ) x ≤ z ≤ 1 − y e y ≥ 0.

p   2        2             2      2 ) x + 2 y ≤ z ≤ 2 a − x (a > 0). q   2      2              2                2      2 ) x + y + ( z − 1) ≤ 1 e z ≤ x + y. r      2        2      2             2        2 ) 4 x + 9 y + z ≤ 4 e 4 x + 9 y ≤ 1.

3. Calcule a massa do cubo 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1 e 0 ≤ z ≤ 1, cuja densidade no

ponto (x, y, z) é a soma das coordenadas.

4. Calcule a massa do sólido x + y + z ≤ 1, x ≥ 0, y ≥ 0 e z ≥ 0, sendo a densidade

dada por (x, y, z) = x + y.

5.                                  2      2 Calcule a massa do cilindro x + y ≤ 4 e 0 ≤ z ≤ 2, sabendo que a densidade no

ponto (x, y, z) é o dobro da distância do ponto ao plano z = 0.

[image: ]

6. Calcule a massa do cone                   sendo a densidade no ponto (x, y, z)

proporcional ao quadrado da distância do ponto ao eixo z.

7.                 3 Sejam B ⊂ ℝ e f (x, y, z) uma função contínua em B. Seja (x , y , z ) um ponto

0    0    0

interior de B. Para cada natural n, seja B uma bola de centro (x , y , z ) e raio n 0 0 0 r n, com Bn ⊂ B. Suponha que rn tende a zero quando n tende a + ∞. Seja Vn  o volume de Bn. Prove que

[image: ]

 

(Sugestão: Utilize o teorema do valor médio para integrais.)

8.               3 Seja B ⊂ ℝ e sejam f e g duas funções contínuas em B. Suponha que, para toda

bola B1 ⊂ B,

[image: ]

 

Prove que f (x, y, z) = g (x, y, z) em todo ponto (x, y, z) interior a B.

9.               3 Seja B ⊂ ℝ uma bola fechada e seja f: B → ℝ uma função contínua, com f (x,

[image: ]

y, z) 0 em B. Prove que       f (x, y, z) dV > 0.

10.              3 Seja B ⊂ ℝ um conjunto limitado, com fronteira de conteúdo nulo, e seja f: B

[image: ]

→ ℝ uma função contínua tal que f (x, y, z) ≥ 0 em B. Suponha que       f (x, y,

z) dV = 0. Prove que f (x, y, z) = 0 em todpo pomto interior de B.

[image: ]

11.                 2 Calcule x dx dy dz, onde B é o conjunto de todos (x, y, z) tais que 0 ≤ x ≤

1, 0 ≤ y ≤ 1 e z = 2. Compare com o Exercício 10 e explique.

 

5.5.     MUDANÇA DE VARIÁVEIS NA INTEGRAL TRIPLA.

COORDENADAS ESFÉRICAS

O  teorema  de  mudança  de  variáveis  na  integral  dupla  estende-se  sem  nenhuma modificação para integrais triplas.

 

Teorema                                                   3  ( de  mudança  de  variáveis  na  integral  tripla ).  Seja φ :  Ω ⊂ ℝ  →

ℝ3                                 1 , Ω aberto, de classe C, sendo φ dada por (x, y, z) = φ (u, v, w), com x = x (u, v,

w), y = y (u, v, w) e z = z (u, v, w). Seja Buvw contido em Ω, Buvw compacto e com

[image: ]

fronteira de conteúdo nulo e seja B a imagem de B    pela φ. Suponhamos que φ ( uvw

[image: ]

uvw                                                           uvw )  =    e  que φ  seja  inversível  no  interior  de B.  Suponhamos,  ainda,  que 

[image: ]

  para  todo  (u,  v,  w) ∈    uvw.  Nestas  condições,  se f  (x,  y,  z)  for

[image: ]

integrável em B, então

[image: ]

EXEMPLO 1. Calcule                           onde B é o paralelepípedo

 

[image: ]

 

Solução

[image: ]

Façamos a mudança de variáveis: u = x + y − z, v = x + 2y + z e w = z. Temos:

[image: ]

 

Segue que

[image: ]

 

Assim,

[image: ]

 

B uvw é evidentemente o paralelepípedo

[image: ]

[image: ]

[image: ]

ou seja,

[image: ]

 

EXEMPLO 2. Calcule o volume do paralelepípedo B dado no Exemplo 1.

Solução

[image: ]

volume de B =      dx dy dz.

Utilizando a mudança de variáveis do Exemplo 1, vem:

[image: ]

 

Portanto, o volume de B é   (unidades de volume).

[image: ]

■

EXEMPLO  3.  (Coordenadas  esféricas.)  Cada  ponto P  =  (x,  y,  z)  fica  determinado pelas suas coordenadas esféricas (θ, ρ, φ), onde θ é o ângulo entre o vetor   = (x,

[image: ]

y,  0)  e  o  semieixo  positivo Ox,  ρ  o  comprimento  do  vetor         e φ  o  ângulo  entre  o vetor       e o semieixo positivo Oz.

[image: ]

[image: ]




[image: ]

As  coordenadas  cartesianas  (x,  y,  z)  do  ponto P  e  suas  coordenadas  esféricas relacionamse do seguinte modo:

[image: ]

 

A seguir, vamos calcular o determinante jacobiano da transformação ①.

[image: ]

 

Assim,

[image: ]

[image: ]

Como este resultado irá ocorrer várias vezes, sugerimos ao leitor decorá-lo.
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Seja    um  compacto,  com

fronteira de conteúdo nulo, contido em S. Observamos que a transformação dada por ①

[image: ]

é inversível no interior de S e que, para todo (θ, ρ, φ) em   Seja

B  a  imagem  de Bθρφ  pela  transformação ①.  Então,      é  a  imagem  de    θρφ  pela transformação ① (verifique). Então, se f for contínua em B

[image: ]

 

EXEMPLO 4. Seja Bθρφ um paralelepípedo de faces paralelas aos planos coordenados e de arestas Δθ, Δρ e Δφ, contido no conjunto S acima. Seja B a imagem de Bθρφ  pela trans-formação x = ρ sen φ cos θ, y = ρ sen φ sen θ e z = ρ cos φ. Mostre que existe (θ , 1 ρ1, φ1) em Bθρφ tal que

[image: ]

 

Solução

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

volume de B =      dx dy dz.

Passando para coordenadas esféricas, obtemos:

[image: ]

 

Pelo teorema do valor médio para integrais, existe (θ , ρ , φ ) em Bθρφ tal que 1 1 1

[image: ]

 

(Observe que Δθ Δρ  Δφ  é  o  volume  de Bθρφ.)  Portanto,  existe  (θ 1, ρ1, φ1)  em Bθρφ  tal que

[image: ]




[image: ]

Antes  de  passarmos  ao  próximo  exemplo,  observamos  que  a  fórmula ②  que precede o Exemplo 4 continua válida mesmo quando Bθρφ estiver contido no conjunto de todos (θ, ρ, φ) tais que 0 ≤ θ ≤ 2π, ρ ≥ 0 e 0 ≤ φ ≤ π. (Verifique.)

■

EXEMPLO 5.                    2      2      2 Calcule a massa da esfera x + y + z ≤ 1, supondo que a densidade no ponto (x, y, z) é igual à distância deste ponto à origem.

Solução

A massa M da esfera é

[image: ]

onde              2      2      2 B é a esfera x + y + z ≤ 1. Passando para coordenadas esféricas, obtemos

[image: ]

 

onde Bθρφ é o paralelepípedo 0 ≤ θ ≤ 2 π, 0 ≤ ρ ≤ 1, 0 ≤ φ ≤ π. Segue que

[image: ]

 

EXEMPLO 6. Calcule o volume do conjunto de todos (x, y, z) tais que

1 ≤ x + y + z ≤ 3, x + y ≤ z ≤ x + y + 2, x ≥ 0 e y ≥ 0.

Solução

Façamos a mudança de variáveis

[image: ]

 

que é equivalente a

[image: ]

 

A ① transforma os planos

x + y + z = 1 e x + y + z = 3

nos planos

v = 1 e v = 3;

transforma os planos

z = x + y e z = x + y + 2

nos planos

u = 0 e u = 2;

transforma o plano x = 0 no plano w = 0; finalmente, transforma o plano y = 0 no plano

[image: ]

 

ou seja

2w = v − u.

A condição x ≥ 0 acarreta w ≥ 0; a condição y ≥ 0 acarreta

− 2w − u + v ≥ 0.

[image: ]

 

a ① transforma o conjunto B no conjunto Buvw.

Temos

[image: ]

Assim

 

[image: ]

 

Portanto,

[image: ]

 

onde K é o compacto

[image: ]

 

Temos

[image: ]

 

Logo,

[image: ]

EXEMPLO 7. Calcule

 

[image: ]

 

onde B é o conjunto de todos (x, y, z) tais que

[image: ]

 

Solução

Vamos passar para coordenadas esféricas

[image: ]

 

Temos

dx dy dz    2 = ρ sen φ dφ dρ dθ.

Vejamos como fica a equação do paraboloide em coordenadas esféricas:

ρ         2      2         2         2      2         2 cos φ = ρ sen φ cos θ + ρ sen φ sen θ

ou seja

[image: ]




[image: ]

O conjunto B é obtido pela rotação da região hachurada, em torno do eixo z. (Observe que                 é uma superfície cônica obtida pela rotação da reta

[image: ]

 

em torno do eixo z.)
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Para             cada             (θ,             φ)             fixo,             com 

[image: ]

 

Temos

[image: ]

 

onde Bθρφ é o conjunto de todos (θ, φ, ρ) tais que

[image: ]

 

Então

[image: ]

onde K é o retângulo 

 

[image: ]

Segue que
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Fazendo              obtemos

[image: ]

 

Para calcular a última integral, utilize a fórmula de recorrência

[image: ]

 

(Veja Exercício 2a da pág. 360 do Vol. 1, 5.ª edição.)

[image: ]

■

EXEMPLO 8. Calcule a massa do sólido

[image: ]

 

sendo a densidade no ponto (x, y, z) igual à distância do ponto à origem.

Solução

[image: ]

 

onde B é o conjunto ①.

Solução

A equação do plano z = 1 em coordenadas esféricas é

ρ cos φ = 1

ou seja

[image: ]

 

A equação da superfície esférica 2      2      2 x + y + z = 2z em coordenadas esféricas é

ρ2 = 2ρ cos φ,

ou seja,

ρ = 2 cos φ.

(Observe que

x 2      2      2              2      2              2 + y + z = 2 z ⇔ x + y + ( z − 1) = 1

que é uma superfície esférica de centro (0, 0, 1) e raio 1.)




[image: ]

Para             cada             (θ,             φ)              fixo,              com 

[image: ]

 

Temos, então

[image: ]

 

onde K é o retângulo 

[image: ]

 

ou seja

[image: ]

 

Fazendo u = cos φ e, portanto, du = −sen φ dφ resulta

[image: ]
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O cálculo da integral fica para o leitor.

 

■

EXEMPLO 9. Calcule

[image: ]

 

onde B é o conjunto de todos (x, y, z) tais que

[image: ]

 

Solução

[image: ]

 

1.º Processo

Vamos, inicialmente, deslocar o centro do elipsoide para a origem. Para isto basta fazer a mudança de variáveis

[image: ]

 

ou seja

[image: ]

 

Como

[image: ]

resulta

 

[image: ]

 

onde B    é o conjunto uvw

[image: ]

 

Vamos,  agora,  transformar  o  conjunto ①  em  uma  esfera.  Para  isto  basta  fazer  a mudança de variáveis

[image: ]

 

ou seja

[image: ]

 

Como

[image: ]

 

resulta

[image: ]

onde B1 é a esfera

X2      2      2 + Y + Z ≤ 1.

Passando para coordenadas esféricas resulta

[image: ]

 

onde Bθρφ é o paralelepípedo

0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ φ ≤ π, 0 ≤ ρ ≤ 1.

Temos

[image: ]

 

e, portanto,

[image: ]

 

2.º Processo

Vamos fazer a mudança de variáveis

[image: ]

 

Temos

[image: ]

Bθρφ é o paralelepípedo

0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ ρ ≤ 1, 0 ≤ φ ≤ π.

Observe que para cada ρ fixo no intervalo [0, 1], ② transforma o retângulo

{(θ, ρ, φ) | 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ φ ≤ π }

no elipsoide

[image: ]

 

Segue que
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EXEMPLO 10. Considere a integral

[image: ]

f (x, y, z) dx dy dz

sendo B o conjunto

r 2      2      2      2      2    2 2      2      2 ≤ x + y + z ≤ R , a z − x − y ≥ 0, z ≥ 0

onde  0  < r  < R  e a  >  0  são  reais  dados; f  : B  → ℝ  é  suposta  contínua.  Passe  para coordenadas esféricas.

Solução

[image: ]

 é uma superfície cônica gerada pela rotação, em torno do eixo z,

da reta

[image: ]

[image: ]

Para cada (θ, φ) fixo, com 0 ≤ θ ≤ 2π e 0 ≤ φ ≤ φ0 (φ0 = arc tg a), ρ deverá variar de r até R. Temos, então

[image: ]

 

onde K é o retângulo 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ φ ≤ φ0 e

g (θ, φ, ρ) = f (x, y, z)

com x = ρ sen φ cos θ, y = ρ sen φ sen θ e z = ρ cos φ.

■

Exercícios 5.5

[image: ]

1. Calcule




[image: ]

2. Calcule o volume do elipsoide 

[image: ]

3. Calcule  a  massa  do  sólido    supondo  que  a

[image: ]

densidade no ponto (x, y, z) é proporcional à distância deste ponto ao plano xy.

[image: ]

4. Calcule o volume do conjunto 

[image: ]

5. Calcule o volume do conjunto 

 

5.6.     COORDENADAS CILÍNDRICAS

Cada ponto P = (x, y, z) fica determinado pelas suas coordenadas cilíndricas (ρ, θ, z), onde ρ é o comprimento do vetor       = (x, y, 0) e θ o ângulo entre este vetor e o semi-eixo  positivo Ox.  As  coordenadas  cartesianas  (x,  y,  z)  do  ponto P  e  suas coordenadas cilíndricas relacionam-se do seguinte modo

[image: ]

[image: ]

Observe  que ①  transforma  o  paralelepípedo  0  ≤ ρ  ≤ r,  0  ≤ θ  ≤  2π  e  0  ≤ z  ≤ h  no cilindro 2      2      2 x + y ≤ r e 0 ≤ z ≤ h.

O determinante jacobiano de ① é dado por

[image: ]

 

e, portanto,

[image: ]

 

Em coordenadas cilíndricas temos então

[image: ]

 

EXEMPLO 1. Calcule                   dx dy dz onde B é o cilindro

[image: ]

x2      2 + y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1.

Solução

Vamos calcular a integral utilizando coordenadas cilíndricas.
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onde Bρθz é o paralelepípedo

0 ≤ ρ ≤ 1, 0 ≤ θ ≤ 2π e 0 ≤ z ≤ 1.

Temos

[image: ]

Por outro lado,

 

[image: ]

 

e

[image: ]

 

e, portanto,

[image: ]

 

Vamos,  agora,  calcular                      Fazendo  a  mudança  de  variável z  =  tg θ,
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obtemos

[image: ]

 

ou seja,

[image: ]

 

Utilizando a fórmula de recorrência

[image: ]

resulta

[image: ]

 

ou seja,
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Segue que

[image: ]

 

EXEMPLO 2. Utilizando coordenadas cilíndricas, calcule o volume do sólido B dado por 2      2 x + y − 2x ≤ 0, 0 ≤ z ≤ x + y, x ≥ 0 e y ≥ 0.

Solução

x2      2                            2      2 + y − 2 x ≤ 0 ⇔ ( x − 1) + y ≤ 1.

Façamos então
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com (ρ, θ, z) ∈ Bρθz, onde Bρθz é dado por 0 ≤ ρ ≤ 1, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ z ≤ 1 + ρ cos θ + ρ sen θ. Temos
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Por outro lado,

 

[image: ]

 

Portanto,

[image: ]

 

que é o volume do sólido dado.

Observação. Se tivéssemos tomado o polo na origem teríamos
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Com     (ρ,     θ,      z)      ∈     Bρθz     onde      Bρθz     é      dado      por 

[image: ]

Desta forma, o volume será

 

[image: ]

 

EXEMPLO 3. Calcule                  dx dy dz onde B é dado por

[image: ]

0 ≤                            2      2 y ≤ x , 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ z ≤ x + y.

Solução

1.º Processo

[image: ]

 

onde K é o conjunto 0 ≤ y ≤ x, 0 ≤ x ≤ 1.

[image: ]

 

Assim,

[image: ]

Mudando para coordenadas polares

 

[image: ]

 

resulta

[image: ]

 

que já foi calculado no Exemplo 1. Portanto,

[image: ]

 

2.º Processo (Utilizando coordenadas cilíndricas)

[image: ]

 

onde Bρθz é dado por 

[image: ]
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onde Kρθ é o conjunto 

 

[image: ]

 

Assim

[image: ]

 

Portanto

[image: ]

 

5.7.     CENTRO DE MASSA E MOMENTO DE INÉRCIA

[image: ]

Imaginemos uma partícula P,  de  massa m,  girando  com  velocidade  angular w,  em torno de um eixo fixo. Suponhamos que a distância de P ao eixo seja r. A velocidade v da partícula será, então, v = wr e sua energia cinética será

[image: ]

 

onde       2 I = mr é, por definição, o momento de inércia de P em relação ao eixo.

Consideremos, agora, um eixo fixo e um sistema de n partículas de massas m (i  = i 1, 2, …, n); seja ri a distância da i-ésima partícula ao eixo. Definimos o momento  de inércia do sistema, em relação ao eixo, por:

[image: ]

Observe que se as partículas do sistema acima giram, em torno do eixo fixo, com uma mesma velocidade angular w, então a energia cinética do sistema será

[image: ]

 

Consideremos,  finalmente,  um  corpo B  com  densidade  volumétrica δ  (x,  y,  z). Definimos o momento de inércia de B em relação a um eixo fixo por

[image: ]

 

onde r = r (x, y, z) é a distância do ponto (x, y, z) ao eixo.

EXEMPLO 1. Calcule o momento de inércia de uma esfera homogênea, de raio R, em relação a um eixo passando pelo seu centro.

Solução

Consideremos  a  esfera  com  centro  na  origem  e  vamos  calcular  o  momento  de inércia  em  relação  ao  eixo z.  A  distância r  do  ponto  (x,  y,  z)  ao  eixo  é Como estamos supondo a esfera homogênea, sua densidade é constante, que suporemos igual a k. Temos
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onde              2      2      2      2 B é a esfera x + y + z ≤ R. Passando para coordenadas esféricas obtemos:

[image: ]

 

onde Bθφφ é o paralelepípedo 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ ρ ≤ R e 0 ≤ φ ≤ π. (Observe: x = ρ sen φ cos                          2      2      2      2 θ e y = ρ sen φ sen θ ⇒ x + y = ρ sen φ.) Segue que

[image: ]
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Como

 

[image: ]

 

resulta

[image: ]

 

onde               é a massa da esfera.

[image: ]

■

Consideremos  um  corpo B,  com  função  densidade δ  (x,  y,  z).  O  ponto  (x ,  y ,  z ) c c c onde

[image: ]

 

denomina-se centro de massa de B.

EXEMPLO 2.                                  2      2 Calcule o centro de massa do corpo homogêneo x + y ≤ z ≤ 1.

Solução

Precisamos calcular apenas z , pois, tendo em vista a simetria do corpo, em relação c

ao eixo Oz, x    y c = c = 0. Temos

[image: ]

 

onde  2      2                                                                                  2  B  é o conjunto  x  +  y  ≤  z  ≤ 1 e  k  (  k  constante) a densidade. Seja  A  o círculo  x + y 2 ≤ 1.

Temos

[image: ]

 

Passando para polares obtemos:
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Por outro lado,
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ou seja,

[image: ]

 

Assim,

[image: ]

 

Portanto, o centro de massa é 

[image: ]

■

Exercícios 5.7

[image: ]

1. Calcule o momento de inércia do corpo homogêneo x + y + z ≤ 4, x ≥ 0, y ≥ 0 e

z ≥ 0, em relação ao eixo z.

2. Calcule o momento de inércia do cubo homogêneo de aresta L, em relação a um

eixo que contém uma das arestas.

3. Considere o cubo 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1 e 0 ≤ z ≤ 1 e suponha que a densidade no

ponto (x, y, z) seja x.

a) Calcule o momento de inércia em relação ao eixo Oz. b) Calcule o centro de massa.

4.                                             2      2      2 Considere o cilindro homogêneo ( x − a ) + y ≤ a e 0 ≤ z ≤ h.

a) Calcule o momento de inércia em relação à reta x = a e y = 0. b) Calcule o momento de inércia em relação ao eixo Oz.

5. (Teorema de Steiner ou dos eixos paralelos.) Seja I o momento de inércia em cm

relação a um eixo que passa pelo centro de massa de um corpo e I o momento de inércia em relação a um eixo paralelo, a uma distância h. Verifique que I  = I          2 + Mh, onde M é a massa do corpo.

cm

6. Aplique o teorema de Steiner ao item b do Exercício 4.

7.                                                            2      2      2       2 Calcule o centro de massa da semiesfera homogênea x + y + z ≤ R e z ≥ 0 (R

> 0).

8. Calcule o momento de inércia de uma esfera homogênea de raio R, em relação a

um eixo cuja distância ao centro seja h.

9. Considere um cone circular reto homogêneo de altura h e raio da base R.

a) Calcule o centro de massa.

b) Calcule o momento de inércia em relação ao seu eixo.

10. Calcule  o  momento  de  inércia  de  um  sólido  homogêneo  com  a  forma  de  um

cone circular reto de altura h e raio da base R, em relação a um eixo passando pelo vértice e perpendicular ao eixo do cone.

11. Determine o centro de massa de uma semiesfera, cuja densidade no ponto P  é

proporcional à distância de P ao centro.

12. Calcule o momento de inércia de um cone circular reto de altura h, raio da base

R, homogêneo, em relação a um diâmetro de sua base.


6

 

INTEGRAIS DE LINHA

 

6.1.     INTEGRAL DE UM CAMPO VETORIAL SOBRE UMA

CURVA

[image: ]

Suponhamos que   : Ω      3         3 ⊂ ℝ → ℝ seja um campo de forças definido no aberto Ω e que uma partícula descreva um movimento em Ω com função de posição γ : [a, b] → Ω (γ (t) é a posição da partícula no instante t). Se   for constante e a imagem de γ um segmento, o trabalho τ realizado por     de γ (a) até γ (b) é, por definição, o produto escalar de   pelo deslocamento γ (b) − γ (a):

[image: ]

 

Suponhamos, agora, que   e γ sejam quaisquer, com   contínuo e γ de classe 1 C. Queremos definir o trabalho realizado por   de γ (a) até γ (b). Seja P  : a  = t0  < t1  < t2  <  …  < ti  −  1  < ti  …  < tn  = b  uma  partição  de  [a,  b],  com  máx  Δti suficientemente pequeno. (Lembramos que máx Δt i é o maior dos números Δti = ti − ti −1, i = 1, 2, …, n.)

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]
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Tendo em vista as hipóteses anteriores, é razoável esperar que a soma

[image: ]

 

seja uma boa aproximação para o trabalho τ realizado por     de γ (a) até γ (b)  e  que esta aproximação seja tanto melhor quanto menor for máx Δti. Por outro lado,
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e daí
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Como a função   (γ (t)) · γ' (t) é integrável em [a, b], pois é contínua neste intervalo, segue que

[image: ]
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Nada mais natural, então, do que definir o trabalho τ realizado por   de γ (a) até γ (b) por

[image: ]

 

onde        · d  γ  é  uma  notação  para  indicar  a  integral                          (Pode  ser

[image: ]

provado que ① tende a esta integral quando máx Δti tende a zero.)
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Consideremos, agora, um campo vetorial contínuo qualquer   : Ω ⊂ ℝn → ℝn, Ω aberto, e uma curva γ : [                         1 a, b ] → Ω, de classe C. Definimos a integral de linha de sobre γ por

[image: ]

 

É usual a notação       · d para a integral de linha de   sobre γ, onde   (t)  =γ

[image: ]

(t).
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EXEMPLO                     1.                     Calcule 
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Solução

[image: ]

 

Temos:
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e

γ'(t) = (1, 2t).

Assim,
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Portanto,

[image: ]

 

(Observe que      3 t + 2 t é uma função ímpar.)

[image: ]

 

Se   for imaginado como um campo de forças, o trabalho realizado por     de γ (−1) até γ (1) é zero.

[image: ]

■

[image: ]

EXEMPLO 2. Calcule           sendo

[image: ]

γ (t) = (cos t, sen t), 0 ≤ t ≤ 2π,

e

[image: ]

Solução

[image: ]

 

Portanto,
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EXEMPLO 3. 3  (  Relação entre trabalho e energia cinética  .) Suponha   : Ω  ⊂  ℝ →

[image: ]

ℝ3 um campo de forças contínuo. Sob a ação da força resultante uma partícula de massa m desloca-se de A até B, sendo sua trajetória descrita pela curva γ : [a, b] → Ω, de classe 1 C, com γ (a) = A e γ (b) = B. (γ (t) é a posição da partícula no instante t.) Sejam vA e vB as velocidades escalares nos instantes a e b, respectivamente. Prove que

[image: ]

 

isto  é:  o  trabalho  realizado  pela  resultante      no  deslocamento  de A  até B  é  igual  à variação na energia cinética da partícula.

[image: ]

Solução

[image: ]

 

A força que age sobre a partícula no instante t é   (γ (t)); pela lei de Newton

[image: ]

[image: ]

[image: ]

Temos, então:

 

[image: ]

 

ou seja,

[image: ]

 

De

[image: ]

 

resulta

[image: ]

 

Segue que

[image: ]

 

Portanto,

[image: ]

 

Exercícios 6.1

[image: ]

[image: ]

1. Calcule            sendo dados:

[image: ]

 

2.              2         2 Seja   : ℝ → ℝ um campo vetorial contínuo tal que, para todo (x, y),   (x,

[image: ]

y                                                             2 ) é paralelo ao vetor x + y  . Calcule , onde γ: [ a, b ] → ℝ é uma

[image: ]

curva  de  classe    1 C,  cuja  imagem  está  contida  na  circunferência  de  centro  na origem e raio r > 0. Interprete geometricamente.

[image: ]

3. Uma partícula move-se no plano de modo que no instante t sua posição é dada

[image: ]

por γ (         2 t ) = ( t, t). Calcule o trabalho realizado pelo campo de forças   (x, y) = (x + y)   + (x − y)   no deslocamento da partícula de γ (0) até γ (1).

[image: ]

4. Uma  partícula  desloca-se  em  um  campo  de  forças  dado  por 

[image: ]

  Calcule  o  trabalho  realizado  por    no

[image: ]

deslocamento da partícula de γ (a) até γ (b), sendo dados

[image: ]

a) γ (t) = (cos t, sen t, t), a = 0 e b = 2π b) γ t) = (2t + 1, t − 1, t), a = 1 e b = 2 c) γ t) = (cos t, 0, sen t), a = 0 e b = 2π

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

6.2.     OUTRA NOTAÇÃO PARA A INTEGRAL DE LINHA DE

UM CAMPO VETORIAL SOBRE UMA CURVA

[image: ]

Seja   (x, y) = P(x, y)   + Q(x, y)   um campo vetorial contínuo no aberto Ω de ℝ2                                                               1 e seja γ: [ a, b ] → Ω uma curva de classe C dada por x = x (t) e y = y (t). Temos

[image: ]

 

A  última  expressão  acima  nos  sugere  a  notação    para  a

[image: ]

integral de linha de   sobre γ:

[image: ]

 

Da mesma forma

[image: ]

 

indicará a integral de linha de

[image: ]

 

sobre a curva γ dada por

[image: ]

x = x (t), y = y (t) e z = z (t), a ≤ t ≤ b.

[image: ]

[image: ]

EXEMPLO                     1.                     Calcule 

[image: ]

 

Solução

[image: ]

 

EXEMPLO 2. 1  Calcule   é uma curva de classe  C,

[image: ]

cuja  imagem  é  a  elipse                   e  tal  que,  quando t  varia  de a  até b,  γ  (t)

[image: ]

descreve a elipse no sentido anti-horário.

Solução

(Observação: Sempre que se especificar apenas a imagem de γ, entender-se-á que γ é a curva mais “natural” que tem tal imagem.)

Uma parametrização bem natural e que atende as condições dadas é

[image: ]

Temos, então,

[image: ]

 

ou seja,

[image: ]

 

Exercícios 6.2

[image: ]

1.                                                   2 Calcule   x dx + y dy , sendo γ dada por x = t e y = sen t, 0 ≤ t ≤  .

[image: ]

2. Calcule   x  dx  −  ydy,  onde  γ  é  o  segmento  de  extremidades  (1,  1)  e  (2,  3),

[image: ]

percorrido no sentido de (1, 1) para (2, 3).

[image: ]

3. Calcule   x dx + y dy + z dz, onde γé o segmento de extremidades (0, 0, 0) e

[image: ]

(1, 2, 1), percorrido no sentido de (1, 2, 1) para (0, 0, 0).

[image: ]

4. 2 2  Calcule    x  dx  +  dy  +  2  dz   onde  γé  a  interseção  do  paraboloide  z   =  x   +  y

com o plano z = 2x + 2y − 1; o sentido de percurso deve ser escolhido de modo que a projeção de γ (t), no plano xy, caminhe no sentido anti-horário.

[image: ]

5.                                                             2      2      2 Calcule   dx + xy dy + z dz , onde γé a interseção de x + y + z = 2, x ≥ 0, y ≥

[image: ]

0 e z ≥ 0, com o plano y = x; o sentido de percurso é do ponto (0, 0,  )  para

(1, 1, 0).

[image: ]

6.                                                2      2 Calcule   2 dx − onde γ tem por imagem x + y = 4, x ≥ 0 e y ≥ 0; o sentido de

percurso é de (2, 0) para (0, 2)

[image: ]

[image: ]

9. Calcule   dx + ydy + dz onde γ é a interseção do plano y = x com a superfície z

[image: ]

= 2      2 x + y, z ≤ 2, sendo o sentido de percurso do ponto (−1, − 1, 2) para o ponto (1, 1, 2).

[image: ]

10.                                                                      2 Calcule   dx + dy + dz onde γ é a interseção entre as superfícies y = x e z = 2

− 2      2 x − y, x ≥ 0, y ≥ 0 e z ≤ 0, sendo o sentido de percurso do ponto (1, 1, 0) para o ponto (0, 0, 2).

[image: ]

11. 2 2  Calcule   2  y dx  +  z dy  +  x dz  onde γ é a interseção das superfícies  x  + 4  y = 1

e 2      2 x + z = 1, y ≥ 0 e z ≥ 0, sendo o sentido de percurso do ponto (1, 0, 0) para o ponto (−1, 0, 0).

■

 

6.3.     MUDANÇA DE PARÂMETRO

Sejam γ                                                     1 1                     n : [ a, b ] → ℝ e γ 2                     n : [ c, d ]  → ℝ  duas  curvas  de  classe C;  suponhamos que exista uma função                             1 g : [ c, d ] → ℝ , de classe C, com g' (u) > 0 em ]c, d[ e Im g = [a, b], tal que, para todo u em [c, d],

γ2 (u) = γ1 (g(u))

Dizemos, então, que γ 2 é obtida de γ1 por uma mudança de parâmetro que conserva a orientação.




[image: ]

Observe  que  se  γ2  é  obtida  de  γ1  por  uma  mudança  de  parâmetro  que  conserva  a orientação, então γ1 e γ2 têm a mesma imagem e, além disso, de γ'2 (u) = γ'1  (g(u)) g' (u) segue que γ' (u) e γ' (t) = g(u) são paralelos e terão, se não forem nulos, o mesmo 2 1

sentido, pois, g' (u) ≥ 0 em [c, d].

Se a condição “g' (u) > 0 em ]c, d[” for substituída por “g' (u) < 0 em ]c, d[”, então diremos  que  γ 2 é  obtida  de  γ1 por  uma  mudança  de  parâmetro  que  reverte  a orientação.  Observe  que,  neste  caso,  as  velocidades γ' 2  (u)  e γ'1  (t), t  = g  (u)  são paralelas e com sentido contrário.

[image: ]

 

Teorema. Seja   um campo vetorial contínuo no aberto Ω ⊂ ℝn e sejam γ : 1

[                                                                1 a, b ] → Ω e γ : [ c, d ] → Ω duas curvas de classe C.

2

 

a)  Se  γ2  for  obtida  de  γ1  por  uma  mudança  de  parâmetro  que  conserva  a  orientação, então

[image: ]

 

b) Se γ 2 for obtida de γ1 por uma mudança de parâmetro que reverte a orientação, então Demonstração

[image: ]

a                                          1 ) γ ( u ) = γ ( g ( u )) em [ c, d ], onde g é de classe C em [c, d], a imagem de g  é

2            1

[a, b] e g' (u) > 0 em ]c, d[. Observe que g é estritamente crescente em [c, d] e, tendo em vista que Im g = [a, b], resulta g (c) = a e g (d) = b. Então, fazendo a mudança de variável t = g (u), vem:

[image: ]

 

b) Fica a cargo do leitor. ■

Exercícios 6.3

[image: ]

1.                                              2 Seja   um campo vetorial contínuo em ℝ. Justifique as igualdades.

[image: ]

 

2. Seja   um campo vetorial contínuo em Ω e sejam γ : [a, b] → Ω e γ : [c, d] → 1 2

[image: ]

Ω duas curvas quaisquer de classe 1 C, tais que Im γ = Im γ . A afirmação

[image: ]

1          2

[image: ]

 

é falsa ou verdadeira? Justifique.

6.4.     INTEGRAL DE LINHA SOBRE UMA CURVA DE

C     1 LASSE C POR PARTES

Uma  curva                                    1 γ :  [ a,  b ]  → ℝ  se  diz  de classe  C por  partes  se  for  contínua  e  se n

existirem uma partição a = t < t < … < t = b e curvas γi : [ti   , t ] → ℝn, i = 1, 2, …, 0 1 n − 1 i n          1 de classe C, tais que, para todo t em ]ti − 1 , t [, γ (t) = γ (t): i                      i

[image: ]

 

Seja   um campo vetorial contínuo no aberto Ω de ℝn e seja γ: [a,  b]  →  Ω  uma curva de classe 1 C por partes; definimos

[image: ]

 

EXEMPLO 1. Calcule   x dx + xy dy, onde γ (t) = (t, | t |), − 1 ≤ t ≤ 1.

[image: ]

Solução

[image: ]

 

onde

[image: ]

[image: ]

[image: ]

e

 

[image: ]

 

Portanto,

[image: ]

 

EXEMPLO 2. Calcule   x dx + y dy, onde γ é uma curva cuja imagem é a poligonal

[image: ]

de vértices (0, 0), (2, 0) e (2, 1), orientada de (0, 0) para (2, 1).

Solução

Uma parametrização bem natural para γ é:

[image: ]

 

Temos:

[image: ]

onde

[image: ]

 

e

[image: ]

 

Portanto,

[image: ]

 

Observação. Em vez de termos trabalhado com a curva

[image: ]

 

poderíamos ter trabalhado com

[image: ]

 

pois       pode  ser  obtida  de γ  por  uma  mudança  de  parâmetro  que  conserva  a 2 2

[image: ]

orientação.

■

[image: ]

EXEMPLO 3. Calcule   − y dx + x dy, onde γ é uma curva cuja imagem é o triângulo

de vértices (0, 0), (1, 0) e (1, 1), orientada no sentido anti-horário.

Solução

[image: ]

onde

 

[image: ]

 

Temos:

[image: ]

 

Portanto,

[image: ]

 

Observação: Se tivéssemos tomado

[image: ]

 

em lugar de

[image: ]

teríamos

[image: ]

 

Observe que     é obtida de γ por uma mudança de parâmetro que reverte a orientação. 3 3

[image: ]

■

Exercícios 6.4

[image: ]

1. Calcule 

[image: ]

 

2.                                                2 Calcule     · d  , onde   ( x , y ) = ( x + y ) e γ é a curva do Exercício 1.

[image: ]

3.                              + Calcule   ( x − y ) dx + e dy, onde γ é a fronteira do triângulo de vértices (0, x   y

[image: ]

0), (0, 1) e (1, 2), orientada no sentido anti-horário.

[image: ]

4. Calcule   dx + dy, onde γ é a poligonal de vértices A = (0, 0), A = (1, 2), A =

[image: ]

0                1                2

[image: ]

(−1, 3), A 3 = (−2, 1) e A4 = (−1, −1), sendo γ orientada de A0 para A 4.

[image: ]

5.               2 Calcule   y dx + x dy − dz, onde γ é a poligonal de vértices A = (0, 0, 0), A =

[image: ]

0 1

[image: ]

(1, 1, 1) e A 2 = (1, 1, 0), orientada de A0 para A2.

[image: ]

6.               2          2          2 Calcule   x dx + y dy + z dz onde γ é a curva do Exercício 5.

[image: ]

7. Verifique que

[image: ]

 

onde B  é  o  triângulo  de  vértices  (0,  0),  (1,  0)  e  (1,  1); γ  é  a  fronteira  de B orientada no sentido anti-horário,             2                          2 P ( x , y ) = x − y e Q ( x , y ) = x + y.

8. Seja B o triângulo de vértices (0, 0), (1, 0) e (1, 1); γ a fronteira de B orientada

no sentido anti-horário. Verifique que

[image: ]

 

onde                              1 P e Q são supostas de classe C num aberto Ω contendo B.

[image: ]

 

9. Verifique  a  relação  do  exercício  anterior  supondo B  o  quadrado  de  vértices

(−1, −1), (1, −1), (1, 1) e (−1, 1); γ a fronteira de B orientada no sentido anti-horário.

10.                                                 1 Sejam f, g: [ a, b ] → ℝ duas funções de classe C tais que, para todo x em [a,

b], f (x) < g (x). Seja B o conjunto de todos (x, y) tais que f (x) ≤ y ≤ g (x), a ≤ x ≤ b. Seja γ a fronteira de B orientada no sentido anti-horário. Prove que

[image: ]

 

onde                       1 P é suposta de classe C num aberto que contém B.

11. Sejam B e γ como no Exercício 10. Prove que

[image: ]

6.5.     INTEGRAL DE LINHA RELATIVA AO COMPRIMENTO

 

DE ARCO

Seja                                         1 γ :  [ a,  b ]  → ℝ  uma  curva  de  classe C  e  seja f  uma  função  a  valores  reais, n

contínua,  definida  na  imagem  de γ.  Definimos  a integral  de  linha  de  f  sobre  γ, com relação ao comprimento de arco, por

[image: ]

 

Observação:

[image: ]

 

O comprimento Δs                         i i do arco de extremidades γ ( t − 1) e γ(ti) é:

[image: ]

 

para algum   em [ti − 1, ti]. Temos:

[image: ]

[image: ]

Pode ser provado que

[image: ]

 

ou seja,

[image: ]

 

Observe que                        não é soma de Riemann da função f (γ(t)) || γ' (t)

[image: ]

||, pois,   e   podem não ser iguais. Observe, ainda, que ds = ||γ' (t) || dt é a diferencial

[image: ]

da função comprimento de arco 

[image: ]

EXEMPLO 1.          2        2 Calcule   ( x + 2 y) ds, onde γ é dada por x = cos t, y = sen t, com 0 ≤

[image: ]

t ≤ 2π.

[image: ]

Solução

[image: ]

 

A integral de linha, relativa a comprimento de arco, pode ser aplicada no cálculo da  massa  de  um  fio  delgado  cuja densidade  linear  (massa  por  unidade  de comprimento)  seja  conhecida.  Um  fio  delgado  no  espaço  pode  ser  olhado  como  a imagem de uma curva              3 γ : [ a, b ] → ℝ; a massa M do fio é, então,

[image: ]

 

onde δ (x, y, z) é a densidade linear no ponto (x, y, z).

■

EXEMPLO 2. Calcule a massa do fio γ (t) = (t, t, t), 0 ≤ t ≤ 2, sendo δ (x, y, z) = xyz a densidade linear.

Solução

[image: ]

 

Portanto, a massa do fio é 4    unidades de massa.

[image: ]

Considere  um  fio  delgado                  3 γ  :  [ a,  b ]  → ℝ,  com  densidade  linear δ  (x,  y,  z).  O momento de inércia do fio em relação a um eixo fixo dado é

[image: ]

 

onde r = r (x, y, z) é a distância do ponto (x, y, z) ao eixo.

■

EXEMPLO  3.  Calcule  o  momento  de  inércia  de  um  fio  homogêneo  com  a  forma  de uma circunferência 2      2      2 x + y = R (R > 0), em relação ao eixo Oz.

Solução

[image: ]

Tomemos γ (t) = (R cos t, R sen t, 0), 0 ≤ t ≤ 2π. Temos:

[image: ]

 

Como 2π                                                   2 kR é a massa M do fio, resulta que o momento de inércia é I = MR.

■

[image: ]

EXEMPLO 4.            3         3 Seja   : Ω ⊂ ℝ → ℝ um campo vetorial contínuo e seja γ : [a, b] → Ω uma curva de classe 1 C tal que, para todo t em [a, b], || γ'(t) || ≠ 0. Suponha, ainda, que γ(t 1) ≠ γ(t2) sempre que t1 ≠ t2. Verifique que

[image: ]

 

onde F (γ (t)) =                                         o versor de γ' (t); F  (γ(t))  é  a

[image: ]

T                                                                                    T

[image: ]

componente tangencial de   no ponto γ (t). (Observe que F é uma função definida na T imagem de γ e que, a cada X ∈ Im γ, associa o número 

[image: ]

Solução

[image: ]

 

Assim,

[image: ]

 

ou seja,

[image: ]

 

Observação.                      3         3 Se olharmos   :  Ω ⊂ ℝ  → ℝ  como  um  campo  de  forças  em  Ω  e  se supusermos que γ descreve o movimento de uma partícula em Ω, então

[image: ]

[image: ]

é o trabalho realizado por   no deslocamento da partícula de γ (a) até γ (b).

 

[image: ]

 

Exercícios 6.5

[image: ]

1. Calcule

[image: ]

a)      2      2 ( x + y) ds, onde γ (t) = (t, t), −1 ≤ t ≤ 1

[image: ]

b)            2 (2 xy + y) ds, onde γ (t) = (t + 1, t − 1), 0 ≤ t ≤ 1

[image: ]

c)    xyz ds, onde γ (t) = (cos t, sen t, t), 0 ≤ t ≤ 2π

[image: ]

2. Calcule a massa do fio γ(t) = (t, 2t, 3t), 0 ≤ t ≤ 1, cuja densidade linear é δ (x,

y, z) = x + y + z.

3. Calcule a massa do fio γ(t) = (cos t, sen t, t), 0 ≤ t ≤ π, com densidade linear δ

(             2      2      2 x, y, z ) = x + y + z.

4. Calcule  o  momento  de  inércia  de  um  fio  homogêneo  com  a  forma  de  uma

circunferência de raio R, em torno de um diâmetro.

5. Calcule o momento de inércia do fio γ (t) = (t, 2t, 3t), 0 ≤ t ≤ 1, com densidade

linear δ (x, y, z) = x + y + z, em torno do eixo Oz.

6. Calcule o momento de inércia de um fio retilíneo, homogêneo, de comprimento

L,  em  torno  de  um  eixo  perpendicular  ao  fio  e  passando  por  uma  das extremidades do fio.

7. Calcule o momento de inércia do fio homogêneo γ (t) = (cos t, sen t, t), 0 ≤ t ≤ 

[image: ]

, em tormo do eixo Ox.

8.                                                 3 O centro de massa de um fio γ : [ a, b ] → ℝ é o ponto (x , y , z ) dado por:

c    c    c

[image: ]

 

onde dm = δ (x, y, z) ds é o elemento de massa. Calcule o centro de massa do fio homogêneo dado.

[image: ]

a) γ (t) = (cos t, sen t, t), 0 ≤ t ≤ 

b          2 ) γ ( t ) = ( t, t, 0) −1 ≤ t ≤ 1

9. Calcule o centro de massa do fio γ (t) = (t, t, t), 0 ≤ t ≤ 1, com densidade linear

δ (x, y, z) = xyz.

10.                      2                                  1 Seja γ ℝ : [ a, b ] →  uma curva de classe C e seja f (x, y) um campo escalar

1

contínuo na imagem de                       2 γ . Seja γ : [ a, b ] → ℝ dada por

1           2

[image: ]

 

Prove que

[image: ]

 

Interprete o resultado. Dê exemplos de curvas satisfazendo ①. Compare com os resultados obtidos na Seção 6.3.
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CAMPOS CONSERVATIVOS

 

7.1.     CAMPO CONSERVATIVO: DEFINIÇÃO

[image: ]

Um  campo  vetorial      :  Ω ⊂ ℝn  → ℝn  denomina-se conservativo  se  existe  um campo escalar diferenciável φ : Ω → ℝ tal que

[image: ]

 

Uma função φ : Ω → ℝ que satisfaz ① denomina-se função potencial de  .

[image: ]

O  próximo  teorema  fornece-nos  uma condição  necessária  (mas não  suficiente) para que um campo vetorial   : Ω ⊂ ℝn → ℝn (n = 2, 3) seja conservativo.

[image: ]

 

Teorema 1  .  Seja   : Ω  ⊂  ℝ  →  ℝ  (  n  = 2, 3) um campo vetorial de classe  C

[image: ]

n         n

[image: ]

no aberto Ω. Uma condição necessária para   ser conservativo é que rot   = 

[image: ]

em Ω.

[image: ]

 

Demonstração

[image: ]

Suponhamos n = 3 e   = P + Q + R   . Supondo   conservativo, existirá φ : Ω → ℝ tal que

[image: ]

∇φ =   em Ω que é equivalente a

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

 

Como  é de classe 1                                        2 C , resulta que φ é de classe C. Temos:

[image: ]

 

Pelo fato de                   2 φ ser de classe C, segue que

[image: ]

 

e, portanto,

[image: ]

 

De modo análogo, conclui-se que

[image: ]

 

Logo, rot   =     em Ω.

[image: ]

■

[image: ]

Mais  adiante  daremos  exemplo  de  um  campo  vetorial  ,  não  conservativo,  com

[image: ]

rotacional     ,  que  mostrará  que  a  condição  rot       =       é  necessária,  mas  não suficiente, para   ser conservativo.

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

EXEMPLO  1.   é  conservativo,

[image: ]

pois, tomando-se                           teremos

[image: ]

 

EXEMPLO 2. (x, y) = − y + x não é conservativo, pois rot   (x, y) = 2     ≠ .

[image: ]

■

[image: ]

Exercícios 7.1

[image: ]

1. O campo vetorial dado é conservativo? Justifique.

[image: ]

a)     (x, y, z, w) = (x, y, z, w)

[image: ]

 

2. Seja f : ℝ → ℝ uma função contínua e seja   o campo vetorial central

[image: ]

 

7.2.     F ORMA DIFERENCIAL EXATA

[image: ]

Seja   (x, y) = P (x, y)   + Q (x, y)   definido no aberto Ω. Vimos que

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

é uma notação para indicar a integral de linha de     sobre γ.  Pois  bem,  no  que  segue referir-nos-emos à expressão

 

[image: ]

 

como uma forma diferencial definida no aberto Ω.

[image: ]

Dizemos que ① é uma forma diferencial exata se existir uma função diferenciável φ : Ω → ℝ tal que

[image: ]

 

Uma tal φ denomina-se primitiva de ①.

Seja             2 φ : Ω ⊂ ℝ → ℝ uma função diferenciável. Lembramos que a diferencial de φ, no ponto (x, y), é dada por

[image: ]

 

Deste modo, dizer que ① é uma forma diferencial exata é equivalente a dizer que existe  um  campo  escalar  diferenciável φ  :  Ω  → ℝ  tal  que,  em  todo  (x, y) ∈  Ω,  a diferencial de φ é dada por

dφ = P (x, y) dx + Q (x, y) dy.

[image: ]

Observe que ① é uma forma diferencial exata se e somente se o campo vetorial (x, y)  = P  (x, y)    + Q  (x, y)      for  conservativo.  Segue,  do  que  vimos  na  seção anterior, que se                           1 P e Q forem de classe C no aberto Ω, então uma condição necessária para ① ser exata é que

[image: ]

 

Da  mesma  forma,  se                               1                            3 P,  Q  e R  forem  de  classe C  no  aberto  Ω ⊂ ℝ,  então  uma condição necessária para

[image: ]

[image: ]

P (x, y, z) dx + Q (x, y, z) dy + R (x, y, z) dz

ser exata é que

[image: ]

 

EXEMPLO 1. 2 2  A forma diferencial 2  x dx  + 2  y dy  é exata, pois admite  φ  (  x  ,  y  ) =  x  +  y

como primitiva:

dφ     2      2 = d ( x + y) = 2x dx + 2y dy.

■

EXEMPLO 2. A forma diferencial y dx + 2x dy não é exata, pois

[image: ]

 

Exercícios 7.2

[image: ]

1. Verifique se a forma diferencial dada é exata. Justifique.

a) x dx + y dy + z dz

b          2 ) 2 xy dx + x dy

c) yz dx + xz dy + xy dz

d) (x + y) dx + (x − y) dy

e) (x + y) dx + (y − x) dy

f       2      2 + ) e (xdx + ydy

x    y

g         2 ) xy dx + ydy + xyz dz

[image: ]

h)

[image: ]

i 2  )  dy  , (  x  ,  y  )  ∈  Ω, onde Ω é o conjunto {(  x  ,  y  )  ∈  ℝ | y

> 0}               2 ᴜ {( x , y ) ∈ ℝ | x < 0}

2. Mostre que existem naturais m e n para os quais a forma diferencial

3 + 1     + 1                 + 2 x y dx + 2 xy dy m     n           m    n

é exata.

3. Considere a forma diferencial u (x, y) P (x, y) dx + u (x, y) Q (x, y) dy, onde P,

Q                 1                            2 e u  são  supostas  de  classe C  no  aberto  Ω ⊂ ℝ.  Prove  que  uma  condição necessária para que a forma diferencial seja exata em Ω é que

[image: ]

 

4.                                                        3 Determine u ( x , y ), que só dependa de x , tal que ( x + x + y) u (x, y) dx − xu (x,

y) dy seja exata.

5. Determine u (x, y), que só dependa de y, de modo que

( 2                                   2 y + 1) u ( x , y ) dx + ( x + y − 1) u (x, y) dy

seja exata.

 

7.3.     INTEGRAL DE LINHA DE UM CAMPO

CONSERVATIVO

Vimos  no  Vol.  1  que  se f : [a,  b]  → ℝ  for  contínua  e  se φ  :  [a,  b]  → ℝ  for  uma primitiva de f (φ' = f), então

[image: ]

[image: ]

Vamos, agora, generalizar este resultado: provaremos que se   : Ω ⊂ ℝn → ℝn for um  campo  vetorial  contínuo  e  conservativo,  se φ  :  Ω  → ℝ  for  uma  função  potencial para   e se                                1 γ : [ a, b ] → Ω for de classe C, então

[image: ]

 

onde A = γ (a) e B = γ (b).

[image: ]

De fato, sendo φ uma função potencial para   e sendo   contínua, resulta que φ é de classe 1 C em Ω. Pela regra da cadeia

[image: ]

 

Daí

[image: ]

 

Portanto,

[image: ]

 

Demonstramos, assim, o seguinte teorema.

[image: ]

 

Teorema.  Se      :  Ω ⊂ ℝn  → ℝn  for  um  campo  vetorial  contínuo  e

[image: ]

conservativo, se φ : Ω → ℝ for uma função potencial para   (∇φ =  ) e se γ : [

[image: ]

a, b                                     1 ] → Ω for uma curva de classe C, com A = γ (a) e B = (b), então

[image: ]

 

A diferença φ (B) − φ (A) será indicada por 

[image: ]

No teorema acima, a curva                         1 γ foi suposta de classe C; fica a seu cargo verificar que o teorema continua válido se                          1 γ for suposta de classe C por partes.

[image: ]

[image: ]

Sejam  1  P  (  x  ,  y  ) e  Q  (  x  ,  y  ) contínuas no aberto Ω e seja  γ  : [  a, b  ] → Ω de classe  C

por partes. Segue, do que vimos acima, que se P dx + Q dy for exata, com primitiva φ, teremos

[image: ]

P dx + Q dy =   dφ = φ (B) − φ (A).

[image: ]

ATENÇÃO.  Sempre  que  for  calcular  uma  integral  de  linha,  verifique,  primeiro,  se  o campo vetorial é conservativo (ou se a forma diferencial é exata). Em caso afirmativo, aplique os resultados obtidos nesta seção.

[image: ]

EXEMPLO 1. Calcule   x dx + y dy, onde γ é dada por

x                  3 = arctg t e y = sen t, 0 ≤ t ≤ 1.

Solução

[image: ]

x dx + y dy é uma forma diferencial exata, com primitiva            Assim,

[image: ]

 

ou seja,

[image: ]

 

■

[image: ]

EXEMPLO 2. Calcule 

[image: ]

e                  2                                     1 γ : [ a, b ] → ℝ − {(0, 0)} é uma curva C por partes e fechada (γ (a) = γ(b)).

Solução

[image: ]

 é um campo conservativo, com função potencial    Tem-

[image: ]

se, então:

[image: ]

 

Como γ (a) = γ(b), resulta

[image: ]

 

O próximo exemplo exibe-nos um campo vetorial não conservativo com rotacional

[image: ]

, o que mostra que rot   =     é uma condição necessária mas não suficiente para 

[image: ]

ser conservativo.

[image: ]

EXEMPLO 3. (Exemplo de campo não conservativo com rotacional   .) Seja

[image: ]

 

Verifica-se  facilmente  que  rot                       2  =   em  Ω  = ℝ  −  {(0,  0)}.  Consideremos  a  curva fechada γ (t) = (cos t, sen t), 0 ≤ t ≤ 2 π. Temos:

[image: ]

 

Se   fosse conservativo, existiria φ : Ω → ℝ, com ∇φ =   em Ω, e daí teríamos

[image: ]

 

■

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]
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que contradiz o resultado obtido acima.

[image: ]

Seja   : Ω                                  1 ⊂ ℝ → ℝ ( n = 2, 3) de classe C no aberto Ω. Veremos mais adiante n         n

[image: ]

que,  impondo  certas  restrições  ao  aberto  Ω,  a  condição  rot      =       em  Ω  será necessária e suficiente para   ser conservativo.

[image: ]

Seja      :  Ω ⊂ ℝn  → ℝn  um  campo  vetorial  contínuo  e  sejam A  e B  dois  pontos quaisquer de Ω. Suponhamos   conservativo com função potencial φ. Segue que, para toda curva                    1 γ : [ a, b ] → Ω , C por partes, ligando A a B (isto é, com γ (a) = A e γ (b) = B), teremos

[image: ]

 

isto é, o valor da integral de linha de não  depende  da  curva  que  liga  A  a  B;  tal

[image: ]

valor depende apenas dos pontos A e B.

[image: ]

Este  fato  nos  permite,  no  caso  de    ser  conservativo,  utilizar  a  notação 

[image: ]

  para  indicar  a  integral  de  linha  de                             1  sobre  uma  curva C  por  partes,

[image: ]

ligando A  a B.  Observe  que  tal  notação  não  teria  sentido  se  o  valor  da  integral dependesse da curva ligando A a B.

[image: ]

EXEMPLO 4. 3 3  (  Conservação da energia mecânica  .) Suponhamos   : Ω  ⊂  ℝ  →  ℝ

[image: ]

um campo de forças contínuo e conservativo; assim, existe um campo escalar E p : Ω → ℝ tal que   = − ∇E . (Observe que −E é uma função potencial para  .) Diremos que p p E é uma função energia potencial para  . Suponhamos, agora, que uma partícula P de p

[image: ]

massa m  desloque  em  Ω  e  que      seja  a única  força  agindo  sobre P.  Suponhamos, ainda, que γ(t) seja a posição da partícula no instante t, onde γ é uma curva de classe C1 definida no intervalo I. Seja t um instante fixo em I.  Para  todo t  em I,  o  trabalho

[image: ]

0

[image: ]

realizado por   entre os instantes t e t é: 0

[image: ]

 

Por outro lado, tendo em vista o Exemplo 3 da Seção 6.1, o trabalho realizado por entre os instantes t0 e t é igual à variação na energia cinética, isto é:

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]
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onde             2 E (t) =   mv (t) é a energia cinética no instante t. Segue que, para todo t ∈ I,

 

[image: ]

c

−Ep (γ (t)) + Ep (γ (t0)) = Ec (t) − Ec (t0)

ou seja,

E (γ(t)) + E (t) = E (γ (t )) + E (t ) p c p 0 c 0

o  que  mostra  que  a soma  da  energia  potencial  com  a  energia  cinética  permanece constante durante o movimento.

■

Exercícios 7.3

[image: ]

1. Calcule

[image: ]

 

2. Seja      :  Ω ⊂ ℝn  → ℝn  contínuo  no  aberto  Ω.  Prove  que  uma  condição

[image: ]

necessária para que      seja  conservativo  é  que                para  toda  curva γ

[image: ]

[image: ]

fechada, 1 C por partes, com imagem contida em Ω.

3.                         2                                                                  2 Seja Ω = {( x , y ) ∈ ℝ | ( x , y ) ∉ A }, onde A é a semirreta {( x , y ) ∈ ℝ | y = 0 e x

[image: ]

≥ 0}. Calcule  2 1  onde  γ  : [0, 1] →  ℝ  é uma curva  C

por partes, com imagem contida em Ω, tal que γ (0) = (1, 1) e γ (1) = (1, −1).

4. Seja Ω o interior do conjunto hachurado.

[image: ]

 

Seja                  2                                  1 γ : [ 0, 1 ] → ℝ uma curva de classe C por partes com imagem contida em  Ω  e  tal  que γ  (0)  =  (1,  1)  e γ  (1)  =  (2,  2).  Calcule 

[image: ]

 

7.4.     INDEPENDÊNCIA DO CAMINHO DE INTEGRAÇÃO.

EXISTÊNCIA DE FUNÇÃO POTENCIAL

[image: ]

Seja   : Ω ⊂ ℝn → ℝn um campo vetorial contínuo no aberto Ω, com Ω conexo por caminhos. (Ω conexo por caminhos significa que, quaisquer que sejam os pontos A e B de Ω, existe uma poligonal contida em Ω e com extremidades A e B.)

[image: ]

Dizemos  que  a  integral  de  linha               é independente  do  caminho  de

integração em  Ω  se,  quaisquer  que  forem  os  pontos A e B  de  Ω,  o  valor  da  integral 

[image: ]

 permanecer o mesmo para toda curva 1 C por partes γ : [a, b]  →  Ω,  com γ

[image: ]

(a) = A e γ (b) = B. Se   for independente do caminho de integração em Ω, a

notação

[image: ]

 

poderá ser utilizada para indicar a integral de linha de   sobre uma curva qualquer 1 C por partes γ : [ a, b ] → Ω, com γ (a) = A e γ (b) = B.

[image: ]

Do que vimos na seção anterior, resulta que se     for conservativo e contínuo em

[image: ]

Ω, então a integral de linha   será independente do caminho de integração em

[image: ]

Ω. Provaremos a seguir que se   for independente do caminho de integração em

[image: ]

Ω, então   será conservativo em Ω.

[image: ]

 

Teorema.  (Existência  de  função  potencial.)  Seja      :  Ω ⊂ ℝn  → ℝn  um

[image: ]

campo  vetorial  contínuo  no  aberto  conexo  por  caminhos  Ω.  Suponhamos  que 
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 seja independente do caminho de integração em Ω. Seja A ∈ Ω. Então a

função φ : Ω → ℝ dada por

[image: ]

 

é tal que ∇ φ =   em Ω.

[image: ]

 

Demonstração

[image: ]

Faremos a demonstração para o caso n = 3. Seja, então,     = P + Q + R   . Vamos provar que

[image: ]

 

Seja X = (x, y, z) ∈ Ω; como Ω é aberto, existe uma bola de centro X  contida  em  Ω. Tomemos h > 0 tal que o segmento de extremidades X e X + h = (x + h, y, z)  esteja contido nesta bola. Temos:

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

 

Seja γ (t) = X + t  , t ∈ [ 0, h ]; γ é uma curva ligando X a X + h  . Então

[image: ]

 

Como γ' (t) =   e   (γ (t)) = P (γ(t))   + Q (γ(t))   + R (γ(t))    , resulta   (γ(t)) · γ' (t) = P (γ(t)). Assim,

[image: ]

 

Aplicando L' Hospital, obtemos

[image: ]

 

Pelo teorema fundamental do cálculo,

[image: ]

 

Portanto,

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

ou seja,

 

[image: ]

 

pois, γ (0) = X. De modo análogo, prova-se que

[image: ]

 

Exercício 7.4

[image: ]

Reenuncie o teorema desta seção em termos de formas diferenciais. (Suponha n  = 3.)

[image: ]

 

7.5.     CONDIÇÕES NECESSÁRIAS E SUFICIENTES PARA

UM CAMPO VETORIAL SER CONSERVATIVO

[image: ]

 

Teorema.  Seja      :  Ω ⊂ ℝn  → ℝn  um  campo  vetorial  contínuo  no  aberto

conexo por caminhos Ω. São equivalentes as afirmações:

[image: ]

I)        é conservativo.

[image: ]

II)                                                              1

  =  0  para  toda  curva γ,  fechada, C  por  partes,  com  imagem  de γ

contida em Ω.

[image: ]

III)                é independente do caminho de integração em Ω.

[image: ]

 

Observação:  Quando γ  é  uma  curva  fechada,  é  usual  a  notação    para

[image: ]

indicar a integral de linha de   sobre γ.

 

Demonstração

(I) ⇒ (II)

[image: ]

Como   é conservativo, existe φ : Ω → ℝ tal que ∇φ =   em Ω; daí, se γ : [ a, b ] → Ω for fechada (γ (a) = γ (b)) resulta

[image: ]

 

(III) ⇒ (I)

[image: ]

É o teorema da seção anterior.

(II) ⇒ (III)

Fica a seu cargo.

■

7.6.     DERIVAÇÃO SOB O SINAL DE INTEGRAL. UMA

CONDIÇÃO SUFICIENTE PARA UM CAMPO

IRROTACIONAL SER CONSERVATIVO

Seja                                                                         2 f ( x , y ) uma função a valores reais definida e contínua no aberto Ω ⊂ ℝ. Seja I um intervalo aberto e a < b dois reais dados. Suponhamos que o retângulo

R          2 = {( x , y ) ∈ ℝ | a ≤ x ≤ b, y ∈ I}

esteja contido em Ω.

[image: ]

 

Segue que para cada y ∈ I, a integral           dx existe, pois a função x ↦ f (x, y)

[image: ]

é contínua em [ a, b ]. Podemos, então, considerar a função φ (y) definida em I e dada por

[image: ]

 

Estamos interessados em obter uma fórmula para o cálculo de φ'(y). Temos

[image: ]

 

Suponhamos que      (x, y) exista em todo ponto (x, y) de Ω. Pelo TVM, existe   entre

[image: ]

y e y + k tal que

[image: ]

[image: ]

Temos, então,

[image: ]

 

Pode ser provado (veja Exercício 4) que se     for contínua em , então,

[image: ]

 

Vamos destacar a seguir o que dissemos anteriormente.

[image: ]

 

Suponhamos f (x, y) e   contínuas em Ω. Suponhamos, ainda, que o retângulo

[image: ]

R          2 = {( x , y ) ∈ ℝ | a ≤ x ≤ b, y ∈ I}  esteja  contido  em  Ω,  onde I  é  um  intervalo

aberto.

[image: ]

 

Nestas condições, a função

[image: ]

 

é derivável e tem-se, para todo y ∈ I,

[image: ]

[image: ]

EXEMPLO 1. Considere a função h (t) dada por h (t) =   Calcule h'(t).

 

Solução

[image: ]

 

são contínuas em 2 ℝ, logo o resultado anterior se aplica. Temos

[image: ]

 

ou seja,

[image: ]

 

EXEMPLO 2. Considere a função φ (x, y) dada por

[image: ]

 

Solução

[image: ]

Pelo teorema fundamental do cálculo (veja Vol. 2)

[image: ]

 

Por outro lado,

[image: ]

EXEMPLO 3. Considere a função h (t) dada por

[image: ]

 

Calcule h' (t).

Solução

[image: ]

Consideremos a função                        Temos

[image: ]

 

Como          são contínuas, resulta que é diferenciável.

[image: ]

Observação. Pode ser provado que se f (u,  y),  (u,  y) ∈  Ω  for  contínua  no  aberto  Ω, então o mesmo acontecerá com a função g (x, y) =     f (u, y) du com a fixo. Observe

[image: ]

que  o  domínio  de g  é  o  conjunto  de  todos  (x, y) ∈  Ω,  tais  que  o  segmento  de extremidades (a, y) e (x, y) esteja contido em Ω.

Temos

h                   2 ( t ) = φ ( x , y ), onde x = t e y = t.

Pela regra da cadeia,

[image: ]

 

ou seja,

[image: ]

 

Portanto,

[image: ]

O  próximo  teorema  fornece-nos  uma  condição  suficiente  para  que  rot    = 

[image: ]

implique   conservativo.

[image: ]

 

Teorema.                    2 Seja Ω um aberto do ℝ satisfazendo a propriedade: existe (x , y ) ∈

[image: ]

0    0

Ω tal que, para todo (x, y) ∈ Ω, a poligonal de vértices (x 0, y0), (x0, y) e (x, y) está

contida em Ω. Seja  1  (  x  ,  y  ) =  P  (  x  ,  y  )   +  Q  (  x  ,  y  )  , (  x  ,  y  )  ∈   Ω,  de  classe  C.

[image: ]

Nestas condições, se rot   =     em Ω, então   será conservativo.

[image: ]

 

Demonstração

[image: ]

 

Seja

[image: ]

 

Observe  que  se  supusermos      como  um  campo  de  forças,  então φ  (x, y)  será  o trabalho realizado por   sobre uma partícula que se desloca de (x , y ) a (x, y) sobre a 0 0 poligonal de vértices (x 0, y0), (x0, y) e (x, y).

[image: ]

Vamos mostrar que

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

Temos

 

[image: ]

 

ou seja,

[image: ]

 

Como

[image: ]

 

resulta

[image: ]

 

Portanto, ∇ φ =   em Ω.

[image: ]

■

[image: ]

Observação.                    2                     2 Toda bola aberta do ℝ e o próprio ℝ satisfazem a propriedade descrita no  teorema  anterior.  Assim,  o  teorema  anterior  continua  válido  se  Ω  for  uma  bola aberta ou todo o 2 ℝ.

[image: ]

Sugerimos ao leitor estender o teorema anterior para o 3 ℝ. (Veja Exercício 3.)

EXEMPLO 4.               2 Seja A = {( x , y ) ∈ ℝ | x ≥ 0 e y = 0} e seja Ω  =  {(            2                                              2 x , y ) ∈ ℝ  |  ( x , y ) ∉ A },  isto  é,  Ω  é  o ℝ  menos  o  semieixo  positivo  dos x. Considere a função

[image: ]

 

a) Seja (−1, 0) ∈ Ω. Verifique que, para todo (x, y) ∈ Ω, a poligonal de vértices (−1, 0), (−1, y) e (x, y) está contida em Ω.

[image: ]

b) Utilizando o teorema anterior, conclua que

[image: ]

 

c) Determine φ.

Solução

a) Imediato.

[image: ]

b) Seja 

é de classe 1 C em Ω e tendo em vista o item a, segue do teorema anterior que

[image: ]

∇φ =   em Ω.

c) Temos:

[image: ]

 

Assim,
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Como

[image: ]

e

 

[image: ]

 

resulta

[image: ]

 

Observamos que, para todo y > 0,

[image: ]

 

De fato, para todo y > 0,

[image: ]

 

conclui-se  que,  para  todo y  >  0, ①  se  verifica.  Mostra-se  do  mesmo  modo  que,  para todo y < 0,

[image: ]

[image: ]
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Assim,

 

[image: ]

 

Observamos que θ (x, y) = φ (x, y) + π é, também, uma função potencial para   em Ω.

[image: ]

Temos

[image: ]

 

Vamos  mostrar  que θ  (x, y)  é  exatamente  o  ângulo  que  a  semirreta  {(tx,  ty)  | t  ≥  0} forma com o semieixo positivo dos x.
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Suponhamos, inicialmente, x > 0 e y > 0. Temos

[image: ]

ou

 

[image: ]

 

e, portanto,

[image: ]

 

Analise você os outros casos. A função θ (x, y) acima denomina-se função ângulo. Como é o gráfico da função θ = θ (x, y)?

■

Exercícios 7.6

[image: ]

1. Calcule a derivada da função dada.

[image: ]

 

2. Sejam α (x) e β (x) funções a valores reais diferenciáveis no intervalo aberto I

e                         1                             2 f  ( x , y )  de  classe C  no  aberto  Ω ⊂ ℝ.  Suponha  que,  para  todo x ∈ I,  o segmento  de  extremidades  (x, α  (x))  e  (x,  β  (x))  esteja  contido  em  Ω. Estabeleça uma fórmula para a derivada da função

[image: ]

3.                                   2 Suponha que o aberto Ω ⊂ ℝ tenha a seguinte propriedade: existe (x , y , z )

0 0  0

em Ω tal que, para todo (x, y, z) ∈ Ω, a poligonal de vértices (x0, y0, z0), (x, y0, z ), (x, y, z ) e (x, y, z) esteja contida em Ω. 0 0

[image: ]

 

Prove que ∇φ =  .

[image: ]

4. Admita a seguinte propriedade: se f (x, y) for contínua no retângulo a ≤ x ≤ b, c

[image: ]

≤ y ≤ d, então, para todo   > 0, existe δ > 0, tal que, quaisquer que sejam (x, y) e (s, t) no retângulo,

[image: ]

|| (x, y) − (x, t) || < δ ⇒ | f (x, y) − f (s, t) | <  .

[image: ]

a) Utilizando a propriedade acima, prove que

[image: ]

é contínua em [ c, d ], onde f é suposta contínua no retângulo acima. (Sugestão:

[image: ]

 

b                                          2 ) Suponha f e      contínuas no retângulo {(x, y) ∈ ℝ | a ≤ x ≤ b, y ∈ I}, onde

[image: ]

I é um intervalo aberto. Seja

[image: ]

 

Prove que

[image: ]

 

5.                                     1                          2 Seja   = P + Q de classe C no aberto Ω ⊂ ℝ. Suponha que (0, 0) ∈ Ω e

[image: ]

que,  para  todo  (x, y) ∈  Ω,  o  segmento  de  extremidades  (0,  0)  e  (x, y)  está contido em Ω. Suponha, ainda,            em Ω. Seja

[image: ]

 

onde γ (t) = (ut, vt), t ∈ [0, 1]. Prove que ∇ φ =  .

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

6.                             2 Seja  Ω  um  aberto  em ℝ  e  suponha  que  Ω  seja estrelado.  (Dizemos  que  Ω  é

 

estrelado se existir (x , y )     Ω tal que, para todo (x y)      Ω,  o  segmento  de 0 0 ∈ , ∈ extremidades  (x , y )  e  (x, y)  esteja  contido  em  Ω.)  Seja      = P   + Q   de 0 0

[image: ]

1

[image: ]

classe C em Ω. Prove que se           em Ω, então   será conservativo.

[image: ]

(Sugestão: Proceda como no Exercício 5.)

[image: ]

 

7.7.     CONJUNTO SIMPLESMENTE CONEXO

[image: ]

Sejam Ω um aberto em ℝn e [ a, b ] um intervalo em ℝ. Para cada s ∈ [0, 1], seja γs uma curva fechada definida em [a, b], com imagem contida em Ω e tal que a imagem de γ  seja  um  ponto P  de  Ω.  Podemos,  então,  olhar  para  a  família γs  como  uma 1

“deformação” de γ 0 a P.

EXEMPLO 1. Para cada s ∈ [0, 1], seja γs definida em [0, 2π] e dada por γs (t) = ((1 − s) cos t, (1 − s) sen t). Temos γ 0 (t) = (cos t, sen t) e γ1 (t) = (0, 0), com t em [0, 2π]. Quando s varia em [ 0, 1 ], a família γs representa uma “deformação” de γ 0  à  origem. Sugerimos ao leitor desenhar as curvas γs.

■

EXEMPLO 2. Para cada s ∈ [0, 1], seja γs definida em [0, 2π] e dada por γs (t) = (1 −s) (cos t, sen t, 3). Quando s varia em [0, 1], a família γs  representa  uma “deformação” de γ 0 à origem.




[image: ]

EXEMPLO 3. Para cada s ∈ [ 0, 1 ], seja γs definida em [ 0, 2π] e dada por γs = (t) s (2,  2)  +  (1  − s)  (cos t,  sen t).  Quando s  varia  em  [0,  1],  a  família γs  representa  uma deformação de γ0 (t) = (cos t, sen t) ao ponto (2, 2). Sugerimos ao leitor desenhar as curvas γs.

Damos, a seguir, a definição de conjunto simplesmente conexo.

 

Definição.  Seja  Ω  um  aberto  de ℝn,  conexo  por  caminhos.  Dizemos  que  é  Ω

simplesmente conexo se, para toda curva fechada contínua γ : [ a, b ] → Ω, existir

uma família γs, s ∈ [ 0, 1], de curvas fechadas com γs : [ a, b ] → Ω, tais que

(i)γ 0 = γ

(ii)H (s, t) = γs (t) é contínua em [0, 1] X [a, b]

(iii) a imagem de γ é um ponto de Ω. 1

 

Intuitivamente, dizer que o aberto Ω de ℝn é simplesmente conexo  significa  dizer que  Ω  é  conexo  por  caminhos  e  que  toda  curva  fechada  contínua  em  Ω  pode  ser “deformada com continuidade” a um ponto de Ω, sem sair de Ω.

EXEMPLO 4. O ℝn é simplesmente conexo. De fato, ℝn é conexo por caminhos e se γ : [ a, b ] → ℝn é uma curva contínua fechada, tomando-se γs (t) = (1 − s) γ (t), com s ∈ [ 0, 1 ] e t ∈ [ a, b ], tem-se:

(i) γ0 =γ

(ii) H (s, t) = (1 − s) γ(t), 0 ≤ s ≤ 1 e a ≤ t ≤ b, é contínua

[image: ]

(iii) γ = (t)     , para todo t em [ a, b ]. (    = (0, 0, …, 0) é o vetor nulo do ℝn.) 1

[image: ]

■

EXEMPLO  5.  Todo  aberto  Ω ⊂ ℝn,  com  Ω  estrelado,  é  simplesmente  conexo. (Dizemos que Ω é estrelado se existir X0 ∈ Ω tal que, para todo X ∈  Ω,  o  segmento X 0X esteja contido em Ω.) De fato, Ω é conexo por caminhos (por quê?) e se γ : [ a, b ] → ℝn for uma curva contínua fechada contida em Ω, tomando-se

γs (t) = (1 − s) γ (t) + sX0

tem-se:

(i) γ =γ 0

(ii) H (s, t) = (1 − s) γ (t) + sX , 0 ≤ s ≤ 1 e a ≤ t ≤ b, é contínua 0

(iii) γ1(t) = X0 para todo t ∈ [ a, b ].

Assim,  toda  curva  contínua  fechada  contida  em  Ω  pode  ser  deformada  com continuidade ao ponto X0; logo, Ω é simplesmente conexo.

■

Vamos,  agora,  enunciar,  sem  demonstração  (para  demonstração  veja  Elon  Lages Lima — Curso de Análise — Vol. 2), o seguinte importante teorema.

 

Teorema 1  .  Seja   : Ω  ⊂  ℝ  →  ℝ  (  n  = 2, 3) um campo vetorial de classe  C

[image: ]

n         n

[image: ]

no aberto Ω. Nestas condições, se Ω for simplesmente conexo e rot   =    , então 

[image: ]

 será conservativo.

[image: ]

 

Com  auxílio  do  teorema  acima,  vamos  mostrar  que  Ω=    2 ℝ  −  {(0,  0)} não  é simplesmente conexo. Seja

[image: ]

Temos:

[image: ]

rot   =    em Ω

[image: ]

e

[image: ]

 

onde γ(t) = (cos t, sen t), t ∈ [0, 2π]. (Verifique.) Assim, rot   =     em Ω e   não é conservativo; logo Ω = 2 ℝ − {(0, 0)} não pode ser simplesmente conexo.

[image: ]

Pode ser provado que Ω = 3 ℝ − {(0, 0, 0)} é simplesmente conexo. (É razoável tal afirmação? Por quê?)

[image: ]

Exercícios 7.7

[image: ]

1. Prove que o conjunto dado é simplesmente conexo.

[image: ]

a       2                     2 ) Ω = ℝ − {( x , 0) ∈ ℝ | x ≥ 0} b       3                         3 ) Ω = ℝ − {(0, 0, z ) ∈ ℝ | z ≥ 0}

(Sugestão: Verifique que o conjunto dado é estrelado.)

2. Utilizando o teorema da seção e o campo vetorial

[image: ]

 

prove que Ω = 3                     3 ℝ − {(0, 0, z ) ∈ | z ∈ ℝ} não é simplesmente conexo.


8

 

TEOREMA DE GREEN

 

8.1.     TEOREMA DE GREEN PARA RETÂNGULOS

 

Teorema de Green (para retângulos). Seja K o retângulo

{(          2 x, y ) ∈ ℝ | a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d} e seja γ a fronteira de B orientada no sentido

anti-horário. Suponhamos que                                    1 P ( x, y ) e Q ( x, y ) sejam de classe C num aberto Ω

contendo K. Então

[image: ]

 

Demonstração




[image: ]

Vamos provar que

[image: ]

 

e

[image: ]

 

Temos:

[image: ]

 

Por outro lado,

[image: ]

 

ou seja,

[image: ]

De ① e ② resulta

[image: ]

 

De forma análoga verifica-se que

[image: ]

 

Somando-se membro a membro as duas últimas igualdades resulta o teorema.

■

[image: ]

A  notação    é  frequentemente  usada  para  indicar  a  integral  de  linha

sobre  uma  curva  fechada,  orientada  no  sentido  anti-horário.  Com  esta  notação,  a igualdade a que se refere o teorema de Green se escreve

[image: ]

 

EXEMPLO.                          1                              2  Suponha   de  classe C  no  aberto  Ω ⊂ ℝ.  Seja  γ  a fronteira de B orientada no sentido anti-horário, onde B é o conjunto a seguir

[image: ]

 

Prove que

[image: ]

[image: ]

Solução

Inicialmente,  vamos  dividir B  em  dois  retângulos: B1  de  vértices R,  S,  T,  U; B2  de vértices U, V, X, Z.

[image: ]

 

Pelo teorema de Green,

[image: ]

 

e

[image: ]

 

Somando-se membro a membro as duas últimas igualdades e observando que

[image: ]

 

resulta

[image: ]

 

Exercícios 8.1

[image: ]

1.                                            1                               2 Sejam P  ( x,  y )  e Q  ( x,  y )  de  classe C  num  aberto  Ω  de ℝ.  Seja B ⊂  Ω  um

retângulo de lados paralelos aos eixos e de comprimentos Δx e Δy. Prove que existe (s, t) ∈ B tal que

[image: ]

onde γ é a fronteira de B orientada no sentido anti-horário.

 

2. Sejam γ 1 a poligonal de vértices A, B, C, D orientada no sentido anti-horário e

γ2 a poligonal de vértices H, G, F, E orientada no sentido horário.

[image: ]

 

Suponha                    1 P  e Q  de  classe C  num  aberto  contendo K,  onde K  é  a  região compreendida entre as poligonais. Prove que

[image: ]

 

3. Seja B o conjunto

[image: ]

 

e seja γ a fronteira de B orientada no sentido anti-horário. Suponha P (x, y) e Q (                     1 x, y ) de classe C num aberto Ω contendo B. Prove que

[image: ]

4. Seja K  o  triângulo  a  seguir  e γ  a  fronteira  de K  orientada  no  sentido  anti-

 

horário. Sejam                              1 P ( x, y ) e Q ( x, y ) de classe C num aberto contendo K.

[image: ]

 

Prove que

[image: ]

 

5. Seja K  a  região  abaixo  e γ  a  fronteira  de K  orientada  no  sentido  anti-horário.

Sejam                 1 P e Q de classe C num aberto contendo K.

[image: ]

Prove que

[image: ]

 

(Sugestão. Decomponha K em retângulos e triângulos. Utilize, então, o teorema da seção e o Exercício 4.)

6. Seja K  a  região  hachurada; γ  a  poligonal ABCD  orientada  no  sentido  anti-

horário; γ  a  poligonal EHGF  orientada  no  sentido  horário; γ  a  poligonal 1 2 XWZY orientada no sentido horário. Prove que

[image: ]

 

7.                                                1                                2 Suponha P  ( x,  y )  e Q  ( x,  y )  de  classe C  num  aberto  Ω  de ℝ.  Prove  que 

[image: ]

 irrotacional se e somente se

[image: ]

 

para toda curva γ, orientada no sentido anti-horário e fronteira de um retângulo de lados paralelos aos eixos e contido em Ω.

[image: ]

8. ( Teorema de Green para um círculo.) Seja B  o  círculo  de  centro  na  origem  e

raio r.  Seja γ  (t)  (r  cos t,  r  sen t),  0  ≤ t  ≤  2π.  Suponha  que P  e Q  sejam  de classe 1 C num aberto Ω contendo B. Prove

[image: ]

9.                              1 Seja y = f ( x ) de classe C em [a,  b]  e  tal  que f  '  (x)  >  0  em  ]a,  b[.  Seja K  o

 

conjunto                                                          1 a  ≤ x  ≤ b  e f  ( a )  ≤ y  ≤ f  ( x ).  Sejam P  e Q  de  classe C  num  aberto contendo K. Prove que

[image: ]

 

onde γ é a fronteira de K orientada no sentido anti-horário.

[image: ]

( Sugestão.                                               onde x  = g  (y)  é  a

inversa de y = f (x.)

10.                           1 Seja y = f ( x ) de classe C em [a,  b]  e  tal  que f  '  (x)  <  0  em  ]a,  b[.  Seja K  o

conjunto                                                        1 a ≤ x ≤ b e f ( x ) ≤ y ≤ f ( a ). Sejam P e Q de classe C em um aberto contendo K. Prove que

[image: ]

 

onde γ é a fronteira de K orientada no sentido anti-horário.

11. Faça uma lista de conjuntos para os quais você acha que o teorema de Green se

aplica. Justifique.

 

8.2.     TEOREMA DE GREEN PARA CONJUNTO COM

F          1 RONTEIRA C POR PARTES

O próximo teorema, que enunciaremos sem demonstração (para demonstração veja referência  bibliográfica  [1]),  conta-nos  que  o  teorema  de  Green,  visto  na  seção anterior, continua válido se substituirmos o retângulo por um compacto K, com interior não vazio, cuja fronteira é imagem de uma curva simples, fechada, 1 C por partes. Uma curva γ : [a, b] → Ω, fechada, se diz simples se γ (s) ≠ γ (t), quaisquer que sejam s e t em [a, b[, com s ≠ t. (Desenhe algumas curvas simples.)

 

Teorema de Green            2 . Seja K ⊂ ℝ  um  compacto,  com  interior  não  vazio,  cuja

fronteira é imagem de uma curva               2                              1 γ : [ a, b ] → ℝ , fechada, simples, C por partes e

orientada no sentido anti-horário. Sejam                    1 P e Q de classe C num aberto contendo

K. Nestas condições,

[image: ]

 

O teorema de Green nos afirma que se                         1 P e Q forem de classe C no aberto Ω e se K estiver contido em Ω, então ① se verifica. Entretanto, se K contiver um ponto que não pertença a Ω, a relação ① não terá nenhuma obrigação de se verificar. (Veja Exemplo 2.)

EXEMPLO 1. Utilizando o teorema de Green, transforme a integral de linha

[image: ]

 

numa integral dupla e calcule, onde γ é dada por γ (t) = (cos t, sen t), 0 ≤ t ≤ 2π.

Solução

P       4      3                      3      5                         1          2 ( x, y ) = x − y e Q ( x, y ) = x + y são de classe C em ℝ. A imagem de γ é a fronteira do círculo               2      2                                          2 K dado por x + y ≤ 1, que está contido em ℝ. Pelo teorema de Green

[image: ]

[image: ]

Como                     resulta

[image: ]

 

Passando para coordenadas polares,

[image: ]

 

Portanto,

[image: ]

 

EXEMPLO 2. Calcule                            onde γ (t) = (cos t, sen t), 0 ≤ t

[image: ]

≤ 2π.

Solução

[image: ]

  são  de  classe  1 2  C   no  aberto  Ω  =  ℝ  −

{(0, 0)}. A imagem de                                         2     2      2 γ é a fronteira do círculo B = {( x, y ) ∈ ℝ | x + y ≤ 1}; B não está  contido  em  Ω,  pois  (0,  0) ∈ B,  mas  não  pertence  a  Ω.  Como  as  hipóteses  do teorema  de  Green  não  estão  satisfeitas,  o  teorema  de  Green  não  se  aplica.  A  integral deve ser calculada diretamente:

[image: ]

 

Observe que 

[image: ]

■

EXEMPLO  3.                                    1  Sejam γ  e γ  duas  curvas  fechadas,  simples, C  por  partes,  sendo γ

1      2                                                                                  1

orientada no sentido anti-horário e γ 2 no sentido horário, como na figura que se segue.

[image: ]

Seja B a região compreendida entre as curvas γ1 e γ2. Suponha que P (x, y) e Q  (x,  y) são de classe 1 C num aberto contendo B. Prove

 

[image: ]

 

Solução

[image: ]

 

Seja B1  a  região  limitada  pela  curva               e B2  limitada  pela  curva Pelo teorema de Green aplicado a B1, obtemos:

[image: ]

[image: ]

[image: ]

Da mesma forma,

[image: ]

 

Somando-se membro a membro as igualdades acima, obtemos a relação desejada.

■

Exercícios 8.2

[image: ]

1. Sejam γ e K como no teorema de Green. Prove que área de 

[image: ]

2. Calcule a área da região limitada pela curva x = t − sen t, y = 1 − cos t, 0 ≤ t ≤

2π, e pelo eixo 0x.

3. Calcule a área da região limitada pela elipse x = a cos t, y = b sen t, 0 ≤ t ≤ 2π,

onde a > 0 e b > 0.

[image: ]

4.                                                                    1 Calcule   onde γ  é  uma  curva  fechada,  simples, C  por  partes,  cuja

[image: ]

imagem é a fronteira de um compacto B e 

[image: ]

5. Calcule             onde                                      e γ  a  fronteira  do

[image: ]

quadrado de vértices (−1, 0), (0, −1), (1, 0) e (0, 1).

[image: ]

6.                                                                                 1

Calcule                                onde γ  é  uma  curva  fechada, C  por

partes, simples, fronteira de um conjunto  2  B  , cujo interior contém o círculo  x +

y2 ≤ 1. (Sugestão. Aplique o teorema de Green à região K compreendida entre a curva γ e a circunferência.)

[image: ]

7. Calcule                                onde γ é a curva

[image: ]

8.                                 1                  2 Suponha P  e Q  de  classe C  em  Ω  = ℝ  −  {(0,  0),  (1,  1)}.  Suponha,  ainda, 

 

[image: ]

em     Ω.     Calcule                       sabendo     que 

[image: ]

  (γ  e γ  são  orientadas  no  sentido

[image: ]

1        2

horário e γ no sentido anti-horário.)

[image: ]

 

9. 3 5  Calcule a área da região limitada pela reta  y  =  x  e pela curva  x  =  t  +  t  e  y  =  t

+ t, com 0 ≤ t ≤ 1. Desenhe a região.

 

8.3.     TEOREMA DE STOKES NO PLANO

[image: ]

Seja                                                  1                           2 um campo vetorial de classe C no aberto Ω de ℝ e sejam γ e K como no teorema de Green. Como

[image: ]

resulta

 

[image: ]

 

ou seja,

[image: ]

 

Nesta  forma,  o  teorema  de  Green  é,  também,  conhecido  como teorema  de  Stokes  no plano.

EXEMPLO. Desenhe o campo

[image: ]

 

e conclua que   não é irrotacional.

[image: ]

Solução

[image: ]

 (x, y) é paralelo a                 Segue que   (x, y) é tangente, no ponto (x, y), à

[image: ]

circunferência de centro na origem e que passa por este ponto. Além disso, para todo (x, y) ≠ (0, 0),

[image: ]

 

isto é, a intensidade do campo é constante e igual a 1.

[image: ]




[image: ]

Seja K o compacto ABCD. (Veja figura.) Imaginemos   como um campo de forças.

[image: ]

Como   é  normal  aos  lados BC  e DA,  são  nulos  os  trabalhos  realizados  sobre  estes lados. O módulo do trabalho realizado de A até B é maior que o módulo do realizado de C  até D.  Por  quê?  Logo,      não  é  irrotacional,  pois  se      fosse  irrotacional,  pelo teorema de Green, o trabalho ao longo da fronteira de K deveria ser nulo.

[image: ]

■

[image: ]

8.4.     TEOREMA DA DIVERGÊNCIA NO PLANO

[image: ]

Seja                    2                                                        1 γ  :  [ a,  b ]  → ℝ  uma  curva.  Se γ  for  de  classe C  e  se,  para  todo 

[image: ]

 então diremos que γ é regular.

Suponhamos  que                              seja  regular  e  injetora  em  ]a,  b[. Podemos, então, considerar os campos vetoriais   e    dados por

[image: ]

 

e

[image: ]

 

Observe  que                              é normal  a Deste modo,   associa a cada ponto γ (t) da imagem de γ, a < t < b, um vetor unitário e normal a γ, no ponto γ (t).

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]
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Pelo fato de estarmos supondo γ injetora em ]a, b[, o campo   está bem definido.

[image: ]

Seja   (x, y) um campo vetorial contínuo num aberto contendo a imagem de γ. Seja

[image: ]

 um dos campos vetoriais     ou    .  Seja               a  função  a  valores  reais  dada

[image: ]

por

[image: ]

 

Assim, F (γ (t)) é a componente escalar de   (γ (t)) na direção   (γ (t)). n

[image: ]

 

Pois bem, definimos o fluxo de   através de γ, na direção  , por

[image: ]

 

Seja                 2 γ  :  [ a,  b ]  → ℝ  uma  curva  fechada,  simples,  regular  e  orientada  no  sentido anti-horário  e  suponhamos  que  sua  imagem  seja  a  fronteira  de  um  compacto K,  com interior não vazio. Neste caso, referir-nos-emos a

[image: ]

[image: ]
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[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]
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como a normal exterior a K

 

[image: ]

 

Teorema (da divergência no plano). Seja   um campo vetorial

[image: ]

de classe 1                              2 C num aberto Ω do ℝ e seja K um compacto, com interior não vazio,

contido  em  Ω,  cuja  fronteira  é  imagem  de  uma  curva  fechada 

 de classe 1 C, simples, regular e orientada no sentido

[image: ]

anti-horário. Seja   a normal unitária exterior a K. Então

[image: ]

 

Demonstração

[image: ]

 

onde

[image: ]

[image: ]

Segue que
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e, portanto,
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Pelo teorema de Green,

[image: ]

 

E, portanto,
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Dizemos que               2                                             1 γ : [ a, b ] → ℝ é regular por partes se for C por partes e se cada “trecho”

[image: ]

γ                 2  :  [ t , t ]  → ℝ  satisfizer  a  condição                               Fica  a  seu  cargo i

i           −1     i

estender o teorema acima para o caso em que a fronteira de K seja regular por partes.

[image: ]

EXEMPLO 1. Seja                Calcule o fluxo de     através da fronteira γ  do retângulo  1  ≤ x  ≤  3,  1  ≤ y  ≤  2,  sendo    a  normal  unitária  que  aponta  para  fora  do

[image: ]

retângulo.

[image: ]

Solução




[image: ]

A normal exterior sobre o lado CD é  ; a componente de     (x, 2) na direção   é 

[image: ]

 (x, 2) ·   = 8. Como a componente normal de     é constante, o fluxo de      através

[image: ]

do  lado CD  é  o  produto  da  componente  normal  pelo  comprimento  do  lado CD. Portanto, o fluxo de   através do lado CD é 16. A normal exterior sobre o lado AB é −

[image: ]

; o fluxo através de AB é − 2. Como     é normal a  , os fluxos através de BC e DA

[image: ]

são nulos. Temos, então

[image: ]

 

Poderíamos,  também,  ter  chegado  ao  resultado  acima  aplicando  o  teorema  da divergência.

[image: ]

 

onde K  é  o  retângulo  dado  e  sua  fronteira  orientada  no  sentido  anti-horário  e    a

[image: ]

normal exterior. Como div   = 3 2 y vem

[image: ]

 

EXEMPLO 2.                        1                              2 Seja  de classe C num aberto Ω do ℝ. Suponha que

[image: ]

div   é diferente de zero no ponto (x , y )     Ω. Prove que existe uma bola aberta B, de 0 0 ∈ centro (x0, y0), tal que, para todo K ⊂ B, K nas condições do teorema de Green, tem-se

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

 

0 onde é a fronteira de K e   a normal unitária exterior a K.

[image: ]

Solução

Sendo                 1  de  classe C,  div      será  contínuo  em  Ω.  Para  fixar  o  raciocínio suporemos div     (x , y ) > 0. Pelo teorema da conservação do sinal, existe uma bola 0 0

[image: ]

aberta B, de centro (x0, y0) (podemos supor B ⊂ Ω, pois Ω é aberto) tal que, para todo (x, y) ∈ B,

[image: ]

div   (x, y) > 0.

[image: ]

Segue que para todo K ⊂ B, K nas condições do teorema de Green, tem-se

[image: ]

 

EXEMPLO 3. Seja 

[image: ]

a) Desenhe o campo.

[image: ]

b) Calcule div  .

[image: ]

Solução

[image: ]

a)     (x, y) é tangente à circunferência de centro na origem e que passa pelo ponto (x, y). Temos, ainda:

[image: ]

 

onde    é  o  raio  da  circunferência  de  centro  na  origem  e  que  passa  pelo

[image: ]

ponto (x, y).

[image: ]

Observe  que  qualquer  que  seja  o  conjunto K  da  forma  abaixo  (veja  figura),  o fluxo através da sua fronteira, e na direção da normal exterior, é nulo. Por quê?

[image: ]

 

É razoável esperar div   = 0. (Veja exemplo anterior.) b) div   = 0. (Verifique.)

[image: ]

■

[image: ]

Exercícios 8.4

[image: ]

1. Calcule   sendo dados (para evitar repetição, ficará subentendido que 

[image: ]

[image: ]

 é unitário):

[image: ]

a)     (x, y) = x  + y    , γ (t) = (cos t, sen t), 0 ≤ t ≤ 2π e   a normal exterior. b)     (x, y) = y    , γ a fronteira do quadrado de vértices (0, 0), (1, 0), (1, 1) e

[image: ]

(0, 1) e     a normal que aponta para fora do quadrado, sendo γ orientada no sentido anti-horário.

[image: ]

c             2 ) ( x, y ) = x  , γ (t) = (2 cos t, sen t), 0 ≤ t ≤ 2π, e     a normal que aponta

[image: ]

para fora da região 

[image: ]

d             2 )  ( x,  y )  = x  , γ  (t)  =  (2  cos t,  sen t),  0  ≤ t  ≤  π,  e       a  normal  com

[image: ]

componente y ≥ 0.

[image: ]

e                              2 ) ( x, y ) = x  + y , γ ( t ) = ( t, t), 0 ≤ t ≤ 1, e     a normal com componente

[image: ]

y < 0.

[image: ]

2. Prove que se     ·     for constante sobre Im γ, então o fluxo de     através de γ é

[image: ]

o produto de     ·     pelo comprimento de γ, onde   é normal a γ.

[image: ]

3. Seja                                               e      a  normal  unitária  exterior

[image: ]

ao círculo 2      2 x + y ≤ 1. Calcule            onde γ (t) = (cos t, sen t), 0 ≤ t ≤ π.

[image: ]

(Sugestão. Verifique que     ·     é constante.)

[image: ]

4. Desenhe o campo do exercício anterior. (Sugerimos ao leitor desenhar algumas

[image: ]

circunferências  de  centro  na  origem  e,  em  seguida,  desenhar  o  campo  nos pontos destas circunferências.)

[image: ]

a) Olhando  o  desenho  do  campo  é  possível  decidir  se  div    é  zero  ou  não?

[image: ]

Por quê?

[image: ]

b) Calcule div  .

[image: ]

5. Seja 

[image: ]

a) Desenhe o campo.

[image: ]

b) Olhando  para  o  desenho  é  possível  decidir  se       é  ou  não solenoidal?

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]
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[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

(Dizemos que   é solenoidal se div   = 0 em seu domínio.)

[image: ]

6. Seja                                                Determine α para que     seja

[image: ]

solenoidal. Desenhe o campo para o α determinado.

[image: ]

7.                                                                        2 Sejam f ( x, y ) e g ( x, y ) duas funções a valores reais, de classe C, no aberto Ω

de    2 ℝ. Seja γ : [a,  b]  →  Ω  uma  curva  regular,  fechada,  simples,  orientada  no sentido  anti-horário,  fronteira  de  um  compacto K,  com  interior  não  vazio  e contido em Ω; seja   a normal exterior a K. Prove:

[image: ]

a)

[image: ]

é  a  derivada  direcional  de g  na  direção 

[image: ]

 o laplaciano de g.)

[image: ]

b)                                           (Veja  Exercício  9c  da  Seção  2.4

deste volume.)

[image: ]

c)

 

8.                     2                              2 Seja v  :  Ω ⊂ ℝ  → ℝ  de  classe C  no  aberto  Ω  e  sejam γ  e K  como  no

[image: ]

exercício anterior. Prove que se          no interior de K e v (γ (t)) = 0 em [a, b],  então v  (x,  y)  =  0  para  todo  (x,  y) ∈ K.  Suponha,  ainda,  que K  seja  um círculo.

(Sugestão. Utilize o item c do exercício anterior.)

9. Sejam γ  e K  como  no  Exercício  8.  Seja F  (x,  y)  uma  função  a  valores  reais

definida  e  contínua  no  interior  de K  e  seja f  (x)  uma  função  a  valores  reais definida e contínua em [a, b]. Considere o problema com condição de fronteira

[image: ]

 

Prove  que  se                                                        2 u  e u  são  funções  a  valores  reais,  de  classe C  num  aberto

1       2

contendo K, satisfazendo ①, então u = u em K. 1 2

[image: ]

10.                                                        3                     2

Seja                                       e seja γ (t) = (t , sen (4 arctg t )), 0 ≤

t ≤ 1. Seja α a área do conjunto limitado pelo eixo x e pela curva γ.  Calcule 

[image: ]

  onde      é  a  normal  a γ  que  aponta  para  fora  do  conjunto  acima

[image: ]

mencionado.

[image: ]

11. Seja      o  campo  do  exercício  anterior  e  seja 

[image: ]

Calcule           onde   é a normal com componente y ≥ 0.

[image: ]

(Sugestão.  Escolha  um  compacto K  conveniente  e  aplique  o  teorema  da divergência.)

[image: ]

12.                   10                      9 Seja   ( x,  y )  = x +  (3 x  −  10 xy)  .  Calcule             onde γ  e      estão

[image: ]

dados pela figura abaixo.

[image: ]

 

13.                    3                                    2 − 1 2 t                                       2 Sejam   ( x, y ) = x − 3 x y , γ ( t ) = ( t, e ), 0 ≤ t ≤ 1, e γ ( t ) = ( t, t), 0 ≤ t

[image: ]

1                                        2

[image: ]

≤ 1.

[image: ]

Sejam      a  normal  a γ  com  componente y  >  0  e       a  normal  a γ  com 1 2 componente y < 0.

[image: ]

Calcule 

[image: ]

(Sugestão. Verifique que 

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]
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ÁREA E INTEGRAL DE SUPERFÍCIE

 

9.1.     SUPERFÍCIES

Por  uma  3  superfície  parametrizada   σ  entendemos  uma  transformação  σ:  A   →  ℝ,

onde                         2 A é um subconjunto do ℝ. Supondo que as componentes de σ sejam dadas por x = x (u, v), y = y (u, v) e z = z (u, v), então σ (u, v) = (x (u, v), y (u, v), z (u, v)).

Escreveremos com frequência

[image: ]

 

para indicar a superfície parametrizada σ dada por σ (u, v) = (x (u, v),  y  (u,  v),  z  (u, v)).

O lugar geométrico descrito por σ (u, v), quando (u, v) percorre A, é a imagem de σ:

Im              2 σ = {σ ( u, v ) ∈ ℝ | (u, v) ∈ A }.




[image: ]

É comum referir-se a ① como uma parametrização do conjunto Im σ.

Observação.  No  que  segue,  adotaremos,  por  conveniência,  a  notação  σ  tanto  para indicar  uma  superfície  parametrizada  como  sua  imagem.  Muitas  vezes,  para simplificar,  referir-nosemos  a  uma  superfície  parametrizada  simplesmente  como  uma superfície.

EXEMPLO 1.    2         3 σ: ℝ → ℝ dada por

[image: ]

 

é  uma  superfície.  Sua  imagem  é  um  plano  em    3 ℝ  passando  pelo  ponto  (0,  1,  2)  e paralelo aos vetores (1, 2, 1) e (2, −1, 1):

[image: ]

 

EXEMPLO 2. (x, y, z) = σ (u, v) dada por

[image: ]

 

é  uma  superfície  parametrizada.  A  imagem  de  σ  é  a  superfície  cilíndrica  obtida  pela rotação em torno do eixo                              3 z do segmento {(1, 0, z ) ∈ ℝ | 0 ≤ z ≤ 1}.

[image: ]

Observe  que  para  cada v  fixo,  0  ≤ v  ≤  1,  a  imagem  da  curva u ↦  σ  (u,  v)  é  uma circunferência de raio 1, com centro no eixo Oz, e situada no plano z = v.

 

■

EXEMPLO 3.                        2      2      2      2 Parametrize a superfície esférica x + y + z = r (r > 0).

Solução

O  que  queremos  é  determinar  uma  superfície  parametrizada  σ,  cuja  imagem  é  o conjunto  de  todos  (                     2       2       2       2 x,  y,  z )  tais  que x  + y  + z  = r.  Vamos  utilizar  coordenadas esféricas.

[image: ]

[image: ]

Quando (θ, φ) varia no retângulo 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ φ ≤ π, o ponto (x,  y,  z)  descreve  a superfície esférica 2      2      2      2 x + y + z = r.

■

EXEMPLO 4. (Faixa de Möbius.) Considere a superfície (x, y, z) = σ (u, v), − 1 ≤ v ≤ 1 e 0 ≤ u ≤ 2π, dada da seguinte forma: para cada u fixo, (x, y, z) descreve o segmento de comprimento 2, centro no ponto (cos u, sen u, 1), localizado no plano determinado pelo  eixo z  e  pelo  ponto  (cos u,  sen u,  0)  e  que  forma  com  o  eixo z  um  ângulo  .

[image: ]

Expresse (x, y, z) em função de (u, v).

Solução

[image: ]

 

O segmento AB tem a seguinte parametrização:

[image: ]

(x, y, z) = P + v (B − P), −1 ≤ v ≤ 1,

ou seja,

[image: ]

Assim, σ é dada por

[image: ]

 

Sugerimos ao leitor construir uma faixa de Möbius utilizando uma fita de papel.

■

Exercícios 9.1

[image: ]

1. Desenhe a imagem da superfície parametrizada dada.

[image: ]

a)

[image: ]

b)

[image: ]

c)

[image: ]

d)

[image: ]

e)

[image: ]

f)

[image: ]

g)

2.                             3     2                2 Seja A  =  {(0, y,  z ) ∈ ℝ  | z  +  ( y  −  2)  =  1}  e  seja B  o  conjunto  do  espaço

obtido  pela  rotação  em  torno  do  eixo z  do  conjunto A.  Determine  uma parametrização para B.

(Sugestão:  Parametrize B  utilizando  os  parâmetros u  e v  conforme  figura seguinte.)




[image: ]

3. Determine  uma  parametrização  para  o  conjunto  de  todos  (x,  y,  z)  tais  que 

[image: ]

 onde a, b e c são constantes estritamente positivas.

4. Parametrize o conjunto dado.

a             3    2        2 ) {( x , y, z ) ∈ ℝ | x + 4 y = 1}. b             3 ) {( x , y, z ) ∈ ℝ | 2x + y + 4z = 5}. c x  )  Conjunto obtido pela rotação em torno do eixo  z  da curva  y  = 0 e  z  =  e, x ≥

0.

d             3    2      2 ) {( x , y, z ) ∈ ℝ | x + y = 2x}. e) Conjunto  obtido  pela  rotação  em  torno  do  eixo z  da  curva 

[image: ]

 

f 2  )  Conjunto obtido pela rotação em torno do eixo  z  da curva  y  = 0 e  z  =  x  −  x,

0 ≤ x ≤ 1.

 

9.2.     P LANO TANGENTE

Seja σ         2         3                                                                             1 : Ω ⊂ ℝ → ℝ , Ω aberto, uma superfície parametrizada de classe C e seja (u0, v0) um ponto de Ω. Fixado u0, v ↦ σ (u0, v) é uma curva cuja imagem está contida na  imagem  de  σ.  Se    será  um  vetor  tangente  a  esta

[image: ]

curva no ponto σ (u , v ). De modo análogo, fixado v , podemos considerar a curva u 0 0 0 ↦ σ (u, v );  se    será  um  vetor  tangente  a  esta  curva  no

[image: ]

0

ponto σ (u , v ). 0 0

[image: ]

 

Se   podemos considerar o plano que passa por σ (u ,

[image: ]

0

[image: ]

v ) e que seja normal ao vetor                            Tal plano denomina-se plano

0

tangente à superfície σ no ponto (x0, y0, z0) = σ (u0, v0) e tem por equação

[image: ]

 

Tal equação pode, também, ser colocada na forma

[image: ]

 

Seja σ: Ω      2         3                                  1 ⊂ ℝ → ℝ , Ω aberto, de classe C. Dizemos que σ é regular no ponto 

[image: ]

  Diremos  que  σ  é regular  em  Ω  se  for

regular  em  todo  ponto  de  Ω.  Observamos  que  σ  ser  regular  em  Ω  significa  que  σ admite plano tangente em todo ponto σ (u, v), com (u, v) ∈ Ω.

Exercícios 9.2

[image: ]

1. Determine o plano tangente à superfície dada, no ponto dado.

a                2      2 ) σ ( u, v ) = ( u, v, u + v), no ponto σ (1, 1). b)

[image: ]

c) σ (u, v) = (2u + v, u − v, 3u + 2v), no ponto σ (0, 0). d                 2 ) σ ( u, v ) = ( u − v, u + v2, uv), no ponto σ (1, 1). e)

[image: ]

2.                   3                        2                                         1 Seja σ: Ω → ℝ , Ω aberto em ℝ , uma superfície de classe C e seja γ : I → Ω

uma curva de classe 1 C, com γ (t) = (u (t), v (t)). (Observe que γ (t) é um ponto de Ω, para todo t ∈ I.)  Seja  Γ: I  → Im  σ  a  curva  dada  por  Γ  (t)  =  σ  (γ  (t)). Prove que                       é ortogonal a Γ' (t). Interprete.

[image: ]

3.                  2         3                                                        1 Seja σ: Ω ⊂ ℝ → ℝ , Ω aberto, uma superfície de classe C dada por σ (u, v)

= (x (u, v), y (u, v), z (u, v)). Verifique que

[image: ]

 

9.3.     ÁREA DE SUPERFÍCIE

Seja σ:         3 K → ℝ, onde K é um compacto com fronteira de conteúdo nulo e interior não vazio. No que segue suporemos que σ é de classe 1 C em K e regular no interior de K 1 3  . (Dizer que σ é de classe  C  em  K  significa que existe uma transformação  φ:  Ω →  ℝ

de classe 1 C no aberto Ω, com K contido em Ω, tal que, para todo (u, v) em K, σ (u, v) = φ (u, v).




[image: ]

σ  transforma  o  retângulo  de  lados  Δu  e  Δv  no  “paralelogramo  curvilíneo” ABCD contido na imagem de σ. Queremos avaliar a “área” deste “paralelogramo curvilíneo” para Δu e Δv suficientemente pequenos.

[image: ]

A área do paralelogramo determinado pelos vetores   é

[image: ]

 

(Observe que este paralelogramo está contido no plano tangente a σ, no ponto σ (u, v).)

Temos:

[image: ]

 comprimento do arco AB

e

[image: ]

 comprimento do arco AD

A “área” ΔS de ABCD é, então, aproximada pela área do paralelogramo de lados 

[image: ]

[image: ]

Nada mais natural, então, do que definir a área de σ por

[image: ]

 

Observe  que  a  integral  acima  existe,  pois                   é  contínua  em K  e  a

[image: ]

fronteira de K tem conteúdo nulo.

EXEMPLO.                                       2 Calcule a área da superfície σ dada por σ ( u, v ) = ( u, v , 1 − u), u ≥ 0, v ≥ 0 e u + v ≤ 1.

Solução

[image: ]

 

e

[image: ]

 

Temos:




[image: ]

onde K é o triângulo

[image: ]

 

Temos:

[image: ]

 

Façamos a mudança de variável

[image: ]

[image: ]

[image: ]

Como

[image: ]

 

resulta

[image: ]

 

Por outro lado,

[image: ]

 

Portanto, a área de                                    .

[image: ]

 

Observação.                                         .

[image: ]

■

Exercícios 9.3

[image: ]

1. Calcule a área. (Sugerimos ao leitor desenhar a imagem da superfície dada.)

a) σ (u, v) = (u, v, 1 − u − v), u ≥ 0, v ≥ 0 e u + v ≤ 1. b                        2      2 ) σ ( u, v ) = ( u, v , 2 − u − v ) , u + v ≤ 1. c                 2      2      2      2 ) σ ( u, v ) = ( u, v, u + v ), u + v ≤ 4. d                    2       2 ) σ ( u, v ) = ( u, v , 4 − u − v), (u, v) ∈ K,  onde K  é  o  conjunto  no  plano uv

limitado pelo eixo                                                −θ u e pela curva (em coordenadas polares) ρ = e, 0 ≤ θ ≤ π.

[image: ]

e)

f                                            2        2 ) σ ( u v ) = (cos u, v , sen u ), u + 4 v ≤ 1.

2.                            3     2               2 Seja A = {(0, y, z ) ∈ ℝ | z + ( y − 2) = 1}; ache a área da superfície gerada

pela rotação em torno do eixo Oz do conjunto A.

3.                                1 Seja f : K → ℝ de classe C no compacto K com fronteira de conteúdo nulo e

interior  não  vazio.  Mostre  que  a  área  da  superfície z  f  =  (x,  y)  (isto  é,  da superfície σ dada por x = u, y = v e z = f (u, v)) é dada pela fórmula

[image: ]

 

4.                                                         2       2 Calcule  a  área  da  parte  da  superfície  cilíndrica z  + x  =  4  que  se  encontra

dentro do cilindro 2      2 x + y ≤ 4 e acima do plano xy.

5.                                                      2      2      2 Calcule a área da parte da superfície esférica x + y + z = 1 que se encontra

[image: ]

dentro do cone 

[image: ]

6. 2 2  Calcule a área da superfície  , (  x  − 2)  + 4  y  ≤

1.

7.                                                      2      2      2 Calcule a área da parte da superfície esférica x + y + z = 2 que se encontra

dentro do paraboloide      2      2 z = x + y.

8.                                      2      2      2 Calcule a área da parte do cone z = x + y que se encontra dentro do cilindro

x2      2                                  2      2 + y ≤ 2 x , fora do cilindro x + y ≤ 1 e acima do plano xy.

9. 3/2 3/2  Calcule  a  área  da  superfície  z  =  x  +  y, 

[image: ]

.

[image: ]

10.                                                    2      2 Calcule a área da , x + y ≤ 2x, x ≥ 1 e y ≥ 0.

[image: ]

11. Calcule  a  área  da  parte  da  superfície 

compreendida entre os planos x + y = 1, x + y = 2, x = 0 e y = 0.

12. Calcule a área da parte da superfície z = xy que se encontra dentro do cilindro

x2      2                                  2      2 + y ≤ 4 e fora do cilindro x + y ≤ 1.

13. Seja K o conjunto do plano xy limitado pelas curvas (em coordenadas polares)

[image: ]

ρ = tg θ,  . Calcule a área da superfície

z = xy, (x, y) ∈ K.

14. Seja K  o  conjunto  do  plano xy  limitado  pela  curva  (em  coordenadas  polares)

[image: ]

ρ 2= cos 2 θ,                 . Calcule a área da superfície z = xy, (x, y) ∈ K.

15.                                                       2         2 Calcule  a  área  da  parte  do  paraboloide  elíptico z  = x  +  2 y  que  se  encontra

dentro do cilindro 4 2          2 x + 16 y ≤ 1.

16.                                           1 Seja f : [ a, b ] → ℝ uma função de classe C, com f (u) ≥ 0 em [a, b]. Considere

a superfície de revolução σ (u, v) = (f (u) cos v, f (u) sen v, u), com a ≤ u ≤ b, 0 ≤ v ≤ 2π. Estabeleça uma fórmula para o cálculo da área de σ. Compare com a fórmula obtida na Seção 13.4 do Vol. 1, 5.ª edição.

17. Estabeleça  uma  fórmula  para  o  cálculo  da  área  da  superfície 

[image: ]

, onde a > 0, b > 0 e c > 0 são constantes dadas.

[image: ]

 

18.                 3                                                           1 Seja F : Ω ⊂ ℝ → ℝ

, Ω aberto, uma função de classe C tal que  . Seja

f : K → ℝ, onde K é um compacto com fronteira de conteúdo nulo e interior não vazio contido em Ω, tal que F (x, y, f (x, y)) = 0 para todo (x, y) ∈ K, isto é, z = f (x, y) é definida implicitamente pela equação F (x, y, z) = 0. Mostre que a área da superfície z = f (x, y) é dada pela fórmula

[image: ]

 

19.                  3 Sejam σ: Ω ⊂ ℝ e φ: Ω        → ℝ duas superfícies regulares nos abertos Ω ⊂ ℝ

1        2         3

e Ω 1, respectivamente. Suponha que exista uma transformação H: Ω1 → Ω, com H (Ω 1) = Ω, dada por

[image: ]

 

sendo              1 H de classe C, inversível e tal que, para todo (s, t) ∈ Ω ,

1

φ (s, t) = σ(u(s, t), v (s, t)).

Diremos, então, que φ é obtida de σ pela mudança de parâmetros (u, v) = H (s, t). Suponha, então, que φ seja obtida de σ pela mudança de parâmetros (u, v) = H (s, t) = (u (s, t), v (s, t)).

a) Verifique que Imφ = Im σ.

b) Prove que

[image: ]

 

onde

[image: ]

 

é o determinante jacobiano da transformação u u (s, t), v v (s, t).

[image: ]

c) Interprete geometricamente a relação supondo ① supondo 

20.                  2         3                    2         3 Sejam σ: Ω ⊂ ℝ → ℝ e φ: Ω ⊂ ℝ → ℝ duas superfícies regulares, sendo

1

φ obtida de σ pela mudança de parâmetros (u, v) = H (s, t) = (u (s, t), v (s,  t)) (veja exercício anterior). Sejam K ⊂ Ω e K1 ⊂ Ω , compactos com fronteira de 1 conteúdo nulo e interior não vazio e tais que               . Prove que

[image: ]

 

21. Seja σ(u, v) = (x (u, v), y (u, v), z (u, v)), (u,  v) ∈ K.  Mostre  que  a  área  de σ

[image: ]

pode ser expressa na forma

[image: ]

(Sugestão: Veja Exercício 3 da Seção 9.2.)

 

9.4.     INTEGRAL DE SUPERFÍCIE

Seja                        2 K  um  compacto  de ℝ,  com  fronteira  de  conteúdo  nulo  e  interior  não  vazio; seja             3                  1 σ : K → ℝ de classe C em K, regular e injetora no interior de K.

Seja w = f (x, y, z) uma função a valores reais definida e contínua na imagem de σ. Definimos a integral de superfície de f sobre σ por

[image: ]

 

onde                   du dv é o elemento de área.

[image: ]

Observação 1. Seja P = {(ui, vj) | i = 0, 1, 2, …, n, j = 0, 1, 2, …, m} uma partição de K; para facilitar, vamos supor que K seja um retângulo de lados paralelos aos eixos.

[image: ]

 

Consideremos a soma onde ΔSij é a área da região hachurada na superfície σ. Demonstra-se que

[image: ]

[image: ]

 

Observação 2. Na definição de integral de superfície a função f (x,  y,  z)  não  precisa estar definida em todos os pontos da imagem de σ; basta estar definida nos pontos X = σ (u, v), com (u, v) no interior de K. Neste caso, definimos

[image: ]

 

desde  que  a  integral  do  2.º  membro  exista  no  sentido  da  definição  apresentada  na Seção 2.5.

EXEMPLO 1. Se f (x, y, z) = 1, para todo (x, y, z) ∈ Im σ, teremos

[image: ]

 

Assim,

[image: ]

 

A integral de superfície pode ser aplicada no cálculo da massa, centro de massa e momento de inércia de uma superfície σ, que será imaginada como um corpo delgado, com densidade superficial de massa (massa por unidade de área) conhecida. Sejam σ e f como na definição acima. Se f (x, y, z) for a densidade superficial de massa no ponto (x, y, z) ∈ Im σ, então a massa M de σ será dada por

[image: ]

 

É comum referir-se a dm = f (x, y, z) dS como elemento de massa.

O momento de inércia da superfície em relação a um eixo fixo é definido por

[image: ]

β onde r = r (x, y, z) é a distância do ponto (x, y, z) ao eixo. O centro de massa (x , y , c c zc) é definido por

 

[image: ]

 

onde M é a massa e dm = f (x, y, z) dS o elemento de massa.

■

EXEMPLO 2. Calcule a massa da chapa fina σ dada por x = u, y = v e z = u + 2v, 0 ≤ u ≤ 1 e 0 ≤ v ≤ 1, sendo f (x, y, z) = x y z a densidade superficial.

Solução

[image: ]

 

onde K é o quadrado 0 ≤ u ≤ 1, 0 ≤ v ≤ 1. Temos:

[image: ]

 

e, portanto,

[image: ]

 

Segue que

[image: ]

[image: ]

Portanto, a massa é       unidades de massa.

■

EXEMPLO 3. Sejam σ e f como no exemplo anterior. Calcule o momento de inércia de σ em relação ao eixo z.

Solução

[image: ]

 

onde r = r (x, y, z) é a distância do ponto (x, y, z) ao eixo z. Como  , vem

[image: ]

 

onde K é o quadrado 0 ≤ u ≤ 1, 0 ≤ v ≤ 1. Como

[image: ]

 

resulta

[image: ]

 

Assim, o momento de inércia da chapa em relação ao eixo z é  . (Observe que o

[image: ]

momento de inércia tem dimensões     2 ML, onde M é massa e L, comprimento.)

[image: ]

■

EXEMPLO 4. Sejam σ e f como no Exemplo 2. Calcule o centro de massa de σ.

Solução




[image: ]

Pelo Exemplo 2, M        . Temos, então:

[image: ]

 

Assim, o centro de massa da chapa é o ponto 

[image: ]

■

[image: ]

Exercícios 9.4

[image: ]

1. Calcule                 sendo

[image: ]

a                           2                           2 ) f ( x, y, z ) = x e σ ( u, v ) = ( u, v, u + v ), 0 ≤ u ≤ 1 e u ≤ v ≤ 1. b) f (x, y, z) = xy e σ (u, − v) (u − v, u + v, 2u + v + 1), 0 ≤ u ≤ 1 e 0 ≤ v ≤ u. c             2      2                            2      2     2      2 ) f ( x, y, z ) = x + y e σ ( u, v ) = ( u, v, u + v ), u + v ≤ 1. d                              2 ) f ( x, y, z ) = y e σ ( u, v ) = ( u, v , 1 − u), 0 ≤ u ≤ 1 e 0 ≤ v ≤     . e              2      2                           2      2      2 ) f ( x, y, z ) = x + y e σ a superfície x + y + z = 4, z ≥ 1. (Fica entendido

[image: ]

aqui que σ é a parametrização mais “natural” do conjunto dado.)

f                                                                                   2      2 ) f ( x, y, z ) = xy e σ é a interseção do paraboloide z = x + y com o conjunto

x2      2 + y ≤ 2x, y ≥ 0.

g                                 2      2      2 ) f ( x, y, z ) x e é σ a parte da superfície z = x + y situada entre os planos z =

1 e z = 3.

h                                  2      2      2 ) f ( x, y, z ) = z e σ é a parte da superfície z = x + y que se encontra acima do

paraboloide 4     2      2 z = x + y + 3.

[image: ]

i                                                                                         2      2 ) e σ é a parte da superfície cilíndrica z + x = 1 que se

[image: ]

encontra dentro do cone                .

[image: ]

j 2 2  )

 e σ é a parte do paraboloide z = 1 − x − y que

se encontra dentro do cilindro 2     2 x + y ≤ 2y.

2. Calcule  o  centro  de  massa  da  superfície  homogênea  (densidade  constante)

dada.

a                 2      2      2      2 ) σ = ( u, v ) = ( u, v, u + v ) , u + v ≤ 1. b                            2      2      2 ) σ é a parte da superfície cônica z = x + y compreendida entre os planos z

= 1 e z = 2.

3. Calcule  a  massa  da  superfície σ  dada,  com  função  densidade  superficial  de

massa f (x, y, z) dada.

a                          2      2      2 ) f ( x, y, z ) = z e é a superfície x + y + z = 1, z ≥ 0. b                                      2      2      2 ) e σ é a superfície z = x + y, 1 ≤ z ≤ 2. c                                 2 ) f ( x, y, z ) = 2 e σ ( u, v ) = ( u, v , 1 − u), 0 ≤ u ≤ 1 e 0 ≤ v ≤ 1.

[image: ]

4. Calcule o momento de inércia da superfície esférica de raio R, homogênea, de

massa M,  em  torno  de  qualquer  diâmetro.  (Tal  superfície  deve  ser  imaginada como um corpo delgado e homogêneo.)

5. Calcule  o  momento  de  inércia  da  superfície  homogênea,  de  massa M,  de

equação      2      2    2      2      2 z = x + y , x + y ≤ R (R > 0), em torno do eixo Oz.

6. Calcule  o  momento  de  inércia  da  superfície  homogênea,  de  massa M,  de

equação 2      2       2 x + y = R (R > 0), com 0 ≤ z ≤ 1, em torno do eixo Oz.
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FLUXO DE UM CAMPO V ETORIAL.

TEOREMA DA DIVERGÊNCIA OU DE

GAUSS

 

10.1.   F LUXO DE UM CAMPO VETORIAL

Seja              2          3                    1 σ  : K ⊂ ℝ  → ℝ  de  classe C,  onde K  é  um  compacto  com  fronteira  de conteúdo nulo e interior não vazio. Suponhamos que σ seja injetora e regular no interior de K. Podemos, então, considerar os campos vetoriais   e     dados por

[image: ]

 

e

[image: ]

 

O  campo      associa  a  cada  ponto σ  (u,  v)  da  imagem  de  σ,  com  (u,  v) ∈    ,  um vetor unitário e normal a σ. Observe que o domínio de   é o conjunto Como σ é injetora no interior de K, o campo   está bem definido.

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

 

Seja   :            3 Im σ → ℝ um campo vetorial contínuo e seja   um dos campos   ou página anterior. Seja                a função a valores reais dada por

[image: ]

 

Observe que F (σ (u, v)) é a componente escalar de   (σ (u, v)) na direção do vetor n

[image: ]

 (σ (u, v)).

[image: ]

Pois bem, a integral de superfície

[image: ]

 

denomina-se fluxo  de      através  de  σ,  na  direção    .  (Veja  Observação  2  da  Seção 9.4.)

[image: ]

É  frequente  a  notação             ,  onde              ,  para  indicar  o  fluxo  de 

[image: ]

através  de  σ,  na  direção     .  É  comum  referir-se  a       como elemento  de  área orientado.

[image: ]

Segue da definição de integral de superfície que

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

Temos, então:

 

[image: ]

 

ou

[image: ]

 

Observe que pelo fato de estarmos supondo   contínua em                    1 Im σ, σ de classe C  e

[image: ]

K com fronteira de conteúdo nulo, a integral 

[image: ]

EXEMPLO 1.  Considere  um  escoamento  de  um  fluido  com  velocidade    constante;

[image: ]

seja σ  uma  superfície  cuja  imagem  é  um  retângulo  contido  na  região  em  que  se  dá  o escoamento  e  considere  a  normal      a σ  que  forma  com      ângulo  <     rd.  Calcule 

[image: ]

dS e interprete.

[image: ]

Solução

[image: ]

[image: ]

[image: ]

 e     são constantes; logo,           é constante. Assim,

[image: ]

 

 = volume de fluido que passa através de na unidade de tempo.

[image: ]

 

Observe que se o fluido tem densidade ρ constante, então

[image: ]

 

 = massa de fluido que passa através de σ na unidade de tempo.

[image: ]

 

■

[image: ]

EXEMPLO 2. Calcule o fluxo de

[image: ]

[image: ]

através da superfície

[image: ]

 

com normal 

[image: ]

 

Solução

[image: ]

 

ou seja,

[image: ]

 

onde K é o retângulo 0 ≤ u ≤ 1, 0 ≤ v ≤ 1.

[image: ]

 

ou seja,

[image: ]

[image: ]

e, portanto,

 

[image: ]

 

Observe  que  se  olharmos    como  um  campo  de  velocidade  associado  a  um

[image: ]

escoamento  de  um  fluido  e  se      for  medido  em  m/s,  então  o  fluxo  de      através  de será medido em m 3/s. Neste caso, teremos:

[image: ]

 

Muitas  vezes,  teremos  que  calcular  o  fluxo  de  um  campo  vetorial  sobre “superfícies”  como,  por  exemplo,  a  fronteira  de  um  cubo,  de  um  cilindro  etc.  Será conveniente, então, olhar tais “superfícies” como imagens de cadeias.

[image: ]

Seja             3                                                               1 σ i        i : K → ℝ ( i = 1, 2, …, n ) uma superfície de classe C, regular e injetora no interior  de K ,  onde K  é  um  compacto  com  fronteira  de  conteúdo  nulo  e  interior  não i i

[image: ]

vazio. Suponhamos que                       , para i ≠ j. Pois bem, a n-upla (σ ,  σ , 1 2 …, σn) é denominada cadeia. Definimos a imagem da cadeia (σ 1, σ2, …, σn) por

[image: ]

Im σ = Im σ ⋃      ⋃    ⋃ 1 Im σ 2 … Im σn.

[image: ]

Seja   um campo vetorial contínuo sobre Im σ, onde (σ , σ , …, σn) é uma cadeia. 1 2 Seja     um campo unitário normal a σi. Definimos

[image: ]

 

onde     é um campo vetorial definido em Im  σ  e  tal  que                              ,

[image: ]

para todo (u, v) ∈    , i = 1, 2, …, n.

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

De  agora  em  diante,  quando  se  pedir  para  calcular                   onde σ  é  uma

“superfície” não parametrizada, entender-se-á que se trata de calcular tal integral sobre a cadeia mais “natural” (σ , σ ,  …,  σn)  cuja  imagem  coincida  com  a  superfície  dada. 1 2

(Veja Exercício 14 desta seção.)

[image: ]

EXEMPLO 3. Seja   um campo

vetorial  de  classe    1                            3 C  no  aberto  Ω ⊂ ℝ.  Considere  um  paralelepípedo  de  faces paralelas  aos  planos  coordenados  contido  em  Ω,  com  centro  no  ponto  (x,  y,  z)  e  de arestas  Δx,  Δy  e  Δz  suficientemente  pequenas.  Suponha  que  em  cada  face  do paralelepípedo escolhe-se a normal que aponta para fora do paralelepípedo. Verifique que o fluxo de     através da fronteira σ  do  paralelepípedo  é  aproximadamente  div (x, y, z) Δx Δy Δz; isto é,

[image: ]

 

Solução

[image: ]

 

O fluxo de   através da face ABCD é aproximadamente

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

De

[image: ]

 

segue que o fluxo   através da face ABCD é aproximadamente

[image: ]

 

O fluxo de   através da face A B C D é aproximadamente 1 1 1 1

[image: ]

 

De

[image: ]

 

segue que o fluxo   através da face A B C D é aproximadamente 1 1 1 1

[image: ]

 

Resulta  de ①  e ②  que  a  soma  dos  fluxos  através  das  faces ABCD  e A 1B1C1D1  é aproximadamente

[image: ]

 

Procedendo de forma análoga com as outras faces obtemos

[image: ]

 

EXEMPLO 4. Calcule            , onde σ é a fronteira do cubo 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1,                                     é a normal apontando para fora do cubo.

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

Solução

[image: ]

 

onde σ , σ , … σ são as faces do cubo e   são, respectivamente, as  1  2  6

[image: ]

normais a estas faces que apontam para fora do cubo.

[image: ]

 

Temos:

[image: ]

 

onde K é o quadrado 0 ≤ u ≤ 1, 0 ≤ v ≤ 1.

[image: ]

[image: ]

ou seja,

[image: ]

 

ou seja,

[image: ]

 

Deixamos a seu cargo verificar que:

[image: ]

 

Portanto,

[image: ]

 

EXEMPLO 5. Seja B o cubo 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1 e sejam     e σ como no exemplo anterior. Verifique que

[image: ]

 

Solução

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

onde A é o retângulo 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1. Assim,

 

[image: ]

 

De acordo com o exemplo anterior                 . Portanto,

[image: ]

 

EXEMPLO 6. Seja

[image: ]

 

o campo elétrico criado por uma carga q localizada na origem. Calcule o fluxo de através da superfície esférica de raio r e centrada na origem, com normal   apontando

[image: ]

para fora da esfera.

[image: ]

Solução

[image: ]

Queremos calcular               onde σ é a superfície esférica de centro na origem

[image: ]

e raio r e                                     . Temos:

[image: ]

 

pois (x, y, z) varia na superfície esférica de centro na origem e raio r. Daí,

[image: ]

[image: ]

[image: ]

Como             = área da superfície esférica, resulta

[image: ]

 

Observe que o fluxo de     através de σ não depende do raio da superfície esférica σ.

[image: ]

■

Exercícios 10.1

[image: ]

(Para evitar repetição, ficará subentendido que a normal     que ocorre em 

[image: ]

dS será sempre unitária.)

[image: ]

1.                           3 Sejam B {( x, y, z ) ∈ ℝ | x ≥ 0, y ≥ 0 e 0 ≤ z ≤ 1 −x − y}, σ a fronteira de B e 

[image: ]

. Verifique que

[image: ]

 

onde   é a normal que aponta para fora de B.

[image: ]

2.                              2      2     2      2 Seja σ ( u, v ) = ( u, v , 4 − u − v ), u + v ≤ 1, e seja Γ(t) = (cos t, sen t, 3); 0 ≤ t

[image: ]

≤ 2π. Considere o campo vetorial 

a) Desenhe as imagens de e de Γ. b) Verifique que

[image: ]

 

onde   é a normal             .

[image: ]

 

3.                      2      2 Seja B o cilindro x + y ≤ 1 e 0 ≤ z ≤ 1; seja σ a fronteira de B. Verifique que

[image: ]

[image: ]

onde                                e     a normal a σ que aponta para fora de B.

 

[image: ]

4.                           3     2      2            2      2      2 Seja B = {( x, y, z ) ∈ ℝ | x + y ≤ 1 e x + y + z ≤ 4} e seja a fronteira de B.

[image: ]

Verifique que

[image: ]

 

onde   e   a normal que aponta para fora de B.

[image: ]

5.                                                3      2       2 Considere  o  cilindro B  =  {( x,  y,  z ) ∈ ℝ  | x  + y  ≤  1,  0  ≤ z  ≤  1}  e  seja 

[image: ]

 de classe 1 C num aberto contendo B. Verifique que

[image: ]

 

onde σ é a fronteira de B com normal   apontando para fora de B.

[image: ]

6.                                            3    2      2 Considere o cilindro B = {( x, y, z ) ∈ ℝ | x + y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1} e seja

[image: ]

 

de classe 1 C num aberto contendo B. Verifique que

[image: ]

 

onde é a fronteira de B com normal   apontando para fora de B.

[image: ]

(Sugestão: Trabalhe com a cadeia σ = (σ , σ , σ ), onde 1 2 3

[image: ]

σ               2      2 ( u, v ) = ( u, v , 0), u + v ≤ 1;

1

σ               2      2 ( u, v ) = ( u, v , 1), u + v ≤ 1;

2

σ (u, v) = (cos u, sen u, v), 0 ≤ u ≤ 2π, 0 ≤ v ≤ 1.) 3

7.                                            3    2      2 Considere o cilindro B = {( x, y, z ) ∈ ℝ | x + y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1} e seja

[image: ]

 

de classe 1 C num aberto contendo B. Verifique que

[image: ]

 

onde σ é a fronteira de B com normal   apontando para fora de B.

[image: ]

(Sugestão: Utilize os Exercícios 5 e 6.)

8.                   3                  1 Seja σ : K → ℝ de classe C em K, injetora e regular no interior de K, onde K

[image: ]

é  um  compacto  com  fronteira  de  conteúdo  nulo.  Seja contínuo em Im σ. Seja   a normal

[image: ]

 

Mostre que

[image: ]

 

onde P, Q e R são calculadas em σ (u, v) = (x (u, v), y (u, v), z (u, v)).

[image: ]

9. Sejam σ  (u,  v)  =  (x  (u,  v), y  (u,  v), z  (u,  v)),  (u,  v) ∈ K,  e 

[image: ]

 como no exercício anterior. A notação

[image: ]

 

é usada para representar a integral

[image: ]

Assim,

[image: ]

 

onde P, Q e R são calculados em σ (u, v). (Para lembrar a relação acima, basta observar que na passagem do 1.º membro para o 2.º fizemos 

[image: ]

du dv etc.) Verifique que

[image: ]

a)

[image: ]

 

onde   é a normal 

[image: ]

 

b)

[image: ]

 

onde   é a normal              .

[image: ]

 

10.                                                     1 Seja σ a superfície z = f ( x, y ), ( x, y ) ∈ K , de classe C num aberto contendo K .

[image: ]

(Observação. Tratase da superfície dada por x = u, y = v e z = f (u, v).) Seja 

[image: ]

  a  normal  a σ  com  componente z  >  0  e  seja    um

[image: ]

campo vetorial contínuo na imagem de σ. Mostre que

[image: ]

 

onde P, Q e R são calculadas em (x, y, f (x, y)).

[image: ]

11. Considere um escoamento com velocidade     (x, y, z)  e  densidade  ρ  (x,  y,  z),

[image: ]

tal que  2  seja dado por  . Seja a  σ  superfície  x

[image: ]

+ 2      2 y + z = 4, z ≥     , e seja     a normal com componente z > 0. Calcule o fluxo de  −1   através  de  σ.  (Observe  que,  neste  caso,  o  fluxo  tem  dimensões  MT

[image: ]

(massa por unidade de tempo).)

[image: ]

12. 3     2      2      2  Seja   o campo do exercício anterior e seja  B  = {(  x, y, z  )  ∈  ℝ  |  x  +  y  +  z ≤

[image: ]

4 e z ≥     }. Mostre que

[image: ]

 

onde  é  a  fronteira  de B  e    a  normal  unitária  apontando  para  fora  de  B.

[image: ]

Interprete.

[image: ]

13.                                                      2       2      2 Seja   o  campo  do  Exercício  11  e  seja B  a  esfera x  + y  + z  ≤  4.  Calcule 

[image: ]

 onde é a fronteira de B, com normal   apontando para fora de B.

[image: ]

(Sugestão: Utilize coordenadas esféricas.)

[image: ]

14. 1  Sejam σ  u, v  (  ), (  u, v  )  ∈  K  e σ  (  s, t  ), (  s, t  )  ∈  K  , duas superfícies de classe  C

[image: ]

1                          1      2                        2

e com imagens iguais; σ 1 e σ2 são supostas injetoras e regulares nos interiores de K1 e K2, respectivamente. Seja φ : K1 → K2 uma transformação dada por

[image: ]

 

e  que  satisfaz  as  condições  do  teorema  de  mudança  de  variáveis  na  integral dupla. Suponhamos que, para todo (u, v) ∈ K1,

σ1 (u, v) = σ2 (s (u, v), t (u, v)).

[image: ]

Seja      um  campo  vetorial  contínuo  na  imagem  de σ  e  seja      um  campo 1 normal unitário ao conjunto Im σ1 = Im σ2. Prove que

[image: ]

 

ou seja, o fluxo através do conjunto Im σ1 não depende da parametrização.

[image: ]

[image: ]

(Sugestão:  Utilize  a  relação    do

Exercício 19 da Seção 9.3.)

 

10.2.   TEOREMA DA DIVERGÊNCIA OU DE GAUSS

Seja         3 B ∈ ℝ  um  compacto,  com  interior  não  vazio,  cuja  fronteira  coincide  com  a imagem de uma cadeia σ = (σ , σ , … σm).  Suponhamos  que,  para  cada  índice i,  seja 1 2

[image: ]

possível escolher uma normal unitária     a σi, com     apontando para fora de B. Seja 

[image: ]

 um campo vetorial definido na fronteira de B e que coincide com     sobre σ  (   ). i i

[image: ]

Seja                                                             1 um campo vetorial de classe C  num  aberto  contendo B.  Pode  ser  provado  (veja  Seção  10.3  e  referências  bibliográficas  [19]  e  [15])  que para  uma  classe  bastante  ampla  de  conjuntos B,  nas  condições  acima,  é  válida  a relação

[image: ]

 

conhecida  como teorema  da  divergência  ou  de  Gauss.  (Observamos  que  a  todo compacto B  que  ocorrer  nesta  seção  e  que  satisfaça  as  condições  descritas anteriormente, o teorema da divergência se aplica.)

[image: ]

Os próximos exemplos mostram algumas aplicações do teorema da divergência. Na próxima seção, destacaremos uma classe bastante ampla de compactos B para os quais o teorema da divergência se verifica.

[image: ]

EXEMPLO 1. Utilizando o teorema da divergência, transforme a integral de superfície

[image: ]

 numa integral tripla e calcule, onde σ é a fronteira do cilindro

[image: ]

B            3     2      2 = {( x, y, z ) ∈ ℝ | x + y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1},                                     e     a normal apontando para fora de B.

[image: ]

Solução

[image: ]

[image: ]

Temos

 

[image: ]

 

onde               2      2 K é o círculo x + y ≤ 1. Portanto,

[image: ]

 

Segue que

[image: ]

 

(Sugerimos ao leitor verificar a igualdade acima, calculando diretamente 

[image: ]

.)

■

[image: ]

EXEMPLO  2.  Seja                                         e  seja σ  a

[image: ]

superfície 2      2      2 x + y + z ≤ 4, z ≥ 0, sendo     a normal a σ com componente z > 0. Calcule o fluxo de   através de σ, na direção  .

[image: ]

Solução

[image: ]

Seja                 2      2      2 B o compacto x + y + z ≤ 4, z ≥ 0. Seja σ a superfície

1

σ               2      2 ( u, v ) = ( u, v , 0), u + v ≤ 4.

1

A  fronteira  de B  coincide,  então,  com  a  imagem  da  cadeia  (σ,  σ 1).  Pelo  teorema  da divergência,

[image: ]

[image: ]

Como div   = 0, resulta

[image: ]

 

ou seja, o fluxo de   através de σ, na direção    , é igual ao fluxo de   através de σ , 1 na direção    . Temos

[image: ]

 

Mas, (x, y, z) ∈ Im 1 ⇒ z = 0. Daí

[image: ]

 

Portanto,

[image: ]

 

(Sugerimos ao leitor calcular diretamente              .)

[image: ]

■

[image: ]

Seja         3 B ∈ ℝ  um  compacto  para  o  qual  vale  o  teorema  da  divergência  e  seja σ  a fronteira de B, com normal     apontando para fora de B. Pelo teorema da divergência teremos

[image: ]

 

para  todo  campo  vetorial                                         1  de  classe C num  aberto  Ω

[image: ]

contendo B                             1 . Entretanto, se   for de classe C em Ω e se B não estiver contido em Ω, a relação ①  não  terá  nenhuma  obrigação  de  se  verificar.  Veja  parte b  do  próximo exemplo.

[image: ]

EXEMPLO 3. Seja

[image: ]

[image: ]

[image: ]
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onde q é uma constante não nula.

 

[image: ]

a) Calcule div    .

[image: ]

b                                            2      2      2 ) Calcule o fluxo de  através da superfície esférica x + y + z = 1, com normal apontando para fora da esfera 2      2      2 x + y + z ≤ 1.

[image: ]

c                                                  2       2                2 )  Calcule  o  fluxo  de   através  da  superfície  esférica x  + y  +  ( z  −  2)  =  1,  com normal   apontando para fora da esfera 2      2              2 x + y + ( z − 2) ≤ 1.

[image: ]

d) Calcule o fluxo de     através da fronteira do cubo −2 ≤ x ≤ 2, −2 ≤ y ≤ 2, − 2 ≤ z ≤ 2, com normal   apontando para fora do cubo.

[image: ]

Solução

[image: ]

a) div     = 0 (verifique).

[image: ]

b 1                3                                                            2      2      2  )   é de classe  C  Ω em =  ℝ  {(0, 0, 0)}; seja σ a superfície esférica  x  +  y  +  z = 1

[image: ]

e seja              2      2      2 B a esfera x + y + z ≤ 1. Então, σ é a fronteira de B. Como B não está contido em  Ω,  não  podemos  aplicar  o  teorema  da  divergência  no  cálculo  da  integral 

[image: ]

 tal integral deve ser calculada diretamente. Segue do Exemplo 6 da seção

[image: ]

anterior que 

[image: ]

c 2      2              2                   1               2      2              2  ) Seja σ  a superfície esférica  x  +  y  + (  z  − 2)  = 1 e seja  B  a esfera  x  +  y  + (  z  − 2)

1

≤ 1. Assim, σ                                                    3 é a fronteira de B . Como B está contido em Ω = ℝ − {(0, 0, 0)}, segue

1                          1              1

que o teorema da divergência se aplica. Então,

[image: ]

 

d) Seja σ a fronteira do cubo −2 ≤ x ≤ 2, −2 ≤ y ≤ 2 e −2 ≤ z ≤ 2. Tem-se 2

[image: ]

onde     é a normal a σ , apontando para fora do cubo. Verifique. 2

[image: ]

(Sugestão: Seja B o conjunto de todos (x, y, z) tais que (x, y, z) pertence ao cubo, com x 2      2      2 + y + z ≥ 1; divida B em duas partes e aplique o teorema da divergência em cada uma delas e, em seguida, utilize o item b.)

■

EXEMPLO 4. (Novamente a equação da continuidade.) Imaginemos um escoamento num aberto Ω de 3 ℝ, com velocidade     (x, y, z, t) no ponto (x, y, z) e no instante t, com t                                                                        1 num intervalo aberto I ;  é suposta de classe C. Seja ρ  (x,  y,  z,  t)  a  densidade  no ponto  (x,  y,  z)  e  no  instante t.  Seja B ⊂  Ω  um  compacto  ao  qual  o  teorema  da divergência se aplica. Temos:

[image: ]

 

onde M (t) é a massa do fluido que ocupa a região B no instante t. Como é de classe C1,

[image: ]

 

que é a taxa de variação, no instante t, da massa M = M (t) que ocupa a região B. Seja σ a fronteira de B, com normal   apontando para fora de B. Temos:

[image: ]

 

Se a massa dentro de B está aumentando é porque 

[image: ]

se  a  massa  está  diminuindo  é  porque    Tendo  em

[image: ]

vista  o  “princípio  da  conservação  da  massa”  e  supondo  que  em  Ω  não  haja  fontes  e nem sorvedouros de massa, é razoável esperar que se tenha

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

que é a equação da continuidade na forma integral. Pelo teorema da divergência

 

[image: ]

 

para cada t ∈ I. De ③ e ④ resulta

[image: ]

 

Pelo  fato  de ⑤  se  verificar  para  toda  esfera  contida  em  Ω  e  da  continuidade  do integrando resulta

[image: ]

 

que é a equação da continuidade na forma diferencial, equação esta já obtida na Seção 1.4. (Veja no Apêndice 3 como se chega a ③ sem utilizar a palavra razoável.)

■

[image: ]

EXEMPLO  5.  (Interpretação  para  o  divergente.)  Seja    um  campo  vetorial  de

classe 1                               3 C  num  aberto  Ω ⊂ ℝ  e  seja P ∈  Ω.  Seja  B ⊂  Ω  um  compacto  ao  qual  o teorema da divergência se aplica, com P ∈ B. Seja σ a fronteira de B, com normal apontando para fora de B. Pelo teorema da divergência,

[image: ]

 

Sendo   de classe 1 C, div   é contínua em Ω; assim, dado   > 0, existe δ > 0, tal que

[image: ]

|| X − P || < δ ⇒ | div   (X) − div   (P) | <  .

[image: ]

Como (vol B = volume de B)

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

para todo B ⊂ Ω, com P ∈ B e diâm B < δ. (Observação: diâm B = diâmetro de B  = maior de todas as distâncias entre dois pontos quaisquer de B.) Segue que

[image: ]

 

sempre que P ∈ B e diâm B < δ. Diremos, então, que  tende a div 

[image: ]

 (P), quando B se contrai a P. Como

[image: ]

 

resulta  que                  tende  a  div      (P), quando  B  se  contrai  a  P.  Assim,  a

[image: ]

divergência de    em P é um fluxo por unidade de volume em P.

[image: ]

Se B tem diâmetro suficientemente pequeno

[image: ]

 

ou

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

isto é, se diâmetro de B for suficientemente pequeno e se P ∈ B, então o fluxo de através  da  fronteira  σ de  B  será  aproximadamente  div      (P)  · vol  (B),  sendo  a aproximação tanto melhor quanto menor for o diâmetro de B.

[image: ]

■

Exercícios 10.2

[image: ]

1.                                            2                             3 Seja  um campo vetorial de classe C num aberto Ω ⊂ ℝ e seja B ⊂ Ω um

[image: ]

compacto ao qual o teorema da divergência se aplica. Seja σ a fronteira de B, com normal   apontando para fora de B. Calcule

[image: ]

 

2.                                2                                                      2      2 Seja   ( x, y, z ) = ( x + y + z )  e seja σ a fronteira do cilindro x + y ≤ 4 e 0

[image: ]

≤ z  ≤  3.  Calcule               dS  onde      é  a normal  exterior,  isto  é,       é  a

[image: ]

normal que aponta para fora do cilindro.

[image: ]

3. Seja    = x + y     + z      e  seja B  um  compacto  ao  qual  o  teorema  da

[image: ]

divergência se aplica. Prove

[image: ]

 

onde σ é a fronteira de B com normal exterior  .

[image: ]

 

( 2 2  Sugestão  : Aplique o teorema da divergência tomando para  B  o conjunto  x  +  y

[image: ]

+ 2 z  ≤  1, z  ≥  0.  Cuidado,  σ  não  é  a  fronteira  de B.  Veja  o  Exemplo  2  desta seção.)

[image: ]

5.                                             1                          3 Seja  um campo vetorial de classe C no aberto Ω = ℝ − {(0, 0, 0), (1, 1,

[image: ]

1)} e tal que div     = 0 em Ω. Sejam σ e σ superfícies esféricas de centros (0, 1 2

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

0, 0) e (1, 1, 1), respectivamente, e raios iguais a  , com normais exteriores 

[image: ]

e    . Seja σ uma superfície esférica de centro na origem e raio 5, com normal 3

[image: ]

exterior    . Prove que

[image: ]

 

6.                                             1                              3 Seja  um campo vetorial de classe C num aberto Ω de ℝ, com div     = 0

[image: ]

em  Ω.  Seja B ⊂  Ω  um  compacto  em  forma  de  “tubo”  (veja  figura)  ao  qual  o teorema da divergência se

[image: ]

aplica. Sejam σ e σ as secções transversais, com normais   apontando para  1  2

[image: ]

fora  e       apontando  para  dentro  de B.  Suponha  que       seja tangente  à superfície lateral do tubo.

[image: ]

 

7. Calcule                sendo a fronteira de B com normal exterior  , sendo

[image: ]

 

e) B                 é                  o                  paralelepípedo 

[image: ]

[image: ]

[image: ]
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[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

8.                                    2      2    2      2 Seja σ o gráfico de f ( x , y ) = x + y , x + y ≤ 1, e seja      a  normal  a  σ  com

[image: ]

componente z ≤ 0. 

[image: ]

9.                             3                                                                 1 Seja  Ω  um  aberto  de ℝ  e  seja   um  campo  vetorial  de  classe C  em  Ω.

[image: ]

Suponha que

[image: ]

 

para toda superfície esférica σ, com normal exterior  , contida em Ω. Prove,

[image: ]

então, que     é solenoidal, isto é, div     = 0 em Ω.

[image: ]

10. Sejam   = x + y + z    e r = ||   ||. Seja σ uma superfície esférica, com

[image: ]

normal exterior 

[image: ]

 

11.                      3                           2 Sejam f, g : Ω ⊂ ℝ → ℝ de classe C no aberto Ω. Seja B ⊂ Ω uma esfera e

[image: ]

seja σ a fronteira de B, com normal exterior  . Prove

[image: ]

 

12.                                                           1          3 a ) Sejam  e  dois campos vetoriais de classe C em ℝ; seja B uma esfera

[image: ]

com fronteira σ e normal exterior  . Suponha que rot     = rot     e div     = div

[image: ]

. Suponha, ainda, que     ·   =     ·   sobre σ. Prove que     =     em B.

[image: ]

(                                            3 Sugestão : Observe que existe f : ℝ → ℝ tal que ∇f =     −     e utilize o item c do exercício anterior.)

[image: ]

b) Utilizando a, prove que existe no máximo um campo vetorial   satisfazendo as

[image: ]

condições rot                3 =  em ℝ, div     = f em B e     ·     = g sobre σ, onde 

[image: ]

0                           0                            0

[image: ]
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[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

:    3         3 ℝ → ℝ, f : B → ℝ e g : Im σ → ℝ são dados.

0                   0

 

10.3.   TEOREMA DA DIVERGÊNCIA: CONTINUAÇÃO

O objetivo desta seção é verificar o teorema da divergência para alguns conjuntos B. Faremos isto através de exemplos.

EXEMPLO  1.  (Teorema  da  divergência  para  paralelepípedos.)  Seja B  o paralelepípedo a ≤ x ≤ b , a ≤ y ≤ b e a ≤ z ≤ b . Seja   = P + Q + R     um 1 1 2 2 3 3 campo  vetorial  de  classe    1 C  num  aberto  contendo B  e  seja  σ  a  fronteira  de B,  com normal   apontando para fora de B. Então

[image: ]

 

Solução

[image: ]

 

Sejam σ e σ as faces: 1 2

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

onde K1 é o retângulo a1 ≤ x ≤ b1, a2 ≤ y ≤ b2. Temos:

[image: ]

 

Por outro lado,

[image: ]

 

Daí,

[image: ]

 

Procedendo-se de forma análoga com as outras faces, conclui-se que

[image: ]

 

O  próximo  exemplo  mostra  que  o  teorema  da  divergência  verifica-se  para  todo compacto B que pode ser decomposto em um número finito de paralelepípedos.

EXEMPLO 2. Sejam os paralelepípedos

B            3 = {( x, y, z ) ∈ ℝ | a ≤ x ≤ b , a ≤ y ≤ b , a ≤ z ≤ b }

1                             1            1    2            2    3           3

e

B2                        3 = {( x , y , z ) ∈ ℝ | a ≤ x ≤ b , b ≤ y ≤ β , a ≤ z ≤ β }

1            1    2            2    3            3 onde β < b . Seja B = B    B e seja σ a fronteira de B, com normal     apontando para 3 3 1 ⊂ 2

[image: ]

fora  de                                                                             1 B .  Seja   = P + Q + R  um  campo  vetorial  de  classe C  num  aberto contendo B. Mostre que

[image: ]

 

Solução

[image: ]

Seja σ a fronteira de B , com normal     apontando para fora de B .  Pelo  teorema 1 1 1 da divergência para paralelepípedos, tem-se:

[image: ]

 

Seja σ a fronteira de B , com normal     apontando para fora de B . Tem-se: 2 2 2

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

Consideremos a face hachurada HIJL. Como

[image: ]

 

resulta

[image: ]

 

Portanto,

[image: ]

 

pois

[image: ]

 

EXEMPLO 3. (Teorema da divergência para tetraedro.) Seja B o tetraedro ax + by + cz ≤ d, x ≥ 0, y ≥ 0 e z ≥ 0, onde a, b, c e d são reais estritamente positivos dados. Seja

[image: ]

 =                                   1 P + Q + R de classe C num aberto contendo B. Então

[image: ]

 

onde σ é a fronteira de B, com normal   apontando para fora de B.

[image: ]

Solução

[image: ]

[image: ]

[image: ]




[image: ]

Sejam σ , σ , σ e σ as faces OMN, ONJ, OMJ e MNJ, respectivamente. Sejam  , 1 2 3 4

[image: ]

,      e      as normais às faces acima. Temos:

[image: ]

 

Temos, também:

[image: ]

[image: ]

[image: ]




[image: ]

e

[image: ]

 

onde K1, K2  e K3  são,  respectivamente,  os  triângulos OMN,  ONJ  e OMJ.  Para  a  face MNJ podemos, também, considerar as parametrizações

[image: ]

 

e




[image: ]

(Veja Exercício 14 da Seção 10.1.)

Temos:

[image: ]

 

Vamos mostrar que

[image: ]

 

Temos:

[image: ]

 

Por outro lado,

[image: ]

 

De ② e ③ resulta ①. Deixamos a seu cargo verificar que e

[image: ]

[image: ]

 

(Sugestão: Em ④ trabalhe com a parametrização σ e em ⑤ com σ .) 5 6

De ①, ④ e ⑤ resulta o que queríamos provar.

■

Fica a seu cargo pensar na demonstração do teorema da divergência para o caso em que B  pode  ser  decomposto,  por  meio  de  secções  planas,  em  um  número  finito  de paralelepípedos  e  tetraedros.  (Você  pode  admitir  o  teorema  da  divergência  para  um tetraedro qualquer.)

Nosso  objetivo,  a  seguir,  é  destacar  uma  classe  bastante  ampla  de  compactos B para os quais o teorema da divergência se verifica.

Sejam

z = f (x, y), (x, y) ∈ Ω 1,

y = g (x,. z), (x, z) ∈ Ω2,

e

x = h (y, z), (y, z) ∈ Ω 3,

funções  de  classe 1 C  nos  abertos  Ω ,  Ω  e  Ω .  Consideremos  as  parametrizações  dos

1      2        3

gráficos das funções acima:




[image: ]

Seja         3 B ⊂ ℝ um conjunto compacto. Dizemos que B é um compacto  de  Gauss  se sua  fronteira  puder  ser  decomposta  em  duas  partes F0  e F1  satisfazendo  as  seguintes condições:

(i)   F0 é um conjunto fechado contido na reunião de um número finito de imagens de

curvas de classe 1 C definidas em intervalos [a, b];

(ii) para  cada  ponto X ∈ F  existe  uma  bola  aberta V  de  centro X  tal  que  a 1

interseção F1 ∩ V admite uma parametrização de um dos tipos (I), (II) ou (III); além disso, se tal parametrização for, por exemplo, do tipo (I) deveremos ter:

[image: ]

“para todo (x, y, z) ∈ ∩ V, z < f (x, y)”

ou

[image: ]

“para todo (x, y, z) ∈ ∩ V, z > f (x, y)”

[image: ]

Esta  última  condição  significa  que    ∩ V  está  de  um  mesmo  lado  de F1  ∩ V. (Lembrese de que   indica o conjunto dos pontos interiores de B.)

[image: ]

Pode  ser  provado  (veja  referência  bibliográfica  [15])  que  o  teorema  da divergência se verifica para todo compacto de Gauss.

Por exemplo, todo tetraedro B é um compacto de Gauss. Neste caso, F0 é a reunião das  arestas  e F1  a  reunião  das  faces  menos F0.  Cada  “pedacinho”  de F1  admite  uma parametrização  de  um  dos  tipos  (I),  (II)  ou  (III).  A  condição  de estar  de  um  mesmo lado fica a seu cargo verificar.

Cones, esferas, cilindros, pirâmides são outros exemplos de compactos de Gauss. (Verifique.)
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TEOREMA DE STOKES NO ESPAÇO

 

11.1.   TEOREMA DE STOKES NO ESPAÇO

Seja  σ  :            3 K  → ℝ  uma porção  de  superfície  regular;  isto  significa  que K  é  um compacto com fronteira 1                                                       1 C por partes, σ é injetora e de classe C em K e, para todo (u, v) ∈ K,

[image: ]

 

(Dizer que                                   1 K é um compacto com fronteira C por partes significa que o interior é não vazio e que a sua fronteira é imagem de uma curva simples, fechada e 1 C por partes.)

Seja                 2                                              1 γ : [ a, b ] → ℝ uma curva simples, fechada, C  por  partes,  cuja  imagem  é  a fronteira de                                                    3 K . Consideremos, agora, a curva Γ : [ a, b ] → ℝ dada por

Γ (t) = σ (γ(t)), t ∈ [a, b].

Como σ é injetora e de classe 1 1  C  , resulta que Γ é, também, fechada, simples e  C  por

partes.  Dizemos  que  Γ  é  uma curva  fronteira  de  σ.  Se γ  estiver  orientada  no  sentido anti-horário e




[image: ]

se                                   então referir-nos-emos a Γ como curva fronteira de

[image: ]

σ orientada positivamente em relação a  .

[image: ]

 

EXEMPLO 1. 1  Seja σ dada por  x  =  u  ,  y  =  v  ,  z  =  f  (  u, v  ), (  u, v  )  ∈  K  , com  f  de classe  C

num aberto contendo K. Tem-se

[image: ]

 

Assim, a normal                   aponta para cima.

[image: ]




[image: ]

EXEMPLO 2. Seja σ dada por x = cos u, y = sen u e z = v, 0 ≤ u ≤   e 0 ≤ v ≤ 1.

[image: ]

Temos

[image: ]

 

Segue que

[image: ]




[image: ]

onde

[image: ]

 

Teorema de Stokes                3 . Seja σ : K → ℝ uma porção de superfície regular dada

[image: ]

por σ (u, v) = (x (u, v), y (u, v), z (u, v)) onde x = x (u, v), y = y (u, v) e z = z (u, v)

[image: ]

são supostas de classe 2 C num aberto contendo K. Seja   = P + Q + R    um

[image: ]

campo vetorial de classe 1 C num aberto que contém Im σ. Nestas condições, tem-

[image: ]

se

[image: ]

 

onde Γ é uma curva fronteira de σ orientada positivamente em relação à normal

[image: ]

 

Demonstração

[image: ]

Como Γ é uma curva fronteira de σ orientada positivamente em relação à normal acima, segue que Γ (                                                    1 t ) = σ ( γ ( t )), t ∈ [ a, b ], onde γ é fechada, simples, C por partes, com imagem igual à fronteira de K e orientada no sentido anti-horário. Sendo σ dada por x = x (u, v), y = y (u, v) e z = z (u, v) e γ (t) = γ (t) (u (t), v (t)) resulta

[image: ]

Γ (t) = (x (u (t), v (t)), y (u (t), v (t)), z (u (t), v (t))), t ∈ [a, b].

[image: ]

Temos:




[image: ]

onde as derivadas parciais são calculadas no ponto σ (u, v) = (x (u, v), y  (u,  v), z  (u, v)) e os determinantes jacobianos no ponto (u, v). Por outro lado,

[image: ]

 

Vamos mostrar que

[image: ]

 

Temos:

[image: ]

 

Como

[image: ]

 

resulta

[image: ]

Pelo teorema de Green,

 

[image: ]

 

Temos

[image: ]

 

Como                                                2 x = x ( u, v ), y = y ( u, v ) e z = z ( u , v ) são supostas de classe C, vem:

[image: ]

 

Substituindo em ②, resulta ①. De modo análogo, prova-se que

[image: ]

 

e

[image: ]

 

Somando ①, ③ e ④ resulta o teorema.

■
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Quando  Γ  é  uma  curva  fechada  é  comum  referir-se  à  integral    como  a

[image: ]

circulação de   sobre Γ. O teorema de Stokes conta-nos, então, que a circulação de

[image: ]

 sobre a fronteira de σ, orientada positivamente com relação à normal é igual ao  fluxo do rotacional de    através de σ.

[image: ]
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Lembrando as notações   o teorema de Stokes pode

[image: ]

ser colocado na forma

[image: ]

 

EXEMPLO 3. Calcule   σ (u,  v)

[image: ]

= (           2      2            2      2 u, v , 2 − u − v ), com u + v ≤ 1, sendo   a normal apontando para cima.

[image: ]

Solução

[image: ]

1.º Processo (cálculo direto)

[image: ]

 

Por outro lado,
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e, assim,

 

[image: ]

 

é a normal apontando para cima, pois a componente de   é positiva. Então,

[image: ]

 

onde               2      2 K é o círculo u + v ≤ 1. Passando para polares,

[image: ]

 

ou seja,
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2.º Processo (aplicando Stokes)

[image: ]

Pelo teorema de Stokes,
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[image: ]

Temos

[image: ]

 

Como

[image: ]

 

resulta

[image: ]

 

EXEMPLO  4.  Calcule  o  fluxo  do  rotacional  de      (x, y, z)  = x   + y + xyz através da superfície z = 1 + x + y, x ≥ 0, y ≥ 0 e x + y ≤ 1, com normal   apontando

[image: ]

para baixo.

[image: ]

Solução

[image: ]
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[image: ]
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é uma parametrização para a superfície dada.

 

[image: ]

 

assim,

[image: ]

 

aponta para cima, pois a componente de   é positiva. Segue que   = −  ; logo,

[image: ]

 

Vamos calcular                  aplicando Stokes.
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γ1 (t) = (t, 0), 0 ≤ t ≤ 1; γ2 (t) = (1 − t, t), 0 ≤ t ≤ 1, e γ3 (t) = (0, 1 − t), 0 ≤ t ≤ 1.

Segue que

Γ (t) = σ (γ (t)) = (t, 0, 1 + t), 0 ≤ t ≤ 1; 1 1

Γ (t) = σ (γ (t)) = (1 − t, t, 2), 0 ≤ t ≤ 1; 2 2

Γ3 (t) = σ (γ3 (t)) = (0, 1 − t, 2 − t), 0 ≤ t ≤ 1.

Então,
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Portanto,
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e daí

[image: ]

Poderíamos  ter  chegado  a  este  resultado  calculando  diretamente  a  integral 

[image: ]

 Faça você este cálculo.

■

[image: ]

EXEMPLO 5.                                      1 ( Interpretação para o rotacional .) Seja   de classe C no aberto Ω de ℝ3 e sejam P  um  ponto  de  Ω  e    um  vetor  unitário.  Seja,  agora,  um  plano  passando

[image: ]

por                                       1 P e normal a . Sendo   de classe C resulta que rot   ·     é contínua em α ∩ Ω. Assim, dado   > 0 existe δ > 0 tal que, para todo X ∈ α ∩ Ω,
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Para toda porção de superfície regular σ, passando por P, e com imagem contida em α temos:

[image: ]

 

desde que o diâmetro de σ seja menor que δ. Segue que
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sempre que P ∈ Im σ e diâm σ < δ. Diremos, então, que                 tende a rot (P) ·   quando σ se contrai a P. Como

[image: ]
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onde  Γ  é  uma  curva  fronteira  de  σ  orientada  positivamente  com  relação  a  ,  resulta

[image: ]

que

[image: ]

 

tende  a  rot       (P)  ·       quando  σ  se  contrai  a P.  Assim,  para  diâmetro  de  σ suficientemente pequeno

[image: ]

 

ou seja: a circulação de    sobre Γ é aproximadamente o produto da área de σ pela componente  do  rotacional  de     em  P,  na  direção    , sendo  a  aproximação  tanto melhor quanto menor for o diâmetro de σ. A componente de rot (P), na direção ,

[image: ]

pode, então, ser interpretada como circulação por unidade de área no ponto P.
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Exercícios 11.1

[image: ]

1. Utilizando  o  teorema  de  Stokes,  transforme  a  integral    numa

[image: ]

integral de linha e calcule.

[image: ]




[image: ]

2. Seja   um campo vetorial de classe 1 C no aberto Ω. Sejam σ e σ porções de

[image: ]

1      2

[image: ]

superfícies  regulares  com  fronteiras  Γ  e  Γ  orientadas  positivamente  com 1 2 relação  às  normais      e       e  tais  que Im  σ  e Im  σ  estejam  contidas  em  Ω. 1 2 Suponha,  ainda,  que  Γ 1  é  obtida  de  Γ2  por  uma  mudança  de  parâmetros  que conserva a orientação (veja Seção 6.3). Prove
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Interprete.

[image: ]

[image: ]

3. Seja  σ  :           3 K  → ℝ  regular  no  interior  de K  e  injetora  em K;  suponha  que  as

componentes de σ,  2  x  =  x  (  u, v  ),  y  =  y  (  u, v  ) e  z   =  z   (  u,  v  ),  sejam  de  classe  C

num aberto contendo K. Suponha que K tenha a forma abaixo, onde γ : [a , b ] 1 1 1 → 2 ℝ

[image: ]

 

e                       2                                                  1 γ  :  [ a , b ]  → ℝ  são  curvas  simples,  fechadas, C  por  partes,  sendo γ

2        2     2                                                                                              1

orientada no sentido anti-horário e γ2 no sentido horário e tais que a fronteira de K é igual a Im γ1 ᴜ Im γ2. Sejam Γ1 (t) = σ(γ1 (t)), t ∈ [a1, b1], e Γ2 (t) = σ (γ2 (t)), t ∈ [a , b ]. 2 2

[image: ]

 

Seja   =                             1 P + Q + R de classe C num aberto contendo Im σ e seja

[image: ]

 

 Prove que

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

4.                        2         4                                                2      2      2 Seja   ( x , y , z ) = xz + z + yz e seja σ a superfície x + y + z = 4, com

 

[image: ]

  ≤ z  ≤      ,  com  normal       apontando  para  cima.  Utilizando  o  exercício

[image: ]

anterior, calcule 

[image: ]

5.                       3                                                                2      2 Seja   ( x , y , z ) = x e seja σ a superfície z = y + 4 com 1 ≤ x + y ≤ 4, com

[image: ]

normal   apontando para baixo. Calcule 
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6.                                              1                   3 Seja   = P + Q + R de classe C no aberto ℝ − {(0, 0, 0)}. Seja σ a

[image: ]

fronteira do conjunto

[image: ]

K          3    2      2                      2      2 = {( x, y, z ) ∈ ℝ | x + y − 1 ≤ z ≤ 1 − x − y}

[image: ]

com normal   apontando para fora de K. Mostre que 

[image: ]

(Cuidado: O teorema da divergência não se aplica.)
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7.                                      3     2      2 Seja σ a superfície {( x, y, z ) ∈ ℝ | x + y = 1, 0 ≤ z ≤ 1} e seja   um campo

[image: ]

vetorial de classe 1 C num aberto contendo σ. Justifique a afirmação

[image: ]

 

onde Γ 1 (t) = (cos t, sen t, 0), 0 ≤ t ≤ 2π, Γ2 (t) = (cos t, − sen t, 1), 0 ≤ t ≤ 2π, e

[image: ]

 a normal apontando para fora do cilindro.

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]
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(Sugestão: Aplique o teorema de Stokes às porções de superfícies regulares σ1 (u, v) = (cos u, sen u, v), 0 ≤ u ≤ π, 0 ≤ v ≤ 1, e σ2 (u, v) = (cos u, sen u, v), π ≤ u ≤ 2π, 0 ≤ v ≤ 1.)

8.                                      3    2      2      2      2 Seja σ a superfície {( x, y, z ) ∈ ℝ | x + y + z = R, z ≥ 0} (R > 0) e seja   um

[image: ]

campo vetorial de classe 1 C num aberto contendo σ. Justifique a afirmação

[image: ]

 

onde Γ (t) = (R cos t, R sen t, 0), 0 ≤ t ≤ 2π, e   a normal apontando para fora

[image: ]

da esfera 2      2      2      2 x + y + z ≤ R.

[image: ]

[image: ]

[image: ]

9. Calcule    a

[image: ]

superfície 2      2      2 x + y + z = 1, z ≥ 0, e   a normal apontando para fora da esfera. (Sugestão: Utilize o Exercício 8.)

10. Calcule 

[image: ]

a

[image: ]

superfície 2      2      2 x + y + z = 1 e   a normal apontando para fora da esfera.

(Cuidado: O teorema da divergência não se aplica. Por quê? Aplique o teorema de Stokes a cada semissuperfície esférica e some.)

[image: ]

11. Calcule                   onde  σ  é  a  reunião  das  faces MNJ,  OMN  e ONJ  do

[image: ]

tetraedro abaixo,     a normal apontando para fora do tetraedro e     (x, y, z)  = −y + x + xyz   .

[image: ]

 

MNJ é a superfície x + y + z = 1, x ≥ 0, y ≥ 0 e z ≥ 0.

[image: ]

(Sugestão: Aplique o teorema de Stokes a cada face e conclua que

[image: ]

  onde  Γ  é  a  fronteira  do  triângulo OMJ  orientada  no

[image: ]

sentido anti-horário.)

[image: ]

[image: ]

12. O teorema de Stokes estende-se à faixa de Möbius? Discuta.

[image: ]

13.                              1 Seja   um campo de classe C num aberto contendo a fronteira do cubo 0 ≤ x ≤

[image: ]

1, 0 ≤ y ≤ 1 e 0 ≤ z ≤ 1. Seja   a normal apontando para fora do cubo. Mostre

[image: ]

que                      (Sugestão: Aplique o teorema de Stokes a cada face e

some.)

14. Seja r > 0 um real dado e considere a superfície

σ (φ, θ) = (r sen φ cos θ, r sen φ sen θ, r cos φ)

[image: ]

com (φ, θ) ∈ K,  onde K  é  o  retângulo  0  ≤ φ  ≤    e  0  ≤ θ  ≤  2π,  no  plano φθ. (Observe que a imagem de σ é a semissuperfície esférica

x 2      2      2      2 + y + z = r, z ≥ 0.)

Seja γ a fronteira de K orientada no sentido anti-horário. Seja Γ 1 dada por

Γ 1 (t) = σ(γ(t)).

a) Desenhe a imagem de Γ 1.

[image: ]

b                                                   1 )

Mostre  que                                   é  de  classe C  num  aberto

contendo a imagem de σ e Γ a curva dada por Γ (t) = (cos t, sen t, 0), 0 ≤ t ≤ 2π.

c) Utilizando o teorema de Stokes, conclua que

[image: ]

 

onde   é a normal que aponta para fora da esfera.

[image: ]

(Sugestão: Observe que na demonstração do teorema de Stokes não se utiliza a hipótese de σ ser injetora na fronteira de K.)

d) Utilizando b e c, conclua que

[image: ]

Apêndice

1

 

TEOREMA DE FUBINI

 

A1.1. SOMAS SUPERIOR E INFERIOR

Seja o retângulo                  2 A = {( x, y ) ∈ ℝ | a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d} e seja f (x, y)  definida  e limitada em A. Seja

P = {(xi, yj) | i = 0, 1, 2, …, n e j = 0, 1, 2, …, m}

uma partição do retângulo A. Façamos

M = sup {f (x, y) | (x, y)    A } ij ∈ ij

e

m = inf {f (x, y) | (x, y) ij∈ A } ij

onde A ij é o retângulo xi−1 ≤ x ≤ xi e yj−1 ≤ y ≤ yj.

O número

[image: ]

 

denomina-se soma superior de f relativa à partição P. Por outro lado,

[image: ]

denomina-se soma inferior de f relativa à partição P.

 

Tendo em vista que, para todo (r , s )    A , i j ∈ ij

m ij ≤ f (ri, sj) ≤ Mij

resulta

[image: ]

 

Como Mij  é  o  supremo  do  conjunto  dos  números f  (x,  y),  com  (x,  y) ∈ Aij,  resulta que, para todo 1 > 0 dado, existe         em Aij tal que

[image: ]

M ij − 1 < f       .

[image: ]

Daí

[image: ]

Mij Δxj Δyj − f         Δxi Δyj < 1 Δxi Δyj

[image: ]

para i = 1, 2, …, n e j = 1, 2, …, m. Portanto,

[image: ]

 

Nosso  objetivo,  a  seguir,  é  provar  que  se f  (x,  y)  for  integrável  no  retângulo A, então

[image: ]

 

(Lembre-se de que Δ é o maior dos números Δx , Δx , …, Δx , Δy , Δy , …, Δy .) 1 2 n 1 2 m

[image: ]

De  fato,  sendo f  (x,  y)  integrável  no  retângulo A,  dado    >  0  existe δ  >  0  (com δ dependendo apenas de   e não da escolha de (ri, sj) em Aij) tal que

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

para toda partição P de A , com Δ < δ.

 

Tendo em vista ①, para toda partição P de A, tem-se

[image: ]

 

para uma conveniente escolha de (r , s ) em A . Segue de ② e ③ que, para toda partição i j ij P de A, com Δ < δ,

[image: ]

 

Portanto,

[image: ]

 

Da mesma forma, prova-se que
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A1.2. TEOREMA DE FUBINI

 

Teorema de Fubini. Se f (x, y) for integrável no retângulo

[image: ]

A = {(x, y) ∈   2 ℝ

 | a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d} e se, para todo 

existir (como integral de Riemann), então

[image: ]

Demonstração

 

Sejam

P1 : a = x0 < x1 < x2 < … < xi−1 < … < xn = b

uma partição de [a, b] e

P : c = y < y < y < … < yj < y < … < y = d 2 0 1 2 −1 j m

uma partição de [c, d]. Sejam

M ij = sup {f (x, y) | xi               j −1 ≤ x ≤ x i e y−1 ≤ y ≤ yj}

e

m = inf {f (x, y) | xi ≤ x ≤ x e yj ≤ y ≤ y }. ij −1 i −1 j

Para todo (x, y) no retângulo A ij, dado por xi−1 ≤ x ≤ xi e yj−1 ≤ y ≤ yj,

m ij ≤ f (x, y) ≤ Mij.

Daí, para todo y ∈ [yj −1, yj],

[image: ]

 

Segue que
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ou seja,

[image: ]

para todo y ∈ [yj , y ], onde                        . Tomando-se j em [yj , y ], j = 1, 2,

 

[image: ]

−1    j                                                                    −1    j

[image: ]

…, m, vem

[image: ]

 

Daí

[image: ]

 

Para Δ → 0, as somas superior e inferior tendem para ∫∫A f (x, y) dx  dy;  logo, α  (y)  é integrável em [c, d] e

[image: ]

 

ou seja,

[image: ]

 

No próximo apêndice provaremos que se f (x, y) for contínua no retângulo A, então f  será  integrável  neste  retângulo.  Utilizando  este  resultado  e  o  teorema  de  Fubini, vamos dar uma demonstração bastante simples para o teorema de Schwarz (ver Vol. 2).

Vamos provar que se                      2 f ( x, y ) for de classe C no aberto Ω, então
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Suponhamos, por absurdo, que exista (x0, y0) ∈ Ω, com

[image: ]

Para fixar o raciocínio, podemos supor

 

[image: ]

 

Pela hipótese,   é contínua em Ω. Pelo teorema da conservação do sinal

[image: ]

e pelo fato de Ω ser aberto, existe um retângulo                 2 A = {( x, y ) ∈ ℝ | a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d} contido em Ω e contendo (x0, y0) tal que, para todo (x, y) ∈ A,

[image: ]

 

Daí,

[image: ]

 

Pelo teorema de Fubini,

[image: ]

 

Portanto,

[image: ]

 

De modo análogo,

[image: ]

e, portanto,

[image: ]

 

Logo,

[image: ]

 

que está em contradição com ①.

Apêndice

2

 

EXISTÊNCIA DE INTEGRAL DUPLA

 

A2.1. P RELIMINARES

Seja                                             2 X ,  n  ≥  1,  uma  sequência  de  pontos  do ℝ.  Seja m ,  n  ≥  1,  uma  sequência

n                                                                         n

estritamente crescente de números naturais não nulos:

m 1 < m2 < … < mn < …

A sequência X mn, n ≥ 1, denomina-se subsequência da sequência Xn dada.

Seja        2 K ⊂ ℝ um conjunto compacto. Seja X , n ≥ 1, uma sequência de pontos de K.

n

Vamos  mostrar,  a  seguir,  que  a  sequência  acima  admite  uma  subsequência Xmn, n  ≥  1, que converge a um ponto X0 ∈ K.

Como K é compacto, existe um retângulo A que contém K. Dividamos A em quatro retângulos. Em pelo menos um destes retângulos caem infinitos termos da sequência X . n Seja A 1 este retângulo e seja Xm1 o termo de menor índice que pertence a A1. Dividamos A 1  em  quatro  retângulos  iguais.  Em  pelo  menos  um  destes  retângulos  caem  infinitos termos  da  sequência;  seja A 2  este  retângulo.  Seja m2  o  menor  número  natural  do conjunto {n ∈ ℝ | n > m 1} tal que Xm2 ∈ A2. Dividamos A2 em quatro retângulos iguais. Em pelo menos um destes retângulos caem infinitos termos da sequência; seja A 3  este retângulo.  Seja m  o  menor  natural  do  conjunto  {n     | n  > m }  tal  que Xm     A 3 ∈ . 2 3 ∈ 3 Deixamos a seu cargo concluir que a subsequência construída desta forma converge a um ponto X0 ∈ K. (Utilize a propriedade dos intervalos encaixantes — Seção 1.5, Vol. 1, 5.ª ed. — e observe que, pelo fato de K ser fechado, todo ponto de acumulação de K pertence a K.)

[image: ]

 

Teorema.            2 Seja K ⊂ ℝ um conjunto compacto e seja f : K → ℝ uma função.

Se f for contínua em K, então, para todo   > 0 dado, existe δ > 0 tal que, quaisquer

[image: ]

que sejam X e Y em K,

|| X − Y || < δ ⇒ | f (X) − f (Y) | <  .

[image: ]

 

Demonstração

Suponhamos, por absurdo, que exista   > 0 tal que, para todo δ > 0, existem X e Y em K tais que

[image: ]

|| X − Y || < δ e | f (X) ∈ f (Y) | ≥  .

[image: ]

Se assim for, para todo natural n ≥ 1 existirão pontos X e Y em K tais que n n

[image: ]

 

Pelo  que  vimos  acima,  a  sequência Xn  admite  uma  subsequência Xmn, n  ≥  1,  que converge a um ponto X0 ∈ K. Como, para todo natural n ≥ 1,
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resulta    que    a    sequência    Y ,    n    ≥    1,    também    converge    a    X . m n 0

[image: ]

 Pelo fato de f ser contínua, resulta

[image: ]

 

que está em contradição com

|f (Xmn) − f (Ymn)| ≥ 

[image: ]

para n ≥ 1.

■

Para finalizar a seção, vamos destacar algumas propriedades das somas superior e inferior.

Seja o retângulo                  2 A = {( x, y ) ∈ ℝ | a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d} e seja f (x, y)  definida  e limitada  em A.  Sejam P  e P  duas  partições  quaisquer  de A.  Deixamos  a  seu  cargo 1 2

verificar que

[image: ]

 

(Proceda como na demonstração do corolário da Seção A4.2 — Apêndice 4, Vol. 1, 5.ª ed.)

Segue que o conjunto

[image: ]

 

é limitado inferiormente e como é não vazio admite ínfimo L:

L = inf {S (P) | P é partição de A}.

Ainda de ① segue que, para toda partição P de A, s (P) é cota inferior do conjunto ②. Logo, para toda partição P de A,
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Para toda partição P de A, temos, também,

[image: ]

 

No  que  segue,  indicaremos  por d  (P)  a maior  das  diagonais  dos  retângulos A ij determinados pela partição P. (Observe que se d (P) → 0, então o maior dos lados dos retângulos A ij também tenderá a zero.)

Segue de ③ e ④ que se

[image: ]

então f será integrável em A e

[image: ]

 

A2.2. UMA CONDIÇÃO SUFICIENTE PARA A EXISTÊNCIA

DE INTEGRAL DUPLA

 

Teorema 1. Seja f (x, y) definida e limitada no retângulo

A          2 = {( x, y ) ∈ ℝ | a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d}.

Seja D o conjunto dos pontos de A em que f é descontínua. Nestas condições, se o

conteúdo de D for nulo, então f será integrável em A.

 

Demonstração

Tendo em vista a última propriedade da seção anterior, basta provar que

[image: ]

 

ou seja, que, para todo   > 0, existe δ > 0, tal que

[image: ]

S (P) − s (P) < 

[image: ]

para toda partição P de A , com d (P) < δ.

Seja, então,   > 0 um real dado. Como D tem conteúdo nulo, para todo 1 > 0 dado, existe um número finito de retângulos, com lados paralelos aos eixos coordenados, cuja reunião  contém D  e  tal  que  a  soma  das  áreas  é  menor  que 1.  Seja E  a  reunião  dos retângulos acima.
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[image: ]

Para  cada  retângulo  acima,  consideremos  o  retângulo  obtido  deste,  aumentando cada lado de 2δ 1 “δ1 de cada lado”:

[image: ]

 

Tomemos δ1 de modo que a soma destes novos retângulos seja menor que 2 1. Seja E1 a reunião destes novos retângulos; a área de E 1 é, então, menor que 2 1. É claro que D ⊂ E ⊂ E1.

[image: ]

Seja B  o  conjunto  de  todos  os  pontos  (x,  y) ∈ A,  com  (x,  y)  não  pertencente  a E. Seja B1 a reunião de B com os seus pontos de fronteira. B1 é compacto. Os retângulos acima (aqueles cuja reunião é E) podem ser escolhidos de modo que B não contenha 1 pontos  de D.  (Verifique.)  Deste  modo, B1  é  compacto  e f  é  contínua  em B1.  Pelo teorema da seção anterior, para todo 2 > 0 dado, existe δ2 > 0 tal que, quaisquer que sejam X e Y em B1,
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Seja δ > 0, com δ < min {δ1, δ2}. Seja P uma partição qualquer de A , com d (P) < δ. (Lembramos  que d  (P)  é  a  maior  das  diagonais  dos  retângulos  que  a  partição P determina.) Sejam A ij, i = 1, 2, …, n e j = 1, 2, …, m, os retângulos determinados pela partição P. Como as diagonais destes retângulos são menores que δ, segue que os lados são menores que δ 1. Deste modo, se Aij intercepta E, então Aij estará contido em E1.  Se A ij não intercepta E, Aij estará contido em B1.
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Seja ∧  a  coleção  dos  pares  de  índices  (i,  j)  tais  que A ij  intercepta E  e  seja ∧1  a coleção dos pares de índices (i, j) que não pertencem a ∧. Temos: ou seja,
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[image: ]

 

Se (i, j) ∈ ∧1, então Aij estará contido em B1; como a diagonal de Aij é menor que δ e, portanto, menor que δ resulta, tendo em vista ①, 2

Mij − mij < 2.

[image: ]

Daí
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onde α é a área de A.

Como, por hipótese, f é limitada em A, existe M > 0 tal que, para todo (x, y) ∈ A,

| f (x, y) | ≤ M.

Segue que, para todo par (i, j),

M − m ≤ 2M. ij ij

Daí
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onde β é a soma das áreas dos retângulos A ij, com (i, j) ∈ ∧. Mas estes retângulos estão contidos em E1; logo β < 2 1. Portanto,
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De ②, ③ e ④ resulta
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S (P) − s (P) <α 2 + 4M 1.

[image: ]

Basta, agora, tomar 1 e 2 de modo que α 2 + 4M 1 <  .

[image: ]

■
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Seja         2 B ⊂ ℝ  um  conjunto  limitado,  com  fronteira  de  conteúdo  nulo.  Seja A  um retângulo  de  lados  paralelos  aos  eixos  contendo B.  Sejam f  : B  → ℝ  e g  : A  → ℝ, sendo g dada por

[image: ]

 

Tendo em vista a definição de integral dupla, f será integrável em B se e somente se g for integrável em A. (Verifique.)

Suponhamos que f seja limitada e contínua em B. Segue que g será limitada em A. Além disso, g só poderá ser descontínua em pontos que estejam na fronteira de B.  De fato, se (x, y) ∈ A não estiver na fronteira de B, (x, y) ou estará no interior de B ou no interior do complementar de B, em ambos os casos g será contínua em (x, y). Segue que o conjunto D dos pontos em que g é descontínua está contido na fronteira de B; logo, D tem conteúdo nulo. Segue do teorema anterior, que g será integrável em A ; logo, f será integrável em B.

Provamos assim o seguinte teorema:

 

Teorema 2            2 . Seja B ⊂ ℝ um conjunto limitado e seja f : B → ℝ uma função

contínua  e  limitada.  Nestas  condições,  se  a  fronteira  de B  tiver  conteúdo  nulo,

então f será integrável em B.

Apêndice
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EQUAÇÃO DA CONTINUIDADE

 

A3.1. P RELIMINARES

Consideremos  um  escoamento  bidimensional  com  campo  de  velocidade independente do tempo e dado por

[image: ]

 

onde                              1 P e Q são supostas de classe C. Indiquemos por

[image: ]

 

a posição, no instante t, da partícula que no instante t0 ocupa a posição (u,  v),  isto  é, para t = t , 0

[image: ]




[image: ]

Fixados u  e v, ①  fornece  a  posição,  no  instante t,  da  partícula  que  no  instante t 0 ocupa a posição (u, v). A velocidade desta partícula no instante t é

[image: ]

 

Como
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resulta

[image: ]

 

e

[image: ]

 

Observe que no instante t0 tem-se:

[image: ]

Admitiremos que as funções que ocorrem em                  2         3 ① são de classe C em ℝ e que, para todo                          2 t ∈ ℝ e todo ( u, v ) ∈ , ℝ,
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Tendo em vista ②, resulta:
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Segue que, para todo (           2 u, v ) ∈ , ℝ
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Logo, o determinante  2  ④  é estritamente positivo para todo  t  ∈  ℝ  e todo (  u,  v  )  em  ℝ.

(Por quê?)

Seja                               2 g ( t, u, v ), t ∈ ℝ e ( u, v ) ∈ ℝ a função dada por
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Vamos mostrar, a seguir, que
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ou seja,
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De fato,

[image: ]

 

Tendo em vista ⑤, resulta

[image: ]

 

Segue de ③ e da relação acima que
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Como
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e

[image: ]

 

resulta ⑥.
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OBSERVAÇÃO  IMPORTANTE.  Se  o  campo  de  velocidade    depender,  também,
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do tempo t, isto é, se     for da forma
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demonstra-se do mesmo modo que

 

[image: ]

 

onde o divergente é calculado em relação às variáveis x e y, isto é,
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A3.2. INTERPRETAÇÃO PARA O DIVERGENTE

Sejam

[image: ]

 

e

[image: ]

 

como na seção anterior. Para cada                                     2          2 t fixo, ① é uma transformação de ℝ em ℝ.  Além das hipóteses da seção anterior, vamos supor que ① é injetora.

Seja                       2 B t 0 um compacto de ℝ com interior não vazio e fronteira de conteúdo nulo. As partículas  do  fluido  que  no  instante t                       Bt 0  ocupam  a  região                 t 0 ,  no  instante ,  ocuparão  a região Bt.




[image: ]

Indiquemos por V (t) a área da região ocupada, no instante t, pelas partículas que, no instante t0, ocupam a região Bt0. Assim, para todo t ∈ ℝ,
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Fazendo a mudança de variáveis
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e lembrando que o determinante jacobiano é sempre estritamente positivo (veja seção anterior), obtemos

[image: ]

 

ou seja,
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onde  1  g  (  t, u, v  ) é a função introduzida na seção anterior. Pelo fato de  g  ser de classe  C

resulta

[image: ]

e, portanto,

 

[image: ]

 

Tendo em vista ⑥ da seção anterior, obtemos

[image: ]

 

Como t                                                   ℝ 0 foi fixado arbitrariamente em ℝ , resulta que, para todo t ∈,
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Sejam t 1  < t2,  com t1  e t2 ∈ ℝ.  Seja Bt2  a  região  ocupada,  no  instante t2,  pelas partículas que, no instante t 1, ocupam a região Bt . Teremos: 1

[image: ]

 

(Verifique.)

A3.3. EQUAÇÃO DA CONTINUIDADE

Consideremos o escoamento bidimensional com campo de velocidade

[image: ]

 

e  com  densidade  superficial  (massa  por  unidade  de  área) ρ  (t,  x,  y),  com ν  e ρ  de classe 1 C em ℝ3.

Seja

[image: ]

 

como na Seção A3.1. Como vimos naquela seção,
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e

[image: ]

 

Para t = t0,

[image: ]

 

Como na seção anterior as partículas do fluido que no instante t 0 ocupam a região Bt , no instante t, ocuparão a região B . 0 t

Indiquemos por M (t) a massa de fluido que no instante t ocupa a região B . Assim, t para todo t ∈ ℝ,
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Fazendo a mudança de variáveis

[image: ]

 

obtemos

[image: ]

Sendo g (t, u, v) a função introduzida na Seção A3.1, resulta

[image: ]

 

Pelo “princípio da conservação da massa” M' (t) = 0 para todo t. Por outro lado, a derivada, em relação a t, do integrando é igual a:

[image: ]

 

onde               são calculados em (t, x (t, u, v), y (t, u, v)). Tendo em vista ②, ⑤ e

[image: ]

⑥ da Seção A3.1 e ① desta seção, resulta para t = t0:

[image: ]

 

onde                       são calculados em (t , u, v).

[image: ]

0

Deixamos a seu cargo concluir que para todo                   2 t e todo ( x, y ) ∈ ℝ,

[image: ]

 

onde

[image: ]

 

A Equação ② denomina-se equação da continuidade.
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TEOREMAS DA FUNÇÃO INVERSA E

DA FUNÇÃO IMPLÍCITA

 

A4.1. F UNÇÃO INVERSA

Seja            n         n F : A ⊂ ℝ → ℝ uma função injetora e seja B = ImF. Assim, para cada Y ∈ A existe um único X ∈ B tal que

F (Y) = X

Pois bem, a função G, definida em B, dada por

G (X) = Y ⇔ F (Y ) = X

denomina-se função inversa de F.

Se F  for  uma  função  que  admite  inversa,  então  diremos  que F  é  uma função inversível. Observe que se F  for  uma  função  inversível  com  inversa G  então G  será, também, inversível, e sua inversa será F. De acordo com a definição acima, para todo X ∈ A, temos

G (F (X)) = X

e, para todo X ∈ B,

F (G (X)) = X.

Consideremos a função          2         2 F : A ⊂ ℝ → ℝ dada por

F (x, y) = (f (x, y), g (x, y)).

Seja B = F (A). Dizer, então, que F é uma função inversível significa dizer que existem duas funções p e q, a valores reais, tais que, para todo (x, y) ∈ A e (u, v) ∈ B,
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Observe, ainda, que, para todo (x, y) ∈ A ,
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e, para todo (u, v) ∈ B,

[image: ]

 

Para facilitar a escrita, de agora em diante só trabalharemos com funções de duas variáveis  reais  a  valores  em    2 ℝ.  Todos  os  resultados  que  iremos  provar  para  tais funções  se  estenderão  sem  nenhuma  modificação  para  funções  de n  variáveis  reais  a valores em    , ℝ com n >2.

n

Seja            2         2 F : A ⊂ ℝ → ℝ dada por

F (x, y) = (f (x, y), g (x, y))

e tal que f e g admitam derivadas parciais em (x , y )    A. A matriz 0 0 ∈

[image: ]

denomina-se matriz jacobiana de F em (x0, y0) e é indicada por JF (x0, y0).

EXEMPLO 1.                             2    3      2 Calcule a matriz jacobiana de F ( x, y ) = ( x , x + y) no ponto (x, y).

Solução

[image: ]

 

EXEMPLO 2.           2         2 Seja F : A ⊂ ℝ → ℝ, A aberto, dada por F (x, y) = (f (x, y), g (x, y)), com f  e g  diferenciáveis  em A.  Seja B  = F  (A), B  aberto,  e  suponha  que F  seja inversível  com  inversa G  diferenciável  em B.  Supondo  que  a  matriz  jacobiana  de F seja inversível em todo (x, y) ∈ A, mostre que a matriz jacobiana de G, no ponto (u, v) = F (x, y), é igual à inversa da matriz jacobiana de F calculada no ponto (x, y).

Solução

Suponhamos G (x, y) = (p (x, y), q (x, y)). Assim
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Observe que a matriz jacobiana de G, no ponto (u, v), é

[image: ]

 

Derivando em relação a u os dois membros de u = f (x, y) obtemos:

[image: ]

Derivando, agora, em relação a ν resulta

 

[image: ]

 

Derivando em relação a u  e  depois  em  relação  a ν os dois membros de ν  = g  (x,  y), obtemos:
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Das identidades acima e tendo em vista o produto de matrizes, segue que
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e, portanto,

[image: ]

 

ou seja,

JG              −1 ( u, v ) = ( JF ( x, y ))

onde (x, y) = G (u, v).

■

Seja             2         2 F : Ω ⊂ ℝ → ℝ diferenciável e inversível no aberto Ω com inversa G : Ω

1                                                                          1                            2

⊂ 2         2 ℝ → ℝ,Ω = F (Ω ) aberto. Sejam (x , y ) ∈ Ω e (u , v ) = F (x , y ). Na próxima

2            1                          0    0         1       0    0            0    0

seção vamos provar que se JF  (x , y )  for  inversível  e  se G  for  contínua  em  (u , v ), 0 0 0 0 então G  será  diferenciável  em  (u , v ).  Observe  que  este  resultado  é  uma  extensão 0 0 daquele que vimos para funções de uma variável real a valores reais. (Veja teorema da Seção 8.2 do Vol. 1.)

A4.2. DIFERENCIABILIDADE DA FUNÇÃO INVERSA

Seja              2         2 F : Ω ℝ → ℝ diferenciável e inversível no aberto Ω , com inversa G : ⊂

1                                                                            1

Ω    2         2 ⊂ ℝ → ℝ, Ω = F Ω( ) aberto. Seja (x , y ) e (u , v ) = F (x , y ). Nosso objetivo,

2                       2           1                        0    0 1       0    0            0    0

a  seguir,  é  provar  que  se  a  matriz  jacobiana JF  (x0, y0)  for  inversível  e  se G  for contínua em (u0, v0), então G será diferenciável em (u0, v0).

Sejam, então,

F (x, y) = (f (x, y), g (x, y))

e

G (u, v) = (p (u, v), q (u, v))

e tais que, para todo (x, y) ∈ Ω1 e (u, v) ∈ Ω2,
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Precisamos provar, então, que existem reais a, b, c e d tais que
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com

[image: ]

(Observe que pelo que vimos na seção anterior deveremos ter
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Como as funções u = f (x, y) e v = g (x, y) são diferenciáveis em (x 0, y0), temos
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com
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Fazendo
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② pode ser colocada na forma matricial
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onde −1 M é a matriz inversa de M. Fazendo, agora, a mudança de variável
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obtemos

[image: ]

onde

 

[image: ]

 

Observe que ③ é exatamente ② se tomarmos
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Vamos provar, então, que
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Para isto, é suficiente provar que

[image: ]

 

Fazendo a mudança de variável,
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e lembrando que p (u, v) e q (u, v) são contínuas e que x0 = p (u0, v0) e y0 = q (u0, v0) resulta




[image: ]

Como já sabemos que
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para concluir que o limite acima é zero basta mostrar que
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é limitada numa bola aberta de centro (x 0, y0). É o que faremos a seguir. Inicialmente, observamos que a norma de um vetor coluna     é igual à do vetor (α, β), isto é
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Agora podemos continuar. Sabemos que
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onde
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De ⑥ segue que

[image: ]

[image: ]

Antes de continuar, faremos mais uma observação. A matriz M é inversível, pois é a matriz jacobiana

[image: ]

 

Segue que
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é  uma  transformação  linear,  portanto  contínua  e  que  só  se  anula  em  .  (Confira!)

[image: ]

Seja, agora, A o conjunto

A          2     2      2 = {( x, y ) ∈ ℝ | x + y = 1}.

A é compacto e a função φ: A → ℝ dada por

[image: ]

 

é contínua. Logo, φ assume valor mínimo em A, e este valor mínimo é diferente de zero. Assim, sendo k > 0 este valor mínimo, teremos para todo (x, y) ∈ A,

φ (x, y) ≥ k.

Por outro lado
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para todo (x, y) ≠ (x0, y0). Para simplificar um pouco, façamos

[image: ]

 

Assim, para todo (                                          2      2 x, y ) ≠ ( x , y ), o par ( s, t ) A = {( x, y ) | x + y = 1}. Temos, então, ∈

0    0

para todo (x, y) ≠ (x , y ), 0 0
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De ⑤ e ⑦ segue que, para (x, y) ≠ (x , y ), 0 0

[image: ]

 

Tendo em vista ⑧, obtemos
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Por outro lado, como

[image: ]

 

existe r1 > 0 tal que, para todo (x, y) ≠ (x0, y0),

[image: ]

 

Daí e da desigualdade anterior resulta, para todo (x, y) ≠ (x0, y0), com || (x, y) − (x0, y0) || < r1,

[image: ]

 

Fica provado assim que o limite ④ é zero. Logo, as funções
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são diferenciáveis em (u0, v0).

Seja            2         2                  1 F :Ω ⊂ ℝ → ℝ de classe C no aberto Ω e tal que JF (x , y ), (x , y ) ∈ Ω,

0    0       0    0

seja  inversível.  Nosso  objetivo  nas  próximas  seções  é  provar  que,  nestas  condições, existe  um  aberto  Ω1 ⊂  Ω,  com  (x0, y0) ∈  Ω1  tal  que  a  matriz  jacobiana JF  (x,  y)  é inversível em todo (x, y) ∈ Ω , F  é  uma  função  inversível  em  Ω ,  o  conjunto  Ω  = F 1 1 2 (Ω                              2                    1 ) é aberto e a função inversa G : Ω → ℝ é de classe C.

1                                                  2

A4.3. P RELIMINARES

O  que  dissemos  no  final  da  seção  anterior  pode  ser  reescrito  da  seguinte  forma. Sejam

[image: ]

 

funções a valores reais e de classe 1                          2 C no aberto Ω ⊂ ℝ. Sejam (x , y )     Ω, u ∈ = f (x ,

0    0             0          0

y 0) e v0 = g (x0, y0). Suponhamos que o determinante jacobiano

[image: ]

 

seja diferente de zero no ponto (x , y ). 0 0

Pois bem, nosso objetivo a seguir é provar que existem abertos Ω1 e Ω2, com Ω1 ⊂ Ω, (x0, y0) ∈ Ω1, (u0, v0) ∈ Ω2 e um único par de funções (p (u, v), q (u, v)) definidas e de classe 1 C em Ω , tais que, para todo (x, y) ∈ Ω e (u, v) ∈ Ω ,

2                                            1                   2

[image: ]

 

No  fundo,  entre  outras  coisas,  o  que  estamos  querendo  é  estudar  a  possibilidade  de resolver o sistema
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para (u, v)  próximo  de  (u0, v0).  Com  este  objetivo  em  mente,  vamos  colocar ①  numa forma  mais  adequada.  Observamos,  inicialmente,  que,  sem  perda  de  generalidade, podemos supor

(x0, y0) (0, 0) e (u0, v0) (0, 0).

Como                             1 f  ( x,  y )  e g  ( x,  y )  são  de  classe C,  portanto  diferenciáveis,  temos,  conforme aprendemos no Vol. 2,

[image: ]

 

onde
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Desta forma, ① é equivalente a
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que, em forma matricial, se escreve

 

[image: ]

 

Como  o  determinante  jacobiano    está  sendo  suposto  diferente  de  0  em  (0,
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0), resulta que a matriz jacobiana

[image: ]

 

é inversível. Segue que ③ é equivalente a

[image: ]

 

onde

[image: ]

 

De ④ segue que se       descreve um aberto então (u, v) também descreverá um aberto (por quê?). De ② e ⑤ segue que

[image: ]

[image: ]

 

conforme se verifica facilmente.

Desta forma, sem perda de generalidade, podemos supor ① da forma

[image: ]

 

com                           1 R ( x, y ) e R ( x, y ) de classe C e

1               2

[image: ]

 

Vamos então estudar o sistema

[image: ]

 

com f  (x,  y)  = x  + R   x,  y 1  ()  e g  (x,  y)  = y  + R    x,  y          R 2  ( ),  com 1  (x,  y)  e R2  (x,  y) satisfazendo as condições acima.

[image: ]

Da condição segue que 

[image: ]

 (Verifique.)

Nosso  objetivo,  a  seguir,  é  provar  que  para  (u,  v)  próximo  da  origem  (0,  0)  o sistema ⑦ admite solução única. Para este fim, vamos considerar a função

F (x, y) = (f (x, y), g (x, y)) = (x + R1 (x, y), y + R2 (x, y))

e, portanto,

 

F (x, y) = (x, y) + R (x, y)

onde

R (x, y) = (R1 (x, y), R2 (x, y)).

 

Inicialmente, vamos provar que existe um aberto Ω1, com (0, 0) ∈ Ω1, tal que F  é injetora  em  Ω 1.  Para  isto  vamos  precisar  provar,  primeiro,  que R  (x,  y)  é  uma contração num aberto Ω1 contendo a origem. É o que faremos na próxima seção.

A4.4. UMA PROPRIEDADE DA FUNÇÃO R

Nosso objetivo a seguir é provar que existem r 0 e 0 < λ < 1 tais que, para todo (x, y) e (s, t) na bola aberta de centro (0, 0) e raio r, tem-se

① || R (x, y) − R (s, t) || ≤ λ (x, y) − (s, t) ||.

Inicialmente, observamos que

|| R (x, y) − R (s, t) || = || (R1 (x, y), R2 (x, y)) − (R1 (s, t), R2 (s, t)) ||

= || (R1 (x, y) − R1 (s, t), R2 (x, y) – R2 (s, t)) ||

≤ R 1 (x, y) − R1 (s, t) | + | R2 (x, y) – R2 (s, t) |.

Ou seja,

② || R (x, y) − R (s, t) || ≤ R1 (x, y) − R1 (s, t) | + | R2 (x, y) − R2 (s, t) |.

(Verifique.)

Consideremos, agora, as funções

m (x, y) = || ∇ R1 (x, y) ||

e

n (x, y) = || ∇ R (x, y) ||. 2

Como                   1 R e R são de classe C, as funções m (x, y) e n (x, y) são contínuas e se anulam

1      2

na  origem,  pois,  como  vimos  na  seção  anterior,  as  derivadas  parciais  de R  e R  se 1 2 anulam na origem. Segue que, dado λ > 0, com 0 < λ < 1, existe r > 0 tal que

[image: ]

 

Seja  Ω1  a  bola  aberta  de  raio r  e  centro  (0,  0).  Sejam  (x,  y)  e  (s,  t)  dois  pontos quaisquer de Ω . Pelo teorema do valor médio (veja Vol. 2), existem (x , y ) e (x , y ) 1 1 1 2 2 no segmento de extremidades (x, y) e (s, t) tais que

R (x, y) − R (s, t) = 1 ∇ R (x , y ) · ((x, y) − (s, t)) 1 1 1 1

e

R2 (x, y) − R2 (s, t) = ∇ R2 (x2, y2) · ((x, y) − (s, t)).

Pela desigualdade de Schwarz, resulta

| R (x, y) − R (s, t) ≤ ||     R (x, y) || || (x, y      s, t) || 1 1 ∇ ) − ( 1

e

| R2 (x, y) − R2 (s, t) | ≤ || ∇ R2 (x, y) || || (x, y) − (s, t) ||.

Como (x1, y1) e (x2, y2) pertencem, também, à bola aberta Ω1, resulta

[image: ]

| R (x, y) − R (s, t) ≤   || (x, y) − (s, t) || 1 1

e

[image: ]

| R (x, y) − R (s, t) ≤   || (x, y) − (s, t) ||. 2 2

De ② e das desigualdades acima resulta ①. Fica provado assim o seguinte importante resultado.

Seja R (x, y) a função dada na seção anterior. Então existem r > 0 < e 0 < λ 1 tais,

para todo (x, y) e (s, t) na bola aberta de raio r e centro (0, 0), tem-se

|| R (x, y) − R (s, t) || ≤ λ || (x, y) − (s, t) ||.

 

A propriedade acima nos diz que R (x, y) é uma contração em Ω , onde Ω é a bola 1 1 aberta de raio r e centro em (0, 0).

A4.5. INJETIVIDADE DE F EM Ω1

Nosso objetivo nesta seção é provar que a função

F (x, y) = (x, y) + R (x, y)

é injetora em Ω1. Isto é, vamos provar que, para todo (x, y) e (s, t) em Ω1, tem-se

(x, y) ≠ (s, t) ⇒ F (x, y) ≠ F (s, t).

De fato,

|| F (x, y) − F (s, t) || = || [(x, y) − (s, t) + [R (x, y) − R (s, t)] || ≥ || (x, y) − (s, t) || − || R (x,

y) − R (s, t) ||.

Da seção anterior,

|| R (x, y) − R (s, t) || ≤ λ || (x, y) − (s, t) ||

onde 0 < λ < 1. Segue que

|| F (x, y) − F (s, t) || ≥ || (x, y) − (s, t) || − λ || (x, y) − (s, t) ||

e, portanto,

|| F (x, y) − F (s, t) || ≥ (1 − λ) || (x, y) − (s, t) ||

Então, para (x, y) ≠ (s, t)

|| F (x, y) − F (s, t) || > 0

ou seja,

F (x, y) ≠ F (s, t).

Fica provado assim o seguinte importante resultado.

 

A função

F (x, y) = (x, y) + R (x, y)

é injetora na bola aberta Ω1 de raio r e centro (0, 0).

 

Nosso objetivo a seguir é provar que F transforma o aberto Ω 1 num aberto Ω2.  Ou seja, queremos provar que o conjunto

Ω = F Ω( ) 2 1

é aberto. Para este fim, vamos primeiro provar um teorema de ponto fixo.

A4.6. UM TEOREMA DE PONTO FIXO

 

Teorema.  Seja A ⊂ ℝn  um  conjunto  compacto  e H  : A  → A  uma  função

satisfazendo a seguinte condição: quaisquer que sejam os pontos X ≠ Y em A  tem-

se

|| H (X) − H (Y) || < || X − Y ||.

Nestas condições, existirá um único S ∈ A tal que

H (S) = S.

(Tal S denomina-se ponto fixo para H.)

Demonstração

Unicidade

Se X ≠ Y são pontos fixos, teremos || X − Y || = || H (X) − H (Y ) || < || X − Y ||, que é impossível. Logo, poderá existir, no máximo, um ponto fixo.

Existência

Consideremos a função

k (X) = || X − H (X) ||, X ∈ A.

A  hipótese  garante  a  continuidade  de H  em A  e,  portanto, k  (X)  será  contínua  em A. Como A  é  compacto  e k  (X)  contínua,  resulta  que k  (X)  assume  valor  mínimo  em A. Seja, então, S um ponto de mínimo de k (X). Assim, para todo X em A temos

① || X − H (X) || ≥ || S − H (S) ||.

Vamos mostrar que

S = H (S).

Supondo S ≠ H (S) e tomando T = H (S) obtemos

|| T − H (T) || = || H (S) − H (H (S)) || < || S − H (S) ||

que está em desacordo com ①. Logo, S = H (S).

■

A4.7. P ROVA DE QUE O CONJUNTO Ω2 = F(Ω1) É ABERTO

Para provar que

Ω2 = F (Ω1)

é  aberto,  precisamos  provar  que,  para  todo  (u 1, v1) ∈  Ω2,  existe s  >  0  tal  que  a  bola aberta  Δ  de  centro  (u 1, v1)  e  raio s  está  contida  em  Ω2.  Para  isto,  precisamos  provar que, para todo (u2, v2) ∈ Δ, existe (x2, y2) em Ω1 tal que

F (x2, y2) = (u2, v2).

Ou seja, precisamos provar que dado (u , v ) em Δ, o sistema 2 2

[image: ]

 

admite solução em Ω1. O sistema acima é equivalente a

( u2, v2) − R (x, y) = (x, y).

Assim, provar que ① admite uma solução (x , y )  Ω 2 2 ∈ é equivalente a provar que 1

② H (x, y) = (u2, v2) − R (x, y)

admite um ponto fixo (x 2, y2).

Vamos então ajeitar as coisas para cair nas condições do teorema do ponto fixo.

Inicialmente, observamos que, para todo (x, y) e ( ,  ), com (x, y) ≠ ( ,  ),  em  Ω 1, tem-se

[image: ]

|| H (x, y) − H ( ,  ) || = || R (x, y) − R( ,  ) || ≤ λ || (x, y) − ( ,  )||

[image: ]

e como, 0 < λ < 1, resulta

[image: ]

 

Seja, agora, (x , y )     Ω tal que 1 1 ∈ 1

[image: ]

F (x1, y1) = (u1, v1).

[image: ]

Tomemos, agora, uma bola fechada A de centro (x1, y1) e raio δ > 0 contida em Ω1. Vamos mostrar, a seguir, que tomando || (u2, v2) − (u1, v1) || < s, com s (1 − λ) δ, teremos

[image: ]

H (A) ⊂ A.

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

Para isto é suficiente mostrar que, para todo (x, y) ∈ A e, portanto, || (x, y) − (x1, y1) || < δ, teremos

|| H (x, y) − (x1, y1) || < δ.

Vamos lá então!

|| H (x, y) − (x , y ) || = || (u , v ) − R (x, y) − (x , y ) || 1 1 2 2 1 1 = || (u2, v2) − (u1, v1) − (u1, v1) − R (x, y) − (x1, y1) || = || (u2, v2) − (u1, v1) + F (x1, y1) − R (x, y) − (x1, y1) ||

= || (u 2, v2) − (u1, v1) + R (x1, y1) − R (x, y) ||

pois F (x 1, y1) = (x1, y1) + R (x1, y1).

Segue que

|| H (x, y) − (x1, y1) || ≤ || (u2, v2) − (u1, v1) || + || R (x, y) − R (x1, y1) ||

e, portanto,

|| H (x, y) − (x1, y1) || ≤ (1 − λ) || (x, y) − (x1, y1) || ≤ (1 − λ) δ + λ δ

ou seja,

|| H (x, y) − (x1, y1) || ≤ δ.

Temos então

 

H (A) ⊂ A

e, para todo (x, y) e ( ,  ) em A , com (x, y) ≠ ( ,  ),

[image: ]

|| H (x, y) − H ( ,  ) || < ||(x, y) − ( ,  ) ||

[image: ]

 

Pelo teorema do ponto fixo, existe (x2, y2) ∈ A tal que

[image: ]
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H (x2, y2) = (x2, y2)

ou seja,

[image: ]

 

Fica provado assim que todo ponto (u1, v1) ∈ Ω2 é centro de uma bola aberta contida em Ω2, ou seja, Ω2 é aberto.

Conclusão

 

Para todo (u, v) no aberto Ω existe um único par 2

(x, y) = (p (u, v), q (u, v))

no aberto Ω1, tal que

[image: ]

 

Ou seja, para todo (x, y) no aberto Ω1 e (u, v) no aberto Ω2 tem-se

[image: ]

 

Observe que fazendo

G (x, y) = (p (x, y), q (x, y))

resulta, para todo (x, y) ∈ Ω2,

F (G (x, y)) = (x, y) e, para todo (x, y) ∈ Ω 1,

G (F (x, y)) = (x, y).

De

F (x, y) = (x, y) + R (x, y)

resulta

F (G (x, y)) = G (x, y) + R (G (x, y))

e, portanto,

[image: ]

 

Utilizando esta última identidade, vamos provar a continuidade de G (x, y) em Ω2. Sendo (x, y) e (s, t) dois pontos quaisquer de Ω2, temos

|| G (x, y) − G (s, t) || = || (x, y) − (s, t) + R (G (x, y)) − R (G (s, t)) || ≤ || (x, y) − (s, t) || +

|| R (G (x, y)) − R (G (s, t)) ||

e, portanto,

|| G (x, y) − G (s, t) || ≤ || (x, y) − (s, t) || + λ || G (x, y) − G (s, t) ||.

Daí resulta que, para todo (x, y) e (s, t) em Ω2, tem-se

[image: ]

 

Desta desigualdade segue a continuidade de G no aberto Ω . (Verifique.) 2

Observamos  que  o  aberto  Ω  pode  ser  tomado  de  modo  que  o  determinante 1

jacobiano de F (x, y) seja diferente de zero em todo (x, y) de Ω1. (Para confirmar este fato considere a função

[image: ]

definida no aberto Ω. Como                     1 f e g são de classe C e φ (x , y ) ≠ 0 segue do teorema da

 

0    0

conservação do sinal que…)

Segue, então, de A4.2 que G (x, y) é diferenciável em todo (x, y) ∈ Ω . 1

Por outro lado, da relação

JG              −1 ( u, v ) = ( JF ( x, y ))

onde (                                              1 x, y ) = G ( u, v ), e pelo fato de F ser de classe C e G contínua, resulta que G é de classe 1 C em Ω . (Confira.)

2

A4.8. TEOREMA DA FUNÇÃO INVERSA

Do que vimos nas seções anteriores vem o seguinte importante teorema.

 

Teorema da função inversa. Seja

F : Ω ⊂ ℝn → ℝn

com aberto e               1 F de classe C. Seja X ∈ Ω e seja Y = F (X ). Nestas condições, se

0                    0           0

o  determinante  jacobiano  de F,  em X0,  for  diferente  de  zero  então  existirá  um

aberto Ω 1 ⊂ Ω, com X0 ∈ Ω1, tal que Ω2 = F (Ω1) será aberto, a restrição de F  a

Ω                          1 será inversível e a inversa G será de classe C em Ω .

1                                                                            2

 

O que fizemos nas seções anteriores foi provar o teorema da função inversa para n = 2. Na verdade, nada teria mudado se tivéssemos trabalhado com n ≥ 3.

A4.9. TEOREMA DA FUNÇÃO IMPLÍCITA

Nesta  seção,  veremos  como  obter  o  teorema  da  função  implícita  em  alguns  casos particulares  e  deixaremos  para  o  leitor  enunciar  e  demonstrar  tal  teorema  no  caso geral.

1.º CASO.                        1                            2 Suponha g ( x, y ) de classe C num aberto Ω ⊂ ℝ, com (x , y ) ∈ Ω, tal que

0    0

[image: ]

 

Nestas condições, existe um aberto Ω             x 1 ⊂ Ω, com ( , y )  Ω , e uma única função y 0 0 ∈ = 1 h                      1 ( x ) definidas e de classe C num intervalo aberto I, x ∈ I, tal que, para todo x ∈ I,

0

(x, h (x)) ∈ Ω1, e

g (x, h (x)) = 0.

Demonstração

Consideremos o sistema

[image: ]

 

Em (x 0, y0), o determinante jacobiano

[image: ]

 

é  diferente  de  zero,  pois,  em  (x , y )  seu  valor  é    que,  por  hipótese,  é

[image: ]

0     0

diferente de zero. Seja

(u 0, v0) = (f (x0, y0), g (x0, y0)).

Como f (x, y) = x e g (x , y ) = 0, resulta (u , v ) = (x , 0). 0 0 0 0 0

Pelo teorema da função inversa, existem abertos Ω1 e Ω2, com

(x , y )     Ω     Ω e (u , v      Ω 0 0 ∈ 1 ⊂ ) , 0 0 ∈ 2

e um único par de funções (p (u, v), q (u, v)) tais que, para todo (x, y) ∈ Ω 1 e (u, v) ∈ Ω2,

[image: ]

 

Como Ω é aberto e (x , 0) = (u , v )  Ω , existe um intervalo aberto I, x  I tal que,  2  0  0  0  ∈  2  0  ∈

para todo u ∈ I, (u, 0) ∈ Ω . 2

Segue de ① que, para todo u ∈ I,

[image: ]

 

Fazendo h (x) = q (x, 0), resulta que, para todo x ∈ I,

0 = g (x, h (x)).

Assim, a função                       1 y = h ( x ) é de classe C e é dada implicitamente pela equação

g (x, y) = 0.

Observe que, para todo u ∈ I,

(u, q (u, 0)) ∈ Ω 1

logo, para todo x ∈ I,

(x, h (x)) ∈ Ω . 1

Suponhamos,  agora,  que  1  y   =  h   (  x  )  seja  outra  função  definida  e  de  classe  C  no

1

intervalo aberto I e tal que, para todo x ∈ I,

(x, h1 (x)) ∈ Ω1 e 0 = g (x, h1 (x)).

De ① segue que, para todo x ∈ I,

[image: ]

ou seja, h1 (x) = q (x, 0) = h (x).

 

■

Observação. Para outra demonstração deste caso, veja Vol. 2.

2.º CASO.                          1                            3 Suponha g ( x, y, z ) de classe C num aberto Ω ⊂ ℝ, com (x , y z )  Ω, tal ∈

0    0   0

que

[image: ]

 

Nestas condições, existe um aberto Ω 1 ⊂ Ω, com (x0, y0, z0) ∈ Ω1, e uma única função z                                     1                                      2 = h ( x, y ) definida e de classe C numa bola aberta B do ℝ e de centro (x , y ),  tal

0    0

que, para todo (x, y) ∈ B, (x, y, h (x, y)) ∈ Ω 1, e

g (x, y, h (x, y)) = 0.

Demonstração

Consideremos o sistema

[image: ]

 

Em (x 0, y0, z0), o determinante jacobiano

[image: ]

 

. Seja

[image: ]

(u0, v0, w0) = (x0, y0, g (x0, y0, z0)).

Assim (u 0, v0, w0) = (x0, y0,  0).  Pelo  teorema  da  função  inversa,  existem  abertos  Ω1  e Ω2, com

(x0, y0, z0) ∈ Ω1 e (u0, v0, w0) ∈ Ω2

e uma única terna de funções

(p (u, v, w), q (u, v, w), r (u, v, w))

de classe 1 C em Ω e tais que, para todo (x, y, z) ∈ Ω e (u, v, w) ∈ Ω ,

2                                                 1                       2

[image: ]

 

Como Ω 2  é aberto e (  x  ,  y  , 0) = (  u  ,  v  ,  w  )   Ω  , existe uma bola aberta  B  em  ℝ, de ∈

2                    0    0             0    0     0         2

centro (x , y ), tal que, para todo (u, v) 0 0 ∈ B, (u, v, 0) ∈ Ω . Segue de ② que, para todo 2 (u, v) ∈ B,

[image: ]

 

Fazendo h (x, y) = r (x, y, 0), resulta, para todo (x, y) ∈ B,

0 = g (x, y, h (x, y)).

Assim, a função                         1 z = h ( x, y ) é de classe C e é dada implicitamente pela equação

g (x, y, z) = 0.

Observe que, para todo (u, v) ∈ B,

(u, v, r (u, v, 0)) ∈ Ω1 logo, para todo (x, y) ∈ B,

(x, y, h (x, y)) ∈ Ω 1.

Suponhamos, agora, que                                                   1 z = h ( x, y ) seja outra função definida e de classe C na bola

1

aberta B e tal que, para todo (x, y) ∈ B,

(x, y, h (x, y))     Ω           (x, y, h 1 ∈ e 0 = g (x, y)). 1 1

De ② segue que, para todo (x, y) ∈ B,

[image: ]

 

ou seja, h1 (x, y) = r (x, y, 0) = h (x, y).

■

3.º CASO.                                   1                            3 Suponha f ( x, y, z ) e g ( x, y, z ) de classe C num aberto Ω ⊂ ℝ, com (x , y ,

0 0

z0) ∈ Ω1, tais que

f (x0, y0, z0) = 0, g (x0, y0, z0) = 0

e

[image: ]

 

Nestas condições, existe um aberto Ω1 ⊂ Ω, com (x0, y0, z0) ∈ Ω1, e um único par de funções                                            1 y = h ( x ) e z = k ( x ) definida e de classe C num intervalo aberto I, x ∈ I,  tal

0

que, para todo x ∈ I,

(x, h (x), k (x)) ∈ Ω 1

e

f (x, h (x), k (x)) = 0 e g (x, h (x), k (x)) 0.

Demonstração

Consideremos o sistema

[image: ]

 

Em (x 0, y0, z0), o determinante jacobiano

[image: ]

 

é diferente de zero. Seja

(u , v , w ) = (x , f (x , y , z ), g (x , y , z )). 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Da hipótese, resulta

(u0, v0, w0) = (x0, 0, 0).

Pelo teorema da função inversa, existem abertos Ω 1 e Ω2, com

(x , y , z )     Ω e (u   v , w ) 0 0 0 ∈ , 1 0 0 0∈ Ω2

e uma única terna de funções

(p (u, v, w), q (u, v, w), r (u, v, w))

de classe 1 C em Ω , tais que, para todo (x, y, z) ∈ Ω e (u, v, w) ∈ Ω ,

2                                               1                       2

[image: ]

Como Ω2 é aberto e (x0, 0, 0) = (u0, v0, w0) ∈ Ω2, existe um intervalo aberto I, x0 = I, tal que, para todo u ∈ I, (u, 0, 0) ∈ Ω2. Segue de ③ que, para todo u ∈ I,

 

[image: ]

 

onde h (u) = q (u, 0, 0) e k (u) = r (u, 0, 0). As funções h (x) = q (x, 0, 0) e k (x) = r (x, 0, 0) são de classe 1 C no intervalo aberto I e, para todo x neste intervalo,

f (x, h (x), k (x)) = 0 e g (x, h (x), k (x)) = 0.

Fica a seu cargo concluir a unicidade de tais funções.

■

Para  encerrar,  fica  a  seu  cargo  a  tarefa  de  enunciar  e  demonstrar  o  teorema  da função implícita no caso geral.
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BRINCANDO NO MATHCAD

 

A5.1. NOÇÕES GERAIS

Para  trabalhar  no  Mathcad  é  muito  simples.  A  partir  do  programa  instalado,  se  a

sua versão for o Mathcad 2000,* ao abrir o programa verá a seguinte tela:

[image: ]

Para iniciar, clique em View na barra de menus e, em seguida, clique em Toolbars: para  gráfico,  escolha  a  opção  Graph;  para  cálculo  de  derivada,  integral,  limite  e somatória, escolha a opção Calculus; para entrar com desigualdades, escolha a opção Boolean; para cálculo simbólico ou exato, escolha a opção Symbolic etc.

[image: ]

 

Tudo o que você precisa agora é aprender a digitar uma expressão. Para começar, clique em algum ponto da página; no ponto clicado aparecerá uma cruzetinha vermelha. É  exatamente  neste  ponto  que  a  expressão  a  ser  digitada  começará. Todas  as operações deverão ser indicadas. No Mathcad, o separador decimal é o ponto. Para entrar com expoente, pressione a tecla ^ (acento circunflexo). Para entrar com fração, pressione  a  tecla  /  (dividir).  O  Mathcad  trabalha  com  três  sinais  para  representar  o igual : um deles é := (para entrar com este símbolo, pressione a tecla : (dois-pontos)); o outro é = (para entrar com este símbolo, pressione simultaneamente as teclas Ctrl e =, ou clique no ícone desigualdades e, em seguida, clique em =); e o terceiro é a seta → que aparece na caixa Symbolic.

Quando se usa o símbolo : =

• Utiliza-se := para definir o valor de uma variável. Por exemplo, para entrar com x

= 5, digitamos x : 5 para obter

[image: ]

 

Nota: Na versão Mathcad 2001, a caixa Calculator apresenta alguma modificação.

•    Utiliza-se := quando queremos definir f(x, y). Por exemplo, para entrar com f(x, y)

= x + y, devemos digitar f(x, y) : x + y para obter

[image: ]

 

Quando se usa o símbolo =

• Utiliza-se o símbolo = nas equações. Por exemplo, para entrar com a equação x +

y = 5, digitamos x + y e, em seguida, simultaneamente, Ctrl e = (ou clique no ícone desigualdades e, em seguida, clique em =) e, finalmente, 5 para obter

[image: ]

 

• Utiliza-se  a  seta  →  para  obter  valor  exato  de  uma  integral,  derivada  etc.,  como

veremos mais adiante.

EXEMPLO 1.                 2 Entre com a expressão x + 5xy.

Solução

Clique no ponto onde você quer começar a expressão. Agora, digite:

x ^ 2 espaço + 5 * x * y

para obter

[image: ]

 

Com  auxílio  da  tecla  espaço,  podemos  fazer  com  que  o  ângulo  envolva  toda  a expressão, pressionando sucessivamente tal tecla:

[image: ]

Clicando fora do retângulo, obtém-se: 2 x + 5 · x · y. Para voltar ao modo anterior é só clicar à direita do último y e utilizar a tecla espaço. A tela abaixo mostra o estado da expressão após a digitação do acento circunflexo.
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O pequeno retângulo preto envolvido pelo ângulo denomina-se placeholder e indica o lugar  onde  entrará  o  próximo  caractere  a  ser  digitado.  Para  sair  do  expoente,  após  a digitação do mesmo, basta pressionar a tecla espaço.

■

Observação. Digamos que você queira trocar o expoente 2 por 3: clique ao lado do 2, apague o 2 e digite 3; em seguida, clique fora do retângulo para obter 3 x + 5 · x · y. Para substituir, digamos, o 5 por 6, proceda da mesma forma: clique ao lado do 5, apague o 5, digite 6 e clique fora do retângulo.

EXEMPLO 2.               2 Calcule o valor de x + 5xy para x = 3 e y = 5.

Solução

Clique  em  um  ponto  da  página.  Entre  com  os  valores  de x  e  de y;  abaixo  destes valores entre com a expressão dada e de modo que toda a expressão esteja envolvida pelo ângulo.

x := 3 e y := 5
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Pressione, agora, a tecla = para obter

x2 + 5 · x · y = 84.

■

Atenção . Substituindo o 3 em x e o 5 em y por outros valores, automaticamente o valor da expressão mudará.

[image: ]

EXEMPLO 3. Entre com a expressão              .

Solução

Primeiro entre com o numerador; digitado o numerador, com o ângulo envolvendo toda  a  expressão,  como  mostrado  na  primeira  expressão  da  tela  do  Mathcad  em seguida, pressione a tecla da divisão (/). Em seguida, digite o denominador. (Lembre-se: para entrar com o símbolo     é só clicar neste símbolo na caixa Calculator.)
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Atenção. Para entrar com uma expressão do tipo                   , digite

[image: ]

 

Em seguida, com o ângulo envolvendo somente a expressão x + 3, pressione a tecla da divisão e digite o denominador respectivo e pronto.

[image: ]
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EXEMPLO 4. Entre com 

 

[image: ]

Solução

Na  caixa  Calculus,  clique  no  símbolo  da  integral  definida.  Clique  no  placeholder no extremo inferior da integral e digite 2. Clique no placeholder no extremo superior da integral e digite 3. Para entrar com o integrando, clique no placeholder respectivo e digite, entre parênteses, a função a ser integrada. Finalmente, clique no placeholder à direita do d e digite x.

Procedendo  de  forma  análoga,  entra-se  com  as  expressões  mostradas  na  tela  a seguir.  Para  entrar  com  raiz,  módulo  etc.  é  só  clicar  no  respectivo  símbolo  na  caixa Calculator, OK?




[image: ]

A5.2. VALOR APROXIMADO OU VALOR EXATO

Para calcular valor aproximado, basta digitar a expressão, envolvê-la pelo ângulo e, em seguida, pressionar a tecla =.

Para calcular valor exato, existem dois modos.

 

CÁLCULO DE VALOR EXATO OU SIMBÓLICO

PRIMEIRO MODO. Entra-se com a expressão, envolve-a pelo ângulo, clique na

seta → na caixa Symbolic e para visualizar o resultado, pressione Enter.

SEGUNDO MODO. Entra-se com a expressão, envolve-a pelo ângulo, clique em

Symbolics na barra de menus e para visualizar o resultado, clique em Simplify.
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Digamos que o problema seja o cálculo do limite  . O cálculo de

limite só é permitido pelo valor exato. Para calculá-lo pelo primeiro modo, entre com
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Para visualizar o resultado, basta pressionar Enter.

 

Para calculá-lo pelo segundo modo, entre com
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Para visualizar o resultado, clique em Symbolics na barra de menus e, em seguida, clique na opção Simplify. Os dois modos de visualização estão apresentados na tela a seguir.
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Na tela seguinte, são apresentados o cálculo de uma integral indefinida e a fórmula para  a  soma  dos  quadrados  dos n  primeiros  números  naturais.  É  mostrado,  também, como fatorar uma expressão.
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Se  a  função f(x)  estiver  definida,  com  a  seta  calculam-se 
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 etc. Também calculam-se derivadas parciais com o mesmo símbolo

[image: ]

que o da derivada de uma variável. Por exemplo, com   calcula-se a derivada parcial
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em  relação  a x,      a  derivada  parcial  em  relação y,  ou  seja,  quando  se  entra  com  o

[image: ]

símbolo      o  Mathcad  vê  apenas x  como  variável  independente,  as  demais  como

[image: ]

constantes.
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A5.3. FUNÇÃO DE UMA VARIÁVEL: CRIANDO TABELA,

GRÁFICO E CÁLCULO DE RAIZ

Nesta seção você aprenderá a criar tabela para função de uma variável. Aprenderá, também, a determinar raiz (ou zero) de função, bem como raiz de equação.

EXEMPLO 1.                             2 Construa uma tabela para a função f ( x ) = x − 3x + 5, com x variando de −3 a 4 e com passo 0,5.

Solução

A primeira coisa a fazer é definir a função e, em seguida, definir a variação para o x.  Para  construir  a  tabela  para  a  variação  do x  é  só  digitar x  e  pressionar  a  tecla  de igual. Para construir a tabela para os valores da função, digita-se f(x) e pressiona-se a tecla de igual. Para definir a variação para o x proceda assim:

x := − 3, − 2.5 ..4

Para entrar com os dois pontinhos  abra  a  caixa  Calculator  (calculadora)  e  clique  em m..n.  Observe:  para  contar  para  o  Mathcad  que x  varia  com  passo  0,5  e  de  −  3  a  4, entra-se  com  −  3  e,  em  seguida,  com  −  2.5  (lembre-se,  no  Mathcad  o  separador decimal  é  o  ponto),  sendo  que  −  3  e  −  2.5  devem  ser  separados  por vírgula;  em seguida,  entra-se  com  os  dois  pontinhos  e,  por  último,  com  4.  (Atenção.  Se quiséssemos passo 0,4, a definição da variação de x ficaria assim: x := − 3, − 2.6 ..4. OK?)
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Pela tabela, x = 1,5 é uma estimativa para o ponto de mínimo da função. (Na verdade, x = 1,5 é exatamente o ponto de mínimo e 2,75 o menor valor da função. Confira.)

■

EXEMPLO 2.                                  x Construa uma tabela para a função f ( x ) = 3 x − 2, − 3 ≤ x  ≤  4,  com x variando de − 3 a 4 e com passo 0,5. Observando a tabela, dê estimativas para as suas raízes. Dê, também, estimativas para os pontos de máximo e de mínimo locais.

Nota: Na versão Mathcad 2001 abra a caixa Matrix para clicar m..n.

Solução

[image: ]

EXEMPLO 3. Construa o gráfico da função do exemplo anterior.

 

Solução

Primeiro digite a função e a variação para x, com passo, digamos, 0,5. Entre com a caixa Graph e clique no ícone representando um gráfico (é o primeiro ícone da caixa). Em  seguida,  no  placeholder,  na  parte  de  baixo  do  retângulo,  entre  com x;  no placeholder localizado na lateral esquerda do retângulo entre com f(x). Para visualizar o gráfico dê um clique fora do retângulo maior. Agora, dê dois cliques sobre o gráfico e,  na  caixa  que  se  abre,  clique  na  opção  à  esquerda  de  Crossed  para  obter  o  gráfico que aparece na parte inferior da tela mostrada a seguir.
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Observação. Para a construção do gráfico não é necessário entrar com a variação para x: basta entrar com a função como mostrado na próxima tela. Caso você queira alterar a variação atribuída automaticamente pelo Mathcad para a variação de x (que no caso em questão foi −10 a 10) é só alterá-la manualmente: para substituir o −10 que aparece na  parte  inferior  esquerda  do  primeiro  gráfico  é  só  apagá-lo  e  entrar  com  o  valor desejado, de forma análoga com o 10 que aparece do lado direito do −10. Para obter a segunda figura substituímos o −10 por −3 e o 10 por 5.




[image: ]

Caso  queira  que  no  eixo x  (ou  no  eixo y)  apareçam  mais  marcas  de  escala,  dê  dois cliques sobre o gráfico; na caixa que se abre e na coluna X-Axis dê um clique em Auto Grid e, em Number of Grids, troque o 2, por exemplo, por 4. (Veja a próxima tela.)
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EXEMPLO 4.                   x Resolva a equação 3 x = 2. (Ou determine as raízes ou zeros da função f                 x ( x ) = 3 x − 2.)

Solução

A equação tem duas raízes: uma entre 0 e 1 e a outra entre 3 e 4. (Veja a tabela do Exemplo 2 ou o gráfico da tela anterior.) Sem a tabela e sem o gráfico, pense assim: para x = 0 o primeiro membro é menor que o segundo e para x = 1, o primeiro é maior que o segundo. Pelo teorema de Bolzano, pois a função é contínua, deverá existir uma raiz entre 0 e 1. Para resolver a equação é preciso entrar com estimativa  para  a  raiz desejada. Primeiro vamos determinar a raiz que está mais próxima de 0 e depois a que está  mais  próxima  de  4.  Para  a  raiz  que  está  mais  próxima  de  0  vamos  entrar  com  a estimativa 0. (Nada mudará se entrarmos com a estimativa 0,5.) A sintaxe para resolver o problema é a seguinte:

x := 0 (estimativa)

given

3 ·        x x = 2

(Este = é o que se obtém pressionando simultaneamente as teclas Ctrl e =.)
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Agora, pressione a tecla para obter

Find(x) = 0.458.

Trocando a estimativa x = 0 por x = 3,5 obtemos a outra raiz, que é 3.313. (Caso queira mais  casas  decimais,  clique  à  direita  do  algarismo  8,  na  igualdade  acima,  e,  em seguida, na barra de ferramentas, clique em Format, escolha a opção Result, defina o número de casas decimais e clique em OK para confirmar a escolha.)

■

Atenção. Não se esqueça: no Mathcad o ponto é o separador decimal. Não pode faltar a palavra given (given = dada ou dado) entre a estimativa e a equação.

Outro modo mais prático. Entre com a estimativa x = 0 e digite
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e  pressione  a  tecla  para  obter  root(3  ·         x x  −  2, x)  =  0.458.  (Observação.  O x  que aparece  dentro  dos  parênteses  e  após  a  vírgula  é  para  informar  ao  Mathcad  que  ele deverá procurar o valor de x para o qual o valor da expressão seja zero.)

Veja como fica na tela do Mathcad.
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A5.4. GRÁFICO EM COORDENADAS POLARES. IMAGEM

DE CURVA PARAMETRIZADA NO PLANO

Para  construir  gráfico  em  coordenadas  polares,  digite  a  função,  entre  com  a variação  para  a  variável  independente,  clique,  na  caixa  Graph,  no  ícone  das coordenadas  polares  que  é  o  quarto  ícone  da  primeira  linha,  ou  seja,  aquele  que apresenta  uma  espiral.  Como  estaremos  trabalhando  sempre  em  radianos,  o  passo poderá  ser,  por  exemplo,    etc.  Quanto  menor  o  passo,  melhor  será  a
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apresentação  do  gráfico.  Observamos  que  a  variação  para  a  variável  independente  é opcional .

EXEMPLO 1. Construa o gráfico da função r = sen(3θ), θ ≥ 0.

Solução

Para facilitar, em vez de usar θ para a variável independente, vamos usar x mesmo, OK?  Para  que  possamos  visualizar  várias  etapas  do  gráfico,  vamos  definir  uma variável N e trabalhar com x variando de 0 a N e com passo, digamos,  . Vamos lá.
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Na apresentação que se segue tomamos N = 1, o que significa que x estará variando de 0  a  1  radiano.  Em  seguida,  tomamos    e  depois  N  =  π.  Com  a  mudança  do  N,

[image: ]

poderemos visualizar, passo a passo, o desenvolvimento da curva.

[image: ]
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A curva parametrizada no plano é construída no sistema ortogonal de coordenadas cartesianas,  ou  seja,  na  primeira  opção  da  caixa  Graph.  Para  construir  imagem  de curva parametrizada no plano, precisamos definir a curva e entrar com a variação para o parâmetro. Observamos que a variação para o parâmetro é opcional. Entramos com a variação para o parâmetro quando queremos visualizar o desenvolvimento da curva.
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■

EXEMPLO 2. Construa o gráfico da curva x = 2 cos t e y = 3 sen t, 0 ≤ t ≤ 2π.

Solução

Observamos  que  no  placeholder  inferior  entramos  com x(t)  e,  naquele  localizado na lateral esquerda, com y(t). Agora, é só olhar para a tela a seguir.
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Brinque à vontade!!!

A5.5. MÁXIMO E MÍNIMO DE FUNÇÃO

EXEMPLO 1. Determine o ponto de mínimo da função

z     2                2 = x + 3 xy + 4 y − 4x − 13y.

Solução

O gráfico de z = z(x, y)  é  um  paraboloide  elíptico  com  concavidade  voltada  para cima. (Concorda?) Logo, a função admite um único ponto de mínimo. Para determiná-lo, proceda da seguinte forma: entre com a função, em seguida com estimativas para tal ponto e, por fim, entre com o comando Minimize(z, x, y). Como z(0,0) = 0 e z(0,1)  = −9, vamos entrar com as estimativas x = 0 e y = 1. Temos então

z           2                         2 ( x, y ) := x + 3 · x · y + 4 · y − 4 · x − 13 · y

x := 0 y := 1 (estimativas)

[image: ]

 

Digitando-se = obtém-se o ponto de mínimo:
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Assim, (−1, 2) é o ponto de mínimo da função.

■

EXEMPLO 2.                                    x Determine o ponto de máximo local de f ( x ) = 3 x − 2, − 3 ≤ x ≤ 4.

Solução

Pelo  Exemplo  2  da  seção  anterior,  2  é  uma  estimativa  para  o  ponto  de  máximo local da função.

x                  x := 2 f ( x ) := 3 · x − 2

maximize(f, x) = 2,114.

Os Exemplos 1 e 2 estão na seguinte tela:
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Antes  de  prosseguir,  observamos  que  para  entrar  com  os  sinais  de  desigualdade abra a caixa Boolean. Para entrar, digamos, com > é só clicar no símbolo >.

■

EXEMPLO 3. Determine o ponto de máximo de z = 2x − y com as restrições x ≥ 0, x + y ≤ 3 e y ≥ x.

Solução

x  =  3  e y  =  3  são  as  coordenadas  de  uma  estimativa  para  o  ponto  de  máximo. Digite:

z(x, y) := 2 · x − y

x := 3 y:= 3

given

x ≥ 0 x + y ≤ 3 y ≥ x
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Assim, o valor máximo da função ocorre para x = 1,5 e y = 1,5.

 

■

Atenção. É indispensável a palavra given após as estimativas e antes das restrições.

EXEMPLO 4. Resolva o sistema

[image: ]

 

Solução

Inicialmente,  observamos  que  este  sistema  admite  quatro  soluções  (veja  o  Vol.  2, 5.ª  ed.).  Vamos  apenas  relembrar  como  se  determina  a  solução  próxima  de  (2,  1). Digite:

x := 2 y := 1(estimativas)

given

x2 + y = 3

x 2                         2 + 2 · x · y + 5 · y = 4
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Assim, x  =  1,6514  e y  =  0,2727  é  a  solução,  com  quatro  casas  decimais,  que  está próxima  de  (2,  1).  (Caso  queira  mais  casas  decimais,  clique  ao  lado  de y  e,  em seguida, na barra de ferramentas, clique em Format, escolha a opção Result, escolha o número  de  casas  decimais  e  clique  em  OK.) Atenção.  O  símbolo  =  que  aparece  no sistema é o que se obtém pressionando simultaneamente as teclas Ctrl e =.

■

A5.6. CÁLCULO DE INTEGRAIS DEFINIDAS
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EXEMPLO 1. Calcule 

Solução

Primeiro, abra as caixas Calculus e Calculator. Não é preciso digitar sin, pois, para entrar com esta função, basta clicar em sin na caixa Calculator. Vamos então ao cálculo da  integral.  Marque  o  lugar  na  folha  onde  deseja  começar  a  sua  expressão.  Na  caixa Calculus,  clique  no  símbolo  da  integral  definida.  Para  entrar  com  o  extremo  inferior, clique no placeholder que indica o lugar para o extremo inferior e digite 0; clique no placeholder  do  extremo  superior  e  digite a.  Para  entrar  com  o  integrando,  clique  no placeholder respectivo, clique em sin na caixa Calculator e assim por diante de modo a obter
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Aqui só é possível calcular o valor exato, pois não foi dado o valor de a. Para obter o valor exato, na barra de ferramentas abra o menu Symbolics e clique em Simplify  (ou utilize a seta na caixa Symbolic; tanto faz, o que muda é apenas a apresentação, como já foi visto anteriormente) para obter
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Assim
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Atenção. No Mathcad, sen x cos x, tgx, ln x etc. são escritos na seguinte forma: sin(x), cos(x), tan(x), ln(x) etc.
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EXEMPLO  2.  Calcule  o  valor  exato  da  integral                     ,  onde B  é  o

triângulo de vértices (0, 0), (1, 0) e (1, 1).

Solução

Para calculá-la precisamos transformá-la em uma integral iterada.
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Vamos  então  entrar  com  a  integral  na  forma  iterada  e  clicar  em Simplify  no  menu Symbolics.
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Clicando em Simplify, obtém-se
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Veja como ficam os dois exemplos anteriores no Mathcad.
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EXEMPLO 3. Calcule                       , onde B é o conjunto de todos (x, y, z), tais que                              .

[image: ]
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a) Calcule um valor aproximado.

b) Calcule o valor exato.

c) Determine o valor aproximado da expressão obtida em (b) e compare com (a).

Solução

a) Para calculá-la precisamos transformá-la em uma integral iterada. Temos
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Por questões de simetria, temos
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Vamos, agora, para o Mathcad.
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Pressionando a tecla =, obtemos o valor aproximado 0,10262 e, portanto,
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b) Vamos, agora, ao cálculo do valor exato. Fica a seu cargo verificar o que acontece

se  pedir  ao  Mathcad  o  valor  exato  da  integral  na  forma  iterada  acima.  Você  irá

perceber  que  neste  caso  vamos  precisar  dar  uma  “mãozinha”  para  o  Mathcad.

Fazendo a mudança de variáveis para coordenadas esféricas, resulta, como visto no

exemplo mencionado,
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e, portanto,
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Vamos entrar no Mathcad.
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Clicando em Simplify obtemos o valor exato da integral
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c) Veja na tela do Mathcad abaixo.
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A5.7. GRÁFICO DE FUNÇÃO DE DUAS VARIÁVEIS Existem dois processos para construção de gráfico de função de duas variáveis reais. Se  a  função f(x,  y)  for  contínua  em  todo  o  plano  é  só  definir  a  função,  abrir  a  caixa Graph, clicar no ícone representado por uma superfície, entrar com o nome da função, no caso f, no placeholder que aparece logo abaixo do sistema de coordenadas e clicar fora  do  maior  retângulo  que  envolve  o  sistema  de  coordenadas.  Com  o  mouse  você poderá colocar a figura na posição desejada. Para outras opções, dê dois cliques sobre o gráfico e brinque à vontade.
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EXEMPLO 1. Esboce o gráfico de                  .

Solução

[image: ]

 

Observação.  Caso  você  queira  que  apareçam,  também,  as  curvas  de  nível,  na  caixa Graph  clique  no  ícone  representado  por  curvas  de  nível  (é  o  primeiro  da  segunda

linha)* e, no placeholder logo abaixo do sistema de coordenadas, entre com f, f.




[image: ]

Um segundo processo que funciona sempre consiste em construir o gráfico de z  = f(x, y), com (x, y) percorrendo os pontos de uma partição de um retângulo prefixado a ≤ x ≤ b e c ≤ y ≤ d. A sintaxe é a seguinte:

[image: ]

 

Agora, clique no ícone superfície na caixa Graph e com M no placeholder logo abaixo do  sistema  de  coordenadas.  Com  o  mouse  pode-se  colocar  o  gráfico  na  posição  que desejar.  Para  melhorar  a  aparência  do  gráfico,  dê  dois  cliques  sobre  o  gráfico  e brinque à vontade.

■

Atenção. Para entrar com os dois pontinhos é só clicar em m..n na caixa Calculator.** Para entrar com índice, pressione a tecla do colchete [ .

EXEMPLO 2.                     2      2 Esboce o gráfico de f ( x, y ) = x + y, −2 ≤ x ≤ 2 e −2 ≤ y ≤ 2.

Solução

[image: ]

 

A5.8. IMAGENS DE SUPERFÍCIE PARAMETRIZADA E DE

CURVA PARAMETRIZADA NO ESPAÇO

EXEMPLO 1. Desenhe a imagem da superfície cilíndrica x = cos u, y = sen u e z = v, com 0 ≤ u ≤ 2 π e v real qualquer.

Solução

É  só  definir  as  funções x  = x(u, v), y  = y(u, v)  e z  = z(u, v);  clicar  no  ícone superfície e entrar com (x, y, z) no placeholder logo abaixo do sistema de coordenadas.




[image: ]

EXEMPLO 2. Esboce o gráfico do cone x = v cos u, y = v sen u e z = v, com 0 ≤ u ≤ 2π e 0 ≤ v ≤ 1.

Solução

Vamos proceder como no Exemplo 2 da seção anterior.

[image: ]

 

Clique  no  ícone  superfície.  No  placeholder  logo  abaixo  do  sistema  de  coordenadas, entre com (x, y, z) e, para obter o gráfico, proceda como nos exemplos anteriores.




[image: ]

EXEMPLO  3.  Desenhe  a  faixa  de  Möbius 

[image: ]

sen u

[image: ]

Solução

No Mathcad, devemos entrar da seguinte forma:




[image: ]

EXEMPLO  4.  Desenhe  a  imagem  da  curva x  =  cos u, y  =  sen u  e z  = u,  com  o parâmetro u variando no intervalo [0,4π].

Solução

No Mathcad, primeiro devemos entrar com as funções dadas.

x                               2 ( u ) := cos( u ) y (u) = sin( u ) z ( u ) := u

Em  seguida,  na  caixa  Graph,  clique  no  3.º  ícone  da  2.ª  linha*  (scatter  plot).  No placeholder logo abaixo do sistema de coordenadas entre com (x, y, z). Dê um clique duplo  no  gráfico  e  escolha  a  opção  Quick  Plot  Data.  O  Start  e  o  End  são  as extremidades do intervalo onde varia o parâmetro u, no caso 0 e 2π, respectivamente. Entre,  então  em  Start  com  0  e  em  End  com  12.  Em  Grids  entre  com  o  valor  máximo, que  é  200,  o  que  significa  que  o passo  com  que  o  parâmetro u  está  variando  é  .

[image: ]

Clique em OK para confirmar a escolha.




[image: ]

Para mais detalhes, veja Mathcad User’s Guide 2000. Veja, também, Uso  Prático do Mathcad, do Prof. Rubener da Silva Freitas. FEI, 2001.

■




__________________

* Ou versão Mathcad 2001.

* Varia de acordo com o formato da caixa Graph.

**Ou na caixa Matrix, no caso de Mathcad 2001.

* Dependendo da disposição dos elementos na caixa Graph.

RESPOSTAS, SUGESTÕES OU

SOLUÇÕES

 

CAPÍTULO 1

1.1

1.

[image: ]

 

2. a)

[image: ]

 

b)

[image: ]

 

4. A cada ponto (u, v) do plano uv, f associa o ponto (x, y, z) onde

[image: ]

A imagem da transformação acima é o plano x − y − z = 0. Portanto, f transforma o plano uv no plano x − y − z = 0.

 

[image: ]

5.

[image: ]

 

6. c)

 

8.                                          2      2 A imagem é a superfície cilíndrica x + y = 1, 0 = ≤ z ≤ 1.

9.                                   2      2      2 É a semissuperfície esférica x + y + z = 1, z ≥ 0.

[image: ]

11.

 

12.               2      2 É o cilindro x + y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1.

15.                                      2      2      2 a ) σ ( B ) é a superfície esférica x + y + z = 

[image: ]

b               2      2      2 ) σ ( B ) é a esfera x + y + z ≤ 1.

1.2

1. a)

[image: ]

 

c)

[image: ]

 

 (x, y) é tangente, no ponto (x, y), à circunferência de centro na origem

[image: ]

que passa por este ponto.

[image: ]

e) ||   (x, y) || = 1 e   (x, y) é normal, no ponto (x, y), à circunferência de

[image: ]

centro na origem que passa por este ponto.

[image: ]

 

f) ||       (x, y) || = 1 e      (x, y) é tangente, no ponto (x, y), à circunferência de

[image: ]

centro na origem que passa por este ponto.

[image: ]

[image: ]

g)

[image: ]

 é normal, no ponto (x, y), à

circunferência de centro na

[image: ]

 

origem que passa por este ponto. Observe que a intensidade do campo no ponto (x, y) é o inverso da distância deste ponto à origem.

[image: ]

2. a)

 

b)




[image: ]

4. ∇ f (x, y) = (1, 2)

[image: ]

 

5. ∇ φ (x, y) = (− 2x, 1) é normal, no ponto (x, y), à curva de nível de φ que

passa por este ponto. Como      2 y = x é uma curva de nível de φ (φ (x, y)) = 0, ∇            2                                                                  2 φ ( x, y ), com y = x , é normal, no ponto ( x, y ), à parábola y = x.

[image: ]

 

6. 2  ∇  (  x, y, z  ) = (2  x  , 2  y  , 2  z  ). Seja (  x, y, z  ) um ponto da superfície esférica  x +

y2      2 + z = 1. Neste ponto, ∇ f (x, y, z) é normal à superfície acima.

1.3

[image: ]

1.

[image: ]

 

2.      (x, y) = (x f (u), y f (u)), onde                  . Temos:

[image: ]

 

e de forma análoga obtém-se:

[image: ]

 

Portanto, rot 

[image: ]

5. a)

[image: ]

 é tangente, no ponto (x, y), à

[image: ]

circunferência de centro na origem que passa por este ponto.

[image: ]

 

Observe que as trajetórias das partículas do fluido são circunferências de centro na origem. A velocidade angular da partícula que descreve a circunferência de raio   é o quociente da velocidade escalar pelo

[image: ]

raio, ou seja,          . Sejam A e B duas partículas do fluido que no

[image: ]

instante t 0 encontram-se sobre o eixo Ox. Suponhamos que a distância de

A à origem é menor que a de B à origem. Assim, a velocidade angular de A é maior que a de B. Seja t > 0 um real suficientemente pequeno. A figura a seguir mostra as posições de A e B nos instantes t = 0 e t.

[image: ]

 

β é o ângulo descrito por B no intervalo de tempo t e o descrito por A neste mesmo intervalo de tempo; α > β, pois, a velocidade angular de A é maior que a de B.

[image: ]

b) rot            o que significa que     é irrotacional.

[image: ]

1.4

[image: ]

1.

[image: ]

 

3. a) Não, pois div     (x, y, z) = 1.

[image: ]

b) div ρ     = 0, ou seja, div (ρ(y) y  ) = 0. Daí

[image: ]

 

Portanto ρ(y)y = k, k constante.

[image: ]

5.

[image: ]

[image: ]

9.  Vamos supor que existam as

derivadas parciais de , P, Q e R.

[image: ]

 

Portanto, div (φ    ) = φ div     + ∇ φ · 

[image: ]

e                                2 ) Vamos supor P, Q e R de classe C no aberto Ω.

[image: ]

div (rot     ) = div [rot P     + rot Q + rot R     ]

[image: ]

= div (rot P    ) + div (rot Q  ) + div (rot R    ).

[image: ]

 

Então,

[image: ]

 

Conclua.

[image: ]

 

CAPÍTULO 3

[image: ]

3.1

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

1.

[image: ]

 

3.

[image: ]

 

4.

[image: ]

 

5.

[image: ]

6.

[image: ]

[image: ]

7.

[image: ]

 

8.                                                                2      2 onde A é o círculo x + y ≤ 1. Volume

[image: ]

= 2π

[image: ]

 

d                                              2      2 ) onde A é o círculo x + y ≤ 1. Vol = 

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

g                                        2      2      2 ) onde A é o círculo x + y ≤ a. 

[image: ]

 

h                                              2      2 ) onde A é elipse 2 x + y ≤ 1.

[image: ]

 

(Faça na penúltima integral y = sen θ na última y =   sen θ e boa sorte!)

[image: ]

l                                                                                           2      2 ) onde A é o círculo ( x − 1) + y ≤ 1.

[image: ]

Para calcular a integral, fixe x e integre em relação a y; em seguida, faça x − 1 = sen θ.

[image: ]

m)                       onde A é o conjunto de todos (x, y) tais que

[image: ]

0 ≤           2 x ≤ 1 − y. 

[image: ]

n)                            onde A é o triângulo x + y ≤ 1, x ≥ 0 e y ≥ 0.

[image: ]

Vol = 

[image: ]

9. a) área =             onde B é o conjunto ln x ≤ y ≤ 1 + ln x, y ≥ 0 e x ≤ e.

[image: ]

Área =      −1 e + e − 1

[image: ]

 

CAPÍTULO 4

4.2

[image: ]

1.

[image: ]

 

Para cada θ fixo em [0, 2π], ρ varia de 0 a 1 − cos θ.

h   2                                            2 ) e − e ( Sugestão : Faça u = y − x e v = x.)

[image: ]

 

(Outro processo: faça x = ρ cos θ, y = ρ sen θ observe que a equação da circunferência 2      2 x + y − x = 0 em coordenadas polares é 

[image: ]

[image: ]

2. a ) O que se quer é o valor da integral                        onde A é o

 

[image: ]

conjunto 2      2               2 x + y ≤ 2, y ≥ x e 0 ≤ x ≤ 1. Em coordenadas polares, a equação da parábola      2 y = x se escreve

[image: ]

 

Então,

[image: ]




[image: ]

3. Faça u = y − x e v = y + x. 

[image: ]

4. πab

4.3

[image: ]

1.

 

3. a) Volume = 2πd (área de B), onde d é a distância do centro de massa de B

( 2  B  sendo olhado como um corpo homogêneo) à reta  y  =  x  + 2. Vol = 2  π  .

[image: ]

 

CAPÍTULO 5

[image: ]

5.4

[image: ]

1.

[image: ]

 

g)                                                  onde A é o círculo (x −

[image: ]

1)2              2 + ( y − 1) ≤ 1.

[image: ]

 

r) Fixe (x, y) e integre em relação a z; em seguida faça u = x + y e v = xy e boa sorte!

[image: ]

2.

[image: ]

 

h                                                    2 ) onde A é o círculo ( x − 2) + (y −

1)2 ≤ 5.

[image: ]

 

3. Massa = 

[image: ]

4.                                                               onde A é o

[image: ]

triângulo x + y ≤ 1, x ≥ 0 e y ≥ 0; faça a mudança de variável u = x + y e v = x)

5. 16π

[image: ]

6.                                                                    onde A é o

[image: ]

círculo 2      2 x + y ≤ 1. Massa =      onde k é a constante de proporcionalidade.

5.5

[image: ]

1.

c) Faça x = 2ρ sen φ cos θ, y = 3ρ sen φ sen θ e z = ρ cos φ com

[image: ]

 

d) Faça u = x + y, v = x + 2y − z e w = z.

[image: ]

 

onde T é o paralelepípedo 1 ≤ u ≤ 2, 0 ≤ ν 1 e 0 ≤ w ≤ 1.

[image: ]

 

2.

[image: ]

3. Massa = 

[image: ]

4.     3 πa

[image: ]

5. Sugestão:   Para calcular a

[image: ]

integral 

faça ρ − a cos θ = a cos θ sen u e boa sorte!

5.7

[image: ]

1.                                  onde k é a densidade, k constante.            .

[image: ]

[image: ]

2.      2 LM, onde M é a massa do cubo.

[image: ]

3.                                                  onde B é o cubo dado. I = 

[image: ]

 

4. a)         onde M é a massa do cilindro.

[image: ]

b)

[image: ]

5. Podemos supor que o centro de massa do corpo B seja a origem, e que o

[image: ]

eixo que passa pelo centro de massa seja o eixo z. Então 

[image: ]

 Consideremos, agora, o eixo  2  x  =  a  e  y  =  b  , com  h

= 2      2 a + b. O momento de inércia com relação a este eixo 

[image: ]

 Tendo em vista que 

[image: ]

 resulta               2 I = I + Mh

cm

[image: ]

8.                  onde M é a massa da esfera.

[image: ]

9. b)                            onde B é o cone                        A equação

[image: ]

do cone obtém-se por semelhança de triângulos:

[image: ]

 

12.                onde M é a massa do cone. CAPÍTULO 6

[image: ]

6.1

[image: ]

1.

2. 0

3. 1

[image: ]

4.

5. 0

[image: ]

7.

6.2

[image: ]

1.

[image: ]

2.

3. (x, y, z) = (1, 2, 1) + t [(0, 0, 0) − (1, 2, 1)], 0 ≤ t ≤ 1, é uma parametrização

para o segmento: x = 1 − t, y = 2 − 2t e z = 1 − t, 0 ≤ t ≤ 1.

[image: ]

 

4. 0

(Observação: A projeção no plano xy da interseção é a circunferência (x − 1)2              2 + ( y − 1) = 1; x − 1 = cos t, y − 1 = sen t e z = 3 + 2 cos t + 2 sen t é uma parametrização da curva, com a orientação pedida.)

5. Para se ter uma parametrização nas condições exigidas, basta tomar as

[image: ]

coordenadas esféricas com                 O valor da integral é 

[image: ]

6. − 6

7. π

6.4

1. 0

2. 4

[image: ]

3.

4. −2

[image: ]

5.

[image: ]

6.

6.5

[image: ]

1.

[image: ]

2.

[image: ]

 

5.

[image: ]

7.

 onde k é a densidade

linear do fio, k constante.

 

CAPÍTULO 7

7.2

[image: ]

1. a)                   é uma primitiva; logo é exata.

b               2 ) É exata, sendo xy uma primitiva.

c) xyz é uma primitiva; logo é exata.

[image: ]

d)                é uma primitiva; logo é exata.

[image: ]

e) Não é exata, pois 

[image: ]

h) −arctg  , y > 0, é uma primitiva; logo é exata. Observe que θ (x, y) = 

[image: ]

− arctg   y > 0, é também uma primitiva. Sugerimos ao leitor verificar

[image: ]

que θ (x, y) é o ângulo que a semirreta {(tx, ty) | t ≥ 0} forma com o semieixo positivo Ox.

i) Verifique que

[image: ]

 

é uma primitiva.

(Observação: Para verificar que (x, y) admite derivadas parciais nos pontos (x, 0), x < 0, será útil observar que θ (x, y) = π arctg  , x < 0.)

[image: ]

7.3




[image: ]

1.

[image: ]

 

3.

4. Verifique que : θ : Ω → ℝ dada por

[image: ]

 

é uma primitiva em Ω. Isto é,

[image: ]

Como é o gráfico de θ? O valor da integral é θ(2, 2) − θ(1, 1) = 2π.

 

7.6

1.

[image: ]

 

Portanto,

[image: ]

 

2.

[image: ]

4. a) Seja y 0 ∈ [c, d]. Precisamos provar que, para todo ε > 0 dado, existe δ >

0 tal que, para todo y ∈ [c, d],

|y − y0| < δ ⇒ |φ y) − (y0)| < ε .

Dado ε > 0, existe δ > 0 tal que, quaisquer que sejam (x, y) e (s, t) no retângulo,

[image: ]

 

Então, para todo x ∈ [a, b],

[image: ]

Como

 

[image: ]

 

resulta

[image: ]

 

ou seja,

[image: ]

 

b) Seja y ∈ I. Sejam c, d ∈ I, com c < y < d. Como     é contínua no

[image: ]

0                                             0

retângulo a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d, dado ε > 0, existe δ > 0 tal que, quaisquer que sejam (x, y) e (s, t) no retângulo acima,

[image: ]

 

Temos

[image: ]

 

Pelo teorema do valor médio, para todo y ∈ [c, d] existe y1 no intervalo aberto de extremos y 0 e y tal que

[image: ]

 

Segue que

[image: ]

e, portanto,

 

[image: ]

 

Para todo y ∈ [c, d] e para todo x ∈ [a, b],

|y − y0| < δ ⇒ || (x, y) − (x, y0) || < δ ⇒ || (x, y1) − (x, y0) || < δ,

pois |y − y | ≥ |y − y |. Portanto, 0 1 0

[image: ]

 

Ou seja,

[image: ]

 

Logo,

[image: ]

 

(Observação: Para a demonstração da propriedade enunciada no início do exercício, veja A2-1 do Apêndice 2.)

 

CAPÍTULO 8

8.1

[image: ]

1. Pelo teorema de Green,   Pelo

teorema do valor médio para integrais, existe (s, t) ∈ B, com

[image: ]

 

2.

[image: ]

 

Aplique o teorema de Green aos conjuntos K1 e K2 e some membro a membro as igualdades obtidas.

8. Sugestão:

[image: ]

 

faça agora y = r sen θ e boa sorte!

9.




[image: ]

Fazendo a mudança de variável y = f (t) vem:

[image: ]

 

Por outro lado,

[image: ]

 

Conclua. (Observe que este raciocínio não se aplica ao setor circular − r ≤ x                                                      1 ≤ 0 e 0 ≤ y ≤ , pois  não é de classe C em [−r, 0].)

[image: ]

8.2

[image: ]

2. 3π

3. πab

4. 2α, onde é a área de B. (Observe que B tem área, pois sua fronteira tem

conteúdo nulo.)

5. 10

6. 2π

7. 2π

8. −3

[image: ]

9.

8.4

[image: ]

1. a) Pelo teorema da divergência                                 onde K é o

[image: ]

2      2

círculo x + y ≤ 1. Assim, 

b) 1

[image: ]

c)                              onde K é a região                Assim, 

[image: ]

 Olhando só para o campo você seria capaz de prever

[image: ]

este resultado? Por quê?

d) Cuidado, o teorema da divergência não se aplica. Por quê? Temos:

[image: ]

 

é normal a γ e tem a componente y ≥ 0, para 0 ≤ t ≤ π. Temos, então,

[image: ]

 

Observe que bastaria olhar para o campo para se concluir este resultado.

[image: ]

6. α = 1

[image: ]

7. a)

 

10. 3α

[image: ]

11.

[image: ]

12.

13. 1

 

CAPÍTULO 9

9.1

1.                                                           2      2 a ) A imagem é o paraboloide de rotação z = x + y.

[image: ]

b)

[image: ]

 

c)

 

d                                   2      2      2 ) A imagem é a semissuperfície esférica x + y + z = 1, y ≥ 0.

e                                 2      2      2 ) x = v cos u , y = v sen u e z = v ⇒ x + y = z. A imagem de é a face

lateral do cone

[image: ]

 

f) A imagem de σ coincide com o gráfico da função 

[image: ]

 

2. x = (2 + cos ν) cos u, y = (2 + cos ν) sen u e z = sen ν com 0 ≤ u ≤ 2π e 0 ≤

[image: ]

ν ≤ 2π .

[image: ]

3.

[image: ]

4. a) x = cos u, y =   sen u e z ν, = 0 ≤ u ≤ 2 π e ν ∈ ℝ

[image: ]

b                                    2 ) x = u , y = v e z =   (5 − 2 u − v ), ( u, v ) ∈ ℝ

[image: ]

[image: ]

c)

 

(                                  ν x, y, z ) = ( ν cos u, v sen u, e), 0 ≤ u ≤ 2πe ν ≥ 0

Observe que a imagem desta superfície coincide com o gráfico da função 

[image: ]

 

d) (x, y, z) = (1 + cos u, sen u, v), 0 ≤ u ≤ 2πe v ∈ ℝ

9.2

[image: ]

1.

 

9.3




[image: ]

1.

 

2. 2  8  π

4. 16

[image: ]

5.

[image: ]

6.

[image: ]

9.

[image: ]

12.

[image: ]

13.

9.4

[image: ]

1.




[image: ]

2.

[image: ]

 

3.

[image: ]

4.

[image: ]

 

CAPÍTULO 10

10.1

5. O fluxo através da superfície lateral do cilindro é zero. Sejam σ1 (u, v) =

( 2      2                                                                                 2  u, v  , 0),  u  +  v  ≤ 1, a base inferior do cilindro e σ  (  u, v  ) = (  u, v  , 1),  u +

2

[image: ]

v2 ≤ 1, a base superior; a normal a σ é     = −     e a normal a σ é     = Segue que

[image: ]

 

onde               2      2 K é o círculo u + v ≤ 1. Ou seja,

[image: ]

 

Por outro lado,

[image: ]

 

ou seja,

[image: ]

[image: ]

[image: ]

[image: ]

onde               2      2 K é o círculo x + y ≤ 1. De ① e ② resulta

 

[image: ]

 

6. O fluxo através das bases do cilindro é zero. Seja σ3 (u, v) = (cos u, sen u,

v), 0 ≤ u ≤ 2π , e 0 ≤ ν ≤ 1, a superfície lateral do cilindro,

[image: ]

 

onde P e Q são calculados em (cos u, sen u, v) e K3 é o retângulo 0 ≤ u ≤ 2π , 0 ≤ ν ≤ 1. Segue que

[image: ]

 

Por outro lado,

[image: ]

 

Temos:

[image: ]

 

onde A é o retângulo −1 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1. Assim, 1

[image: ]

 

Façamos, agora, a mudança de variável
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Assim,
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onde D é o retângulo   Vamos mostrar, agora, que  1
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onde D é o retângulo   De fato, fazendo a mudança de  2

[image: ]

variável
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vem:
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Portanto,
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onde D é o retângulo   Por outro lado, a integral  3

[image: ]

de

[image: ]

P (cos u, sen u, v) cos u no retângulo                         é igual à

[image: ]

integral de

[image: ]

P (cos u, sen u, v) cos u no retângulo   (Verifique.)

Portanto,
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onde K3 é o retângulo 0 ≤ u ≤ 2π, 0 ≤ ν ≤ 1.

Fica a seu cargo verificar que

[image: ]

 

De ①, ②, ③ e ④ segue o que se queria provar.
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11.

13. 0

10.2

1. 0

2. 36π

[image: ]

4.                              2      2 Seja σ ( u, v ) = ( u, v , 0), u + v ≤ 1. Seja     = −    . A imagem da cadeia

[image: ]

1

(σ, σ                                              2      2      2 ) coincide com a fronteira da semiesfera x + y + z ≤ 1, z ≥ 0. Pelo

1

teorema da divergência

[image: ]

 

onde B é a semiesfera citada anteriormente. Como

[image: ]

 

(por quê?) resulta
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7.

 

[image: ]

8. −π

10. Zero se a origem não pertence a K; 4π se a origem pertence ao interior

de K.

 

CAPÍTULO 11

11.1
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1.

4. 0
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5.

9. 2π

10. 0

11. 1
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