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PREFACIO

Com este volume completa-se a colecio UM CURSO DE CALCULO.
Nos Caps. de 1 a 8 sdo estudadas as sequéncias numeéricas, séries
numéricas, sequéncias de funcoes, séries de funcoes e séries de poténcias. O
Cap. 9 é uma pequena introducdo ao estudo das séries de Fourier. O restante
do livro é uma introducao ao estudo das equacoes diferenciais ordinarias.

Nesta 5. edicdo, além de rever e reescrever parte do Cap. 10, foi
incluido como apéndice (Apéndice 3) o simples e “incrivel” critério de
Kummer para convergéncia e divergéncia de séries de termos positivos;
dele, como num passe de magica, saem os critérios da razdo, de Raabe, de
De Morgan etc. Gostaria de observar que, enquanto do critério de Kummer
saem alguns dos principais critérios para convergéncia e divergéncia de
séries de termos positivos, da identidade de Abel, Secao 5.3, resultam os
mais importantes critérios para convergéncia de séries nao absolutamente
convergentes, conforme mostram os Exercicios 4 e 5 da secao mencionada.

Escrever esses quatro volumes foi um prazer imenso. O retorno vindo
de professores e alunos tem sido maravilhoso. Para culminar, deste quarto
volume surgiu a ideia para a minha tese de doutorado e, como
consequéncia, para os artigos de pesquisa publicados (veja a pagina 204
deste volume e referéncias bibliograficas mencionadas). Foi muito trabalho
e, para mim, tudo muito magico. Valeu a pena!

Mais uma vez nao poderia deixar de agradecer as colegas Zara Issa
Abud, pela leitura cuidadosa do manuscrito e pelas inumeras sugestoes e



comentarios que foram e continuam sendo de grande valia, e Myriam Serta,
pela inestimavel ajuda na elaboracdo do Manual do Professor. Gostaria,
também, de agradecer a todos os colegas e alunos que, com criticas e
sugestdes, muito tém contribuido para o aprimoramento do texto.
Finalmente, agradeco a Editora LTC pelo excelente trabalho de editoracao e
de divulgacdo, bem como pela forma cordial com que sempre me tem
tratado.

Hamilton Luiz Guidorizzi
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Este livro conta com o seguinte material suplementar:

™ Manual de Solugdes (restrito a docentes)

O acesso ao material suplementar é gratuito, bastando que o leitor se
cadastre em: http://gen-io.grupogen.com.br.
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1

SEQUENCIAS NUMERICAS

1.1. SEQUENCIA E LIMITE DE SEQUENCIA

Uma sequéncia ou sucessdo de numeros reais € uma fungdion ~» a, a
valores reais, cujo dominio é um subconjunto de RJ. As sequéncias que
vamos considerar de agora em diante sao aquelas cujo dominio é do tipo {n
€ n | n > q} onde g é um natural fixo.

A notacdo a_ (leia: a indice n) é usada para indicar o valor que a
sequéncia assume no natural n. Diremos que a € o termo geral da
sequéncia. Por abuso de notagédo utilizaremos o simbolo a para indicar a

sequéncia de termo geral a .

EXEMPLO 1. Seja a sequéncia de termo geral a = 2". Temos

0 L 2
ap=2.a; =2 ,a,=12", ... [

i

EXEMPLO 2. Seja a sequéncia de termo geral s, = ¥ k. Temos
k=1



i
EXEMPLO 3. Seja a sequéncia de termo geral s, = ¥ % Temos
i =1

1
si=L s, =1+ s53=1+

2
i
EXEMPLO 4. Considere a sequéncia de termo geral 5, = X tht=0et=1

. Verifique que

]_fr:+]

§p =
Solugdo

2 n—1 7l
.'s'h,=|-|-f-|-f + ...+ 1 + 1.

=1

Multiplicando ambos os membros por t, vem

2 ts, =+t 4t + T

|'h__'||

Subtraindo membro a membro (1) e (2}, obtemos
1 _, *1
Sn (1 - t) =1 tn .

Logo

l—I"+l
I

7 ~ 7 . 2
Observe que s € a soma dos termos da progressdo geométrica 1, ¢, t,

n

ot



Defini¢ao. Consideremos uma sequéncia de termo geral a_e seja a

um numero real. Definimos:

(i) lim a,= a | Para todo € > 0, existe um natural ng tal que
n—s+o ' 1 n=n) =a—€<dy <ate

. . | Py g . L .
(i) lim a, =+ [ Para todo € = 0, existe um natural ng tal que
n—+= ' 1 n=>ny = d, =€

| Para todo € = 0, existe um natural ng tal que

(i) lim a,=-—= = - _ ~
P 1 n>ny = ay <—€.

Se lim a, for finito, diremos que a sequéncia a_é convergente; caso
n—+m n

contrario, diremos que a sequéncia é divergente.

Observamos que as definicOes acima sdo exatamente as mesmas que
demos quando tratamos com limite de uma funcao f (x), para x — +oo; deste

modo, tudo aquilo que dissemos sobre os limites da forma "I E}"}rm fx”

aplica-se aqui. (Veja Vol. 1.)

EXEMPLO 5. Calcule jjm /= tn—1

_
—s 4w 2n-+35

Solugdo

3 1

4 l+———

. ne+3n—1 . 2

lim ——s——= lim —% 1 =
A —+m 2n=+35 f——+o 24

M- ]

ta | —




EXEMPLO 6. (Teorema do confronto) Suponha que exista um natural n,

tal que, paratodon>n,a <b_ <c . Prove que se

lim az=L= lm ¢4
n—+ce n—+m=
com L real, entao
lim b,=L.
n—+mx
Solugdo
A—toe A —tu 0’
podemos supor maior que n,, tal que
(L—e <a,<L+e
n=hp = ¢
1L—£ <c, <L+e.
Tendo em vista a hipotese,
n>n =L -e<a <b <c <L+e
0 n n n
e, portanto,
n>n0$L—£<bn<L+£
ou seja,
lim b,= L u

=+

EXEMPLO 7. Suponha 0 <t < 1. Mostre que



n t
lim ¥ th=_—
A—+x: =] 1—¢

Solugdo

f
S =t A=+,
k=1

Tendo em vista o0 Exemplo 4,

n — R
v k=11

k=1 1—1

O0<=r=<1, lim "=0.
Como P Segue que

n f

lim ¥ th=——0\

A—+x =] 1—t

EXEMPLO 8. Considere uma sequéncia de termo geral a e suponha que
lim a,= a. prove que
n—stce

fim al+ar+...+ay

n—s+oc

f
Solugdo

Precisamos provar que dado € > 0, existe um natural n tal que

- _ |H]+ag+...+ﬂn _
n=np = —al<e.
| n
Da hip6tese Hm

n—s+w

“n =4 segue que dado € > 0 existe um natural p tal que

- i} . €
n=p=a——=d, <at+—

b3 | m



ou

day, —a

5
5

o | m

n=p= -

b3 | m

Seja, entao, n > p. Temos

<dp —a=

b3 | m

Somando membro a membro estas n — p desigualdades vem

Napyy —a)+lapyr —a)t..+a, —a

)

<

) €
H;F"jﬂ‘:} —_— =
2 n—p

e, portanto,

|{ITP+] —a)+tlapyr —a)+..+(ay —a}|{
n—p |

M n=p=

Tendo em vista que p é um natural fixo, resulta

. (g —a)t(a—ayt..+lap —a)
lim

Segue que existe um natural g tal que

() —a)+(ay —a)+ ...+ (ap —a)|
= <

™) ﬂ:”‘q:’|

ey

€
1 |2'

B | m

B3| m



Seja n, max {p, q}. De (1) e (2) segue que, para todo n > n,

lay +ay +...+ ay B

— =
| | p |
N (dpy) —a)Hlappr —a)+...+la, —a)|
n '

() —a)+(ay —a)+... + (ap —u}|+

€
A
s

N (dp+] —{'I]+{IJP+3 —a)t..+lay —al| n —p <e

n—p n

n—p

-
= I.)

(Observe que, para ' = P -

Assim,
N o +ax+.. +ay B
[ H|]| = — | €.
| n
Portanto,
. dayta+..+a
lim ———2 i =aq.
n—s+c n

a)tar+..+a,
i
que b _¢é a média aritmética dos n primeiros termos da sequéncia de termo

.n=1. Observe

Sejaa, n > 1, uma sequencia e seja b, =

geral a . O exemplo anterior conta-nos que se n!.Tn tn =4 entdo a média

aritmética dos n primeiros termos de a_também converge para a. Deixamos

a seu cargo a tarefa de provar que o resultado acima continua valido se a =
+00 ou @ = —oo,

Antes de passarmos ao proximo exemplo, faremos a seguinte
observacao.



Observacado. Seja f(x) uma funcdo a valores reais definida no intervalo
[g, + o[, g natural, e consideremos a sequéncia de termo geral

a =f(n),nz=q.

E de imediata verificacdo que

lim a;,= lm [f(x)
A—s+ee X+

desde que o limite do 2.° membro exista, finito ou infinito. (Reveja as regras
de L’Hospital, Secdao 9.4 do Vol. 1. Vocé podera precisar delas.)

EXEMPLO 9. Calcule lim %n.
n—+ow

Solucao
. T . J . I/ x
lim %n= Iim a'"= lim x
A—+= A—s+= X—rtoo
Temos
_rl.-‘x — Elnx;'_r_
Como
. Inx .
lim —— = 0 (verifique)
IX—+w X
resulta
lim %n =1.
L



Exercicios

1. Determine o termo geral da sequéncia.

ad 0 2.0, 2:0; 2, ...

b0, 1,2,0,1.2,0, 1,2, ..
32 5 4 7 6

cy ), - —, -, —. —,—

: lim @ :
2. Calcule, caso exista, , )}, “#, sendo a_igual a

nd +3n+1 I f
a)——=—— byyn+1l—+n
4n- +2
Y 7
o3[+ & T Fo<in<
k=0\2 ) k=0
2\” F ] i
E‘J[]+— | (Lembrete:  lim | | +— | =e. Veja Segio 4.5 do Vol. 1.)
s Fl— oo nJ
, i -1
.F:'| l—£| J:’JJ — dx
| n l x

- n
MJ — @, onde @ € um real dado ."jj e dy(s=0)
1 x 0

o l i |
J) J — dx k) J _ dx
|::| ] + _1{.2 E .]'.2 —x
/) ntl m %an
:1',:"!:T +2n+1 f
1 l
nlnsen — 0)— Sen n
r i
(—1"
P cos naw g)(— )" +
i
=il e [.fi'+|._]”
rl J e % cos xdx (s =0 sin|l———
0 en't

1

3 C lim = nol !
- Calcule n onde s,= S |——— |
n—ptoe O Al



lim & :
Calcule | '™  “», sendo b_igual a

al 2 3 T om

Suponha a > 0, n > 1, e que , "M @ =4 Prove que

. Li}n}rm a1 a2 a3 ...ap =a. (Sugestdo: Utilize o Exemplo 8 e a identidade

x=e")

Suponha a_> 0, n > 1. Suponha, ainda, que

ap+1
. n
lim =L
n—tw  ap
Prove que  Lim fla, =L.
A—+x=
[ e &g iy

Sugestdo: llay =Wa) o———...

Calcule lim
n—+=  dp e

mn!
a) iy, =——0> ba, =n.
i ”” "

Suponha que existe um natural n, tal que, para todo n > n

<
1> “n n'

lim auz=-+w, entio llm by = +oo,
Prove que se M A1 s A

1 p .
Suponha que, para todo » = 1. la,, — al =—, onde a é um numero real
R

fixo. Calcule , im  an e justifique.



10.

11.

12.

13.

14.

Sejaf: A - R, A C R, uma fungdo continua em a. Seja a uma
sequéncia tal que, para todo n, a & A. Prove que se
lim a,=a, entio lim fla,)= f(a). (Veja Secdo 4.4 do Vol. 1.)

n—+w n—+w

Sejaf: A - A, A C R, uma fungdo continua em a. Seja a, € A e

considere a sequéncia a_dada pora_,, = f(a ), n € N. Suponha que

+1
a_converge para a. Prove que a = f (a). (Observagdo: Dizer que a_

converge para a significa que HL{EQE p =d.)

Sejam a_e b_duas sequéncias tais que, para todo natural n, [a — b | <
n n n n
5 e . Suponha que an converge para o nimero real a. Prove que b_

converge para a.

Calcule e interprete geometricamente o resultado obtido.

1 !

. ; . 1 T2
a) lm_} J — dx dy, onde A,, € acoroa circular — =ty = l,comn =2,
i——+= [ 2 2
A Jx=+y i

] rr l ] ) 3 2
by lim JJ — = dx dy, onde A, € acoroacircular | =x” + 3y =n"comn =2
n—te JJA (x° +y5)°

- ]

- ; . 2 2 2 .
) lim JJJ ———dxdy, onde A cacoroacircular | =x~+y =n"n=1e
n—+tw= A, (x= +y7)

o = () ¢ um real dado.

. M I L 1 1
d) lim JJ —— +——|dxdy, onde A, € o retingulo —=xy=le—=y =1,
=t JJA | ¥ n A

com n = 2,

E] -

. _ \_': 242 . . 3 09 _
e} lim JJ e” VITTYT dxdy, onde Apéocirculox™ +y"=n"n=1
n—+= JJa

. [ A . Reenx
Verlflque que a sequencila ﬁ'n=JJ

dr é convergente. (Sugestdo:

Veja Exemplo 5 da Secdo 3.4 do Vol. 2, 5.% edicdo.)



15.

16.

17.

18.

19.

. ~ . il ,
Seja a > 1 um real dado. Mostre que a sequéncia a, =JJ sen x% dv €

convergente. (Sugestdo: Faca a mudanca de variavel u = x".)

[ _ i . .
. A sequéncia ay = JJ senx®dy € convergente ou dlvergente?

-

Justifique.

Seja a=

Resolva os exercicios das Secoes 4.3 e 4.4 do Vol. 1.

Calcule
L I _ l
a) lim mntg— by lim n|l—cos—
A—+x n A—s 4o n
4 g2 l
/ 3 n+ n-sen—
. ) ]+ |'i"'| . Fi
c) lim n :=;|:n| . |— sen d)  lim — 1
o \ = I oo gl
n—+ . n J n—te 2L
n
S 1 L . ( 1) .
¢) lim |n— mn" sen— 1 lim m :=scn| x+ — |— sen xq | ap fixo
A—t= H A—tx= \ Hot
. A
i (n+ 2 _ sen—
g) lim | | )y lim mle n-—l
Aa—+=l n+1 ) H—yt o

(Método dos babilonios para calculo de raiz quadrada.) Considere
a sequéncia a_, n > 0, dada por

L a |
“n+1 —T| ap + . |
LN iy )

onde a, e a sdo reais positivos dados. (Observe que a . , é a média

1]
aritmética entre a e —. Observe, ainda, que se a for uma

o
n
¥

aproximacdo por falta de ./4, entdo — sera uma aproximacao por

lig

excesso e vice-versa.) Mostre que, para todo n > 1, tem-se



20.

A
ay ap =«

bya, + | =a,

o l

a
cy D=a, 4 — =—a ——}

an+1 2" bl

Conclua que

d)

lim a, existe e calcule-o.
n—s4m

(Produto de Wallis) Mostre que, para todo natural n, tem-se

al

by

c)

.4 . Fid
L n—1 rF— .,
J 2 gen” xdx = J 2sen® = xdv, n=2
0 A 0
.4 Fid .4
[ P = 2 [ ”
J 2 sen< = xdy = J 2 seniftl iy = J 2 sen<" ydx
1]
T
- 3
- 2 sen2f 1 iy
2n+1 0 B
= — = |
2n+2 el ,
7
J 2 sen“" xdx
]
.4
2 2nt+l g
J < sEen xdx (2m?2 (I — 72 22 5
S 2n+002n—1) 2n—0D02n—3) 3.1 =«
-3 2
J 2 gen“" xdx
0
Dos itens acima, conclua que
79 a2
. 24- L (2n)” T
lim =—

A—4+x (1-303:-5) . 2n—102n+ 1)

1.2.

SEQUENCIAS CRESCENTES E SEQUENCIAS
DECRESCENTES



Trabalhar com a sequéncia a , com n > g, onde g € um natural fixo, é o

mesmo que trabalhar com a sequéncia a ., , n > 0; por esse motivo, de

tq
agora em diante, todos os resultados serdo estabelecidos para sequéncias a,
comn > 0.

Seja a uma sequéncia. Dizemos que tal sequéncia é crescente se,

quaisquer que sejam 0S naturais m e n,
m<n=a <a.
m n

Se a < a_ for trocado por a_ > a, entdo diremos que a sequéncia €
decrescente.

Uma sequéncia numérica é dita monodtona se for crescente ou
decrescente.

Dizemos que a sequéncia a_ € limitada superiormente se existir um

numero real f tal que, para todo natural n, a_<f3.

Dizemos que a sequéncia a_ € limitada inferiormente se existir um

numero real o tal que, para todo natural n, a_> a.

Dizemos que a_ € uma sequéncia limitada se existirem reais a e f3 tais
que, para todo natural n, a < a_< 8. Observe que a sequéncia a_€é limitada
se e somente se for limitada superiormente e inferiormente.

O teorema que enunciamos, e provamos a seguir, sera muito importante

para o que segue.

Antes de comecar a estudar a demonstracdo do proximo teorema,
sugerimos ao leitor rever o Apéndice 1 do Vol. 1, 5.% edicao.

Teorema. Seja a_uma sequéncia crescente.




(i) Sea_for limitada superiormente, entdo a_sera convergente.
(ii) Se a_ndo for limitada superiormente, entdo a_sera divergente

para +oo,

Demonstragdo
(i) O conjunto {a | n > 0} é ndo vazio e limitado superiormente; logo,
admite supremo. Seja a = sup {a_| n > 0}. Provaremos que

lim a,;=a.
n—+ow

Sendo a o supremo de {a_| n > 0}, dado € > 0, existe pelo menos um
natural n tal que
a-€<a <a

o

(Se tal n, ndo existisse, teriamos, para todo natural n, a < a — € e, entdo, a
ndo poderia ser o supremo do conjunto de todos os a .)

Como, por hipotese, a_€é crescente, resulta

n>n=a—-€<da.
0 n

Mas, para todo n, a_ < a, pois a € o supremo do conjunto {a_|n > 0}. Logo,

n>n0=>a—£<an£a<a+£.
Portanto,

lim a,;=a.
n—+ow



Como a_ ndo é limitada superiormente, para todo € > 0, existe pelo

11 . . ,
(i) menos um natural n tal que a, > €. Como, por hipotese, a_ € crescente,
0

resulta
n>n =a >«
0 n
ou seja,
lim ap=+=, (]
n—+o

O teorema que acabamos de provar conta-nos que para uma sequéncia
crescente s6 ha duas possibilidades: convergente ou divergente para +oo.
Sera convergente se for limitada superiormente; divergira para +oo se nao
for limitada superiormente.

Fica a seu cargo provar que toda sequéncia decrescente e limitada
inferiormente é convergente e que toda sequéncia decrescente e ndo
limitada inferiormente diverge para —. (Observe: se a_for decrescente,

entdo —a_sera crescente.)

EXEMPLO 1. A sequéncia s,= 2
K2

K

1=

€ convergente ou divergente?

Justifique.
Solugdo

Observamos, inicialmente, que a sequéncia é crescente. De fato,
quaisquer que sejam 0s naturais m e n, com 1 < m < n, tem-se




m ]
5= ¥
n — ]
k=1k- k=

" 1
Como ¥ —>0,resultas >s .
k=m~+1 k<
Vamos provar a seguir que a sequéncia € limitada superiormente.

|

area = 2—,2

L]
s

Temos

1 1 1 ro ]

=i

Como a sequéncia m—:»J] — dx € crescente e
x

=i
lim J : dy = lim [—L-H}:]

=
h—=twd] X= n——+w il

resulta

s <2,paratodon> 1.
n

Segue que a sequéncia € convergente, pois € crescente e limitada

superiormente por 2. Isto significa que existe um numero real s tal que
i
. 1 :
lim Y — =s;0bserve que s <2. Veja
A—=tw k=1 k-



2% 32
1 1 1
_ 1 1 1
.S'H =14+ 2—2+33 ++”—2

quando n — +oo, s tende a s, onde s é um namero real, com s < 2.

H
EXEMPLO 2. A sequéncia s,,=k21% é convergente ou divergente?
Justifique.
Solugdo
[} 1
x
drea =1

Paratodon > 1,



] 1 1 sn+1 ]
5,1=1+——|-——|-...+—.-:-:~J —du.
2 3 i 1 X
Como
) s+l ] )
lim J —dyr= lm Inin+1)=+=
n—+wm v X n——+wx
resulta
lim s, =+, ]
n—+=
Exercicios 1.2

1. E convergente ou divergente? Justifique.

"o o
a) s,= ¥ — by s E —
" p=) k7 " i=1 vk
T 2o
c) sp= L — d) sp= E—
k=0 2F k=1 k!
il ] f
el §p= E = _Jﬂ Sa= E f’:'_'k
p=1 k=+1 k=1
ro
2) §p= 2 H (Sugestdo: Verifique que In k<< k, para k = 2, e utilize 0 Exemplo 2.)
k=2
n ] oo
h) s,= b (Sugestio: Verifique que J dy=+mw,)
=2 kink 2 xlnx

2. Considere a sequencia ; — 3 g, =242 ,a; = 24/242

& 5 ouns

a) Verifique que a sequéncia é crescente e limitada superiormente
por 2.

b) Calcule 'm dn-

n—s+oo



Sejam a_e b duas sequéncias, com a_crescente e b decrescente, e
tais que, para todo natural n, b - a > 0. Suponha, ainda, que

”i‘ix (Py =ay)="- Prove que as sequéncias sdo convergentes e que

lim ap= lim by
i1—3 o0 e
. ~ . |rll
Considere a sequéncia de termo geral s,= ¥ (—1)**'4;, com a, > 0 para

k=1

todo k > 1. Suponha que  'm_ 4 =% Suponha, ainda, que a

sequéncia de termo geral s, n > 0, seja decrescente e que a

+ 1’

sequéncia de termo geral s,, n > 1, seja crescente. Prove que a

sequéncia de termo geral

n
E l:'_l]k'l'l

.‘Y” i.'li:

é convergente.

. Vé 2 2 2 4
Para cada natural n > 1, seja A_o circulo x” + y* < n". Prove que é

convergente a sequéncia de termo geral

a1
i —(x=+y=)-

iy = =
n=)],

H

dx v,

. s 2 2 2 ~ .
Para cada natural n > 1, seja A_o circulo x” + y” < n". A sequéncia de

termo geral

77
ATV
ﬁﬂ{f if_‘f
Ap [+(x=+ ¥

- £

an=|

é convergente ou divergente? Justifique.

Prove que a sequéncia de termo geral



10.

-

7
R gen~ x
=]

X

é convergente.

A sequéncia de termo geral

=il l
tin =J sen—- dx
x=

é convergente ou divergente? Justifique.

Suponha que, para todo natural n, a_pertence ao conjunto {0, 1, 2, ..
9}. A sequéncia de termo geral
"

)
Sp= 2 —
k=1 10*

é convergente ou divergente? Justifique.

n

< ik im s,= 4%,
SeJa-‘u;—éuHﬂ D¥1, n > 0. Prove que 1M




2

SERIES NUMERICAS

2.1. SERIE NUMERICA

Sejaa , n > q e q um natural fixo, uma sequéncia numérica; a sequéncia
de termo geral

n

Sp = X Gk, n=gq.
k=g

\_ A

[N

denomina-se serie numérica associada a sequéncia a . Os numeros a , n > q,
sdo denominados termos da série; a_€ o termo geral da série. Referir-nos-

emos a (1) como soma parcial de ordem n da série.
O limite da série, quando existe (finito ou infinito), denomina-se soma

+ o0
da série e é indicada por X a;. Assim
=g
+e n
Y aq= lim % a.
k= q A—=+x | = q

Se a soma for finita, diremos que a série é convergente. Se a soma for
infinita (+o0 ou —o) ou se o limite ndo existir, diremos que a série é



divergente.
~+ oo

O simbolo X ay foi usado para indicar a soma da série. Por um abuso
k=g

de notacado, tal simbolo sera utilizado ainda para representar a propria série.

oo

Falaremos, entdo, da série X a;, entendendo-se que se trata da série cuja
k=g

soma parcial de ordem n é

sp = X a,n = q. Escreveremos com frequéncia
k=g
+x
Y ap=agtagytageot
k=g
+oc
Trabalhar com a série * a; é o mesmo que trabalhar com a série
k=g
+oo

Y Bk.,ondeb =a, ,k=>0.Poresse motivo, de agora em diante, todos os
K=o ¢ ok
4o

resultados serdo estabelecidos para as séries ¥ aj.
k=0

A seguir vamos destacar algumas propriedades imediatas das séries.



4+

4o
a) Seja e« umreal dado. Se ¥, g for convergente, entio ¥ «ay serd convergente e
C =1 c =10

+oa
2 aap =a X ap
+oe 4o +o0
b)Se ¥ ape Y b;foremconvergentes,entio Y (ap + bp) serd convergen-
k=0 k=0 k=0
tee
+oo o +oo
Y (ap+bhp)= X ap+ X b
=1 k=10 k=10
== +oc
¢) XY a; serd convergente se € somente se, para todo natural p, ¥ a; for con-
k=10 k=p
<o
vergente. Além disso, se Y a; for convergente, teremos, parap = 1,
k=10
+o p—1 +oo
2 oap= X ar+ X a.
k=0 k=0 k=p
Demonstragdo
oo f mn +oo
a ¥ aaqp = lim Y aq =a lm ¥ a =a Y a.
k=10 n—+tx= k=10 n—=+= =0 k=10
+ n fl n
by ¥ (ap +b)= lim X (a +b) = lim Y oar+ Y bl
k=10 il —+o0 =) =% k=i k=10
Dai
n n
lim > b

lim > a; +
-y

+oo
¥ (ﬂk"'bk}:
k=10 n—=+= k=
+ oo +oe T
2 at+ X b
k=10

e, portanto, ¥ (a; + b;) =
k=0 k=



c)Parap>1len=p,

i p—1 n
Z agp = 2 dg + z ag.

k=0 k=0 —p
Fixado p,
n p—1 n
lim Y = X g+ lim X a,
n—=+x = k=10 ﬂ—?"":":,t:p

. . p_1 , ,
pois, para p fixo, ¥ a; é uma constante. Dai
k=0

+ p—1 +0
Y a= X ap+ X g
k=0 k=0 k=p
oo oo ,
desde que uma das séries ¥ ar ou Y a; seja convergente. (E claro que,
k=0 k=1
4o g +oo
se ¥ g for convergente, deveremos ter lim Y a; =0)
k=0 p—=+x k=p
|
EXEMPLO 1 (Série geomeétrica).) Mostre que, para 0
.t 1
<in<l1, X rk= .
k=0 1=
Solugdo
n _ ] —pntl1
Sp = 2 =142+ =
k=0 l—r
Pt | — 0. Dai

Como |r| <1, riﬂl 3
P



n
im Y = lim = )
M=+ k=) n— +x 1—r 1 —r

Logo, a série dada é convergente e tem por soma ]
— F

- o0
. | , . ;. A
A série ¥ A_ﬂ’ onde é um real dado, denomina-se série harménica de
k=1k
ordem a. O proximo exemplo mostra que a série harmonica de ordem é

convergente para a > 1 e divergente para a < 1.

450
EXEMPLO 2 (Série harmonica). Considere a série harmonica ¥ T
k=1 k
Prove
+
a)a>1= Y — €éconvergente
k=1 k%
+o ]
k =] = — =+4w
7) o ;;E] e
Solugdo

i

N I, -
a) A sequéncia de termo geral 5, = X = © crescente. (Verifique.) Vamos
k=1k

mostrar, a seguir, que é limitada superiormente.



|

1

o —1

, . no i
dx @ crescente e lim I dx =
- n—+omd1 x°
I

(verifique). Assim, para todo n= 1, J'} —dx = —7 Segue que, para todo
. X o —

- Portanto, s, = X 7= é limitada superiormente. Como
o — k=1k

A R
A sequeéncia n — I —
I o

n=1 s, =1+

+0o
é crescente, resulta que tal sequéncia € convergente, isto €, a série ¥ I
k=1Kk

com « > 1, tem soma s finita e

=1 k™ _ a—1

n
b) Se a = 1, j l dx = In n; dai
| X

no et g et 1
Se a < 1, J —dx = = — . Como estamos supondo
1 x™ —ox + 1 | — + 1 - + 1

a<1, lim netl =40 Assim, para e < 1,
n— +m



no
Portanto, paracx = 1,  lim I — dx =+,
n—+oe 41 X%
[
1/x®
drea =1

1 | 1 1 U |
T U A S L
P2 ke e 3¢ ne J1 @
. o
Como estamos supondo «a =1, lim J — dx =+=. Segue que
n—+x=J] x° .
- — P = 1
lim s, =+%. portanto, para a < 1, a série é divergentee ¥ — =+,
l— +oo k=1 ka

No préoximo exemplo, consideramos uma série harmonica de ordem a,

com a > 1, e avaliamos o erro que se comete ao aproximar a soma s da série

. LA
pela soma parcial s, = X T
k=1

+o0

EXEMPLO 3. Supondoa>1esendos= ¥ ﬁ%ﬂ mostre que
k=1 k

o

1
1 k& _-(cx—ljn“_]'

& —

I b=

k



Solugdo

~+oa 1 n ] +o0 1
S =X o+ I —
k=1 k% k=1 k* f=pn+1 k"
Dai
il ] oo 1
§g— ¥y —= 3 —
k=1 k% fk=n+1 k*
De
1 1 | n+p | .
+ + o+ — = J —dx (verifique)
(n+1)® (n+2) (n+ p) n x® !
segue
-'—E:‘c L'::J.-'--Iid-‘[
k=n+1 k* Jdnox®
= ] ]
Comojn X—a-:r—m_””a_].resuta
n 1
5 — — = :
;E. k¢ (a—1)n* !

. . . . FJ I e
A desigualdade acima nos diz que a soma parcial X T (@>1) é um
k=1

valor aproximado (por falta) da soma s da série, com erro inferior a
1

(o — e




EXEMPLO 4 (Série telescopica). Considere a série _2 a; e suponha que
k=1
a, =b —b+,k>1. (Uma tal série denomina-se série telescopica.)

f
a) Verifique que s, = X ax = b — by +1.
k=1

b) Conclua que se lim b2 =5, com b real, entdo a soma da série sera

finita e igual a b, - b.

Solugdo

il
a 2 ap = —by)+(by —by)+...+ (b, — by 1) =by — by 4+
k=1

+oe n
by ¥ ap= lim 2 ap= lim (b —by+1)=b —b. n

k=1 n—+® f=1 n— +

EXEMPLO 5. Calcule a soma

+ oo 1 +oc 1
a) - b)
J;El kk+ 1 AE] k(k+ 1)k +2)
Solugdo
a) R S S Trata-se entdo de uma série telescopica:
kk+1) k k+1 pica:
I
R R U
k=1 k(k+1) n+1
iy 1 . 1
Logo, > —— =1, pois lim = ().

k=1 k(k+1) n—+= 10+ 1



| 1 | 1 L 1
b) = — - .Dai ¥ =
k(k+10k+2) 2|kk+1D (k+D(k+2) k=1 kik+ Dk +2)

l l — : . Logo a soma da série € l n
212 (n+ 1in+2) 4

O proximo exemplo mostra como utilizar as séries do Exemplo 5 para
A L TE - L
acelerar a convergéncia da série ¥ P Com auxilio das séries de
k=1 k-
g

Fourier, prova-se que a soma desta série é ”_ (Na péagina 328 da referéncia
6

bibliografica 9 vocé encontrara a bela “prova” de Euler para este resultado.)

+

4o 2
EXEMPLO 6. Sendo s = ¥ ;1 .onde s = mostre que
k=1 k= 6
1 1 1
9 s I:_-E=‘| k_z h f
n
bys—1— % 1 < |

a) E o exemplo 3 com a = 2.

+ oo
b) Pelo exemplo anterior, ¥ _
k=1 k(k+1)

, = 1 1 = 1
Dais—1= — | = ——— e, portanto,
g ;;El(kz m+n} ) Farn o



§—1—- - = = R
k2(k+1) g1 K2+ pp+1 K

k=1

- oC

R | 1
— dr = —.
_|.F 3 2

|
Pelo Exemplo 3, =
P s.-=%—1 k3 I 2n
Logo,
| 1
s—1- = .
’ RS T
. . T ] .
c) Vimos pelo item b) que s — 1= ¥ PATEY e, pelo exemplo anterior,
k=1 k=(k
| i | .
—_ =3 . dai
4 =1 k(k+D(k+2)
1 pi 1 1
_]—_:
' PR e e e Ty
e, portanto,
5 - 2
_ - = E .
4 (21 B+ Dk +2)
Logo,
5 L I = 1
s——-2 . =2 .
T ,E. k2 (k+ D(k+2) ¢=%+[k3{k+]]{k+2}
Como
o 1 - 1 |
= = ¥ —45’.—
k=n+1 K“(k+1k+2) k=n+1 k 3

resulta



1 7
.';—E—E ¥ ] = —

4 T 2 Rkt 0)k+2) 3 -

n
Observacdo. O item a) nos diz que X
k=1

e | :
falta) de s com erro inferior a —. Assim, para se ter, por exemplo, um erro
A

inferior a 10" é preciso tomar n no minimo igual a 1000. O item b) nos diz
que

€ uma aproximacao (por

5
e

n 1

s=14+ ¥

RRTET falt
oy Kgern  Pori®

. . 1 ./ .
com erro inferior 5 .Neste caso, com n = 23 ja conseguimos um erro
n-

inferior a 10° Pelo item c)

5 n 1
~4+2 ¥ . (por falta)
4 k=1 k“(k+Dik+2) P

§=

. . 2 . . -3
com erro inferior 3.3 Agora basta n = 9 para que o erro seja inferior a 10 .
2

A convergéncia pode ser acelerada ainda mais. Pense!

EXEMPLO 7. Supondo 0 < a < 1, mostre que

e 2% +1
a) ¥ (—nkE

= arc tg @
k=0
n 2k +1 2k+3
. LK [
by larctge — ¥ (= DX =
T d+1|  2k+3
Solugdo

a) Este problema sera resolvido com auxilio da progressao geométrica.
Sabemos que



, ; ]—.I"'”_I
l+r+r+...+r" =

Dai

1 , g+
=l+r+r-+..+r"+ )
1—r l—r

2
Fazendo r = —x", resulta

] , ; _rln—l-i
— =1ty
1+ x* 1+ x=
o |
Como arc tg a = _[ ———dx, resulta
0 1+ x=
3 5 2n+1 @ -2n+2
- [y [ o X
1) arctgcr=ar——+T+...+{—1}”—+{—1}”+lj —
3 3 2n+1 0 1+ x-

Ia x2n+2

Agora € sO mostrar que, para 0 <a <1, lim — dx = 0.Seja entao

n=s+x 40 14+ x°
O0<a<l.
Temos
r2n+2
0=s"——=x"2 parax £ [0, a].
1+ x=
Dai

2n+2
D'—':-:IHLJA‘F—:IH _1-'2n—'2 dx
0 14 x? 0

e, portanto,

7 7 T+ 3

a y2ln+2 a,ln :
@ o= Z — =t

0 1+ x- 2n+3



2n+3
De 0 < a < 1, segue que lim =(0 e, portanto,
m—+m= 20+ 3

. F -1_‘,_(] +2 . .
lim j — dx = 0.Fica provado assim que, para0 < a < 1,
n—+e J0 1+ x°

(Esta série é conhecida como “Série de Gregory”, James Gregory (1638-
1675). Veja referéncia bibliografica 9.)

b) De (1) resulta

n _ “2k+] . TE’H'E
arc tg o — (— Dk = |[(=pnt! : dx
. ;_Eﬂ 2k + 1 ‘ 0 1+ x
. ) il a2kt gin+3
e, portanto, tendo em vista (2), |arc tg @ — X (—1)F =
k=0 2k +1 2n+3
|
EXEMPLO 8. Verifique que
4o
= 3 5 k=0 2k +1

e avalie 0 modulo do erro que se comete na aproximacao

1

1 — )
2n+1

— .. (=1t

r_Hl_..
Lh | —

o
4

Solugdo



Pelo exemplo anterior,

i=ar|:.1;g]= —nk ]
4 k=0 2k +1
Ainda pelo exemplo anterior,
n i ] I
arc tg 1 — —1)* = :
g ;;—E{}( } 2k +1 2n+3
Assim, na aproximacao
T 1
4 3 = 2n+1

Observacao. De (1) do exemplo anterior resulta

I x2n+12

=1 -

— (=t

_|_{_]:|.l'f+] J.

| =

1
3 0 1+ x2

|3

2n+ 1

Dai, a aproximacao acima sera por falta se n for impar e por excesso se n
for par.

EXEMPLO 9.

a) (Férmula de Machin.) Verifique que



b) Avalie o modulo do erro que se comete na aproximacao

T 0 (—1;*'[ 4 1 ]
4_k={}2k+] 52k +1 2392k +1 )
Solugdo
a) Vamos utilizar a férmula

tgx +tgy

tg (x +y)= :
grey) |l —tgxtgy

\:r lf“ \
i 5

Pela formula acima

: L
5 " _1+5b
b 5—b
5
. 2 LT 1 2 .
Dal, b = —. Assim o arc tg 3 + arc tg 3 Vamos, agora, determinar c tal
. -
que
2 |
arctg — = arctg - +arctgc.
Aplicando novamente a formula anterior, resulta
1
—+c
2_5 —edai ¢ =l. Entdo
3 17



1 7
=2 arc tg — + arc tg —.
SRR

N

. 7 1
Agora, determinamos d tal que arc tg 17 - arc tg 5 + arc tg d.

Raciocinando Ccomo acima, obtemos
9 , T 1 9 . .
d= " Dai, — = 3 arc tg — + arc tg —. Finalmente, deixamos a seu cargo
. . ]. ~ 7
verificar que arc tg 26 - e g = —arc tg 539" Temos entdo a bela férmula
5 :

. T 1
de Machin: = = 4 arc tg — — arc tg .
4 5 239

b) Temos
mT_ 5 —Df (4 1 L
4 i=p 2k+1\5%T1 93g92k+1
n [_”k
= 4 |arc te — —
3 k=0 (2k+1)5%k+1
n 1k
+ :Lﬂ:tg—l — D TEsi b
239 r=p (2k+1)239-
= ] ,,4 + ,! J
2n+3\52nt3  2392nt3
Como

4 | B 4 N 1
In+ 3 020 +3  s2n+3 s2n+3
3 230 3 3

resulta que o erro que se comete na aproximacao acima €, em modulo,
inferior a

|
(2n+3) 25"t 1




Observacdo. Utilizando a sua formula, John Machin (1680-1751)
calculou m com 100 casas decimais! A formula de Machin também foi
utilizada por William Shanks (1812-1882) para calcular m com 707 casas
decimais!!!

Com auxilio de uma calculadora e fazendo em b) n = 20, calcule voceé
um valor aproximado para m. Que erro vocé estara cometendo nesta
aproximacao?

Exercicios 2.1

1. Calcule a soma da série dada.

4o [I k 4o I E
a) —] by ¥ (_)
k=0 \2 p -2\ 3
Joo B .
c) X e d) T [+(=D
k=0 k=1
S ] n s |
€
F—o (4k + D4k + 5 k=1 kik+1(k+2)k+3)
i 2k +1 +o=
g) ¥ ————— hy ¥ na",0 <a < 1.
k=1 k=(k £ 1) n—1
i) _Z ] . onde p = 1 é um natural dado.

c—1 kk+ Dk +2) ...k + p)

oo |

X
=0 (4k + D4k + 3)
+aa |

[)

z - .
=1 k(b + 1k + 2)

LK

dx e raciocinando como no

2. Lembrando de que In (1 + a) = j

o 1+x
Exemplo 7, mostre que, para 0 < a < 1, tem-se



+oo ok
a n(l+a) = % {—IJ“'"—_

k=1 k

n Kk n+1
by [n(l+a)— ¥ {—1)“1“— <

k=1 k n+1

3. Utilizando o Exercicio 2, calcule a soma da série

111
a) 1l ——+———+ ..
2 3 4
1 1 1 1
Dy s s T AT
. Lo, L,
o Lo B
3 2-32 3.3 4.3°

- ~ ] 5 4
4. Utilizando a relagdo 2 = In <t i In 3 mostre que

In 2 Efn“'][]+l+1J
ni= - — =t — 1t =
k=1 k \ sk 4k 3k

5. Mostre que

b . 1 (2 2 1
a)Iln3= ¥ [—1}“'—[—+—+—].
o k sk 4k 3

6 5
[.S'Hgfsa‘a"o: In3=1In2+ In E +In 1)

= 1(2 ,3 2
by In5= 3 (—DF*! —[—+_+_)
k=1 k \ 5k 4k 3k

oo
dnT=In6+ 5 (—DFH—.
k=1 k6k

ten 1
dyln(p+l)=lnp+ X :_I}k_l_k‘ p=1.
k=1 kp

6. Supondo 0 < a < 1, mostre que



10.

al In(l —a)=— ¥
k=1

+eo K
&

k

ﬂ,' fn+ 1
k

o

=

1 —a)

b)

n
In(l —a)+ X
k=1

Utilizando o Exercicio 6, mostre que

+ac
u]]nzd—l:kgk
b) In3=1In4 ‘f :
n3=In4 - —_—
k=1 kat

4 oo ]
c*)]11[p-|}=lnp—£—k~p;=:2.
k=1 kp

L

. 1 . .
Determine n de modo que X o sejaum valor aproximado de In
k=1 -

2 com erro, em moédulo, inferior a 10". (Sugestdo: Utilize os
Exercicios 6 b) e 7 a).)

dx. com 0 < lal << 1. e raciocinando

1 4+ cr
Lembrando que In ——==2 j _
| —a 01—x=

como no Exemplo 7, mostre que

| + a o &'2"‘-_]
a) In =2 ¥
— o k=0 2k+1
| + e fl ﬂ,Jk—I 2 l:.l,2:|+3
b) | ln -2 = -
| — « E=0 2k+1 2n+3 11— a

a) Mostre que para todo 3 > 0, com 8 # 1, existe um tnico @, com 0 <
1 +

la| <|1, tal que g = -

b) Utilizando a) e o Exercicio 9 a), mostre que In
+2 az.ﬂ; +1 b; — 1

¥ . Ccom ¢ = )
F=0 2k +1 B+ 1

B=2



11.

12.

13.

14.

15.

Utilizando o exercicio anterior, mostre que

to i

a) In 2= ¥ —
f—o (2k + 1) 32k +1

4o

by nip+1)=Inp+2

Determine n de modo que 2

"

b3 —
k=0 2k + D2p + N+

. p=1.

X -
g —p (2k + 1) 32 +1

seja um valor

o ’, . . -5
aproximado de In 2 com erro, em modulo, inferior a 10 °. Compare

com o Exercicio 8. (Sugestdo: Utilize 9 b) e 11 a).)

Calcule as somas das séries

oo |
y —
k=1 2k 2k —1)

a)
Mostre que
iy 1 1

> - —
k—o (4k + D4k + 5) 4

+oo 1

i)

+ao

b)

b)

+a0 |

)

d)

¥ =
=0 (4k + )4k + 5)(4k +9) 40

2z —
k=0 (4k + Didk + 34k + 3) 16

Mostre que

’g 1 ST 12

k=0 (4k + 1)(4k + 3)(4k + 5)(4k + 9) 480
S 1k - = 73
k=0 (2k+1)3 f

T
(Sugestdo: E = arc tg ...)

z
p—n 4k + 14k + 3)



16. Partindo da férmula de Machin, mostre que

T 8 arc tg —— — 4 arc tg — w
_— = arc _— arc — — dIc _—.
4 70 £ 5S1s % 239

17. Considere a sequéncia a , m > 0, com o, = 1 e a > 0 para todo m,

dada por
2arctga =arctga .
Mostre que
2
-1+ '-\.:l tag,
a) oy
T — 1
™

b) ” = 2" arc tg ay,

€) am A m
4 2k+1

d) . = 2m E {_”ﬂ' X

4 k=0 2k +1

2E+1
]
e) |m — om+2 'IE {—l]'i" Em = 4 =
k=10 2k +1 (2n + 3) 4mn+1)
: Am+ 2 . 4

f) Em particular, |7 — 2 ay | = T

(Interprete geometricamente o .)

~ . X s T
Observacdo. Partindo de @y = «3.obtém-se — = 2" arc tg ay

3

(verifique). Pois bem, o valor m de obtido por -Arquimedes é
7=3-2 a50U S€ja, m= 9 as. Verifique que o, é a metade do lado do
poligono regular de 96 lados circunscrito ao circulo de raio 1. (Veja
pagina 93 da referéncia bibliografica 9.)



18.

19.

20.

21.

Mostre que, para todo natural p > 1,

1
|k S Kk Dk ko)

-
i

6 &

(Sugestdo: Veja Exemplo 6 e Exercicio 1 i). Lembre-se, ainda, de que
=1

q
i

_ = z = .]
] =1 k°

. U S p o |

Suponha que s seja a soma da série ¥ e isto é, s = X reh Mostre
k=18~ k=1K
que, para todo natural p > 1, tem-se
1|l '
5§ = — | — — (1 + - - T + = ] +
k=1 k 6 _ 2 3= k=

Mg

+ p! 3 .
t=1 kMk+10k+2)...(k+ p)

Conclua que

s= X L —[]+ 11+...—L,?].
k=1 k G 2= k=

Conclua que

f 'l I
lim |lnn— % —|=—.
n— += F =7 k 2

3:5-7-...-(2n+ 1) 1

2-4-6-...-2n An

Seja a, =

a) Mostre que a_é decrescente.



b) Mostre que

%[I+l}+___+l—lnn:|—l\il+ ! +...+L]
iy =€~ = f &L 2 :

c) Conclua que lim ay = 1.

il — 4o
.2
(Sugestdo: Verifique que In (1 + x) = x -—. x>0 € utilize o
Exercicio 20.)
. ~ I .
22. Considere a funcdo f(x) =—, x=1 e a > 1. Seja E 1 um real dado.

x

a) Calcule a area do retangulo limitado pela retas
x=E x=ET! y=fEYey=0, onde k é um natural dado.

b) Calcule a soma da série 3 E* f(EF).
k=0

dr.

c) Mostre que lim (E—1) X E“'_ﬂE“}:J_
E—1 k=0 l

X LE

Observacao. O Exercicio 22 nada mais é do que o método de

Fermat para o cdlculo da drea do  conjunto
, 1 :
{{L NER [0=sy=s—.x= 1}- onde Fermat supunha a racional,
X

com a > 1. (Veja Vol. 1, 5.% edicdo.)
23. Mostre que

g) In{n +1)—Inn— = ¥ {—]}k—T n=2
n+1 =72 n
~+o0 +ac
k+1 k 1 I 3 . ) L,
by ¥ (=1 Y — =y — — + In 2, onde y¢é aconstante de Euler, isto é
k=2 n=2 nt 2




2.2. CRITERIO DE CONVERGENCIA PARA SERIE

ALTERNADA
+oo
Por uma série alternada entendemos uma série do tipo ¥ (—1)*a;.
k=0
onde a, > 0 para todo natural k. As séries abaixo sdo exemplos de séries
alternadas:
1 1 1 1 iy |
al——+———+-—...= (-1 —
2 3 5 7 ;;E | ) k
1 1 T I
Pl——+———+..= — 1k .
G TR T R v Ty
oo
)1 —-2+4+3—-4+5-6+..= 3 (-Df 1L
k=
Observe que
P JEA .
k=1 k k=0 k +

Critério de convergéncia para série alternada. Seja a série

-0
alternada ¥ (—1)* ;. Se a sequéncia a, for decrescente e se
k=0
+10

: !ﬂ]rx a; =0, entdo a série alternada ¥ (= 1)F ay Sera convergente.
k=0

Demonstragdo



A demonstracdo sera baseada na propriedade dos intervalos encaixantes.
Inicialmente, observamos que a sequéncia das somas parciais de ordem par
é decrescente. De fato,

=0

A,

Sap = Sap—2 —(a@yp—1 — Ay

e, portanto,

Sop = S — 2-

Isto decorre do fato de a sequéncia a_ser, por hipotese, decrescente e,

portanto, a, , —a, > 0. (Veja:

S = dy
=0
§p =ap —ay +ay =35y — (@ —ag)

54 =8 —az tay =5 —(az — ay)

=0

A,

Sop = Sop—2 —laa, —1 — agy).)

Por outro lado, a sequéncia das somas parciais de ordem impar € crescente:

S = dp —dy o

§3 =8 tay —ay =35 +la —az)
=0
S2p+1 =S —1 a2y —axy+1)

Temos, ainda, para todo natural n,

S0 " %m+1 T A+ 1-



Logo, para todo natural n, s, > s - Temos, entdo, a sequéncia de

2n +
intervalos encaixantes

[51. sp] 2 [53. 521 2 ... D [s24 4 1- 5201 D -

Da hipétese 1im an = 0. presylta que a amplitude a do intervalo [s
l— += 2n+1

2n + 1°

s, ] tende a zero quando n tende a +o. Pela propriedade dos intervalos

encaixantes (veja Vol. 1) existe um unico s tal que, para todo natural n,
Sop+ 1 S 5= S
Dai, para todo natural n, s esta entre s_es__ e, portanto,
ls — sl =I5, — 5, 4 || =a, + -

De E}“lx dap+1 = 0. yesulta

Iim 5, ==
n— +oo

(A desigualdade acima estabelece uma avaliacao para o modulo do erro que
se comete ao aproximar a soma s pela soma parcial s :

fn

s— ¥ (=DF agp | = apg+1.)
k=0

_
Pela demonstragdo acima, . E}"lx S2n+1 = 5. Como

fn e

su+1= X (ak —ax+i),resultas = 3 (ay —ay +1).
k=10 k=0
+oo 0

Seasséries ¥ gy e Y ay 4 forem convergentes, teremos
k=0 (=0



+o0 +o
5= X @p — X @+l
k=0 k=0

Ou seja, s sera a diferenca entre a soma dos termos de ordem par e a soma

dos termos de ordem impar.
1= | p A .
é alternada. Como a sequéncia

EXEMPLO. A série p
- — )
. - . 1
ap =—— k=2, é decrescente e lim =0, segue, pelo teorema
In k k—=+= Ink
acima, que a série dada é convergente.

2.2

Exercicios

1. Mostre que a série dada é convergente.

+-ao
n

+oo ! | )
a) ¥ (=1t sen — by ¥ (—D° 1
k n=7 nT +3

k=1
o) Y (—pk+1 Ik d)y T (=1 2N
k=3 k n=0
1

(2k + 1)?

_ZI

k

4
3 0

2. g) Mostre que _Ex

p—1 k?

$a I

b) Calcule a soma da série ¥ (—1)f+!

k=1
+-o0
= X
k=1

o
[ ]

-~

!
)

(Sugestdo: Lembre-se de que % .

s 1 .
€) Sendos= ¥ (—1)f*! = determine n para que se tenha

k=1



n . |
s— Y (—DfFth—| =107
k=1 -

Justifique.

3. Mostre que

1
a)l——+ ———+ ... =sen |
3! T
l
hl——+———+...=cosl
21 41 ¢!

(Sugestdo para o item a: Sendo n um natural impar, verifique que

- n—1

¥ x” _ -

sen ¥ — | x — — + —..t(—1 2 -
3! 3! a! ] (n + 2)!

X" 1 _ v 2

. (Veja a Secao

16.3 do Vol. 1, 5.% edicdo.)

4. Avalie sen 1 (seno de 1 radiano) com erro em médulo inferior a 10 ™.

2.3. UMA CONDICAO NECESSARIA PARA QUE
UMA SERIE SEJA CONVERGENTE. CRITERIO
DO TERMO GERAL PARA DIVERGENCIA

O proximo teorema conta-nos que uma condi¢cdo necessdria (mas ndo
+oo

s - . 4 lim a =0.
suficiente) para que a série :.- g(] ay seja convergente e que , """

oo

Teorema. Se Y q for convergente, entdo i m_ 4= 0.
k=0



Demonstragdo

+oo +
Seja s, = T a.Sendo a série ¥ g, convergente, existe um numero real
k=0 k=0
s, tal que
lim s, ==
n— +x
Teremos, também, 1M $1—1 =5 Comoa =s —s _, resulta
il — +x n n n-1
lim a;, = lim [s;, —s5,-1]=0.
n— +ow n— +o
Portanto,

oo

2. ag convergente = lim a; = 0.
k=0 k — +oe

Segue do teorema acima o seguinte critério para testar divergéncia de uma
série.

+x
Critério do termo geral para divergeéncia. Seja a série ¥ ;. Se
k=0
=00

lim a =0 lim ap 3 . - ~ , . < ,
by b k ouse "7 k nao existir, entao a serie . fc) aj; sera

divergente.




EXEMPLO 1. A série ¥ P ; - é divergente, pois lim
k=1 k-
i 2

Como a sequéncia s, = X, P
k=1k

B
“

+3

EXEMPLO 2. A série _Z [1+ (-] é convergente ou
k=1
Justifique.

Solucgdo

4 =Dk = 2 se k for par
o { 0 sc k for impar.

Assim, , lim

3
L

3

E k—+= k=43

é crescente e divergente, resulta

divergente?

a_ ~ . ya r . .
, ¢ M @k ndo existe. Segue que a série é divergente. Observe:

I
[A—

1+ (—=k1=0
k=1
2
s;= % [N+ (—Df]=0+2=2
k=1
3
s3= Y [M+(=Df1=0+24+0=2
k=1
4

si= Y [M+(-Df1=0+240+2=14
k=1



fl

A sequéncia s, = ¥ [l +(—D*]. n= 1. é crescente e divergente; logo
k=1

o0

X [+ (—DF] =+
k=1
|
EXEMPLO 3. E convergente ou divergente? Justifique.
a) _ZT L b) JE L
k=1 k k=1 k2
Solugdo
: I , . tm
a) Como . Iml e 0. a série ¥ % tem chance de ser convergente.
- k=1K

Sabemos, entretanto, que tal série € divergente, pois trata-se de uma
série harmonica de ordem 1. (Veja Exemplo 2, 2.1.)

. I PSSO

b)  lim — = 0; segue que a série ¥ — tem chance de ser convergente.
k—+= k° k=1 Kk

A série é convergente, pois trata-se de uma série harmonica de ordem «

= 3.



3

CRITERIOS DE CONVERGENCIA E
DIVERGENCIA PARA SERIES DE
TERMOS POSITIVOS

3.1. CRITERIO DA INTEGRAL

+o
Critério da Integral. Consideremos a série ¥ g; e suponhamos
k=0

que exista um natural p e uma fungdo f: [p, + © [ — R continua,
decrescente e positiva tal que f(k) = a, para k > p. Nestas condigdes,

tem-se

ot -+
a) J f(x) dx convergente = Y g convergente
P k=10

o +=
b) J flx) dx divergente = 3 @i divergente
p k=0




Demonstragdo

H
ag —+ b3 aj- -

0 k=p+1

I 1=

Paran>p, ¥ a;=
pk=D k &

+oz
Como p esta fixo, segue dessa relacao que a série ¥ a; sera convergente

k=10
+a0

(ou divergente) se, e somente se, 2  ai for convergente (ou divergente).
k=p+1

a) Raciocinando como no Exemplo 2 da Secdo 2.1, temos

+0
ap = J

i
flx)dx = fix) dx
P r

v drea=dp

.
e [ = | —|;II,. + 2

\\ e drea=dg

n el pt2 ft

g

A
Segue que a sequéncia 2  aré crescente e limitada superiormente por
=P

k=p+1
+m
fix) dx.
p
“+o +=

Logo, a serie Y a; € convergente e, portanto, ¥ g também é

k=p+1 k=0
convergente.

b) Fica para o leitor.



oo

EXEMPLO 1. A série ¥
k=

P é convergente ou divergente? Justifique.
5 kInk

Solugdo

Vamos aplicar o critério da integral utilizando a funcdo
flx) =

X = 2. Tal funcdo é positiva, continua e decrescente em [2, +
X in X

oo[ como se verifica facilmente. Temos

o 1 .
J dx =|In(In x)|; =In(lna) —In (In2)
2 xInx -
: o ot .
Como lim In(Ina)=+%. reqjta | dx =+e. Pelo critério da
a—= 2 xInx

integral, a série € divergente.

EXEMPLO 2. Seja a« > 0, com o # 1, um real dado. Estude a série

o0

| ~ ~ . . ~ .
> ——— com relacdo a convergéncia ou divergéencia.

F=2 kiln k)=

Solugdo

) . ) ~ . 1
Vamos aplicar o critério da integral com a funcdo fi(x) = Py~ Esta
Xiin x

funcdo é claramente positiva, continua e decrescente no intervalo [2, + ool.
Temos



I&}
B
2 x (In x)= (1 —a)ln x)«

2

e, portanto,

-B P L
JE (no® l—a [1[1;!3}.‘51_l {]112]“_] '
Pel > 1. lim ] =0 O<a<1. lm I =+
elo a s - -~ _7 _Je, pdra a s P R .
B+ (In By« P B—+= (Ingye~!

pelo critério da integral, a série é convergente para a > 1 e divergente para 0
<a<l.

Com auxilio dos Exemplos 1 e 2 estabeleceremos mais adiante o
importante critério de De Morgan. As séries dos Exemplos 1 e 2 também
podem ser estudadas utilizando o critério de Cauchy-Fermat. (Veja
Exercicios 5e 7.)

Exercicios 3.1

1. Estude a série dada com relagdo a convergéncia ou divergéncia.

+o 1 +o |
i) by X 3
k=0 k2 +1 F=2 k- Ink
4o 1 40 k
c) ¥ Loa=0 dy X
k=2 K% Ink g=o 1+ K4
+= 1 +e= l
e) X i X L a >l
F=2 klnklnilnk) g=2 klnk[ln(ln &))"
+oc | += I
g) X <<l i)

) ¥ -
k=2 klInk[ln (In k)" F oo k241



2. Suponha que a fungdo f :[0, + [ — R seja continua, decrescente e

positiva.

Prove
e 00

a) ¥ fik) convergente = J f(x) dx convergente
k=0 0
oo -z

by X filk) divergente = J fix) dx divergente.
k=0 0

3. Suponha que a funcdo f : [0, + [ - R seja continua, decrescente e

positiva. Suponha, ainda, que a série EC f(k) seja convergente e
k=0

tenha soma s. Prove que éo f(k) é um valor aproximado por falta de

s, com erro, em mdédulo, inferior a J“rx fix) d.

n
4. Suponha f :[1, + o[ - R continua, decrescente e positiva. Inspirado

no método de Fermat (veja Exercicio 22 da Secao 2.1) e supondo E >
1, mostre que

0 ]
ay ¥ E k flE ky convergente = J fix) dx convergente.
k=0 1

+°:’ 3 -0

by X ER_}"{E;"B divergente = J flx) dx divergente.

k=0 J

5. (Critério de Cauchy-Fermat.) Suponha f : [1, +o[ — R continua,
decrescente e positiva. Sendo E > 1, prove



+oo +o
a) ¥ fik) convergente = Y Ekf[EkJuum—-::.rgmm.

k=1 k=0
=+ +o
by Y fik) divergente = ¥ E'i:f{EkJ divergente.
k=1 k=0
6 , . 1=
- a) Supondo a > 0, calcule a soma da série 3 2ff2k) onde
k=0
o
flky= k—a.
b) Utilizando o critério de Cauchy-Fermat, conclua (resultado que
Py - A RACEEES
vocé ja conhece) que a série harmonica de ordem a, ¥ o
k=1k
convergente para @ > 1 e divergente para a < 1.
7. Utilizando o critério de Cauchy-Fermat, com E = e, estude as séries a
seguir com relacdo a convergéncia e divergencia, onde o > 0 é um
real dado.
al Z by X )
F=2 k(ln k)= p=2 klnk[ln(ln k)™
+x= 1

clx
k=2 kInkIn{nk)|[lnIn (In k)]=
+= 1 + 1

d Y e} X .
k=2 (Ink)® k=2 Ink[In In k]%

3.2. CRITERIOS DE COMPARACAO E DO LIMITE



+ao oo

Critério de comparacao. Sejam as séries Y ape X Iy.
k=0 k=0

Suponhamos que exista um natural p tal que, para todo k> p, 0 < a,

< b,. Nestas condigoes, tem-se:

+oc +=
'[I} E lr;'k CONvergen te = E ag CGI]‘»‘EI’gEﬁ[ﬁ.
k=0 k=10
+aoo +oa

(i) 2 a divergente = X by divergente.

i

Demonstragdo

+= +
(i) ¥ by convergente = ¥ by convergente. (Confira.)
k=10 k=p
Como, para todo k > p, b, > 0, a sequéncia

"
Iy Y b, n=p,
k=p
+oc
é crescente. Dai e pelo fato da série * #&; ser convergente resulta, para
k=p
todo n > p,
il +a
)y by = 2 by
k=p k=p

Como, para todo k > p, 0 < a, <b,, resulta que a sequéncia



=]

n
Sp= X ag, n=p,

k=p
€ crescente e, para todo n > p.
] +
Yoap = Y by
k=p k=p
+o0
Segue que a sequéncia (1) é convergente, ou seja, a série X ar é
k=
+ao 4
convergente. Logo, ¥ a; é também convergente.
k=0
(ii) Fica a cargo do leitor.
|
PR S 1 .
EXEMPLO 1. A série ¥ Pkl é convergente ou divergente?
k=1
Justifique.
Solugdo
Para todo k > 1,
1 1 11
0=—sen —=—-—
k ko kK
T _
(Lembrete: para todo x = 10, —[.senx < x.)
e
4=
Como X i € convergente, pois trata-se de uma série harmonica de
k=1 k-
oo

ordem 2, segue do critério de comparacao que ¥
k

Lente convergente.
|k k

Il



Isto significa que existe um numero s tal que

1 | 1 |
senl+—sen—+—sen—+...= 4.
2 2

Ja vimos que

= += ]
Y + = 1+ J — dx.
=1 k- | x-

A
1/x?
I
t T -
1 2 \3 4
1
drea = - drea = 34
2.’.‘
+= 1 += ] 4 ; ,
Como ¥ —sen—= Y —¢ J‘ = dx = 1, segue que S € um numero
compreendido entre sen 1 e 2.
|
. 1= k
EXEMPLO 2. A série ¥

————— é convergente ou divergente?
E=0 k= +2k+1
Justifique.

Solugdo



koo 1
T

9

ko k-

Para todo k > 1,

e, portanto, para todo k > 1,

Segue que, para todo k > 1,

k 1

=_

K24+ 2k+1 4k

+oc
Como ¥ ﬁ = 4 (série harmonica de ordem 1) resulta
k=1 -

+= k
E ,j—=-|-".>0
k=0 k=+2k+1

e, portanto, a série é divergente.

+x= 1
Observacao. Y ?=+oo significa, como ja sabemos,
" k=l,
lim ¥ — =+w;dal
R— 4= =] Kk
. noo 1
lim Y —= lm — ¥ E=+00
=1

n—s+x p=1 4k n-s+= 4

que



ou seja,

I =
I
_|_
2

k

Do mesmo modo, prova-se que se

entao,

T [+ se a =0
Y aap =

k=0 1—00 se a < 0

onde a é um real dado.

+2

EXEMPLO 3. A série ¥ & sen % é convergente ou divergente? Justifique
k=1

Solucgdo

] sen —
lim & sen — = lim k — 1.
k — +oo ko k= e

x

k
; Lo s 1

Sendo , i"lm ap # 0. 3 série é divergente. Como k sen T > (), para todo k >

1,

oo

1
Y ksen — =+,
k=1

4o
EXEMPLO 4. A série ¥ — é convergente ou divergente? Justifique.
n=1 f 4



Solugdo

1
B B o o .
¥ —=_—=_ =1, (Série geométrica de razio —.)
n=1 2” ] _ l 2
2
Paratodon>1,
0= I = L
n2t 20
+oc
Pelo critério de comparacao, X —- € convergente. Observe que a soma
n=1 H <

L. 2 . . 1
desta série € um numero s compreendido entre — e 1.

F

+a 5 4 -
EXEMPLO 5. A série v & — 3k +2

é convergente ou divergente?
P=1 2k +k—1

Justifique.
Solugdo
3 2
B-sd+a 1 TEE
285+ k-1 Kk, 1 1
kT kS
Temos:
il
-2+
lim k k-
1 _1 2



1 .
Tomando-se € = T existe um natural p tal que

I 3 2
-4+ =
LN P S SHN |
2 04 5,1 _ 1 "2 4
TR ®
para todo k > p. Segue que, para todo k > p,
i, 2
s S B
{:}{:_.—k{___
kTkB
Ou seja, para todo k > p,
k> — 3k +2

+x:
Como a série ¥ —
k=1 4 K

que

€ convergente.

EXEMPLO 6. Suponha que a; = kLﬂ by, k = 1. Suponha, ainda, que

T =3t +2
F—1 2k% 4k —1




Prove

a0
a)a>1 = Y a;convergente.
k=1
+a0
bya=1 = X} adivergente.
k=1
Solugdo
a) Por hipotese, " ﬂ}"]rm by = L > 0. Tomando-se entdo, €=

natural p tal que, para todo k > p,

L—Eibk {L‘l‘E
2 2
Multiplicando por — vem
L 1 _ 1 1 3L
Z s — = = =
2 k" k< k* 2
ou
L 1 _ 3L 1
A - 2 kK~

b3 |

., existe um

para todo k > p. A convergéncia de Y g; segue por comparagao com a

série harmoOnica



o
a;. sera divergente, pois, para todo k > p,

b) Sea > 1, asérie ¥
k=1
L1
ap = — —
2 k-
+= 1 . ..
e ¥ — édivergente.
k=1 Kk*
|
+o
Observacao. Seja a série 3 a;. O exemplo anterior conta-nos que se
k=1
+oe

1 : -] = ~ , .
ap =—by se  m by =L>=0. 1e5] entio a série ¥ ap tem o mesmo
o k — 4= E =

comportamento que a série harmonica

k—13
EXEMPLO 7. A série Ry P e € convergente ou divergente?

Justifique.

Solugdo

Temos



+o 2
1 . 5 k-3
Com0a=?aserle

2 — é divergente. (Veja exemplo anterior.
2 k=3 K +5 & (VeJ P )

O critério que vimos no Exemplo 6 é um caso particular do critério do
limite, que veremos a seguir.

+a +x:
Critério do Limite. Sejam ¥ @ ¢ Y ¢ duas séries, com a, >
k=0 k=0
0 ec, > 0, para todo k > g, onde g é um natural fixo. Suponhamos
que
. a
lim %=1
k—+= O
Entao

a) se L = 0, L real, ou ambas sio convergentes ou ambas sio divergentes.

4o T+
byse L= +wese X ¢ fordivergente, ¥ a; também sera divergente.
k=0 k=0
“+o +o
c)seL=0ese X ¢ forconvergente, X @ também seri convergente.
k=0 =

Demonstracao



. existe um

3 | b~

e real, segue que tomando-se € =

a)De lim K= 1>0
k— 4= O
natural p, que podemos supor maior que q, tal que
k>por1-Le®% oy L
2 Cl 2
ou seja
3L

k = :}L = = 4
,,-*p ﬁfk&dkhz-r_k.

Segue do critério de comparacao que ambas sdo convergentes ou ambas

divergentes.
b) De ki“lii cr =*%. segue que tomando-se € = 1, existe um natural p,
que podemos supor maior que g, tal que

f
k>p= Sk - 1
O
e, portanto,

k= P = ag = Ck.

+oo +x

Z ”k
k=10

Segue do critério de comparacdo que se ¥ ¢; for divergente, entdo
k=0

também sera.
segue que tomando-se € = 1, existe um natural p, que

. o
c) De  lim k=,
k— 4=
podemos supor maior que g, tal que

a
1:}—k{]

C

n=



ou seja

n=p= dap < c.

+= o
Portanto, se ¥ ¢, for convergente, entdao 3 a; também sera.
k=0 k=0
m
+oo
EXEMPLO 8. A série ¥ k¢~ * é convergente ou divergente? Justifique.
k=0
Solugdo
4o
A série ¥ %2 é convergente, pois trata-se de uma série geométrica
k=0
de razao
f=e 12 <
Facamos
ap =k ek e Cp = e kiZ,
Termos
) a . k
lim —£ = lim 0T 0.

k—+= O k— +x ¢

Pelo critério do limite, a série dada é convergente. Poderiamos, também,
. . AL TE
ter utilizado a série harmonica ¥ B

k=1 k*

como série de comparacgdo. Neste

caso, teriamos



=k ]
he = |lim k = 0.

k— 4= &

. ag )
lim — = lim

bk — 4= Cf b — o
Jg‘,f

Pelo critério do limite, conclui-se que a série dada é convergente.

ot

Observacao. O sucesso na utilizacdo do critério do limite esta
exatamente na escolha adequada da série ¥ ¢; de comparacdao. Em muitos

k=0
casos, as séries harmonicas ou as séries geométricas desempenham muito

bem este papel.

+oc I
¥ é convergente ou divergente? Justifique.

e

EXEMPLO 9. A série

k=2 Ink

Solugdo

+
I

Vamos tomar como série de comparacdao a série harmonica
k

Temos

1
ap =—— e ¢ = —.
k

In k

Entao,

— +:C .

im —= lim
k— 4= o k—+= Ink

1
k=1 k%~

Pelo critério do limite a série dada € divergente. (Observe que se
+oc
tomassemos como série de comparacdo a harmonica convergente ¥

teriamos, também,



7

. a . k=
lim —& = lim — =+,
k—+e= ¢ k—+x= Ink

Entretanto, neste caso, o critério do limite ndo nos forneceria informacao
alguma sobre a convergéncia ou divergéncia da série dada. Confira.)

, . 1= k242
EXEMPLO 10. A série ¥

Py é convergente ou divergente?
k=1 K+ 2K

Justifique.
Solugdo
k2 +2 -
Como lim -——————=0, a série tem chance de ser convergente.
k—s+e kO + 2k + 1
- ~ A =
Vamos tomar como série de comparagdao a harmonica convergente ¥ =
io K
Temos
— k2 +2 .o =]
{.{. - = - I‘.{. _ = -
k> + 2k + 1 S
Entao,
ag kS + 2k3

lim = lim ——— =
k== ¢ k—+= k7 +2k+1
Pelo critério do limite, conclui-se a convergéncia da série dada. (Sugerimos
ao leitor concluir a convergéncia da série pelo critério estabelecido no
Exemplo 6.)



Exercicios

3.2

1. E convergente ou divergente? Justifique.

+ae

i
=3 2k —k+1

a)

=k Uk
03 S
F=1 K-+ 3k+1
+a le -3
el X

+ac zk
g) X —=
k=1 k-
4
i)Y (cos? k+ k2y k4
k=10
+o2 f [
nh ¥ k2|]—uus—|
2
k=1 d

=0
2. Considere a série

w = by, k = p. Prove que se .

Y a, COmMO a,
k=0
l

= (k4 1) e

k:o 2kE+ 3

s
.‘,.1

o
4y Y kF+1e*
k=10
=2 4 cos '-,,"Iﬁ:?' + 3
i X
E=10 E+1
—+a3 |
¥

0, para todo k. Suponha

+oo
Oesea> 1l entdo ¥ a; serd

k=0
convergente. (Sugestdo: Utilize o critério do limite.)

3. Seja A > 0 um real dado. A série

divergente? Justifique.

s

k=0

+o0 kA

¥ — é convergente ou
2.‘:

k=10

4. Considere a série ¥ a. com a, > 0 para todo k. Suponha que

ax = o by. k = p. Prove que se

by =+wesea=1. ontio a série



+oo
-

—

ay, sera divergente. (Sugestdo: Utilize o critério do limite.)
k=0

5. Sejay > 0 um real dado. Prove

I
a)  lim = +w . (Sugestdo: Lembre-se de que  lim —— = =)
ks 4= (In k)Y Ho— 4 N
+o0 |.

b

& divergente.
p=2 (In k)Y

6. E convergente ou divergente? Justifique.

o

K+ 5 t= D3+
F=3 k< {ln k) E=5 (ln k)
+a0 Ek +oc ]
cryY — dr ¥
F=o k! k=3
4= 1
) ¥

k (In k)10
f =3 k% (In k)P
4o
N x
E=

3

conde & = 0 e B = 0 sido numeros reais dados.

kS + 3k + 1

kY (In k)2

= (In k)?
9 X — R
k=3 k
7. Verifique que as séries abaixo sdao convergentes. Justifique.
+o 1
a) X

n=1 n{,"nz +3

+ ( 1 \
by ¥ sen —‘
n=1 ) n:{.'ﬂz + 3 |
+x= 1
c) X arc g -
n=1 L n3 n? +3 )

(Sugestdo: Verifique que arc tg x << x para todo x = ()

8. Mostre que as séries dadas sao convergentes.



10.

11.

+o= ‘ nt + 5

te i f!3+5"‘
n=10" nt +3

-1 by T |5

/ n=1 N
(Sugestdo: Para mostrar a convergéncia de b utilize a desigualdade In
x<x-1)

+= , T In n
ey ¥ e T 3 d) Y -
n =0 n=3 n® + 3 +1
s =kt
Verifique que ¥ In — =t
k=1
n
(Sugestdo: s, = » [In(k+1)—Ink]l=..)

k=1

Seja —1 < a < 0 um real dado. Mostre que

+as R
In ————— = 4.
Eo= F—=1—
~ - . .. kE+1
(Sugestdo: Utilize o critério do limite com ¢; = In y
Seja —1 < a < 0 um real dado.
a) Utilizando o Exercicio 10, conclua que
4oe I
T In | cx I.+]|:_m-
k=1 k
b) Mostre que
lim dilo—DNilae—2)...{la—n+1) _o
fl— +e= n!

(Sugestdo: Verifique que



N
el —Dle—2). . (a—n+1) .EE.[” (o — k +1|/k)
= pgk= J
al

c) Mostre que a série alternada

agla—Dile—2)...(a—n+1)

o0
)
=1 r!

|r|I
é convergente. (Observe que

alo—Dle—2)...la—n+1) alo—Diae—2)...la—n+1)
I| =

Y H.

para todon > 1.)

3.3. CRITERIO DE COMPARACAO DE RAZOES

Os principais critérios para estudo de convergéncia e divergéncia de
séries de termos positivos, que serdo estabelecidos nas proximas secoes, sao
consequéncias do importante critério de comparacao de razoes. Este critério
é sugerido pela progressao geométrica.

4o +o0
Critério de Comparacao de Razdes. Sejam Y g, e Y b duas
k=0 k=0
séries de termos positivos. Suponhamos que exista um natural p tal

que, para k > p,

ak+1 _ b+

g by

Nestas condi¢Oes, tem-se




4oz +
ay v I)k convergente — > day convergente
k=0 k=10
+oo +=
by ¥ ay divergente = ¥ by divergente.
k=10 k=10
Demonstracgdo

Segue da hipotese que, para k > p,

T+ _ G
b1 by

A Gk ]
e, portanto, a sequéncia b k= p. é decrescente. Dai, para k > p, temos

g _ 9p

be by

e, portanto, para todo k > p,

a
ap = P by
bp

Agora é s0 aplicar o critério de comparacao.

|
4o
Y a; e suponha que

EXEMPLO 1. Considere a série de termos positivos
k=0

existem um real r e um natural p, com 0 < r < 1, tais que, para todo k > p,
A +1 (. T= .
= 1. Prove que a série Y a; é convergente.

daj =




Solugdo

4=
Consideremos a série geométrica Y b, onde b, = /", k= 0. Tal série é
k=0
. b
convergente, pois 0 < r < 1. De T L, segue, para todo k > p,
k
g +1 _ b+
ay by
+ao
Pelo critério de comparacdo de razoes, a série ¥ a; € convergente.
k=0
u
+a
EXEMPLO 2. Considere a série de termos positivos ¥ a; e suponha que
. k=0
: g +1 _ (.
existe um natural p tal que, para todo k > p, = l. Prove que a série
+x: K
¥ ay é divergente.
k=1
Solugdo
+aa
Consideremos a série ¥ a; com b= 1 para todo k > 0. Tal série é
k=0
evidentemente divergente e, para todo k > p,
g +1 _ b+
ay by
+ao
Pelo critério de comparacao de razoes, a série ¥ a; € divergente.
k=0



+on

EXEMPLO 3. Considere a série de termos positivos 3 a; e suponha que
k=0

existe um natural p > 1, tal que, para todo k > p, tem-se

i ag 4+ |
kEi1l— = 1.
\ ag

+o
Prove que a série ¥ a; é divergente.
k=0

Solugdo

ak +1 | Lo af + | 1 | _ br+i
|=1 6 equivalente a =1——.Del——
a ) aj k k by,

k | | — . onde
a by , . 1=

.resulta que, para todo k > p, Zk+1 . "k +1 Como a série ¥ p
aj by, =2

é divergente (pois trata-se da série harmonica de ordem 1), pelo critério de
+

comparacao de razoes, a série ¥ qa; € divergente.
k=0

b =

Antes de passarmos ao proximo exemplo, observamos que se o é um
real dado, com a > 1, entdo, para todo x > —1, (1 + x)« > 1 + ax. (E s6
observar que o grafico de f(x) (1 + x), x > —1, tem a concavidade voltada
para cima em ] —1,+o0 [ e que y 1 + ax é a reta tangente ao grafico de f no
ponto (0, 1).)

+oe
EXEMPLO 4. Considere a série de termos positivos ¥ a; e suponha que
k=0

existem um real @ > 1 e um natural p > 1 tais que, para todo k > p,

ag+1 |- , . 1= ,
> a. Prove que a série ¥ a; é convergente.
ag k=0

k11—



Solugdo

L k41 . : Tk +1 _ ﬂ : -
k{1— >« € equivalente a P 1 - T Do que dissemos acima,
\ i / k
¢ a | 1
segue que, para todo k > 1,1 — n =|1- m | . Como
|"I _lr _ b +1
k by
I ag+1 _ b+ (. Tt )
onde b, =——, resulta < e, portanto, a série Y g €
{JE{ —_ ”r:t Ci'k !Jk E=0
4o
convergente, uma vez que a série ¥ k; € convergente por tratar-se de uma
k=2
série harmonica de ordem o > 1.
|
+ +:
EXEMPLO 5. Considere as séries de termos positivos ¥ ape Y by,
k=0 k=3
1 ~
onde by = . (Observe que o Exemplo 1 da Secdo 3.1 nos
(k—1)Intk — 1)
. 1= t= 1 .
conta que a série ¥ b = ¥ divergente.)
k=3 k=2 kInk
e+l _ byt
a) Mostre que =——¢ equivalente a
ag %k

(In k) |1 — & Gkt <-In[1-
k—1 -.

b) Mostre que

(In k) I—L”kﬂ =
k—1 ap



implica a 2.* desigualdade do item a.

c) Conclua que, se existe um natural p > 3 tal que, para todo k > p,

- ar
(k In k}{l—Lﬁ}al
k—1 ag

4=
entdo a série ¥ a é divergente.
k=0

Solugdo

a) Fica para o leitor.
b) Inicialmente, observamos que, para todo x > —1, In (1 + x) < x. (Para se
convencer deste fato é s6 observar que o grafico de f(x) = In (1 + x) tem

concavidade voltada para baixo e que y = x é a reta tangente ao grafico de f

no ponto (0, 0).) Segue que, para k > 2, In |;l L —% e, portanto,

k )
% < —In | 1 - Al | Logo, a desigualdade deste item implica a 2.* desigualdade

do item a.
g +1 _ g+

ag b
+: +=
e portanto, a série Y 4, é divergente, uma vez que ¥ h é divergente.
k=0 k=13

c) Tendo em vista os itens a e b, resulta que, para todo k= p,

+ = + >
EXEMPLO 6. Considere as séries de termos positivos Y age Y by,
k=0 k=0
1

onde b, = Dl k= DF coma > 1. (Observe que o Exemplo 2 da




+o0 +oo 1
Secao 3.1 nos conta que a série ¥ b= ¥ ——  com o > 1, é
k=3 k=2 k(ln k)=

convergente.)

a b . .
a) Mostre que =1 < £ *1 g equivalente a
g bk
| _ k
‘l f .
htnky|1——— B+Lio pm(1-1)
k—1 ag \ k

b) Suponha que existe um natural p > 3 tal que, para todo k > p,

=

1
(k In k) I—L{kﬂ = g’
k—] t'a'lp_-

Mostre que existe um natural g > p tal que a 2.* desigualdade do item a se
verifica para k > q.

c) Conclua que se existe um real o > 1 e um natural p > 3 tais que, para todo

k> p,
(k In k) ]—L i +1 = o
k=1 ay
entao a série € convergente.
Solugdo
a) Fica para o leitor.
.- |k ,. R
b)De [im | 1 — —| = ¢~ segue que |im In | 1 — —| = —1.Como a > 1,
k— o | J k— 4w\ k)

re sulta que existe g > p tal que, para k > q,



,. v
In | | —l| > — o
| k)

¢ K

e, portanto, para kK > q, @2 > —In |1 _l| . Logo, para k > g, a 2.2
| k|

desigualdade do item a se verifica.

c) Fica para o leitor. (Veja referéncia bibliografica 14.)

3.4. CRITERIOS DA RAZAO E DA RA1Z

=+ oo
Critério da razao. Seja a série ¥ g, com a, > 0 para todo k > g,

i
k=10

onde g é um natural fixo. Suponhamos que lim

k—+4= g

['fk +

exista,

finito ou infinito. Seja

i dE 41
L= lim ——.

L

Entdo,
o
a)L<1 = Y a €convergente.
k=0
+o0
b)L>1ou L=4w= Y a €divergente.
k=0

c) Se L = 1, o critério nada revela.




Demonstragdo

Veja final da secao.

R 1.4
EXEMPLO 1. A série ¥ ? é convergente ou divergente? Justifique.
k=0 K
Solugdo
2k
Como 4 = =, temos
k!
Ek + 1
Gg+1 _ (k+D! _ 2
ag 2k k+1
i
Segue que
a 2
lim krl lim =10
k—+=  ay k—+= k+1
o ~ U L
Pelo critério da razao, a série ¥ o é convergente.
k=0

EXEMPLO 2. Mostre que a série

=147 @+
5




é divergente.

Solugdo
l-4-7-..-3n+1)
ay = 3 .
-
reor oA 1047 _28 0 1-4-7-10
(Observe: a) = 5 4, ay = 5 3 day S etc.)
ap+1 _1-4-7-..-Gn+DGn+4) n’ _ 3n+4
1 (n+1)° 1«4-7-..-3n+1) ¢
On ) |1+
Segue que
o
im —tL = 4o,
n—+x= dy
Pelo critério da razao, a série é divergente.
(oo T2 gk
EXEMPLO 3. Mostre que a serie ¥ o é divergente.
k=1 Kk

Solugdo

g1 _ (kDA R e+ DE

]
ag (k+1) kK k&

ou seja,



. k k
a (k+1) 1)
e e il LR
aj N k
Segue que
o
lim k] =e>=1.
k— 4=  ag
Pelo critério da razao, a série € divergente.
|
!
EXEMPLO 4. Mostre que lim — =0
k= 4= k
Solugdo
AU o ~ .
Se a série X ' for convergente, entdo teremos necessariamente
k=1

lim k—k = 0. (Veja teorema da Secdo 2.3.) Vamos, entao, provar que tal
k— +mx

série é convergente.

k+ 1)
ap+1 _ (k+DFFL ko 1
o ] - ko k-
ag i (k+1) 1
k 1+ —
P [+
Segue que
) ag + | |
lim = __— < 1.
b — 4= ag [

Pelo critério da razao, a série é convergente. Logo,



lim — =0. -

k— +=
i [ E
EXEMPLO 5. Mostre que a série ¥ ——— é divergente.
n=0 (n+ I)!
Solugdo
g1 _ (n+ D)+ (+D? (a+1)! _(n+ D+ n+ 12 _
dy (n+2)! !+ n? (n+ 2)(n! + n?)
_ n+1 . nl+in+1)
n—+2 n!+ n?
ou seja,
_I_
1+L1 42t
An+1 _ n n!
= n. L
An 1+= 1+
n (n—1)
Assim,
y 4+

lim
n— 4= dy

O critério da razdo nada revela. A série podera ser convergente ou nao.

Vejamos o que realmente acontece. (Vamos utilizar a seguir o Exemplo 6 da
Secao 3.1.)

f f
1+ —" 1+

n+n? (n—1)! (n—1)!

l[n+1]|!_ n+1 n+1

= | =

Como



lim ————— =1

n— 4= n+1
n
+x
‘. | R - P
e a série ¥ — ¢ divergente, resulta que a série dada é divergente.
k=1 n
(Observe que
. n . n 1
im — = Ilim =10.) n

notm (=10 not=n—1 (n—=2)

oo

Deixamos a seu cargo a tarefa de criar uma série ¥ a; que seja
k=1

convergente e tal que

ag + 1

lim
K —+m g

oo
Critério da raiz. Seja a série ¥ a;, com a, > 0 para todo k > g,
] k k
k=0 .
onde g é um natural fixo. Suponhamos que . 1'_1’1]FI Yax exista, finito

—

ou infinito. Seja

L= lim ¥a.
k — to

Entao

4o
a)L<=1= X a éconvergente.
k=0

b)L>1ouL=+x= Y g €divergente.
k=0

c) L =1 o critério nada revela.




Demonstragdo

Veja final da secao.

|
+on i%
EXEMPLO 6. A serie X € convergente ou divergente? Justifique.
k=0 3
Solugdo
Vamos aplicar o critério da raiz. Temos
— ISR T
lim Alagp = lim f*—A =— lim Yi ==
k — +o= k— 40 | 2 3 k-t 3
. 1- __k.'.k_-{ — ] Jax -
pois lim . Logo, a série é convergente.
e
|

00

Observacao. Seja a série ¥ a,, coma_ > 0. Se ocorrer lim
n=0 ! n— =y

, 0 critério da razdo nao decide se a série é ou ndo convergente. Conforme
Exercicio 6, 1.1, se

g + 1 =

i
. n+1
lim =1,

n—+e= dy



entao teremos, também riﬂlx Yan =1. Isto significa que se
n— +
fp + 1

lim =1 o critério da raiz nada revela, também, sobre a
n— +oo L’E”

convergeéncia ou divergéncia da série.
Para finalizar a se¢do, vamos demonstrar os critérios da razao e da raiz.

Demonstragdo do critério da razdo

a) Tomemos r tal que L < r < 1. Segue que existe um natural p > g tal que,
para k > p,

ag +1

-

ag

Pelo Exemplo 1 da secdo anterior, a série é convergente.

b) Segue da hipotese que existe um natural p > g tal que, para k > p,
ag + 1

ag

= 1, Pelo Exemplo 2 da secdo anterior, a série é divergente.

L, : ag + 1 1 1
c) E s6 observar que = lim Tl para ap = —. k=l ouar =—.k=1¢e
k—+= g k k<
4o ] + 1 ﬂ'j
lembrarque ¥ —=+we Y —=—.
k=1 Kk k=1 k- 6

Demonstracdo do critério da raiz

a) Tomando-se r tal que L <r < 1, existe um natural p > q tal que, para k >

N k A . a
p, Xa <r e, portanto, a < r. A convergéncia da série segue por
400
comparacdo com a série geométrica ¥ k.
k=0



b) e ¢) ficam para o leitor.

|
Exercicios 3.4
1. E convergente ou divergente? Justifique.
= 3* = onl2n
a) X : b) X
k=0 1+4* n=1 n"
B u +:l: i [}
c) Y na" onde & == 0 é um real dado d) ¥ [yn+1—+n]
n=1 =1
Ao g
nt +4
e L ———
n=1 2"
) S L
- Prove que, para todo a > 0, a série X —- € convergente. Conclua
| an n=0 H
que lim — =0.
n—s o= n!
3. Determine x > 0 para que a série seja convergente.
N x e X
a) L — by ¥ —
n=1 1 n=1 A~
+= axh +aa ah
o X — d) X
n=1 n° +1 n= 2"
+a= R +a= g
e) % frx
n—=3 Inn a=1 1-3-5-...-2n+1)
T (2r+ D" oyt
g Y — h) X

n =1 H! n= ”H



Prove que, para todo natural n > 1,

1
Inl+In2+...In{n—-1)= J‘( nxdr=In2+In3+...+Ilnn

Conclua que, para todon > 1, (n — 1)!e" > en" > n'e".

[

, . = ople™ |, .
Prove que a série ¥ —— é divergente.
= I_ n

(Sugestdo: Utilize a desigualdade en” < n!e" do Exercicio 4.)

+oe 141

. Jar X
Determine x > 0 para que a serie ¥y
n=1 N

seja convergente.

00

Considere a série ¥ a,, com a > 0 para todo n > 1. Suponha que
n

n=1

exista um numero real t positivo, com t < 1, tal que, para todon > 1,

f".r:—l

<t

Prove que a série é convergente.

o

Considere a série ¥ a,, onde a é a sequéncia que comeca com ad e
n

n=1

cada termo € obtido multiplicando o anterior alternadamente por b ou
por a: a, ab, a’b, a’b’, a’b’, a’b’, ...com0<a<b<1.

g +1

a) Prove que lim ndo existe.

n—t=  dy

b) Utilizando o Exercicio 7, mostre que a série é convergente.

c) Mostre que, para todo »=2 a<1la, <b. Conclua desta
desigualdade a convergéncia da série.



Prove que lim #4a, = ab. Utilize, entdo, o critério da raiz para

A — +@0

d) concluir a convergéncia da série.

e) Compare a e d com Exercicio 6-1.1.

3.5. CRITERIO DE RAABE

-0

Critério de Raabe. Seja a série ¥ a, com a > 0 para todo
n=10

. Ap+1 . . .
natural n. Suponhamos que lim n 1 - existe, finito ou
n— += _ dg
infinito. Seja
: | A +1 |
L= lim nfl—-— .
n— oo vlff” i
Nestas condi¢Oes, tem-se:
+-oc

a)L=1oulL=+=w = ¥ a,¢éconvergente.
n=10

+o
b)L<1lou [ =-x= ¥ a,¢divergente.
n=1

c) L =1 o critério nada revela.

Antes da demonstracdo, vejamos o seguinte exemplo.



EXEMPLO. Utilizando o critério de Raabe, verifique que a série

o 1-3-5-..-2n-1 1
n=1 2-4-6-...-2n 2n + 1

é convergente.

Solugdo

1-3-5-..-2n—1) |
2-4-6-...-2n 2n+1

iy =

Temos

Qp +1 (2n + 1)? 6n2 + 5n
nil— =n|l— - - | =—5 -
dy (2n + 2)(2n + 3) 4n= + 10n + 6

Segue que

Ll
lim ﬂ[]—a“ 1| =

n— += iy

N|'.--l

Pelo critério de Raabe, a série € convergente. (Observe que
fp +1

lim
n— 4o iy

ou divergencia da série.)

= 1: logo, o critério da razdo nada revela sobre a convergéncia

Vamos, agora, demonstrar o critério de Raabe.

a) Da hipotese segue que, tomando-se 1 < a < L, existe um natural p > g
tal que, para todo k > p,



ar .1\
W - Jxt)
ai )

-

Pelo Exemplo 4 da Secgdo 3.3, a série é convergente.

b) Fica para o leitor. (Sugestdo: Utilizar o Exemplo 3 da Secao 3.3.)

. . . [ g
c) Fica para o leitor verificar que lim k(l R ]=1 quando

ki — o el
s | e
ag = ou d; =———e observar que ¥ é divergente e
Y k(In k)2 Y &
¥ ——— é convergente.
k=2 k(lnk)? &
Exercicios 3.5
1. Mostre que a série ¥ —- € divergente.
n=1 nle
, . = 1-3-5-...-(2n — 1 , .
2. A série ¥ i ;z ! ¢ convergente ou divergente?
n=1 ="%°0-..."2in
Justifique.
3. Seja a um real dado, com 0 < a < 1. Mostre que a série
E i1 @ae—Da—2) . (a—nt]
n=1 n!
é convergente. (Cuidado! Esta série ndo € alternada.)
4,

Seja o um real dado, com 0 < a < 1. Utilizando 3, conclua que

) ol — 1MW —2)...lax—n+1)
lim
A — +x n!

= 0.



Seja o um real dado, com 0 < a < 1. Prove que

aley — e — 2) ... (lae —m+ 1)

oo
Z |
n=1 n.

€ uma série alternada convergente.

Seja a um real dado, com « ndo natural. Prove que a série

[:]

ol — e — 2) ..l —n+ 1)

| n!

I !

é convergente para « > 0 e divergente para a < 0.

Seja a,, k > 0, uma sequéncia de termos estritamente positivos tal que

a
lm & [] _ El ] =L, comlL =0

k- o= ag

{oo

a) Prove que existe um natural m tal que ¥ a" é convergente.
k=0

b) Conclua que , lim a; = 0.

— 4=

Seja a,, k > 0, uma sequéncia de termos estritamente positivos tal que

; g 4 . )
lim a |1— = [, comL<0.Proveque lim a; # 0.
k — 4o ay k — 4=

Considere a sequéncia a,, k > 1, dada por

oy — Dy — 2y ...l — K+ 1)
k!

e I8 =‘

onde o é um real dado, com a ndo natural. Mostre que



ala>—1= Ilm g =10

k — 4w

Fla=—-1= lim aq #0.

k— 4o
(Sugestdo: Utilize Exercicios 7 e 8.)

, . B ) 3-5-...-(2n+ 1) 1
10. Estude a série alternada I (—1)7+!
n=1 2-4-...-2n n

relacdo a convergéencia e divergéncia, onde o > 0 é um real dado.

com

LE

~ l - ;. |
(Sugestdo: Para a # > utilize Exercicios 7 e 8, e para « = — utilize

i

Exercicio 21 da Segéa 2.1.)

, . = 3-5-7-..-2n+ 1) 1 o
11. Estude a série ¥ : com relacdio a
n=1 2-4-6-...-2n n“

convergéncia e divergéncia, onde « > 0 é um real dado.

3.6. CRITERIO DE DE MORGAN

00

Critério de De Morgan. Seja a série ¥ a;, com a, > 0, para k >
k=0

g, onde g é um natural fixo. Suponhamos que

. i !
lim flnk{ﬁc(l— al ;—1}=L
!

k— +o
com L finito ou infinito. Entao,

oo
a)L>1loul=+4+xw= Y a; éconvergente.
k=0




oo
b)L<louL=—-%= ¥ g édivergente.
k=0

c) L =1 o critério nada revela.

Demonstragdo

Veja final da secao.

+o0
EXEMPLO. Estude a série ¥ a, com relacdo a convergéncia e
=1
3-5-7-..-n+1) 1

divergéncia, onde a, = — e o um real dado.
2-4-6-...-2n ne

Solugdo

dp+1 _ 2n+3  n®
a, 2n+1) (n+1x’

ty

Como lim
n— +o Iﬁ'”

convergéncia ou divergencia da série. Vamos entdo aplicar o critério de
Raabe. Temos

=1, segue que o critério da razdo nada revela sobre a

2+ 3m

= 20+ m)”” I onde m = —
. .
m 1

( g +1
nl—

ay

Dai




| — 2+3m
: Ap+1 ] _ .. 20+m*tt _Jo0
lim =nll— = lim =|—|.

n— 4 f-f” i — |:}+ m {]

Pela regra de L’Hospital

_ 24+3m
. 201 + myx ! . 6 (1+m=T 1 +202+3 mia+ 1)1+ m™
lim lim a3
m— 0T m m—=07 41+ m)=*7-

e, portanto,

. thy + | 2o — 1
lim n|l-— = .

n— t+w= fy 2

-

S ) - a .
Pelo critério de Raabe, a série é convergente para a = 5 € divergente para

3 3 . . s
a<— Paraa= 50 critério de Raabe nada revela. Vamos aplicar o critério

i

de De Morgan para tentar decidir quando « =—. Como anteriormente,

b |

1
vamos fazer m = —. Temos
n

a 21+ mEtl — (2 +3m) — 1+ gyt 1
(Inn)|nl1——L 1 —1l=(=Inm) (1+ m) ( 3m)—2m(l+ m) |
2m(l+ mpt]

O 2.° membro pode ser colocado na seguinte forma:

1 {2{1+;.‘r:}“+l—(2+3,-n]—2,-n{1+m}“+|}
{(—m In m) .

201+ myet! m>

Temos

1 1
lim mlnm=0e¢ lim =
m— 0t m—sot 200+ m=™* I 2




(Confira!) Por outro lado, lembrando que « = = e aplicando duas vezes a

[ L

regra de L’Hospital, resulta

. 20+ met —2+3m) —2m 0+ me=t! ) 1
lim = =a —a—1=——,
m—= 07 m-= 4
Assim,

d
lim (In n}{u{l _Ontl ] —]}=D.
n— vai'_”

s Lo 2o 3 ~
Pelo critério de De Morgan, a série é divergente para a = B Conclusao: a

(o2 _ 3 . 3
serie e convergente para a = E e dlvergente para a = P

Demonstragdo do critério de De Morgan
Primeiro observamos que

ady - dy
lim (In k) [k |1 - 22! J—l = lim (klnk)|1 _ Kk Gk
k— 4o ag k— 4o k—1 a

desde que um dos dois limites exista. (Confira.) Agora a e b seguem dos
Exemplos 5 e 6 da Secao 3.3. Com relacgao a c, veja Exercicio 4.

Exercicios 3.6




1. Estude a série dada com relacdo a convergéncia e divergéncia.

o =0
a=1 2-4-6- 2n n“
T R2+pH4+Eg6 B2+ B
b) I a G nt P a>0¢e¢ B=0
n=1 2-4-6-...-2n n
= (e + 10 ... +an—NDBE+0-...-(p+ — 1
c) X =2 latn e P }.onde
pn=1 Yy +tD. . (y+tn—DNa&d+1)-...-6+n—1)

a, B, y, e § sdo numeros reais quaisquer nao pertencentes ao conjunto
dos nimeros inteiros estritamente negativos.

40

2. (Um critério para divergéncia.) Considere a série ¥ a,, com a >0

n=1
rfi'_l

e considere

para n > g, onde g é um natural fixo. Seja f(n) =
fy

glm) = f [Lj Suponha que
m

1—g —
glm) — m -

lim 3
m— 0" m

Prove que, se L for finito, a série sera divergente.

3. (Critério de Gauss.) Seja ¥ a, uma série de termos estritamente
n=10

positivos e suponha que

ap+1  nk+ ,r;;l”’f— I 4 F:ayr"‘_:' + ...+ by

Iy nk +c]rr"‘_ ' +|:'3nk_ T+ Cj

onde k é um natural fixo, k> 1,eb, b, ..., b, ¢, C, ..., ¢, _sdo reais

P T2

fixos. Prove



-+
ajey —by=1 = I a, € convergente.

n=10

4
byey—by=1 = X a,édivergente.

n=10

1 1
Sejam a, = e b, = .
) I falnnlniln ) " nlnnlln (In rt}]2

Prove

4o
a) X a,édivergentee lim (In n) [n [I _ e ) - ]] =]

n=3 1 —» 4= dy

= . . by +1
b) ¥ b, cconvergentee lim (lnn)|n|l— —1|=1

n=1 n— 4o -"J‘”




4

SERIES ABSOLUTAMENTE
CONVERGENTES. CRITERIO DA
RAZAO PARA SERIES DE TERMOS
QUAISQUER

4.1. SERIE ABSOLUTAMENTE CONVERGENTE E
SERIE CONDICIONALMENTE CONVERGENTE

Dizemos que a série ¥ a; € absolutamente convergente se ¥ |ay| for
k=0 k=0
convergente.

+oe .
EXEMPLO 1. Verifique que a série ¥ s’inf‘ é absolutamente convergente.
k=1 k<

Solugdo

Paratodo k> 1,



senk
“a

k._

<L

e

+ oo 1
Como % =z é convergente, resulta, pelo critério de comparacao, que

+o . )
senk
Y =
k=1] k-
é convergente. Deste modo, a série dada é absolutamente convergente.
u
(L 0T I .
EXEMPLO 2. A série Y (—D)f*!'— ¢ absolutamente convergente?
k=1
Justifique.
Solugdo
il R ‘. ~ -
Como ¥ - é divergente, resulta que a série dada ndao é absolutamente
k=1k
convergente.
m

Uma série que é convergente, mas nao absolutamente convergente,

denomina-se condicionalmente convergente.

T o 1 . .
EXEMPLO 3. A série Y. (—1)*1— é condicionalmente convergente.
k=1 '



[°D

Vamos provar a seguir que toda série absolutamente convergente
convergente.

+oo + o
Teorema. Se Y |a;| for convergente, entio Y g serd, também,
k=0 k=0
convergente.
Demonstragdo

Para todo natural k,

0 = |ag |+ ag = 2|ag| (Verifique.)

oo

Como ¥ |a;| € convergente, por hipdtese, segue do critério de comparagao
k=0

que

00

Z (acl+ax)

é também convergente. Como, para todo natural k,

a, = flakl + ak} — Iakl

k

resulta

=40 -+ oo

400
Y agp = X (jag|+ag)— I |ag|
k=0 k=0 k=0

4o
Logo, ¥ a; € convergente.
k=0



(Observe que, para todo natural n,

fn
2 = z + Y |ag|
k_{}a;‘ {|a|¢‘| a;‘) .=D|a£|

e, portanto,

n H
lim ¥ ap = lim [:|a;;|+a;;} Ilm Z |a£| m
n—+= k= n—+= k=0 —to =

CUIDADO. Nao vale a reciproca do teorema acima. A série T (1) % é
k=1

convergente, mas ndo € absolutamente convergente.

1!:
Solugdo
Para todo natural k > 1,
senk L
,{2 R—E
+oo
k=
de compara(;ao que
sen k
Z
k R =
+o

éc

k=1
que é absolutamente convergente.



+ oo

- A B . c

EXEMPLO 5. A série X {—I}‘-W é convergente ou divergente? E
k=3 n

condicionalmente convergente?

Solugdo

+ o B 1
(—D* —
#.E} Ink

é convergente, pois trata-se de uma série alternada em que a sequéncia

- o0
J

| : I P (. |
ap =—— € decrescente e lim ——=0. J4 vimos que a série ¥ — é
Ink k—+o= Ink k=3 Ink

+ o
divergente; logo, ¥ (—1) ﬁ € uma série condicionalmente convergente.

k=3 n
-+ o

p . - | I, -
(SO para treinar, vamos mostrar que a série 3. . é divergente, utilizando
k=3 Ink

o critério de Raabe. Temos:

lim k| 1=2F = im & 1—L].
k—+o day k—+oe In (k+1)

Como
. k
In 'H_H- In 1-I—l
k(l— In k _ k ) _ k
_ In(k+1) In(k+1) In(k+1)
resulta

SN
lim k(]—”“*' | =0,

k—+o

k
. . | . s
poIs, ;hm In[]——] =lne=1le £|lm In(k+1)= +0. Segue do critério de
F—s 4o ) f 4o

Raabe a divergéncia da série.)



4.2. CRITERIO DA RAZAO PARA SERIES DE
TERMOS QUAISQUER

- o0

L ~ o hmin o
Critério da razdo. Seja a série ¥ a; .om a, %0 para todo natural k.

ap +1
ag

Suponhamos que lim

exista, finito ou infinito. Seja
k—s+=

ap +
L= lim i
k—

aj
Nestas condicGes, tem-se:

-+ oo
a)se L <1, asérie ¥ g sera convergente.
k=0
-+ O
b)seL>1ou L= +w asérie Y. a; seradivergente.
k=0

c) se L = 1, o critério nada revela.

Demonstragdo

+ o + oo
a) Se L > 1, a série Y |q| sera convergente; logo ¥ a; sera, também,
k=0 k=0

+ oo
convergente. (Observe que ¥ |a;| € uma série de termos positivos; logo o
k=0

critério da razdo visto no capitulo anterior se aplica.)
b) Se L > 1 ou L = +oo, existira um natural p tal que




k'*,r;::-|ak+||'“ I (verifique)
=1 (verifigue).
|a | 1

Dal, para todo natural k > p,

la

>l

Como @p # 0. klﬂ_‘x lak| nao podera ser zero e 0 mesmo acontecera, entao,

lim ag.
COm 4 st

+ o0
Pelo critério do termo geral, a série ¥, g sera divergente.
k=0

+ac
EXEMPLO 1. Determine x para que a série ¥ nx" seja convergente.
n=I

Solugdo

Para x = 0 a soma da série ¢ zero; logo, convergente. Suponhamos entao
x # 0 e apliquemos o critério da razao:

=|xl lim =] xl.

A—t+= N

lim

il — +=

Ifn-l—l':.r"‘l‘ n+1

px

Segue, do critério da razdo, que a série é convergente para | x | < 1 e
divergente para | x | > 1.

Para | x | = 1, a série é divergente. De fato, se x = 1 a série sera
divergente, pois

lim n=+o;

n—+=



se x = — 1, a série sera, também, divergente, pois,

lim (—1)"n

f—s+oe

nao existe.

Conclusdo. A série é convergente para | x | < 1.

TX R

EXEMPLO 2. Determine x para que a série ¥ r seja convergente.
n=1 1N

Solucgdo

Para x = 0 a série € convergente. Para x # 0, vamos aplicar o critério da
razao:

_..rr+] n

——=1x!| lim
n+l x" n—+= n+1

=lxl.

lim

l—+w

Segue, do critério da razdo, que a série é convergente para | x | < 1 e
divergente para | x | > 1.

4o

- A 1 ..
Para x = 1, temos a série harmdnica Y — que ja sabemos ser
n=] A

divergente. Para x = —1, temos a série alternada convergente

+ oo

b {—n”i_

Conclusdo. A série é convergente para -1 < x < 1.



+= _n
~ ."l 7 ’ ~
Observacao. Para cada x € [—1,1[. ¥ — € um namero. Podemos, entao,
n=] 1

considerar a funcao f: [—1, 1 [~ R dada por

Veremos mais adiante que f(x)= —In (1 — x), —1 < x < 1. Tente chegar a este
resultado, procedendo como no Exemplo 7 da Secao 2.1.

Exercicios 4.2

1. Determine x para que a série seja convergente. (Convencionaremos
. 0
aquique 0" = 1.)

+e= +=  on
a) ¥ x" b
n=lI a=1 1
T A to= _a
.1 -1
c) X dy ¥ —
n=2 |I'I n n—] n-
5 .n T gyt
el E ehx f}' Z
n=I =1 ”:r
) E; 1-3-5-..-2n—1) ,, n 135 (2n—1) 2
g - x- 1 - .
n=1 2-4:6-..-2n n=1 2-4:6-..-2n  2n+1

2. Determine o dominio da funcao f dada por



=+ OG
a) fix)= ¥ n!x". (O dominiode f¢ o conjunto dos x para os quais a série € convergente.)
n=1

+o 0 400 |
by fix)= X — cl fix)= X% [ﬁen—]x”

n=1 n- n=1 n

+ac
d) fix)y= X 20x"

n=1

3. Determine o dominio e esboce o grafico.

4o +
a) fix)= ¥ x" b filx)= ¥ nx™

in=1 n=l1

4. Mostre que as séries abaixo sao convergentes para todo x.

T o +o r21".!-|—l
a) L — by T (-t —
n=0 n! =10 (2n+ 1)
+o . TEH
c) X (—1"-
n=I1 [2”}1

5. Utilizando a férmula de Taylor com resto de Lagrange (veja Vol. 1),
mostre que, para todo x, tem-se

+x _n

x
a) ef= %Y —

n=0 n!

400 2n+1
b) senx =Y (—D"

n=>0 (Zn+1)!

40 2n
¢) cosx= 3 (—D"

n=>0 {2n)!

6. (Critério da raiz para série de termos quaisquer.) Considere a série

4o
¥ a,. Suponha que
k=0

. I‘i:ll
lim Il ay, |
b — += K



exista, finito ou infinito. Seja L= lim  3la; 1. Prove.

bk —+x

+ 0
a)Se L < 1,asérie ¥ g Sera convergente.
k=0

b)Se L= 1o0u L = +=, a série sera divergente.

4.3. REORDENACAO DE UMA SERIE

o0
Seja a série ¥ g eseja ¢: N — N uma funcdo bijetora, o que significa
k=0

420
que ¢ é injetora e Im ¢ = M. A série .i.zﬂ by, onde by =a .. denomina-se uma
<+ oo
reordenagdo da série ¥, a.
k=0
+o + e T+
Observe que sendo AZU br. uma reordenacao de kzﬂak,cmﬁo .c.z{}bk tem 0s

T 00
mesmos termos que ¥ a;, SO que numa outra ordem. Por exemplo, a série
k=0

gt r,rrr .t 1 1.
i 2 4 5 7 6 8 9 11 10 12
. ~ L TE 1
é uma reordenacdo da série ¥ (—1)k*! T
k=1
. +.I. ~ ’ . = +I
Teorema. Seja ¥ b; uma reordenacdo da série ¥ a;.Se ¥ a
k=0 k=0 k=0

+oc
for absolutamente convergente, entdao Y k; sera, também,
k=0




absolutamente convergente e

+ oo + oo

Y oap= Y b.
k=0 k=0

Demonstragdo

Para todon > 0,

n oo
2 b 1= X lag | (porque?).
= k=0

k=0

4 oo <00
Segue que a série Y Ih;| é convergente, o que significa que I b, é

k=0 k=0
absolutamente convergente, logo, convergente. Provemos, agora, que

<+ oo + o
Z bﬂ': Z ag.

k=0 k=0
+ = +x

Seja s= X ar. Dal e pelo fato de ¥ g; ser absolutamente convergente,
k=0 k=0

segue que dado € > 0, existe um natural n  tal que

iy 4o

[
La—s = —
k=0 2 k=n, 2

+ o0 +oo

(Pelo fato de X 1a; | ser convergente, resulta lim Y la; =0 e, portanto,
k=10 A—+= f=p

para todo € > 0, existe n tal que

-+ oo

n=ng= » lapl<

£
k=n 2



Seja, agora, m um natural tal que

{ 0(0), (1), 0(2), ..., o(m)} 2 {0, 1, 2, ..., n }.

Segue que, para todo m > m,,

m o o E
Sh— X a|= ¥ lagl<— (Pensel)
k=0 k=0 k=n, 2

(Lembre-se de que b, =a_, :b =a,, b =a,b,=a,, etc)Entdo, para

todom>m,,

m m o "
Y bp—s|=|X b~ X a|+| X ap—s| <€
k=0 k=0 k=0 k=0
ou seja,
420
> b =s. |
k=0

Dizemos que uma série convergente, com soma S, satisfaz a
“propriedade comutativa” se toda reordenacdo dela for convergente, com
soma s. O teorema anterior nos diz que toda série absolutamente
convergente satisfaz a propriedade comutativa. Existem séries convergentes
que nao satisfazem a propriedade comutativa!

Exercicios 4.3

. - T 41 1 p - p
L. Considere a série ¥ f—]}“]? Ja sabemos que esta série é
k=1 :
convergente e tem por soma In 2.



Mostre que existe uma reordenacdao desta série com soma 10.
(Observe que

l+l—l+“_=+'}¢,]
303

b) Mostre que existe uma reordenacao desta série com soma s, onde
s ¢ um real qualquer.

c) Mostre que existe uma reordenacdo com soma +co e outra com
soma -oo,

(Sugestdo: Se vocé pensou, pensou e nao conseguiu resolver o
item a, olhe, entdo, a resposta. Mas, antes de olhar a resposta
pense mais um pouco. Boa sorte!)

Verifique que

Observe que a série que ocorre no 2.° membro € uma reordenacao da

série
l l l 1
|l ——+—=———+—=+.
2 3 4 5
(Sugestdo:
11 1 1 I
n2=1-—+—+—-——+—-——— + - ——
2 3 4 5 6 7 8 9 10
e

b | —
b | —



Somando membro a membro...)

4

(Teorema de Riemann.) Prove que se X a; for condicionalmente
k=0

convergente e se s for um real qualquer, entdo existira uma
reordenacdo desta série com soma s.




5

CRITERIOS DE CAUCHY E DE
DIRICHLET

5.1. SEQUENCIAS DE CAUCHY

Dizemos que a , n > 0, é uma sequéncia de Cauchy se, para todo € > 0,
existir um natural n tal que
(1) n= g, m=n, = |Hﬁ — Hm| < €.

Grosso modo, dizer que a_ ¢é uma sequéncia de Cauchy significa que o
modulo da diferenga entre dois termos quaisquer a_ e a_vai se tornando
cada vez menor a medida que m e n crescem.

O principal objetivo desta secado é provar que toda sequéncia de Cauchy
é convergente.

Segue da definigdo anterior que se a_for uma sequéncia de Cauchy, para

todo k # 0, k natural, existe um natural n, tal que

|
n=n,m=n = Ian — aml I



Tomando-se m = n,, vem

n=n = Ian a, | < —
ou ainda
() a I o = d, + I
l\g._j n = ”'&_ = ”k I - ﬂ” - Hk ﬂl .

Vemos, assim, que se a_for uma sequéncia de Cauchy, entdo os seus

termos, a medida que n cresce, vao se acumulando em intervalos de
amplitude cada vez menor.

a

1 1
nj T Apje +E

1 1
=0 —=dy € ]ﬁﬂk o I ﬂ”k * I[

Segue de (2) que toda sequéncia de Cauchy é limitada. (Justifique.)

Para provar que toda sequéncia de Cauchy €é convergente, vamos
precisar do seguinte exemplo.

EXEMPLO. Seja a, n > 0, uma sequéncia limitada. Considere as

sequéncias

e’” = inf {ajlj = n}

L = sup {aj |j = n}.



Prove que as sequéncias [ e L , n > 0, sdo convergentes.
Solugdo

Como a sequéncia a_ € limitada, | e L existem para todo natural n.

Veja:

l,= inf {a,a,a,..}
I, =inf{a,a, a, ...}

l,=inf {a,a,a, ..} etc.

L,=sup{a,a,a,a,..}
L =supfa,a,a,a,..}

L,=sup{a,a,a,..} etc

Observe que [ é crescente e L _decrescente. Observe, ainda, que, para todo

natural n, [ <L . Segue que, para todo natural n,
n n

[ <L

0 n

I <L

n 0°

Portanto, tais sequéncias sao convergentes.



Teorema 1. Toda sequéncia de Cauchy é convergente.

Demonstragdo

Seja a, n > 0, uma sequéncia de Cauchy. Sendo de Cauchy € limitada.

Podemos, entdo, considerar as sequéncias do exemplo anterior:
L =sup {aj|]2n}eln:1nf{aj|12n}.

Ja sabemos que tais sequéncias sdo convergentes. Como a_¢é de Cauchy,

para todo natural k # 0, existe um natural n, tal que

n=zn =a —l<a <a +l.
k n ) n n A

k k

. 1
Assim, a — —

p é uma cota inferior do conjunto
T

{a |[n>n}

1 .
e a_ + — uma cota superior. Logo,
ok

k

a —lgl <L <a +l.
n k n n n k

k k k k

Segue que, para todon > n,,



Dai e pelo fato de | <L vem

j
(3) n=zm=0=sL,—,=—

-

e, portanto,

lim [Ln _ ln] =0;

n—+
logo

lim L = lim [.
n— 4 n—+w

(Observe que para todo € > 0 dado existe um natural k # 0 tal que %< €;

tendo em vista (3), para todo € > 0 dado, existem naturais k # 0 e n, tais que
7
nzn =|L -1[<=<e.
n n k
Logo,
lim _ _
fl—+ {Ln ln] - 0)

Como, para todo natural n,



resulta, pelo teorema do confronto, que a_¢é convergente e

lim a = lim
m—+> n  pg—+w n

Teorema 2. Toda sequéncia convergente ¢ de Cauchy.

Demonstracgdo

Sendo a , n > 0, convergente, dado € > 0 existe um natural n, tal que

€

n2n0:>|an—a|<2

onde a= "M g Temos, também,
l—+o n

13

m2n0=>|am—a|<2

Temos
la —a|=|la —a+ta-a|<l|la —a|+|a —a|
m n m n m n
Segue que

nxznemzxn =|a a|<e.



Dos teoremas 1 e 2 resulta a seguinte condicdo equivalente para
convergeéncia.

Teorema. Uma sequéncia é convergente se, e somente se, for
uma sequéncia de Cauchy.

Para finalizar a segdo, enunciaremos a seguir duas condicOes
equivalentes e muito uteis para a_ser uma sequéncia de Cauchy.

A sequéncia a, n > 0, é uma sequéncia de Cauchy se, e somente se,
para todo € > 0 dado, existir um natural n_ tal que, quaisquer que sejam os

naturais n e p,

nzn =la  —al<e.

tp

Ou ainda a_é uma sequéncia de Cauchy se, para todo € > 0 dado, existir

um natural n tal que, quaisquer que sejam os naturais m e n,
m>n>n =|a —a|<e.
0 m n

Exercicios 5.1

1. Dizemos que uma fungdo T: R — R € uma contragdo se existir um
real A, com 0 < A < 1, tal que, quaisquer que sejam os reais x e y,



T) — T <A x—y|.

Seja, entdo, T: B — R uma contracao e considere um real a_. Seja a
0

sequéncia a , n > 0, dada por
a=T(a _)nxl.

Prove

a)lay—apl=Ala; —ayl

1
bylay—a;l=A"la; — apl

la, y y —a,l=A"1a; — agl
dla, 4 »—a, | =[A"" Lz la; — agl
e}lan_,_F—anIi{ [A" TP Loan fr=2 4 + A" la; —ag]
fl:l.l‘rl
N|an+p— n;r,;| = - |rJJ —ﬂ{;|. para todo natural p e todo natural n.

A

Seja a, n > 0, a sequéncia do exercicio anterior. Prove que tal
a

sequéncia é de Cauchy e, portanto, existe um numero real a tal que
lim —
fl—s+ an a.

Seja T: R — R uma contracdo. Prove que T é continua.

Seja a, n > 0, a sequéncia do Exercicio 1. Tendo em vista os

Exercicios 2 e 3, prove que a = T(a).

Seja T: B — R uma funcdo. Dizemos que a é um ponto fixo para T se
a = T(a). Prove que se T for uma contracdo, entdao T admitira um e
somente um ponto fixo.



6. Mostre que T: B — R dada por T(x) = arc tg % € uma contracao e

determine o tnico ponto fixo de T.
(Sugestdo: Lembre-se do TVM.)

7. T: R — R dada por T(x) = x° + 3x admite ponto fixo? T é contracio?
Justifique.

5.2. CRITERIO DE CAUCHY PARA
CONVERGENCIA DE SERIE

+ae
A série Ya, € convergente se, e somente se, a sequéncia
k=0
n
Sy = RZD;::#. n = 0, for convergente, como ja sabemos.

i
Pelo teorema da secdo anterior, a sequéncia s, = X ap.n=0 ¢
k=0
convergente se, e somente se, para todo € > 0 dado, existir um natural n, tal

que, quaisquer que sejam 0s naturais n e p,
n>n = |s
0 n

-s|<e.
n

+p
Como

s —-s|=la  +a +..+a
n

n+p n+1 n+?2 : n+p

resulta o seguinte critério para convergéncia de uma série.



~+o0

Critério de Cauchy (para série numeérica). A série Xa; €
k=0

convergente se, e somente se, para todo € > 0 dado, existir um
natural n, tal que, quaisquer que sejam os naturais n e p, com p > 1,

nxn =la +a  +*..a |<e.

n+o Y

-+

O critério acima pode ser reescrito na seguinte forma: a série Ya; €
k=0

convergente se, e somente se, para todo € > 0 dado, existir um natural n, tal

que, quaisquer que sejam 0s naturais m e n,

m n

2 oap— X oag
k=10 k=0

m-=n=ny = = |a”_] +dp4r t..tay|<e.

Exercicios 5.2

+ oo
1. Utilizando o critério de Cauchy, prove que se Ya; for convergente,
k=0

5o lim =
entao " a =0.

oo
2. Utilizando o critério de Cauchy, prove que se Ya; for absolutamente
. k=0
convergente, entdo Y ay sera convergente.
k=10

5.3. CRITERIO DE DIRICHLET



Enunciamos a seguir o critério de Dirichlet e a demonstracao é deixada
para o final da secao.

Critério de Dirichlet. Seja a série

+oe
Z b& HR
k=0

Anci : lim
Suponhamos que a sequéncia a, seja decrescente e tal que "' a,

= 0. Suponhamos, ainda, que exista B > 0 tal que, para todo natural
n,

+oc
Nestas condig0es, a série ¥ b.q, € convergente.
k=0

O proximo exemplo mostra que o critério de convergéncia para série
alternada, visto anteriormente, é um caso particular do critério de Dirichlet.

EXEMPLO 1. Considere a série alternada _2 (—1)* ag (ax = 0) e suponha
k=0

que a sequéncia a, ¢ decrescente, com lim 4 =0, Utilizando o critério de
n—+x "k

Dirichlet, prove que a série é convergente.
Solugdo

Sejab, = (- 1)*. Para todo natural n,



= ].

2 ';?.f.'
0

f

[

Como, por hipdtese, a, € decrescente e lim 5 =0, segue do critério de
n—s+o "k

Dirichlet a convergéncia da série dada.

+

EXEMPLO 2. Prove que a série ¥,
k=1

sen k

€ convergente.

Solugdo

{1 1
cos— —cos| n+—|a

sena+sen2a—+...+senna =
"o a
2sen —

(Veja Exemplo 3.) Em particular,

1
T
sen —
3

_—

|s~;en l+sen2+ ... +senk

a . 1 . ~ - e
As sequéncias a, = T e b, = sen k satisfazem, entdo, as condigdes do critério

+®
de Dirichlet. Logo, a série ¥ % é convergente.
k=1 Kk

EXEMPLO 3. Suponha x # 2kn, k inteiro. Seja i o numero complexo tal
.2
que i = —1.



a) Verifique que

. ) i ) nix _
et 4 r:J.Zmr + r:,Lf.vr 44 eMX = € _]
it

b) Conclua que

x 1
COS— — COS H_E X

senx +sen2x+ ... +sennx = =
2sen —
2
e
nx (n+1)x
5€N — CO8 ————
cosXx+cos2x+..+cosnxy = -
sen —
2
Solucgdo
i 2i 3i ix - . .
a) e+ e+ e + ...+ e" é asoma dos n primeiros termos de uma

progressdo geométrica de 1.° termo e” e razdo e". Assim

: . . _ . eMix _ nix _
ol¥ 4 2 4 Q3 ¢y nix — v & L _e 1 ‘
e —1 l1—e™

b) Pelarelacao de Euler (veja Apéndice 1 do Vol. 2),

ni

X .
€ = CO0S nx +1sen nx

e “=cosx—isenx.

Segue que



"™ —1  cosnx+isennx —1

l—e ™ (1—cosx)+isenx

Multiplicando o numerador e o denominador da ultima fracdao pelo
conjugado do denominador e fazendo algumas simplificacdes, obtemos

nx (n+1)x X 1
nix s€n — Cos ————— cos ——cos(n+—)x
e™ —1 2 2 2 2

— = +1 =

| — E—.!'_r X X
sen — 2sen —

Para completar a demonstracao, basta observar que
"l . n 1
¥ M =¥ coskx+i ¥ senkx. m
k=1 k=1 k=1

EXEMPLO 4. (Lema de Abel.) Seja a, uma sequéncia decrescente, com a,

> 0 para todo k. Suponha que exista B > 0 tal que, para todo natural

n
2 by
k=0

n, = B. Nestas condigOes, prove que, para todo natural n,

n
Z hﬁ;ﬂﬁi
k=0

= Bﬁ{}.

Solugdo
H
Seja B,= X b;. Temos
k=0
B,=b,eb =B -B_ .

Entao,



f n n n
¥ bﬁ;ak = B(]lﬂ'[: + ¥ (Bﬁi — Bk—ljﬁk = % kaik -3 Bff—lak =
k=0 k=1 k=0 k=1
n—1

"
= X Brap — X Biap+.
k=0 k=0

Temos, entdo, a identidade de Abel

in in—I

Y brap =Bpa, + X B (ap —agsq).
k=0

k=0
fl
Como, por hipétese, [B,|=| X b |= B, resulta
k=0
n n—I
Y brap|=Bay, +B Y (ay —ag+1)= Bay.
k=0 k=0

Portanto, para todo natural n,

n

Y. brap| = Bay.
k=10

Demonstracdo do Critério de Dirichlet

Quaisquer que sejam 0s naturais n e p, com n > p,

R R p—1
2 b=%b—% b
k=p . k=0 : k=0 :

e dai

n

g by 2 by

2 b

=0

=
==

p—1
k

k

e, portanto,



n
E b.‘.‘ = 28.
k=p
Pelo lema de Abel (exemplo anterior)
n
) brap| = 23::1';;.
k=p

Como M g =0, dado € > 0 existe n_tal que
fl—+> p 0

fn
X brag
k=p

pP=ng = <l E.

Portanto, dado € > 0 existe um natural n, tal que, quaisquer que sejam o0s

naturais n e p,

n

2 bpay
k=p

+ a0
Pelo critério de Cauchy, a série ¥ a;b; é convergente.
k=0

Exercicios 5.3

1. Prove que as séries abaixo sdo convergentes para todo x, com sen

i#ﬂ.

oo

sen ko T coskx
i)

b) ¥y
k=1 k k=1 k




lsenk |

Prove que E
k=1

é divergente.

(Sugestdo: Verifique que | sen k | > sen’ k e observe que sen’

k= l — l cos2k.)
2 2

E convergente ou divergente? Justifique.

al Z k sen k
k=1

+

by X
k=31 Ink

cosk

+0
c) ¥ f—'rf}.DndebkéuﬁequénciﬂI,l.Ll.—L-L—I,—LLl.|~1....
k=1 k-

l L)1
d) Z —— :
k=1 R "'-.-'Ik +1 . vk

Considerando as hipoteses do critério de Dirichlet e olhando para a
identidade de Abel, prove

a) lim Bua, =0.
n—+oe

+4-oo
b) A série telescopica 2, (ajp — ag+1) € convergente.

o) |By (ag— ag+1)| = Blag— ag1).

+oo
d) Aséne ¥ B (ap — ap+1) € convergente.
k=0

4= 4o

e) 3 apby= E Bﬂffk_“k+l]'
k=0 k=



5. Olhando para a identidade de Abel, prove o seguinte critério devido a
Abel.

Critério de Abel. Suponha que a sequéncia a,, k > 0, seja crescente
+ o
(ou decrescente) e limitada e que a série ¥ b seja convergente.
k=0
+ o

Nestas condigoes, a série ¥ aib; € convergente.
k=0




6

SEQUENCIAS DE FUNCOES

6.1. SEQUENCIA DE FUNCOES. CONVERGENCIA

Uma sequéncia de fungdes € uma sequéncia n + f , onde cada f € uma
funcdo. S6 consideraremos sequéncias de funcdes de uma variavel real a
valores reais.

Seja f uma sequéncia de fungdes definidas em A. Para cada x € A,
podemos considerar a sequéncia numérica de termo geral f (x). Seja B o
conjunto de todos os x, x € A, para os quais a sequéncia numeérica f (x)

converge. Podemos, entao, considerar a funcado f: B — R dada por
— lim
Diremos, entdo, que f converge a f em B.

EXEMPLO 1. Para cada natural n > 1, seja f(x) = x". Mostre que a

sequéncia de fungdes f converge, em ] — 1, 1], a fungdo f dada por



L)1 sex=1
f{'ﬂ_{ﬂ se —l<<x<1.

Solugdo
Precisamos mostrar que, paratodox € ] — 1, 1],
i (%) = f(x).

Parax=1,

lim f, ()= lim 1"=1.

n—+= n—+=

Y

Para—-1<x<1,
lim — lim X" =
n—s+= f( ) N+ X 0.

Para | x|>1ex= -1, asequéncia numérica f (x), n> 1, é divergente:



lim —
T—s+oo fn (X) =toosex> 1

) E}'EI f (x) néo existe se x < — 1. (Verifique.)

Segue que, paratodox € ] -1, 1],
li _
i [, ) =)

onde

]l sex=1
ff'”_{t} se—1l<<x<1.

Observe que as f sdo continuas em x, = 1, mas a f ndo. Seja f: B » R dada

por

foo = ,m f ()

e seja x, € B. Mais adiante estabeleceremos uma condig¢do suficiente para

que a continuidade das f em x, implique a continuidade de fem x,.

EXEMPLO 2. Determine o dominio da funcao f dada por

. : x
f(x)= lim nsen —.

n— o "

Solucgdo



O dominio de f é o conjunto de todos x para os quais a sequéncia n sen

X
L > 1, converge. Temos, para todo x # 0,

X
sCNn—
n

. X .
lim msen —= lim
n—s -+« 1 n—o+wx

Xr=2x.

n

Sex =0,

lim nsen E=D=ffl}).

n— oo M

Segue que, para todo x real,

. . X
f(x)= lim nsen —=x.

T "

Logo, o dominio de f é & e, para todo x, f (x) = x.

Y

Do que vimos acima, resulta que a sequéncia de fungdes f , n > 1, onde
. _ x . :
f € dada por f (x) =nsen —, converge a f em R. Observe que, a medida que

n cresce os graficos das f vado “encostando” cada vez mais no grafico de f.



EXEMPLO 3. Para cada natural n, n > 1, seja f dada por

2nlx se D=x= —
2n
1 1
fn (x) =24 —2nlx+2n  se < X —
2n il
|
0 e — <y =1
n

a) Esboce o grafico de f .
b) Mostre que, para todo x € [0, 1], nl_i}'fr_ f (x)=0.

|
c) Calcule lim J [y (@) dx.
:r|—>—:c 0

d) Calculej [ lim f, {.r}d_x'.}

O] n—+o
e) Compare c e d.

Solucgdo

a)

In

b) Para cada x € [0, 1], lim f (x) = 0 (por qué?). Segue que a sequéncia f ,

P =+
n > 1, converge, em [0, 1], a funcao fdada por f(x) =0,0<x < 1.
c) Paracadan>1,



! !
L} Jn (x) dx :E' (Verifique.)
Dai

1
lim L} fn(x)dx= l

N —+o 2

Q) [0 Nde=| f(x)de=0
) i fconiee [ o

n— =

1 1 l
e) lim Jﬂ Ja (x) dx + Jﬂ[ lim fﬂi.r}} dv. Os simbolos lim e J‘{ * ndo

i —t oo f—t o =+ )
podem ser permutados.

Observacdo. Uma das nossas tarefas a seguir sera a de determinar

b
condicOes para que os simbolos “ lim “e _[ " possam ser permutados.
Al —to a

Exercicios 6.1

1. Determine o dominio da fungao f dada por

fix)= lim f,(x).

n— +oo

Esboce os graficos de f e f.



a) fy(x)=e™

b) fy(x) = ———

| +nx=
nx

c'}_;"”fﬁr]:.f;!.l.'e'_”-r3 ﬂr}_i,r”{_r}z[] __)
n
n 11+ nx2
€) fn(x)= T ) falx)= 1'.; .
g) falx)= - jxrj h) fo(x) = E,—rr.vr3

2. Sejaf,n =1, uma sequéncia de fungdes definidas em A. Seja B C A.
Suponha que, para todo x € B e para todo € > 0, existe n, (que pode

depender de e de x) tal que
n=ngem>nyg=1fy(x)— fp (x)<e

Mostre que existe f: B — R tal que, para todo x € B,
li _
pms e (%) = (%)

(Sugestdo: Utilize o critério de Cauchy para convergéncia de
sequéncia numeérica.)

6.2. CONVERGENCIA UNIFORME

Quando dizemos que a sequéncia de fungdes f converge a f em B, isto
significa que, para todo x € B e para todo € > 0, existe n, (que pode

depender de x e de €) tal que

n>n,=|f )~ f(x)] <e.



Pois bem, quando acontecer de o n, s6 depender de €, diremos que a

convergéncia é uniforme.

Definigao. Seja f uma sequéncia de fungdes definidas em A e seja
f: B — R, com B C A. Dizemos que a sequéncia de fungdes f
converge uniformemente a f em B se, para todo € > 0 dado, existir
um natural n, (que s6 dependa de €) tal que, para todo x € B,

n>n,=|f ()~ f(x)| <e.

OBSERVACAO IMPORTANTE. Segue da definicio acima que se a
sequéncia de fungdes f convergir uniformemente a f em B, entdo, para todo

x € B, a sequéncia numérica f (x) convergira a f(x), isto €,

fy = 1m f (x),x €B.
A condicdo “para todo x € B,
n>n = |f, (0 - fx)| <€
é equivalente a “para todo x € B,
n>n,=f(x) e <f(x) <f(x) + "

Assim, a sequéncia de fungdes f converge uniformemente a f em B se,

para todo € > 0, existir um natural n, (que s6 dependa de ¢) tal que, para



todo n > n,, o trecho do grafico de f, correspondente a x € B, permanecer

dentro da faixa determinada pelos graficos das funcoes y = f(x) —eey =f
(x) +€, comx € B.

y=rfix)+ e

]

% {

EXEMPLO 1. Considere a sequéncia de fungdes f, n > 1, onde f, (x) = X/,

e seja f (x) = 0 para x € [—%%] Prove que a sequéncia de fungdes f
. I 1

converge uniformemente a f em [— 7 E]'

Solugdo

Precisamos provar que, para todo € > 0 dado, existe n, (que s6 dependa

de €) tal que, para todo x € [— é é]

n>n =[x -0|<e.
Temos

g n
Iﬂﬁlﬁuwﬁﬂu.
2 2)



n ]
Deste modo, para se ter | x | < e, para todo x € [—% %], basta que [%J <eE.

i

~ 1" ,
Tomandose, entdo, n, tal que [—) < € (observe que tal n  s6 depende de €)
2 0

resulta
n>n =|x|<e
para todo

-t
b A 2!'2

A . 1 1
Portanto, a sequéncia dada converge uniformemente a f em [— 7 E]'

H o o _
x™ (n fmpar) y=0-¢
| |

EXEMPLO 2. A sequéncia f, n > 1, onde f (x) = X', converge
uniformemente a f (x) =0 em ] — 1, 1[? Por qué?

Solugdo



Para todo n > 1, existe x €] — 1, 1[, tal que
xh = L

lim

pois - x" = 1. Deste modo, ndo existe n, tal que, para todo x el-1,1],

< x" <0+ l

”'h:"”ﬂ — ﬂ—l
4 4

Segue que a sequéncia dada ndo converge uniformemente a f (x) =0 em ] —
1, 1[.
Observe que, paratodo x €] — 1, 1,
li _
rJ—I}IEI fn(x) =0.

Deste modo, a sequéncia de fungdes f (x) = x" converge, em ] — 1, 1[, a

funcao f(x) = 0, mas a convergéncia ndo é uniforme.



EXEMPLO 3. Seja a sequéncia f , n > 1, onde f (x) = n sen %

a) Verifique que tal sequéncia converge em R a funcdo f(x) = x, mas nao
uniformemente.

b) Prove que a sequéncia converge uniformemente a f (x) x em [ — r, r],
onde r > 0 é um real dado.

Solugdo
a) Para todo x real,

, X
lim msen—=x= f(x).
n—s+x n

(Veja Exemplo 2 da Secao 6.1.)

Se a convergéncia fosse uniforme, dado € > 0 existiria n, (que s6 depende

de €) tal que



X

n>=ng = |x —n sen —|<E€.
n
para todo x real. Como, para todo n > n,
. X
lim |x—nsen —|=+%
r—+ n

resulta que a convergéncia nao é uniforme.
b) Vamos provar, inicialmente, que, para todo natural n > 1, a funcao

X
hix)=x—nsen—
n

é crescente em [0, +oo[. De fato,
1} '1.
h(x)=1—cos;20

para todo x > 0. Logo, h é crescente em [0, +oo[. Segue que, para todo x &
[0, r],

. X r
O=x—nsen—=r—nsen—.
n n

Como

. r
lim |r—nsen— =10
n—to n/

dado € > 0, existe n tal que

.
F—nsen —|=<e€.

n

n= ng =

Segue que, para todo x € [ -, r],



x|
X — 7 sen —| < €.

n

n= ny =

Portanto, a sequéncia converge uniformemente a f (x) = x em [ [- 1, r].
(Tente enxergar este fato graficamente.)

Exercicios 6.2

1. Paracadan=>1,sejaf (x)= % -
RX=

a) Determine o dominio da funcao f dada por

fixy= lim fy(x)

b) Esboce os graficos de fe das f .
¢) f,n=1, converge uniformemente a fem ]0, +oo[? E em [1, +oo[?

n

2. Paracadanz1,sejafn(x)=1+x+x2+...+x.

a) Qual o dominio da funcao f dada por

fix)= lim f (x).
n—s 4=
b) A sequéncia f, n > 1, converge uniformemente a f em [0, 1[? E

em [0, r],com0<r<17?

3. paracadanz>1,sejaf (x) = m.;_ [

a) Determine o dominio da funcao f dada por



foo = m_f ().

b) Esboce os graficos de fe das f .
c) A sequéncia f, n > 1, converge uniformemente a f em ]0, +oo[? E

1
EIITI|?~ +0c[?

Para cadan > 1, sejaf (x) =narc tg %

a) Determine o dominio da funcdo f dada por

fx)y= lim f,(x)
n— +oo

b) Mostre que f, n > 1, converge uniformemente a f em [ — r, r],

onde r > 0 é um real dado.

c) Mostre que a sequéncia f ndo converge uniformemente a f em R.

Para cadan > 1, sejaf (x) = ;“_ x Consider a funcao f dada por

nx

filxi= lim f,(x).
n— o

a) Esboce os graficos de fe das f .

b) f,n =1, converge uniformemente a f em R? E em [a, +oo[, com «
> 0°?

nx

Para cada n > 1, seja f» (x) = ——=—. Considere a funcdo f dada por
1+ n<x

(x)=lim (x)
! n— += In

a) Esboce os graficos de fe das f .

b) f converge uniformemente a f em [0, 1]? Justifique.



(Sugestdo: Verifique que o valor maximo de f em [0, 1] tende a

+ooquando n tende a +.)

c) Verifique que

N |
Jf lim f,(x))dx# lim ﬂfl.J[.l'}ld.r.

0 pn—+wx n—s +o 0

7. Mesmo exercicio que o anterior onde f, n > 1, é dada por f (x) =

- 2

nxe nx.

6.3. CONTINUIDADE, INTEGRABILIDADE E
DERIVABILIDADE DE FUNCAO DADA COMO
LIMITE DE UMA SEQUENCIA DE FUNCOES

As demonstracOes dos teoremas que enunciaremos a seguir serao feitas na
Secdo 6.5. Consideremos a sequéncia de fungdes f (x) = x". J& vimos que

m £ =f(x)

onde

| sex=1.

f[n:{ﬂ se—1="x=1

Observe que cada f, € continua em x = 1; entretanto, f ndo € continua neste

ponto.
Seja f uma sequéncia de fungbes que converge a f em B. O proximo

teorema fornecenos uma condig¢do suficiente para que a continuidade das f,



se transfira para a f.

Teorema 1. Seja f uma sequéncia de funges e seja f: B - R
dada por

f(x)= lim f, (x).

n— +u

Suponhamos que f convirja uniformemente a f em B. Nestas
condigdes, se cada f for continua em x, € B, entdo f serd, também,

continua em X,

Observacoes
1. Segue do teorema acima, se cada f for continua em B e se a sequéncia f_

convergir uniformemente a f em B, onde f : B — R, entdo f sera continua
em B.
2. Sejaf:B — mdadaporf(x)= !m f (x) e seja x, € B. Se cada f, for

11—+
continua em x, e se f ndo for continua neste ponto, entdo a convergencia

de f a fndo € uniforme.

O préximo teorema fornece-nos uma condicdo suficiente para que os

, rh
snnbolosJ e lim possam ser permutados.
i

n—s +o=

Teorema 2. Seja f: [a, b] — R dada por

fe)=,1m f )




onde cada f € suposta continua em [a, b]. Nestas condigdes, se [

convergir uniformemente a f em [a, b], entao

b b
J fi(x)yde= lim | f, (x)dx
a

n— o

ou seja,

b b
[ im f,(x)]dr= lim [ (X)dx.

a n—+oo n—t+wdg

Observacoes:

Pode ser provado que o teorema acima continua valido se a hipotese “f
continua em [a, b]” for substituida por “f integravel em [a, b]”.
Sejaf:[a, b] - r dadaporf(x) = i‘fr_ f (x) onde cada f ¢é integravel
em [a, b]. Se

b b
f(x)dx# lim [ Jn (X)dx

i n—t+x g

entdo a convergéncia de f a f ndo € uniforme em [aq, b].

O préximo teorema fornece-nos uma condicdo suficiente para que os

; d '
simbolos € l_l}'fr possam ser permutados.
ax .

. A . ~ 1
Teorema 3. Seja f uma sequéncia de fungdes de classe C' no

intervalo I e sejam f e g funcdes de I em R dadas por

feo=,1m f




g(x)= lim f,(x)

n—+=

Nestas condigdes, se a sequéncia de fungdes f, convergir
uniformemente a g em I, entdo, para todo x € I,

f(x)=g )
ou seja,
/ e .
lim f,(x)| = lim f, (x).
\n — +o0 ] i — o

Observe que no teorema anterior ndo se exige que f convirja

uniformemente a f ; 0 que se exige € convergéncia uniforme de f,agem I.

Exercicios 6.3

nx

1. Sejaf:r - rdadaporf(x)=, E}'EI T Utilizi?do o Teorema 1,

mostre que a sequéncia de fungdes f (x) = SN2 1, ndo
nx=

converge uniformemente a f em R.

(Sugestdo: Utilize a Observacao 2 que vem logo apos o Teorema 1

desta secdo.)

2. Deé exemplo de uma sequéncia de fungdes f , sendo cada f, continua, e

f dada por



f(X) - rJl—iT:r: fn (X)’
também, continua e tal que a convergéncia de f a f ndo seja uniforme.

Dé exemplo de uma sequéncia de fungbes [, sendo cada f

descontinua em todos os nimeros reais, e tal que f: B — R dada por f

x) =, l_i}'fx f (%), seja continua.

2

Seja fdada por f(x) = M pxe .

n—s+

1 1 9
CI) Calcule [{} fix)dr e lim [ nxe ™7 dx.

—+ *"[]'
b) Utilizando o Teorema 2, mostre que a sequéncia f, onde f (x) =

_ 2 o .
nxe nx, nao converge uniformemente a f em [0, 1].
Dé exemplo de uma sequéncia de fungdes f, tal que se tenha

b rb
f(x)de=lim Jfrri-ﬁdx
i a

n—stx

onde f (x) = , i‘fx f (x), mas que f ndo convirja uniformemente a f

em [a, b].

Para cada n > 1, seja f (x) = 1 sen nx. Verifique que f converge
i

uniformemente, em R, a fungdo f dada por f (x) = | E}'EI f ). E

verdade que para todo x, ' (x) = E}'Ex fn (x)? Este resultado estd em

contradicao com o Teorema 3? Explique.




6.4. CRITERIO DE CAUCHY PARA
CONVERGENCIA UNIFORME DE UMA
SEQUENCIA DE FUNCOES

Critério de Cauchy. Uma sequéncia de fungbes f converge

uniformemente, em B, a funcdo f: B — R dada por
feo=1m f )

se, e somente se, para todo € > 0 dado existir um natural n tal que,

quaisquer que sejam os naturais n e m e para todo x € B,

n=ngem>=ny= |f;.~ (x) — fm (x)|<e.

Demonstracgdo

Suponhamos que f converge uniformemente a f em B. Isto significa que,

para todo € > 0 dado, existe n tal que, para todo x € B,

n=ng = |f,,~ (x)—f [_1'}|| <

ta | m

Como

IF.0) = £, QI <, ) = f)l + [f, () — f)]

resulta que, para todo x € B,



n>nyem>n = f (x) - f,0)] <e.

Suponhamos, agora, que para todo € > 0, existe n, tal que, para todo x €
B,

\

-
<

n=nyem>=ny= |‘,|*]; (x)— fm (x)

| o=

Segue dai que, para todo x € B, a sequéncia numérica de termo geral f (x)

é uma sequéncia de Cauchy. Assim, para cada x € B, existe um nimero f
(x) com

fx)= lm f,(x)

n—» o

Vamos mostrar que a sequéncia de funcGes converge uniformemente a f em
B. Fazendo em (1) m tender a +oo resulta que, para todo x € B,

\ . [ 3
n=ng=|fy () —f ()< - <e

ou seja, f converge uniformemente a f em B.

6.5. DEMONSTRACOES DE TEOREMAS
Demonstracdo do teorema 1
Precisamos provar que dado € > 0, existe 6 > 0, tal que, para todo x € B,

[x = x| <8 =f(x) — fix)| <e.



Como, por hipotese, f converge uniformemente a f, dado € > 0, existe um

natural p, tal que, para todo x € B,

0 |fﬁ' (x)—f [_1']||-::€?
e, em particular,

E
@ |.fp (xp) —ff-‘t’:):l|"~i 3

Da hipétese de cada f ser continua em x_ resulta, em particular, que f é
n 0 p

continua em x,. Dai, existe 6 > 0 tal que, para todo x € B,
© ‘_1-__1-(]‘;3:»“!1 [_x':l—fpf_ri;.}|-::%.
Por outro lado, para todo x € B,
FGO—Fe) =1 = £, +F, () = f, (x) * , (%) = {(x,)
e, portanto,
FGO = FO < IF ) — £, QL+ I, 00 = F, (k)] + I, (%) = F(x,)
De (1), (2, (3) e da desigualdade acima resulta que, para todo x € B,

- . _E
X —.T()|':b:‘* |f{.\'] — f[."['.[].:l < ? +

| m

E
+ —=¢€. ]
3

Demonstracdo do teorema 2

Precisamos provar que dado € > 0, existe um natural n tal que



b b
J o (x)dx —J fix)dx
a i

T

< E,

@ n= ny =

Da hipotese e do teorema anterior segue que f é continua em [a, b];
logo, integravel em [a, b]. Temos

b b b _
f”{.x'}rir—j fix)dx *I |frr (x)—f {.1'}|d.:r.
a a a

®

Como f converge uniformemente a f em [a, b], dado € > 0, existe um

natural n tal que, para todo x € [a, b],

® n>ng =|fulx)—fx)|=

b—a

De (5) e (&) segue (4).

Demonstracdo do teorema 3

Seja x, € I, com x, fixo. Para todo x € 1,

]

X X,
J g(H)dt=lim J fo(t)ds

.T{:I n—t+x .Tf{:l

pois, por hipotese, f' converge uniformemente a g no intervalo de extremos
X, € x (estamos usando aqui o teorema anterior e a hipdtese de f° convergir
uniformemente a g em I). Como
=X

J f;.r (1) dt = fp (x)— fu(xp)
Xy



resulta

I

j e()ydi= lim [f, (x)— f, (x)]=f (x)— f (x0).

X i — +oo

0

ou seja,
X
f(x)=f(xp)+ j gl(t)dt, xel.
.T[]

Como g é continua em I (por qué?), pelo teorema fundamental do calculo,

f(x) =g(x)

para todo x € 1.



7

SERIE DE FUNCOES

7.1.  SERIE DE FUNCOES

+
Uma série de fungdes € uma série ¥ f,, onde cada f € uma fungdo.

=

+a0
Dizemos que a série ¥ f, converge, em B, a funcdo s: B— R se, para cada
n=10

X € B,

+oo
s(x)= X fp(x)
n=10

o que significa que, para cada x € B,

"
s(x)= lm X fi(x).

n—+o k=

+ o
A funcdo s = s (x), dada por s (x) = ¥ f,(x). denomina-se soma da

n=10
e

série ¥ f,. (Quando nos referirmos a fungao s = s(x) como a soma da série

n=10



oo
Y f, ficara subentendido que o dominio de s = s(x) é o conjunto de todos

n=1
oo

0S X para os quais a série ¥, f, (x) converge.)
n=1>0

EXEMPLO. Ja sabemos que, para todo x, com | x | < 1,

+ o I

E xf .
n=~0 | —x

-+ oo

Assim, a série ¥ x" converge, em ] —1, 1[, a funcdo s (x) = 1
n=10 —x
(Estamos convencionando aqui que 0° = 1.)

7.2. CRITERIO DE CAUCHY PARA
CONVERGENCIA UNIFORME DE UMA SERIE
DE FUNCOES

+oo
A série de fungdes ¥ f; converge uniformemente, em B, a funcdo s:
=0

B— R se, para todo € > 0 dado, existir um natural n, tal que, para todo x €
B,

fn

Y fi (x)—s5(x)

n=fp = < E,

Vamos, agora, reenunciar para série de funcGes o critério de Cauchy
para convergéncia uniforme de uma sequéncia de funcées. (Veja Secao 6.4.)



Critério de Cauchy (para convergéncia uniforme de uma série de
- o
fungbes). A série de funcoes X fi converge uniformemente, em
k=0
+o '
B, afungdo s (x) = X f; (x)se, e somente se, para todo € > 0 dado,
k=0

existir um natural n_ tal que, quaisquer que sejam os naturais m e n
e para todo x € B,

m il
m>n>n =X fr(x)— X fi(x)|<e
- ::I b :'

Observe que

i n

Y (0= X fif(0)=fre1 )+ frio (x)+ .+ [ (x).
k=0 k=0

7.3. O CRITERIO M DE WEIERSTRASS PARA
CONVERGENCIA UNIFORME DE UMA SERIE
DE FUNCOES

T o

Critério M de Weierstrass. Seja Y f, uma série de funcoes e
k=0
-+ 20

suponhamos que exista uma série numérica ¥ M; tal que, para
k=0
todo x € B e para todo natural k,

|ﬁ.‘f-”| =M.




+oo

Nestas condigoOes, se a série ¥ M, for convergente, entdo a série
k=0

+ 0

oo
Y f; convergira uniformemente, em B, a fungdo s (x) = ¥ fi(x).
k=0 k=0

Demonstragdo

+ oo

Sendo, por hipotese, ¥ M; convergente, pelo critério de Cauchy para séries
k=0

numéricas, dado € > 0 existe um natural n tal que, quaisquer que sejam os

naturais m e n

=

@ m=n=nyg= M, +! ”4_2"—..."—4”.,”

Temos, para todo x € B e para todos m e n,comm >n>n,,

m n

Y filx)— ¥ fi(x)
k=0 k=0

f:r—]'[-”|_

o+ 1)+ fat2(x)+. + fm{_:;';| =

-
—=

In —.ZH}| T +|fm'[-ﬂ|
e, portanto, de (1) e da hipdtese segue

m n
Y )= X fr(x)
k=10 k=10

"-_'-‘:.1” Mﬂ'l‘j +...+;M”.! 'f":..f.

n+1 "

Logo, pelo critério de Cauchy para convergéncia uniforme de uma série de
oo

fungoes, resulta que a série ¥ f; converge uniformemente, em B, a funcdo
k=0

40
s(x)= X fr (x).
k=10




EXEMPLO 1.

N
e ‘. ©osenkx .
a) Verifique que a série ¥ ———— é uniformemente convergente em R.
e __i sen kx
b) Mostre que a fungdo s (x) = ¥ —— € continua em R.
k=1x" +k

Solugdo

a) Para todo x e para todo natural k > 1

| sen kx |_:: 1
|.rj' + k4 | kA

—+00

- - 1 s
A série numérica ¥ o é convergente. Segue do critério M de
k=1Kk

Weierstrass que a série dada converge uniformemente em R a funcao

T senkx
s(x)= _.
(%) ;;E] x4+ i

b) Para todo x € R,

s(x)= lim s,(x)

l— T

n
sen kx
onde s, (x)= ¥ ——
. k=1 xt +k*

fungbes s (x) sdo continuas em R, segue, do Teorema 1 da Segdo 6.3, que s

. Como a convergéncia é uniforme em R e as

= s (x) é continua em .

EXEMPLO 2.



00

. pe - 1 . N
a) Verifique que a série ¥ g converge uniformemente, em R, a
k=1X" Tk~

funcao
o |

W= T

b) Justifique a igualdade

"l( ; EC 1 1
s(x)dx= —arc tg —.
JD? x) dx j;=]kar|. gk

Solugdo

a) Para todo x € R e para todo natural k > 1,

r- + k- k=
1, s .
Como ¥ Y. é convergente, segue do critério M de Weierstrass que a
k=1k=
série
T
k=1 x2 4+ k2

converge uniformemente, em R, a funcao

T 1
s5lx)= z —_—
k=1x" +k~
b) Para todo x € R,
- 1
six)= 2 e
k=1x"+k~

Isto é,



s(x)= lim s,(x)

fl— 110

f

onde s, (x)= X PR Como a convergéncia é uniforme em R, segue
k=1x"+k°

que a convergeéncia é, também, uniforme no intervalo [0, 1]. Como as s_sdo

continuas em [0, 1], resulta, do Teorema 2 da Secdo 6.3,

1 1
I s(x)dv= lim I Sy (x) dx.
] ]

n—+=

De
1 n | 1
j Splx)de= % ———dx
(] k=140 x4+ k~
segue
I ) norl 1
[ s(x)de= lim ¥ ——dx.
<0 n—+om =170 x=+k*
Mas,
jl ;dr—lam tf*l[‘-'eriﬁ ue)
0 x2+k2 &k “k que).
Logo,
I d E.C | 1
six)dx= — arc tg —.
J{] =1k g k
[ |
~ . 7 . +:.: ’7 .
Observacdo. Sempre que dissermos que a série Y. f; é uniformemente
k=10

convergente em B, isto significa que a série converge uniformemente, em B,
a funcao



s(x)= X fi (x).
k=0

Exercicios 7.3

Verifique que a série dada converge uniformemente no intervalo
dado.

+ oo x

a) ¥ ————=-em|[—rrl.r=0.
k=1 x2+k2 | ]
+an k

by ¥ —em|[—r.r],r=0.
k=1 k!

el ¥ 2k ok em [—r. r]l.com 0 <r<<—.

ok

2k +1

em |[—r.r].com0<r<].

+oo
d)y X
k=1

Mostre que a funcdo s = s (x) dada por s(x)= ¥
k=1 x2 +#?

cos kx . ,
e continua

em R.

Seja s = s (x) dada por s (x) = _ZJ (k+1)x*. Prove que, para todo t € ]
k=1

-1, 1],

A

f 2
[fscods -
0 1—1¢

Conclua que, para todo x € | -1, 1],

+oo

¥ (k+1Dx

ko Z.r—.rz
= 1-x?



+oo
Suponha que ¥ s é uniformemente convergente em B a fungdo
k=1

—+00

s(x)= ¥ fi (x). Seja g: B~ R tal que, para todo x € B, |g (x) < M,
k=1

-+ o0
onde M > 0 é um real fixo. Prove que ¥ gf; converge
k=1

uniformemente em B a funcao h (x) = s (x) g (x).

Seja a,, k > 1, uma sequéncia numérica dada. Suponha que a série
+on
Y a;, C€os nx convirja uniformemente em [ -m m]. Seja

n=1
oo

F(x)= X ay cosnx, x € [—m, «]. Prove que, para todo natural k > 1,

n=1

i
[ Fix)cos kx dx.

I
ag :;
¥

Sejam a, k > 0, e b, k > 1, duas sequéncias numeéricas dadas.

Suponha que a série

a
a0 ¥ |a, cos nx + b, sen nx]
£ n=l1

convirja uniformemente em [-m, 1]. Seja

ay 1T
Fix)= -t Y [a, cosnx + b, sen nx].
= n=1

Prove que

I = .
a =— [ F(x)cos kx dx, k =0,

¥

W™
by =Lj F(x)sen kx dx, k =1,
W W=



7. Seja f definida e integravel em [-m, m]. A série

-+ 100
ap
—+ ¥ | [a, cos nx + by sen nx].

onde
1 7
an =— [ fix) dx,
TT i-_'iT
™
dy =— [ fix)cos nx dx,n =1,
W ~—m
e

1 ™
by =— I flx)sen nx dx, n=1,
T =g

denomina-se série de Fourier de f. Os numeros a,n>0eb ,n > 1,

sdo os coeficientes de Fourier de f. Determine a série de Fourier da

funcdo dada e verifique que a série obtida converge uniformemente
em R.

s
a)flx)=x",—w=x=w
.’J-}_f{.r]=|.r|.—ﬂ'"-=.-'._r-='.:.ﬂ'
Tty se—mwm=x<10
c) flx)= } )
: 7m—x sel=x=qg

8. Sejaf (x) definida e de classe C* em [, n]. Para cada natural n > 1,
seja
agp = jﬂ fix)cos nx dx.

-

a) Verifique que, para todo natural n > 1,



el
ap = —l1 {[f'(m)— f'(—m)] cos nar —J f"(x) cos nx dx}.
n- -

b) Prove que a série

4o

Y ap cosnx
n=1

é uniformemente convergente em R.

7.4. CONTINUIDADE, INTEGRABILIDADE E
DERIVABILIDADE DE FUNCAO DADA COMO
SOMA DE UMA SERIE DE FUNCOES

Nesta secdo, vamos reescrever, em linguagem de série, os teoremas da
Secao 6.3.

Teorema 1. Seja s: B — i dada por

+x:
s(x)= X fr(x).
k=10

=+ 00

Se a série de fungbes ¥ f; convergir uniformemente a s, em B, e
k=0
se cada f,_for continua em x, € B, entdo s sera continua em X,

Demonstragdo



f(x)= lim s,;(x)

n—+o

onde

n
In {I.I = E— f_ﬁ' f.‘.—_}.

Como a convergéncia € uniforme em B e como cada s € continua em x,,

segue do teorema 1 da Segéo 6.3, que s = s (x) é continua em x,.

Teorema 2. (Integracdo termo a termo.) Seja s = s (x), x € [a,
b], dada por

s(x)= X fi (x).
k=10

~+ oo
Se cada f, for continua em [a, b] e se a série kzﬂ fi (x) convergir
uniformemente a s em [a, b], entdao

+ b

b
J s(x)de= X | fi (x)dx
a k=0va

ou seja,

b = +=
J Y fix)lde= X | fi (x)dx.
al k=0 k=0+a




Demonstragdo

n
s(x)= lim X fi(x)

n—+% k=0

n
Como a convergéncia é uniforme em [a, b] e cada s,(x)= X fi(x) é
k=0
continua em [a, b] segue do Teorema 2 da Secao 6.3 que

sl Bl n n b
J s(x)dx= lim j [ 2 i (.r}l}d_x: lim X | fi (x)dx,
a k

n—+mJal g=0 n—+xf=0va

ou seja,

)

J s(x)dx= J f;l (x) dx. ]
i i

k=0

O Teorema 2 conta-nos que se cada f, for continua em [a, b] e se a série

4o

. . ~ 7 h +x
Y fi convergir uniformemente em [a, b], entdo os simbolos [ e X
k=0 ‘a k=0

poderao ser permutados:

p[ +e=
j{z fk(_xlm— Y infx ) dx.
a g a

c=10 k=0

Teorema 3. (Derivagcdo termo a termo.) Seja s: I - R, I
intervalo, dada por

s(x)= X fi (x).
k=10

4o
Se cada f, for de classe C em I e se a série ¥ f convergir
k=0
uniformemente em I, entdo, para todo x € I,




+=
s (x)= X fi(x)
k=0

ou seja,
+oo

{ ) fn.x-:l] = ¥ fr(x).
k k

=0

Demonstragdo

Fica a cargo do leitor.

EXEMPLO. Seja s = s (x) a funcdo dada por

+=m .
s(x)= Y !-,en;h
k=1 Kk
a) Qual o dominio de s?
b) Justifique: para todo x real,
to g
S)= Y L.th._l _
k=1 k-

Solugdo

a) Para todo x e todo k> 1,

1

R

sen kx
I 3



Segue que a série converge absolutamente para todo x; logo, a série
converge para todo x. O dominio de s = s (x) é R.

= rsenkx) T coskx
b S [ ] _ 3 |
k=1l K3 k=1 k2

Para todo x real e para todo k > 1,

coskx| 1
o e
AT : (. 2 coskx
Segue do critério M de Weierstrass que a série ¥ ——— cos converge
k=1 k-

uniformemente em R. Pelo teorema sobre derivacdo termo a termo,

r

E Sﬁll}ﬂ'_‘{'] _ —z:r [-senj;r }
k=1 k k=1\ k=

ou seja,

Exercicios 7.4

1. Prove que a funcao dada é continua no conjunto B dado.

+: o3
a) flx)= % coa;r.r .B=R

n=1 0N

+ao
b) f(x)= ¥ CB=[I, +o0]
n=0 2™
oo n_.n
Ofx= 3 25 B-R

n=0 n!



Seja fi(x) = _2 sen —-. Justifique a igualdade
n=1 o

: = 2 1
j fix)de= X n | 1—cos— |
0 2

n=1 nJ

oo '{'”
Seja fix)= ¥ —. Verifique que

n=0 n!

X
L} flx)dt= f(x)—1.

Seja fix) = _E 5 *_ Justifique a igualdade

n=1x"+n"

| | o= R
j flx)di=— ¥ ]n[l—
0 2

1
— |
n=1

ne

TG0
. X s . s .
Seja fix)= I arctg —. Mostre que a serie numerica
n=1 n-

too I n? 1
¥ a_rctg———]n[1+—,J
n=1 ng' 2 .H4_

, 1
e convergente e tem por soma j J(x)dx.
0

Considere a funcao f dada por

4+ n—1

fo= ¥ 1=

n=1 n"

a) Qual o dominio de f?
b) Mostre que f é continua.
c) Justifique a igualdade:



4 oo A

1
(x)dx= — .
J—]‘f ) RE{}{EE:+]':4

d) Prove que, para todo x no dominio de f,

4o n—72

fllx)= X

_"u
n=1 n

in—1lix

7.5. EXEMPLO DE FUNCAO QUE E CONTINUA EM
R, MAS QUE NAO E DERIVAVEL EM NENHUM
PONTO DE R

Seja g: R — R a funcdo que satisfaz as condicGes:

N — x sel=x=l
) 8(x)= {2—.‘( se l<x=2

b) paratodo x € B, g (x + 2) = g (X).

A condicdo b nos diz que g é periddica, com periodo 2. Observe que,
para todo x, |g (x)| < 1.

Para cada natural n, seja



n
fu (2) ] 2(47x), xER.

I
—_——,
| u

Assim,
f, ) =g (x);

3
i {.x‘}=1g (4x);

2 (x) =[§]H g (42 x)etc.

Faga vocé o grafico de f, + f, + f, e imagine os graficos de f +f +f + ..+
f,paran>3.

Nosso objetivo a seguir é provar que a funcao f dada por

R 3 "
flx)= % (—] g (4" x)
n=0\4

€ continua em R, mas ndo derivavel em nenhum ponto de R. Para todo x
real e para todo natural n,

-3 \,IH
[i- g(4"x)

3 \,I."f
Y h {Ii |

B R ‘. . ~ 3

Como ¥ (—] é convergente (série geométrica com razao n < 1), segue do
n=10 '

critério M de Weierstrass que a série

P



=3y n
O] o4
~ [4J gla x)

n=10

é uniformemente convergente em R e como, para cada

31" ; y ~
fp(x) = [ﬂ g (4" x) é continua em R, resulta que a fungao

n
] g (4" x)

. | (%)

fo=3 [

n=10

é continua em R.
Seja, agora, x € R. Para cada natural m, existe um inteiro k tal que

k<4"x<k+1.

Dai,

ka"<x<(k+1)4 ",
Sejama =kd4-mef = (k+1)4-n. De — o =4-nresulta

lim  (By —ay)=0.
m—s -+

Mas, para todom, a_<x <[ ; logo,

lim ap=x= lim B,.

M —s 5o M — 4+

Vamos provar a seguir que

: | f(Bm)— flay) |:
lim

m—+= Bm —am |

n’



0 que mostra que f ndo é derivavel em x. (Se f fosse derivavel em x,
deveriamos ter

lim J(Bm) — flay) —

m —s +oe Bm —

£100).

Confira!) Temos

4 o d

_ 33\" o
fBm)— flam)= X (I] [Hf‘tﬂﬁrrri_?f'jfﬂum:']-

n=10

Paran > m,
4'B —dnot =4n (B~ )=4n-m,

que é multiplo de 4; dai

g@4'B)-g@a)=0,
pois g é periodica com periodo 2. Paran = m,

4'B =k+ledna =Kk,
dai

9(4"B,) —g(4nax )= 1.

Para n < m, ndo existe inteiro entre| 4" f e 4" a_(verifique); logo,

19(4'B ) — g(4" a )| =4""". (Pense!)



Segue que

m 3N
f(Bm)— flag)= ?D [I) [5’{4” Bm)— :-3{4" am )],

dai

3 m m—1 3 n
ffﬁml—ﬂamh[z] (e (4MBy) — g (4Mary)]+ 3 [—] [8(47B) — g(4atp)].

n=10

Do que vimos acima resulta

3" ! 3 Y n—m
|f{.‘3m]_f(ﬂmj|”[j] - X [—) 4 .

n=0\4
ou seja,
3 m—1
|f‘fﬁm]—f(am)1_&[_] _gqm Y 3m,
4 n=10
Como
mz_l—,}n=3m_l=3m_l
rr=l}_ 3—1 2
resulta
|f(Bm)— flap)|= 1 [i)er I
m m 2\ 2 Wk
e dai

1/3\"
|f(Bm) = flam)| = ;[i] .



Como_—oa =4" resulta

|f|me]—f{f£m?'| = 3" .
Bm — am | -

Logo,

im LB = few)| _

m— 4o Bm —ap

.,



8
SERIE DE POTENCIAS

8.1. SERIE DE POTENCIAS

Seja a , n > 0, uma sequéncia numérica dada e seja x, um real dado. A

série
+oo
2 ay (x —xp)"

=10

denomina-se série de poténcias, com coeficientes a_, em volta de x, (ou
centrada em x,)). Se x, = 0, temos a série de poténcias em volta de zero:

"

oo
n F
a,x =apt+ax+ax +

]

n=

(Estamos convencionando aqui que 0° = 1.)

Eoxh L. A .
3 —— é uma série de poténcias em volta de zero e com

Por exemplo,
1=0 n!

coeficientes g = —.
n:



O préximo teorema destaca uma propriedade bastante importante das
séries de poténcias.

oo

Teorema. Se > g4
n=10

entdo a série convergira absolutamente para todo x no intervalo

aberto | =[x |, [x, |[.

" for convergente para x = x, com x, # 0,

Demonstragdo

+oo
Sendo, por hipotese, 3 a,x{' convergente, segue que

=

lim apx{' =0.

fl— oo

Tomando-se, entdo, € = 1, existe um natural p tal que, para todo n > p,
|anX1n| <1.

Como

A
T

| f";r-‘ﬁ | = | ”;r"']” | 1]

resulta que, para todo x e todo natural n > p,

n
x

|ap” | <
X




+ o= i

Para | x | <[ x, |, a série geométrica X
n=0

X

é convergente. Segue do

4o
critério de comparacdo que 3 a,x" converge absolutamente para todo x,
n=10

com | x| <[x,|.

+wm
EXEMPLO. A série 3 X converge para x = —1. (Observe que para x =

=1 n

—1 temos a série alternada X (—1)# L que ja sabemos que converge.) Pelo
n=1 n

teorema anterior, a série converge absolutamente para todo x € ] -1, 1[.
Para x = —1 a série ndo é absolutamente convergente.

Exercicios 8.1

+o
L. Verifique que a série X 2™ converge para x = —1. Tal série converge

n=>0

absolutamente para todo x € ] —1, 1]? Explique.

+=
2. Considere a série de poténcias, centrada em X, I a,lc—x)"
n=i

Suponha que tal série convirja para x = x, X, # X,. Mostre que a série
converge absolutamente para todo x € ] x, —r, x, + r[, onde r = | x, -

X,|-




8.2. SERIE DE POTENCIAS: RAIO DE
CONVERGENCIA

+ oo
. , . A . " .
Teorema. Seja a série de poténcias 3 a,x". Existem apenas
a={
trés possibilidades:

+ o
I) ou I u”_‘tﬂ converge apenas para X = 0;
=10

I[)ou X g, converge absolutamente para todo x real;

+m
III) ou existe um R > 0 tal que a série I ap" converge
f=1

absolutamente para todo x no intervalo ] — R, R[ e diverge para
todo x, com | x | > R. Nos extremos — R e R a série podera
convergir ou nao.

diverge | converge | diverge
I I
—R R
rd convergir i convergir
oderd convergii podera convergi
ou niao ou niao

Demonstragdo
Seja A o conjunto de todos x > 0 para 0s quais a série converge.

1.°Caso.A={0}



Se a série convergisse para algum x, # 0, pelo teorema da se¢do anterior,
convergiria, também, para todo x € ] - | x|, | x, | [, que contradiz a hipotese

A ={0}. Logo, se A= {0} a série convergira apenas para x = 0.
2.°Caso.A=R, (R, =]0, +oo )
Para todo x real, existe x, > 0 tal que

| x| <x,.

+ot

Como a série X a,x{' é convergente, pelo teorema da secdo anterior, a série
n=10

convergira absolutamente para todo x, com | x | < x . Portanto, a série

converge absolutamente para todo x.
3.°Caso.A# R, eA#{0}

Se, para todo r > 0, existisse um x, > r tal que

+ o
S {H_‘.j'r

n=10

fosse convergente, pelo teorema da secdo anterior, a série seria
absolutamente convergente para todo x (por qué?), que contradiz a hipotese
A # R,. Portanto, se A # R, entdo A sera limitado superiormente; logo,

admitira supremo R:

R = sup A.



Como A # {0}, teremos, evidentemente, R > 0. Sendo R o supremo de A,
para todo x com | x | < R, existe x, € A, com | x | < x,. Resulta, novamente
do teorema da secdo anterior, que a série converge absolutamente para todo
x € [ - R, R [. Fica a seu cargo verificar que a série diverge para todo x,
com | x| > R.

O numero R que aparece no teorema anterior denomina-se raio de
convergéncia da série. Se a série convergir para todo x diremos que o raio
de convergéncia é +oo;: R= +0o, Se a série convergir apenas para x = 0, o raio
de convergéncia € zero.

O préximo exemplo fornece-nos uma férmula para o calculo do raio de
convergéncia de algumas séries.

oo
EXEMPLO 1. Seja a série de poténcias X a

n=10
todo n > p, onde p é um natural fixo. Mostre que o raio de convergéncia de

tal série é

i

' e suponha a  # 0 para

) a
R= Ilim f

l—s +o H”+J

desde que o limite exista, finito ou infinito.

Solugdo

Apliquemos o critério da razdo para a série de termos quaisquer.

. Gp + J-Y” * .
lim |—— |=]x| lim
1 —s +oe apx" n— +=

Ay +1 ‘

{IH



. n +1
Se lim i
n—+=

=0, a série convergira absolutamente para todo x. Neste

ay
caso, o raio de convergéencia € +oo;

R= lim all =4,

A=t | dy g

Gp+ | fy

(Observe que lim
n—+e | dy

‘ =< lim = +40.)

n— tow lfvi'n+]

. +1 s .
Se lim = 4, a serie convergira apenas para x = 0:
n—+=|  dy
. o

R= lim -1-0p

n—+ow | dy 4| '
. fp +1 . . . , . . .
Se lim for finito e diferente de zero, a série convergira

N — to l'.;ll_n

absolutamente para todo x tal que

fp +1

| x| lim

f—tm dy

ou seja, convergira, para todo x, tal que

e divergira para | x | > R.




O raio de convergéncia da série

+oo
-
3 apx
n=>0

onde a # 0 para n > p, é dado pela formula

. a
R= lim |—2—
l— +x= “iﬂ'f'l.

desde que o limite exista, finito ou infinito.

Sugerimos ao leitor estabelecer uma formula para o raio de
convergéncia utilizando o critério da raiz.

+o=
EXEMPLO 2. Determine o dominio da fungdo f dada por f(x) = 3 a"x",

=1

Solugdo

+i-l'3 1 Ve Y A . n . .
b HL.YH é uma série de potenclas com Cln = n . Determinemos seu raio
n="1

de convergencia.

. i . n'
R= lim |——|= Ilim

n—+=| dy 41 n—+= (n+ 1011

Como



resulta

Portanto, a série converge apenas para x = 0. O dominio de f é {0}. Tal
funcao so esta definida para x = 0.

+= af

EXEMPLO 3. Determine o dominio da funcdo f dada por f(x)= 3=

n=0n+2

Solucgdo
+x 1 , .. ~ . 1
3 —— é uma série de poténcias com @, = -
n=0n+2 nt2

Determinemos seu raio de convergencia.

. ip . n+3
R= lim |[——|= lim =1.
n—+=| dyy n—+oe n+2

A série converge para todo x € ] —1, 1 [ e diverge para todo x, com | x | > 1.
Vamos, agora, analisar o que ocorre para x = —1 e para x = 1.

+ oo
Para x = —1 temos a série alternada a 3 (—1)"

n=10 i

que jd sc que ja

+2

sabemos ser convergente.



+ox
Para x = 1 temos a série divergente 3 ] —.
n=0n+21

Conclusao. O dominio de f é o intervalo [—1, 1[.

EXEMPLO 4. Determine o dominio da funcado f dada por

. T n
fix)= ¥ —.
n=0 n"
Solugdo
E o, ‘. N 1
3 —— éuma série de poténcias com a, = —.
n=0 n" n-
Temos

iy

R=lim

H—+=

A+ 1

‘= 1. (Verifique.)

A série converge para todo x € ] —1, 1[ e diverge para | x | > 1. Como

| 1 1
— e X (—-D)"—

+
A o

= 3
n=0 A" n="0 n-

sao convergentes (verifique), resulta que a série converge para todo x €
[-1, 1].

Conclusao. O dominio de f é o intervalo fechado [—-1, 1].



0o
+ !

EXEMPLO 5. Determine o dominio da funcao f dada por f(x) = X —.

a=0 n!
Solugdo
. 1 . 1+ 1)! .
R= Ilim %= lim {ntl) _ lim (n+1)=+w=,
n— 4= | dy 41 n—+= ! n—+o
A série converge para todo x; logo o dominio de f é R.
|
Exercicios 8.2
1. Determine o dominio da fungao f sendo f (x) igual a
+an + L
al % paf by I -
n=0 n=2Inn
+ ! += i
) 3 ™ d) 2
n=0n+1 n=0 n=+3
+= +x \.ﬂ
€) I 2nyn H 3
n=i n=1n"
2. Seja a um real dado, com a > 0 e a ndo natural. Prove que a série
T ala—Dia—2)..{a—n+1) "
X
n=1 n!
converge para | x | < 1 e diverge para | x| > 1.
+o0
3. Considere a série de poténcias S a,(x—x,)" centrada em x, # 0.
n="

Prove que existem apenas trés possibilidades:



I) ou asérie converge apenas para x = X,;
IT) ou a série converge para todo x;
IIT) ou existe R > 0 tal que a série converge para todo x € ] x, — R, x
+ R [ e diverge para | x — x, | > R. Nos extremos x, - Re x, + Ra

série podera convergir ou nao.
(Sugestdo: Faga u = x — x, e aplique o teorema da se¢do.)

4ot

Considere a série de poténcias 3 " Sejad={x=0] liﬂl a " =0].
n=0 R

Prove que o raio de convergéencia da série é o supremo do conjunto A.

Olhando para o Exercicio 4 (e sem fazer calculo!), diga qual é o raio
de convergéncia da série dada:

+= ) +=
al 3 nox" by ET 2n4h
n=1{ n=10
4oz oo 3
. ) n +n+1
)3 pfiyh d I R e
=0 n=0 n"+1

. o
a) Suponha que | x [ <r, r >0, e que '™ @™ =9 Prove que

lim  na,x™ =0
n—+x= )

+ +o
b) Prove que as séries de poténcias I nazr” e I aua” tém o
a=10 n={

mesmo raio de convergeéncia.




8.3. CONTINUIDADE, INTEGRABILIDADE E
DERIVABILIDADE DE FUNCAO DADA COMO
SOMA DE UMA SERIE DE POTENCIAS

+x .
Seja a série de poténcias 3 a,t", com raio de convergéncia R, R > 0 ou
n=10

R = +oo, Vamos provar, inicialmente, que tal série converge uniformemente
em todo intervalo fechado [-r, r], r > 0, contido no intervalo de
convergéncia |-R, R[. De fato, como r € ]-R, R[, a série converge
absolutamente para x = r. Por outro lado, para todo x € [, r] e para todo
natural n,

|ap [ <[a, "]

Pelo critério M de Weierstrass, a série converge uniformemente em [-r,

rl.
+= .
Teorema 1. Seja a série de poténcias I a,X" com raio de
n=10
convergéncia R, R > 0 ou R = +oo. Entdo a funcao f dada por
-
) = 3 n
X)= = d, X
A n=0 "
é continua em |-R, R|.
Demonstragdo

Para todo x € ]-R, R[, existe r > 0, com | x | <r < R. A continuidade de f
+o .

em x segue da convergéncia uniforme de I a,x" em [, r].
n="{



Teorema 2. (Integragcdo termo a termo). Seja a série de
+x 1 . ~ .
poténcias 3 a,x" com raio de convergéncia R, R > 0 ou R = +ox.

=1
+x

Sejafdadapor ()= = 4

n=1

A Entdo, para todo t € ]-R, RJ,

¥

sl ; +S'E sl ,
fixyde= 2 a, x" dy,
JU‘ Jﬂ "

ou seja,

ot te g + 1
J flx)de= X L ——
0 n=0 n+1

Demonstragdo

Fica a cargo do leitor.

Teorema 3. (Derivagcdo termo a termo). Seja a série de
+:¢ 1 . ~ .
poténcias 3 a,x", com raio de convergéncia R, R > 0 ou R = +o.

=1
4+

Seja fafungdodada () = =

n=Ill

A Entdo, para todo x € ]-R, R|,

f




+oc
fllx)= X na,nx
=1

n—l

Demonstracgdo

Veja Exercicio 2 desta secao.

Observacoes

1. Os trés teoremas continuam validos se substituirmos

+a0 ,
S a,x e ]-R.R|

T
=10

por

+m
E {'{H (xr— _'I.'O}L ] ]."u',:] — R"'"I'.D + R [ .
n=1{

+= .
2, Seja a série 3 a,X" com raio de convergéncia R, R > 0 ou R +c0. Seja
n=1{

f dada por

+oc

f{'ﬂ = X a, "".H = 4y + X + s .T: + ...

n=0
Seguindo o mesmo raciocinio utilizado na demonstracdo do teorema 3
(derivacdo termo a termo) prova-se que f admite derivadas de todas as
ordens em |-R, R[ e que



+x
ffx)= 3 na,x""!

n=
i fi—
ffxy= % nin—1a,x 2
n="2
+o .
ff= % nm—1(m—2)a,x" 7 etc.

n=3

+eo i
EXEMPLO 1. Seja a série de poténcias 3 4,%" com raio de convergéncia
n=10
R, R > 0 ou R = +oo, Considere a funcao f dada por

o
fo= 3 ax"

n=10

o)
!

Mostre que, para todo # = 1. a, = .. Conclua que

=+ (#)
fO=fO)+ s f"fﬂ} X,

=1 .

Solucgdo
+eo 1 .
f= 3 a,X"=ay+ax+ax+ ..
n=10

Logo, f(0) = a,. Temos

+x +o
frfx)= % na, X" '=a + 3 na, X"
n=1 ) n=12
4o - 4o
frix) = Equ{n—l]lu”f‘ “=2-la,+ Z?:r{:r—l}u”,r” 2.
.ﬂ=i .rll=.

+ o0

ke — X o . i—k
frm= = n=1).(n k+1)a,x



e, portanto,

I +o I
Y@ =ka + I am—1.—k+1a,x" K
K n
n=k+1

Dai, para todo k > 1, f% = (0) k! a,. Ou seja, {4 (0) = n! a, para todo n > 1;
logo,

(n)
a, = SHN0)
n!
para todo n > 1. Segue que
+x (nl ,
fy=f0r+ 3 f7O) o1
n=1 n!
+= , + eln) |
Observagiio. Sef(x) = I a, (x —xp) . entiof(x) = f(xy) + 3 JTx0) (- x)
n="0 n=1 n!

+x , )
EXEMPLO 2. Suponha que a série de poténcias I a,*" tem um raio de
n=1
convergéncia nao nulo R. Suponha, ainda, que existe r > 0, com r < R, tal

que, para todo x € ]-r, r,

Prove que, para todo n, a_0.
Solugdo

4oz
Seja f(y) = HED a, " Segue da hipotese que f(x) = 0, para todo x € -,

r[. Entdo, f (0) = 0, para todo n > 1. Como a, = f(0) = 0, segue, tendo em



vista o exemplo anterior, que a_= 0 para todo natural n.

+ .
O exemplo anterior conta-nos que se 3 a,%" for identicamente nula
n=1i

num intervalo ]-r, r[, entdo todos os coeficientes a_terdo que ser nulos. Ou

seja:

4+
3 a, M'=0em]—-rr[ (r=0)
n=10

é equivalente a

a_ = 0 para todo natural n.

EXEMPLO 3. Determine uma solucao da equacao diferencial

| =]

yV4+axy=0

que satisfaca as condicdes iniciais y (0) =1 ey’ (0) = 0.

Solugdo

Tentemos uma solucao do tipo

+ oo
vix)= % a,x
n=>0

A



onde os a_sdo coeficientes a serem determinados. Sendo y = y(x) solugdo de

(1) a série de poténcias deve ter um raio de convergéncia nao nulo R. Temos

+o

1—“!

V)= I (n—Dana,x"" "
n=12

Como estamos supondo que y = y(x) € solucao de (1), devemos ter, para todo
X E ]_R: R[’

+m= +x

% (n=1Dna, X' 4x 3 a, K'=0
n=2 n=10
ou
+oe 1 St .
S m+Dn+2a, "+ 3 a, =0
n=0 n=1
ou ainda
+:¢ 1 +:¢ ¥l
1+-2a, + zl (n+1)in+ 2ya,4,x + 2] a,_ X" =0.
n= n=

Dai, para todo x € ]-R, R|,

+:
1:2a,+ 3 [(n+D(n+2)aups +a,_ 12" =0.
n=1

Pelo exemplo anterior, todos os coeficientes deverdo ser nulos.
Devemos ter, entdo, para todon > 1,

[ax =0
1{H+I}{ﬂ+2}{?n+j +a, -1 =0.

Portanto,



|'Hg =)

— _I --,"'_]I

1:;,, = a, 3. n=3.
nin—1)

De y(0) =1 ey (0) = 0 segue que a, = 1 e a, = 0. (Observe que y(0) = a,

ey' (0) = a,.) Segue que os unicos termos diferentes de zero sdo os da forma

a,,n> 1. Temos, paratodon > 1,
3n

(—1)" )
23p = - . — a0, Terifi :
> nBn—D3n—33n—4)...3-2 : (Verifique.)

Tendo em vista que a, = 1,

[_ ].:l.h'
3n = =1,

mBn—D(3n—33n—4)...3-2
Assim,
- T {_I}” ;fi!
) yvix)=1+ X - - X
= a=13nBn—00Cn—-—33n—-4)...3:2

Fica a seu cargo verificar que a série acima converge para todo x.
(Sugestdo: Faca x° = u e verifique que a série obtida converge para todo wu.
Ou, entdo, aplique diretamente o critério da razao para séries de termos
quaisquer.) O fato de a funcdo dada em (2) ser solucdo de (1) decorre do

hs

modo como os a_foram calculados. Sugerimos, entretanto, que como
exercicio vocé verifique, por substituicdo direta na equacdo, que a funcao
acima é realmente solucdo da equacdo dada e que satisfaz as condicOes
iniciais dadas.



o0
EXEMPLO 4. Ache uma férmula para calcular asoma 3 nx", |x|<1
a=10
Solugdo
+oe 1
O raio de convergéncia da série = (n+ 1)x" éR = 1 (verifique). Seja
=1
+ ;
fx)= 3 (n+ Dx"
n=>0

Paratodot &€ |-1, 1,

at = g
Jﬂf{,r};::’,r =HED Jﬂ{n—l—l}x” dx

e, portanto,

I +$:. 1 il
j fyde= 3 MM =1+~ 4+7F+ .
0 n=10
Assim, para todo t € ]-1, 1],
_ L |
(3) Jﬂ fixyde= —

Como f é continua em [—1, 1[, pelo teorema fundamental do calculo

-

t
%JD flxydx=fif),

Derivando, entdo, em relacao a t os dois membros de (3) resulta

finy=

(1—n2-



Portanto, para | x | <1,

+o
T (n+1x"= .
n=0 (1— x)°
Como
+oo +on + oo |
Toax= 3 m+Di— 3 A
=1 n=10 n=10
resulta
+ e
I onxt= ] — — I .
=0 (I=x) 1—x
ou seja,
o0
I onxtt= . |x|=<1
n=0 (1—x)=
Exercicios

+:¢ 1 . ~ .
L. Suponha que 3 a,x" tem raio de convergéncia R, R > 0 ou R = +oo,

n=0 + oo

Prove que o raio de convergénciade 3 na,""'é, também, R.

n=>0

(Sugestdo: Suponha, por absurdo, que o raio de convergéncia de

+on

3 nay""!seja estritamente maior que R e aplique o teorema 2. Veja,

n=1
também, item ¢ do Exercicio 2.)

+ o .
2. Seja 3 a,X" com raio de convergéncia R, R > 0 ou R = +o,

n=1{



a) Sejar € ]0, R[. Prove que existe M > 0 tal que, para todo natural
n, la r'[ <M.

b) Seja r como acima. Verifique que, para todo n > 1 e para todo x,

n M n—1

r

n—1

=

| Ry X

X
r

+ oo
) Prove que, para | x | < R, a série 3 na ! converge
n=|\

absolutamente.

+oc
d) Prove que a série 3 na""!' converge uniformemente em todo
n=1
intervalo [-r, r] contido em |-R, R|.
+=
e) Conclua quese fy= I 4 e entdo, para todo x € ]-R, RJ,
fu "

n=1

-+
o n—1
f'ix)= 2 na,x .
B M

n=1

8.4. EXERCIiCIOS DO CAPITULO

1. Mostre que, para | x | <1,

| + ¥ + o 2n+1
h ]

X
In =2 .
| —x a=0 2n+1

4o
Sugestdo: Verifique que 3 x2# = ,para | x | < 1, e integre termo
g que g > P g

n=1 l—x-

atermodeOat.)

2. Seja p um natural qualquer. Mostre que, para | x | < 1, tem-se:



. +2: .rz""HL_ | |_,{_|;p+l
n=p 2n+]|52p+l 1 —x2
l+x Pl 20+l 2 ot o
b) |In - = — . (Sugestio: Uilize o item a e 0 exer-
1 —x n=0 2n+1 2p+1 1—=x~

ciclo anterior.)

. . . -, -3
3. Avalie In 2 com erro inferior, em modulo, a 10 °.

1+ x

(Sugestdo: Verifique que ]

1 . ) , .
-2 Sr=_e utilize o item b do exercicio
X z

anterior.)
. . . , -3
4. Avalie com erro inferior, em modulo, a 10 °.

a) In8
b) In3
c) In9
d) In 32

5. Mostre que, para | x| <1,

+ i+l
arctg x= X (=D ——.
n=10 2n+1

iy 3 1
(Sugestio: = (—1)x=ft = —.)
=10 |+ x-

6. Seja p um natural qualquer e 0 < x < 1. Mostre que



10.

11.

+oo (n+l 1~_E,.':'+l
a) R = -
n=p 2n+1 2p+1
p—1 2+l ey
by larctgx— = (—1)7 - =
=0 2H+]| Ip+1

. L L . . , -4
Avalie arc tg — e arc tg - com erro inferior, em modulo, a 10 .

(Sugestdo: Utilize o item b do Exercicio 6.)

Utilizando a identidade

p te v +Htzy m | !
tglx+vyvl= = =- proveque — = arc tg — + arc g —.
4 2 3

l—tgxtgy - =

Utilizando os Exercicios 7 e 8, avalie —. Estime o erro.

E]

1
a) Prove que, para todo x > 0, arc tg x + arc tg — =
X

p)

b) Descreva um processo para se avaliar arc tg 3 com erro inferior,
em modulo, ae > 0.

c) Suponha x > 1. Descreva um processo para se avaliar arc tg x com

erro inferior, em modulo, ae >0.

Determine uma solucdo da equacdo dada que satisfaz as condigOes
iniciais dadas. (Proceda como no Exemplo 3 da Secdo 8.3.)

a) y'+xy=0,y(0)=0ey (0)= 1.

b) y'—xy'-y=0,y(0)=1ey (0)=0
Q) y'+xy +xy=0,y(0)=0ey (0)=1
d) y'=xy,y0)=1ey (0)=0

e) y'=xyy0)=0ey (0)=1



12.

13.

14.

Sabe-se que a equacao

y'=y -xy=0

admite uma solucdo y = y(x), x € R, satisfazendo as condigdes
iniciais y(0) = 1 e y'(0) = 0. Sabe-se, ainda, que tal solucdo é
desenvolvivel em série de poténcias, em volta da origem, com raio de
convergeéncia +oo; isto é, para todo x,

o \ffr’.lr{”
yvixj=1+ X 1—
n=1 !

L S

Prove.

a) Y o) =y + =2y 0L n =4

By Y ()= (n — DYV (0), 0 =4,

d) Para | x| <1,

SR S BN ) p
yviv)—|1+ X 1_(0] || e L
n=23 n! 2p (1—| x|)

Seja y = y(x) a funcdo do exercicio anterior. Avalie y(1/2) com erro
inferior, em médulo, a 10,

(Serie binomial ou de Newton.) Seja a um real dado, com a nao
natural. Considere a equacio diferencial linear de 1." ordem

a) Verifique que y = (1 + x)", x > 1, satisfaz (7).

b) Suponha que y = g(x), -1 < x < 1, seja solucdo de (1) e que g(0) =
1. Prove que, para todo x € ]-1, 1],



g(x) = (1 +Xx)a.

~ e | g(x) X
Sugestdo: Verifique que — | —=———| =0em -1, 1[.)
( 9 aued de | 1+ x0®

c) Verifique que a série

]'.!‘i!

T ala—1Dla—2) 0 la—n+1)

=1 n!

tem raio de convergéencia R = 1.

d) Mostre que a funcao

+oo
ala— 1D ... la—n+1)

g(x)=14+ X PR =

n=1 n!

é solucao da equacao (1) e que g(0) = 1.
(Sugestdo: Mostre que (1 + x)g' (x) = ag (x).)

e) Conclua que, para todo x € ]-1, 1],

+
e—D(ae—2)..(la—n+1)

A+0%=1+ 3 o (o 1o (¢ —n ) on

n=1 n!

15. a) Verifique que, para todo x € ]-1, 1],

= 1-3-5-..-(2n—1)
l-] +-]'.J_]."IE :|.+ E l-_lJﬂ - . 1 a _1{.!?
n=1 2-4.6-...-2n

b) Mostre que para x = 1 a série acima converge. (Sugestdo: Veja
Exercicios 11, 3.2 e 9a da Secao 3.5.)

c) Sejaf:[0,1] — Rrdada por

T® [-3.5-...-(2n—1)
Fo=1+ 3 (=" Sl
n=1 2-4-6-...-2n




Conclua que, para todo x €[0, 1],

p-l 1-3.5.. (2n—1)
F—[1+ 3 (1) — N
n=1 4.6-...-2n

[-3-5-.-(2p—1)

(]

onde p > 2 é um natural dado.
(Sugestdo: Observe que, para 0 < x < 1, a série ¢ alternada.)
d) Prove que a série acima converge uniformemente a f em [0, 1].

e) Conclua que a igualdade do item a verifica-se para todo x € ]-1,
1].

16. Mostre que, para todo x € |1, 1[, tem-se

A (2n—1)

L]

a) (1—x27 V=14 3 x<h
n=1 2-4-6-..-2n
+ £ 3 _—
[-3-5-..-(2Zn—1) x
by arcsenx=x+ X
n=1 2-4-6-...-2n 2n+1

17. a) Utilizando o critério de Raabe, verifique a série

T 1.3 ~2n—10 1
b

=1 2:4-6-...-2n 2n+1

]
w

€ convergente.

b) Utilizando o item a e o critério M de Weierstrass, prove que a
série
T 135 @n—1 T

p
n=1 2-4.6-...-2n 2n+1

é uniformemente convergente em [—1, 1].



18.

19.

c) Conclua que, para todo x €[-1, 1],

TE 135 (2n— 1) 2l
arcsen x=x+ I
n=1 2-4:-6-...-2n 2n+1

(Sugestdo: Veja Exercicio 16.)

d) Verifique que

+ oo '~ 5 %

] l'_g':"...'l'._' _] |.
1:]+ s LR '

2 n=1 2-4-6.-...-2n 2n+1

+x .
Suponha que a série de poténcias 3 a,t" tem raio de convergéncia R,

n=10
toz

com R > 0 e R real. Prove que se 3 a,R" for absolutamente
n=1u
+o

convergente, entdo a série 3 a,Y" serd uniformemente convergente
n=10

em [-R, R].
4+
(Observagdo: Pode ser provado, também, que se 3 a,R" for
n=1u
+

condicionalmente convergente, entdo a série I a,X serd
n=1

uniformente convergente em [0, R].)

Seja a > 0 um real dado, com ndo natural. Prove que, para todo x
€[-1, 1],

-+ o F - . %
agla—Dilea—2)..(a—n+1)
lT+x%=14+ Z "

n=1 .

(Sugestdo : Utilize o exercicio anterior e o Exercicio 6 da Secao 3.5.
Utilize, também, o item e do Exercicio 14 desta secdo e lembre-se
de que (1 + x)« é continuaem x =1 e em x =—1.)



20. a) Seja um real dado, com —1 < a < 0. Prove que, para todo x € ]-1,
1],

+om p
fe— 1 la—2)...laa—n+1)
1+ x%=1+ = ala & a7nr )
=1 mn!

(Sugestdo:

ala—Die—2)...(a—n+1) gla—Dila—2) .. (la—n+1)

: ={—1)" :

. .

Proceda, entdao, como no Exercicio 15.)

b) Seja a < -1 um real dado. Prove que para | x | = 1 a série

+o

]'.!‘E

ala—Diae—2)..{la—n+1)

n=1 n!

é divergente.

21. Suponha | x | = 1. Calcule o valor da soma.

+oo
al % n+2)in+ 1) "
n=0
=+oo 2 n
by I nx
n=1un
f W
[+ ) +oc
[Sirg{’j‘r{?ﬂ: z _1'” + - = % n+2in+ ]«J_,{_.lz_]
=0 / =1

.l osen x , . . -3
22 Avahej "N ¥ dx com erro, em modulo, inferior a 10 .
0 x

(Sugestdo: Lembre-se da expansao do sen x em série de poténcias.)



23. Suponha que f(x) admita derivadas de todas as ordens no intervalo I e
que 0 € I. Suponha, ainda, que existe M > 0 tal que, paratodox € I e
todo natural n > 1, |f% (x)] < M. Nestas condicGes, prove que, para
todox € I,

+oo '|_H_||r|:|
i i ()
fxy=fl+ X SO

n=1 n!

(Sugestdo: Utilize a férmula Taylor com resto de Lagrange. Veja Vol.
1.)

24. Considere a funcao
-

|. |
fl) = t,|~. 2 )

10 se x =10,

a) Verifique que f% (0) = 0 para todo natural n > 1.

b) Verifique que, para todo x # 0,

+ o AUy
) . ALy
Fixy= i)+ % ! ot
1

n=l\ Hl

c¢) Compare com o exercicio anterior e discuta.



9

INTRODUCAO AS SERIES DE
FOURIER

9.1. SERIE DE FOURIER DE UMA FUNCAO

Vamos iniciar a secdo com o seguinte exemplo.

EXEMPLO 1. Sejam a, n >0, e b, n > 1, numeros reais dados. Suponha

que a série trigonométrica

oc

4
) 2 la,, cos nx + b, sen nx]

convirja uniformemente, em [, 1], a uma funcao f. Prove que

=T

ag = fx)dx,

il

a, =

1

m Y=
1 o D
— filx)cosnxdx,n=1
)

=W

=TT

h =

i f(x)sen nxdx,n= 1.

I
W vy—



Solugdo
Para todo x €[, m],

+ oo
M filx)= HTD—I_ 3 l la, cos nx + b, sen nx] .
o H=

Como a convergéncia € uniforme neste intervalo, e as fungdes a_cos nx + b

sen nx continuas, segue que € valida a integracdao termo a termo. Entao

w w ”D + = ~m T
j fix) a’r=j —dx+ X anJ cos nx dx + E:HJ
-7 -7 2 -

sen ax dy
T L n=1

-

e, portanto,

”T _ ap .
J_ ﬂf (x) dx > J_ _ dx
pois

'l 'l

J cosnmvdy=0¢ J senaxdr =0, n=1.
- T 1

Segue que
1 =
ag = —J fix) dx.
w Y=
Seja, agora, k > 1 um natural fixo. Multiplicando os dois membros de (1) por

cos kx, a convergéncia, ainda, é uniforme. (Veja Exercicio 4 da Secdo 7.3.)
Integrando termo a termo obtemos



™
cos x cos kv dy +
w

w
_[ f(x) cos kx dv = Jﬂ 40 coskdx + a, J
—

- —

— W i
. r
+ EI] sen x cos kx dr + a- J cos 2x cos kx dx +
- — T = -wW
=T
+ EIZ sen 2y cos kv dy + ...+
o —ar
el o
+ ay cos ky cos kx dx + E:_;L. _[ senky cos by dv + ..
=T —
Temos
JMH A coskxde=0
—q 2
c

m
_[ senavcoskxde=0.n= 1.
— T

(A segunda integral é zero pelo fato de sen nx cos kx ser uma funcdo impar.)

Vamos mostrar, a seguir, que

-ﬂ- 7
j cos nxcos krdy = |0 senFk
-

11::' sen==k
n==k
g " 7T |1 1
J cos< kv dy = J [—-I——ms Eﬁm} dx = 1.
-7 -7l 2 2
n¥+k
|
Cos nx cos ky = Y [cos(n + k)x + cos(n— k)x].
Portanto,

w
j cos nx cos ky dx = 0. (Confira.)
- W



Conclusdo

T

g = ]—J fix)cos kx dx, k= 1.
we-T

De modo analogo, conclui-se que

by = I—J filx)senkxdx, k= 1. |
mY—a
A seguir, vamos definir coeficientes de Fourier e série de Fourier de

uma fungdo. Seja f: [-m, 1] — R uma funcdo integravel. Os nimeros
17 .
ag = —j fx)dx,
WY

| I
a, = —j fix)cos nxdx,n =1
W ey—

| I
b, = —j fix)sen nx dx, n =1
’ W ey—

denominam-se coeficientes de Fourier de f. A série

fr e

ey

S + 2 la, cos nx + b, sen nx]
n=1 !

onde os a e b_sdo os coeficientes de Fourier de f, denomina-se série de
Fourier de f.

Uma pergunta que se coloca de modo natural € a seguinte: a série de
Fourier de f converge a f ? Na Secdo 9.3 estabeleceremos uma condicao
suficiente para que a série de Fourier de f convirja uniformemente a f em
[, m].

EXEMPLO 2. Determine a série de Fourier de f(x) = x, -1 < x < .



Solugdo
ag = iJﬁW xdy =0
me—m

] v
a, = _J yxcosnxde=10
W e—ar

pois x cos nx ¢ uma fungao impar;

T ol
J X sen nx dx = —J X sen ax dx
Te—a il

pois x sen nx é uma fungao par. Integrando por partes, vem

T w T ]
J ¥xsennxdr=|——xcos nx| —| ——cos nxdx
0 " 0 0 n

e, portanto,

m
i+1 T
_[D xsennx dy = (—1) —.

fl

(Observe que cos nit = (—1)s, para todo natural n.) Logo,

in+1 2

—.n=1.

1

b,=(—1)

Portanto,

+ == ]
S (=1t Zsennx
n=1 f

é a série de Fourier de f(x) = x, -m<x < .



EXEMPLO 3. Determine a série de Fourier de
2
f(x)=x", n<x<m.
Mostre que a série encontrada converge uniformemente em R.

Solugdo

1 ¢m

| 2 27T,
a, = _j x~cos nxdx = —j X~ cos nx dx
’ M ey—ar o D

e, portanto,

a, = (—1)" n = 1. (Confira.)

-

i<

2 7 ~ 7
Como x” sen nx é uma fungdo impar,

1 7 =2 i
h, = —J Y sennxdy=0,n= 1.
me—

A série de Fourier da fungao dada é

2 + o ,
T3 (— 1" i?cm nx .
3 n=1 n-

Como

| (—1)" ﬁ cos nx | = 4
n- n?



para todo x e todo natural n > 1, segue do critério M de Weierstrass que a
. : _ LSSl B
série converge uniformemente em R. (Lembre-se de que X —- € a série

n=11n°

harmonica de ordem 2 e, portanto, convergente.)

A série de Fourier que vamos construir no proximo exemplo sera
utilizada mais adiante.

EXEMPLO 4. Determine a série de Fourier da funcao

| 1— sel<<x =7
hix) =

=1|-*-=1|ha.

]—I— — se—m=x<10

\ 11 -
y— 1

Solugdo
Como h é uma funcao impar, a fungao

h(x) cos nx

sera, também, impar. Logo,

'I w
a, = —j h(x)cos nxdx=0,n=0.
me—m



Por outro lado, h(x) sen nx é uma funcao par; dai
by = ljnJT h (x) sen nx dx
w0

ou seja,

2 (7 x 2 _
— | (1 ——)sennxdrx=—_ (Verifique.)

by =
T «0 ™ n

Portanto, a série de Fourier da funcdo dada é

+ :
sen Ax
2 1 :

f

2
o
Provaremos na Secdao A2.2, do Apéndice 2, que esta série converge
uniformemente nos intervalos [-m, —a] e [a, r], para todo a, com 0 < a < 1.
Provaremos, ainda, que, para todo x # 0, com x € [-m, 7],

T sen nx

2
hix)= —
T

Il

n=1 1

Evidentemente que, para x = 0, a série converge para zero.

EXEMPLO 5. Seja f: [-n1, n1] — & uma funcdo de classe C’ e tal que f(—m)
= f(rr). Prove que a sua série de Fourier converge uniformemente, em R,
para a funcdo F: & — R dada por

+
Fix)y= HTG+ 3 [a, cos nx + b, sen nx]

oo
= 1

onde os a_e b_sdo os coeficientes de Fourier de f.



Solugdo

1 7 _
iy = —J flx)cosnxdr.n=1.
wee—7

Integrando duas vezes por partes, obtemos

i L

. )
J_ﬂ f(x) cos nx dx = ]—,\ |:{fr{1'f] — fi(—m))cos nw — J " f"(x) cos nx (31.‘(:|.

Temos
m
|(f"(m) — f'(—m)) cos nx — _[_ﬂ f"(x) cos nx dx | = M,
onde
w
My=|f"(m—f"(-m|+ j_ﬂ | (x| dx.
Portanto,

|ﬂﬂ|=ﬁ Mlq .n=1.

T ne

Da mesma forma, existe M, > 0 tal que

M-

—z-"u:r:-'g]l

| by, | = -

(E aqui que vocé vai usar a hipétese f(-m) = (). Verifique.)
Segue que, para todo x real e para todo natural n > 1,

i
| a, cos nx + b, sen :r.r| = —

M, + M,
T

onde M = . Pelo critério M de Weierstrass, a série de Fourier de f



=+

a

E?D + X [a,cos nx + b, sen nx]
n=1

converge uniformemente, em R, para a funcdo F: R — R dada por

+x
a
Fx)y=224+ % la, cos nx + b, sen nx] . [ |

n=1

Exercicios 9.1

1. Determine a série de Fourier da funcao dada.

[l se0=x= 7

a) fix)= by f(x)y=|x|.—w7=x=m
J 1{} se —m=x<1( J | |
c) flx)y= | 1 sel=x<a d) fix)= _:,‘3~ — =y =4
-1 se —w=x<0
0 se —m=x= —|
el flay)=<x+1 se —1<=x=<0
1[ se l=x=g

2. Suponha que, para todo x € R,

+ o

Firn=204 3 [a,cosnx+ b, sennx] .
)
H =

=

Prove que F é periodica de periodo 2.

3. Sejaf(x) = ex, —m < x < m. Prove que a série de Fourier de f converge
uniformemente em R. (Sugestdo: Utilize o Exemplo 5.)

4. Sejaf:r — R dada por

Jfﬁl:'\":l — ED: S¢N Ry

n=1

a) Prove que f é continua.



b) Prove que

+o
P COS Y
fxl= Z

2
n=| n

(Sugestdo: Veja Teorema 3 da Secdo 7.4.)

5. Suponha f: [-m, 1] — R de classe C’, f(-n) = f(n) e f (-n) = f (n).
Seja F: R — R dada por

+x
P dan
Fix)y="224+ % [a,cosnx+ b, sen nx]

2 n=1

onde a série de 2.° membro é a série de Fourier de f. Prove que, para
todo x € R,

+ oo
F'ix)= 3 [nb, cos nx — na, sen nx|.

n=1

(Sugestdo: Prove que existe M > 0 tal que, para todo

M M e ~
n=1la|=—elp|=—5 eutilize o Teorema 3 da Se¢do 7.4.)
- -

9.2. UMA CONDICAO SUFICIENTE PARA
CONVERGENCIA UNIFORME DE UMA SERIE
DE FOURIER

Vimos no Exemplo 5 da secio anterior que, se f for de classe C* em [,
n] e f(—-m) = f(rm), entdo a sua série de Fourier sera uniformemente
convergente em R. Nosso objetivo nesta secao é provar que se f for
continua, de classe C* por partes em [-m, 7] e se f(-m) = f(r), entdo a sua



série de Fourier sera, também, uniformemente convergente em R.
. . o . ~ 2
Inicialmente, vamos definir funcao de classe C” por partes.

. . , 2 o L.
Seja f: [-n, m1] — R. Dizemos que f é de classe C° por partes se existir
uma particao
=X, <X, <X,<..<X_ <X <.<x =T

n

do intervalo [, 7] e, para cada indice i, i = 1, 2, ..., n, existir uma funcao

fi: [Xi—l’ Xi] - R
de classe C’ e tal que, para todo x € Ix_, xI,
f(x) = f(x).
EXEMPLO 1. Mostre que a funcao

[—1 se —w=x=0

flx)=

]

se D=x=7

é de classe C’ por partes.
Solugdo
Sejam

f,x)=-1,x &€ [-m 0]

f, ()= X, x € [0, n]



~ ~ 2 . . a ~
As fungdes f, e f, sdo de classe C°, pois suas derivadas de 2. ordem sdo

continuas. Além disso,

fix) = f,(x) em ]-m, O[

fix) = f,(x) em ]0, n[.

Logo, f é de classe C’ por partes.

Sugerimos ao leitor dar exemplo de uma funcao f: [-m, 1] — R que seja
continua e de classe C’ por partes.

;. , 2
O proximo teorema nos conta que se f for continua, de classe C” por
partes em [, 7] e tal que f(—m) = f(r), entdo sua série de Fourier convergira
uniformemente em R.

Teorema. Seja f: [-n, 1] — R e tal que f(—m) = f(r). Suponha,
ainda, que f seja continua e de classe C’ por partes em [-7, nl.
Entdo a série de Fourier de f converge uniformemente em R.

Demonstragdo

Para simplificar, suporemos f da forma

[filx) se —m=x=a

F® = 1 frx) se asx=m7



onde f.: [-m, a] -~ Ref,;:[a, 1] - R sdo supostas de classe C’e f,(a) = f(a).
(Esta dltima condigdo é para garantir a continuidade de f.) Temos, também,
f,(=m) = f,(m0). (Esta condigédo segue da hipotese.) Para provar que a série de
Fourier de f converge uniformemente em R ¢ suficiente provar que existe M
> (0 tal que, paratodo x € R etodon > 1,

| a |€£
. n<

Temos

] T

a, = —J f(x) cos nx dx.
me—ar

&~

J flx)cos nx dx = J f1(x) cos nx dx + J f5(x) cos nx dx.
—ar —ar a

Integrando por partes, vem

i
1 |
J f1(x) cos nx dx = — f;(a) sen na + — a
—ar f H

n*

onde

a [
o, = fylacosna — fi(—m cosnm— J_ﬂf[ (x) cos nx dx:

47 1 :
L frx)cosnxdx = —— fr(a)senna + —5 B,

onde

——
B, = fa2(mcosnm— f1 (a)cosna —J f2(x)cos nx dx.
a



Portanto,

I (an+PBn)
ay = M|
ne ol T
Mas
' 1 hﬂ w
s = | fr@] + ] 1 (=m| + J_,,T | f1 (0] dx
e

m
|B:: ’§*|ff2{17]'| + |fr2 (@) + L |f5 (x)| dx.

Logo, existe M, > 0 tal que

(Determine um valor para M, que resolve.) Do mesmo modo, mostra-se que

existe M, > 0 tal que

Mg ;
|FJH| <2 (Verifique.)
Logo, para todo x € R etodon > 1,

My + M

|n“. cos nx + b, sen nx| = 3
L ”u

A convergéncia uniforme, em R, segue entdo do critério M de Weierstrass.

EXEMPLO 2. Mostre que a série de Fourier de



fx)=|x|, nm<x<m,

converge uniformemente em R.
Solugdo

e 7 2 .
f é continua, de classe C” por partes e f(—m) = f(rr). Pelo teorema anterior,
sua série de Fourier converge uniformemente em R.

9.3. UMA CONDICAO SUFICIENTE PARA QUE A
SERIE DE FOURIER DE UMA FUNCAO
CONVIRJA UNIFORMEMENTE PARA A
PROPRIA FUNCAO

O objetivo desta secdo é provar que se

fil-m,n] - R

for continua, de classe C’ por partes e f(-m) = f(rr), entdo a sua série de
Fourier convergira uniformemente, em [-m, 1], a propria funcdo f. Para
provar este resultado vamos precisar do lema seguinte, cuja demonstracao
sera feita na Secao A2.1, do Apéndice 2.

Lema. Sejam f e g definidas e continuas em [, 7], tais que

f(=m) = f(m) e g(-m) = g(n).




Se, para todo natural n,

rT il

J fix)cos nx dx = J olxycos nxdx,n=10
- -7

T Tl I

J f(x) sen nx dx = J o(x)sennx dx, n = 1,
- — oy ©

entao

flx) = g(x) em [, 71].

Vamos, agora, demonstrar o seguinte:

Teorema. Seja f: [-m, 1] — R continua, de classe C* por partes
e tal que f(—mn) = f(rr). Seja

+ o

i)

T{+ 3 [a, cos nx + b, sen nx]
& n=l

a série de Fourier de f. Entdo, para todo x em [T, 7],

+ =
fx) = @ + I [{r” cos nx + b, sen m‘] .
P n=1

sendo a convergéncia uniforme em [, 7].




Demonstragdo

Pela hipGtese, a série converge uniformemente em R; portanto, em
particular em [—m, m]. Seja, entdo, g: [-m, m] — R a soma da série em [,
mnt]; isto é, para todo x em [, 7],

A — 4y T i B . :
glx)= T-|- 3 la, cos nx + b, sennx] .
i n=1
Observe que g(—m) = g(n) e pelo fato de a convergéncia ser uniforme g é
continua. Sendo a convergéncia uniforme, segue do Exemplo 1 da Secdo
9.1, que

|
a, = — J gx)cosnxde,n=0
T =
e
1 g7
b, = —j glx)sennxde.n=1,
YT
mas
S A
a,= — filx)cos nxdx,n=10
m v —a
e

1 =
b, = —J fix)sennx dx,n = 1.
’ W Y=

Como f e g sdo continuas e, além disso,

f(=m) = f(m) e g(-m) = g(m),



segue do lema anterior que

flx)y=gx)em|[—m 7] ]

EXEMPLO 1. Tendo em vista o Exemplo 3 da Secdao 9.1 e o teorema
anterior, resulta

2 4w 4
7
D =T 43 (-1 —3 cos X
3 n=1 "

para x em [—m, ], sendo a convergéncia uniforme neste intervalo. Para todo
natural n > 1, seja

2 " 4
+ 3 - —5 cos kx.
3 k=1 k=

5, (X) =

Sendo a convergéncia uniforme em [T, 1], segue que, para todo € > 0 dado,
existe n, (que so depende de €) tal que

1

. s
==X — €< 4§, (X)<<x" +€

para todo x em [, m]; isto é, para todo n > n,, os graficos de s =s_(x), x
€ [-n, n], permanecem na faixa compreendida entre os graficos das
fungoes y = X —€e y = x° +¢€, x € [-n, n]. Na figura abaixo damos uma
ideia do grafico de s = s (x), para n par. Deixamos a cargo do leitor
verificar que s (0) <0, para n impar, e s (0) > 0 para n par. (E s6 observar

que, para x = 0, a série é alternada com soma zero.)



Y

A medida que n tende a +oo, os graficos de s = s _(x) vdo “encostando” cada
. 7 . —_ 2 _ — 7
vez mais no grafico de y = x°, x € [-m, n]. (Observe que s =s (x) é uma

funcao par.)

Fazendo x = 0 em (1), obtemos

¥ —+ o
2 4
0="_4+ 3 (-1
3 n=1 ne
e, portanto,

2 += 1
= 3 (—ptl—.

12 n=1 -

Como se trata de uma série alternada, resulta

T _ s k4ﬁ+ltjﬂ :

12 k=i k2| (n+1)2

para todo n > 1. (Veja Secao 2.2.)



EXEMPLO 2. Utilizando o Exemplo 1, determine a série de Fourier da

funcao
3 — =2y
fy=2__"" —w7=sx=m
3
Solugdo
Pelo Exemplo 1,
2 = ;
=" 45 (=)' S cosnx, —m=xr=m
3 n=1 n=

Como a convergéncia é uniforme e as fungGes cos nx sao continuas, € valida
a integracdo termo a termo no intervalo de extremidades O e t, para todo t
em [—m, rt]. Entao,

t mit | TE 4 !
.[D'YE dx=—+ X (—1)"— -[D cos nx dx

3 n=1 =

e, portanto, para todo t em [T, T],

3 7 + oo
I =t
—=—+ X (—1)"—sennt
3 3 n= f
Trocando t por x, vem
3 — gy T

4 - -
= 3 (-1 —SenAX, W S XS T
3 n=1 n-
Agora, é sO observar que a convergéncia € uniforme e utilizar o Exemplo 1

da Secdo 9.1 para concluir que esta é realmente a série de Fourier da funcao
dada.



EXEMPLO 3. Determine uma série de Fourier que convirja
uniformemente, em [0, r], a funcao

fx)=x,0<x<m.

Solugdo
Consideremos a funcao

gx=|x|, m<x<m.

Esta funcdo é continua, de classe C’ por partes e g (—-m) = g (m). Pelo
teorema anterior, sua série de Fourier converge uniformemente, em [, ],
a propria funcdo g. Esta série converge, entdao, uniformemente, em [0, 1], a
funcao f(x) = x, 0 < x < m. Fazendo os calculos, chega-se a

T 2 1= [f—l]” - ]]
|x|=—+— £ ———cosnr,
2 M nr= Hn-

sendo a convergéncia uniforme em [, ]. Logo,

—I_EE wcm fx,
=] -

sendo a convergéncia uniforme em [0, ri]. Como

(—1y" —1 = |—2 se nforimpar
| 0 se nforpar

resulta

+x 1
YT ———cos(2n—)x
=1(2n—1"

Il
e

4
mn



para todo x em [0, ], sendo a convergéncia uniforme neste intervalo.

Observacao. A série de Fourier acima ndo é a unica que converge
uniformemente em [0, n] a funcdo dada. Por exemplo, a série de Fourier da
funcao cujo grafico é

também converge uniformemente em [0, n] a funcao dada. (Por qué?)

EXEMPLO 4. Determine uma fungdo (ndo nula) cuja série de Fourier
convirja uniformemente, em [0, ], a funcado f(x) = 0,0 < x <m.

Solugdo

A funcao



™
xX+m se —17=€-:—1=E—T

et — o .
g1x) = —x se ——<x<0

y

—I'FT — i
0 se Osx=7 )

resolve o problema. De fato, g é continua, de classe C* por partes e g(-m) =
g (m); logo, a sua série de Fourier converge uniformemente, em [T, m], a
prépria funcao g. Portanto, a série de Fourier de g converge uniformemente,
em [0, nt], a funcdo dada.

EXEMPLO 5. Considere a funcao

-

hix)= T‘;
] |l —— seO0=x=m
T

L |
= |
—
' -
[

a)Mostre que ndo existe série de Fourier que convirja
uniformemente a h em [, 1].



b) Para todo a em ]0, n[, seja g_: [-m, n] —» R a fungdo cujo grafico

é o da figura abaixo.

Mostre que a série de Fourier de g  converge uniformemente, no conjunto

[-m, —a] U [a, n], a funcdo h dada.

Solugdo

a)

b)

Se uma série de Fourier converge uniformemente no intervalo [, m],
entao a sua soma sera obrigatoriamente continua neste intervalo. Como
a funcao dada ndo é continua em x = 0, resulta que ndo pode existir uma
série de Fourier que convirja uniformemente a h em [T, m].

A fungéo g_ € continua, de classe C’ por partes e tal que g,-cm=g_ (m).
Logo, a sua série de Fourier converge uniformemente, em [T, ], a
propria fungdo g . Portanto, a série de Fourier de g  converge
uniformemente, em [-m, —a] U [a, n], a funcdo h dada. Isto é, para todo
xem [-m, —a] U [a, n],

| J g, (x) sen nx dx | sen nx,
-

sendo a convergéncia uniforme no conjunto [-m, —a] U [a, m], onde a
série que ocorre no 2.° membro € a série de Fourier da fungdo g .



(Observe que, pelo fato de g_ ser uma fungdo impar,

a, = —J ga)cosnxdx=0,n=0.)
-

Com isso terminamos a resolucdo do Exemplo 5. Vamos, agora,
fazer mais alguns comentarios sobre esse exemplo. Como vimos, para
todo x em [—m, T,

| J £, (x) sen nx dx | sen nx,
— a7 i

sendo a convergéncia uniforme em [T, m]. Seja

w
S, (x) = | _[ 2, (x) sen kx dx | sen kx
1 -

A=

x
Tk
com x € [-m, n]. Segue que, para todo € > 0 dado, existe n, (que s6

depende de €) tal que
n>n =g, () -e<s, (x)<g,()+e

para todo x em [-m, m]. (Este fato decorre da convergéncia (1) ser
uniforme em [~m, nt].) Assim, para n > n,, os graficosdes =s (x),x €
[-m, m] permanecem na faixa compreendida entre os graficos das
funcoes

y=g,(x)—€eey=g (x) +e, mM<x<T.



L. A /,_..-'-_}"'=gd{x'}+f
- -\-_\_H

- -
-

A= ¥
i .- '] A [ )
- - i f.r -'f " o] — -
I N - = !
- ol | a -
- l,
- - | u: _}.r:ga{x} — E
H-"'!-l/
5H=5n{x}

A medida que n tende a +o, os graficos de s, = s_(x) vao “encostando”
cada vez mais no grafico de y = g_(x), x € [-m, m]. (Observe que s =s_
(x) € uma funcao impar.)

Da mesma forma, para n > n_, os graficos de s = s (x), com x em [T,
0 n n

a] U [a, m], permanecem na faixa compreendida entre os graficos das
funcoes

vy=hx)—-eey=h((x)+ex€&[-n,—a] VU [a, n].

Observe que



B 'l & TT
lim J g, (x) sen nx dx = J h (x) sen nx dx.
a—0td—w -
Tendo em vista o que vimos acima, é razoavel esperar que a série de
Fourier de h convirja para h (x), para todo x # 0, com x em [-m, T], e
que a convergéncia devera ser uniforme em todo conjunto da forma

@ [—ar, —a] U [a, 7]

para 0 < a < m. Provaremos na Secao A2.2 do Apéndice 2 que este fato
realmente ocorre. Isto é, provaremos que, para todo x € [, m],

sennx _ [Rhix) se x¥0
L n 10 se x=0

sendo a convergéncia uniforme no conjunto (2), anterior. (Observe que a
série que ocorre no 1.° membro da igualdade acima é a série de Fourier
de h, conforme Exemplo 4 da Secdo 9.1.) Este resultado sera utilizado
na demonstracdo do teorema que enunciaremos na proxima secao.

Exercicios 9.3

1. SejaF:R — R dada por

4o
ao— e e
Fix)= —4+ I a,cosnx

-
< n=1

s . s s . . ~ 2
onde a série do 2.° membro € a série de Fourier da funcao f (x) = x,
—-MT<Xx <L

a) Prove que F é continua.
b) Verifique que F é periédica de periodo 2m.



c) Esboce o grafico de F.

Seja B — m: periédica de periodo 2m, continua e de classe C* por
partes em [—T, 1t]. Prove que, para todo x € R,

—+ o0
P aq
flx)=—+ % [a,cosnx + by, sen nx
> -
= n=1

onde a série do 2.° membro é a série de Fourier de f.

Sejama ,n>0e b, n > 1 nameros reais dados. Seja f: [-m, ] - R

dada por

poon @
fiy= "L+ 3 a,cosny+ b, sen nx.

2 n=1

Prove que f (-m) = f ().

Seja f (x) = x, —-m < x < m. Existe série de Fourier que convirja
uniformemente a f em [—m, 1t]? Justifique.

Sejaf(x) =x,a<x<m onde a € ]-mn, O[ é um real dado. Determine
uma funcdao g: [-m, m] — R cuja série de Fourier convirja
uniformemente a f em [a, n]. Justifique.

Seja a um real dado, com 0 < a < 7. Seja f uma funcdo definida em
[-m, —a] U [a, nt], dada por f (x) = 1. Determine uma série de Fourier,
com pelo menos dois coeficientes ndo nulos, que convirja
uniformemente a fem [-1, —a] U [a, n]. Justifique.

Seja f : [-m, m] — R uma funcdo par, continua e de classe C* por
partes. Prove que, para todo x em [T, 1],

+ oo
o SR | e
Jix) —T+ 2 d, cos nx

) n=1



que a convergéncia é uniforme neste intervalo, onde

il
a,= — J fix)cos nxdy,n =10,
T Y7

8. Seja f:[-m m] — R uma funcdo impar, continua, de classe C* por
partes e tal que f () = 0. Prove que, para todo x em [—T, T],

+o

flx)= X b, sennx
n=1

e que a convergéencia é uniforme neste intervalo, onde

T .
b, = — J fixysennxde.n=1.
m -

9. SejaF:R — Rdada por

=+
F(x)= X b, sennx

i

n=l1

;. , ;. . 5 4
onde a série do 2.° membro é a série de Fourier de f (x) = x” —x, —T
<X<T.

a) Prove que F é continua e esboce o grafico.
b) Prove que, para todo x,

o
Flr_-\._ J’ P
x)= 2% nb,cosnx
n=1

(Sugestdo para o item b: Utilize o Exercicio 5 da Secdo 9.1.)

94. CONVERGENCIA DE SERIE DE FOURIER DE
FUNCAO DE CLASSE C? POR PARTES



Sejama,n>0eb ,n=> 1 reais dados. Como ja sabemos, se, para todo x

X —+oo
= f l\.l
fxy= "2+ I [a,cosnx+ b, sennx],

=~ n=1
entdo a funcdo f sera periodica de periodo 2n. (Este fato decorre de as
fungGes cos nx e sen nx serem periodicas de periodo 2m.)
Seja f : B - R uma fungdo continua e periddica de periodo 2m.
Suponhamos que f seja de classe C* por partes em [-m, m]. Do que
aprendemos nas Secoes 9.2 e 9.3, resulta que, para todo x € R,

a TE
filx)y= R [a, cos nx + b, sen nx],

.ﬂ.
s n=1

sendo a convergéncia uniforme em R, onde os a_e b_sdo os coeficientes de

Fourier de f.

Observamos que uma funcdo f: R — R, periodica de periodo 2m, fica
completamente determinada pelos seus valores no intervalo [-m, m]. (Por
qué?)

EXEMPLO 1. Sejaf: R — R, periodica do periodo 2m, dada por f (x) = | x
|, -t < x < . Esboce o grafico de f.

Solugdo



- 5 ™ = :3?7 —:'n * :1 ? 3::'7 5:11

A funcdo f do exemplo acima é continua e periodica de periodo 2m;
7 . I 2 Jar .
além disso é de classe C” por partes em [—m, 1t]. Logo, sua série de Fourier
converge uniformemente a f em R. A série de Fourier de f é

T 2 1= [:—l]”—]]

—t— I
2 T =1 fi'"'

cos nx. (Confira.)
Segue que, para todo x € R,

[:—];”—1]

fix)= —-I-— E COS 11X,
2 T =1 fi'L
sendo a convergéncia uniforme em R. Seja
7,2 1 |=DF -
sp(x)= —+— X ans kx,x e R.
) 2 mk=1 k=

Observe que, para todo natural n > 1, s = s (x) € uma fungdo par. Para n
suficientemente grande, o grafico de s = s (x) tem o aspecto mostrado na

figura a seguir.



ir - ™ In

Quando n tende a +oo, os graficos de s = s _(x) vdo “encostando” cada vez

mais no grafico de f.

EXEMPLO 2. Sejaf: R — R, periddica de periodo 2m, dada por f(x) = x,
—-m<x<T.

a) Esboce o grafico de f.

b) Determine uma série de Fourier que convirja uniformemente a f em
todo intervalo fechado da forma [(2n — 1) m+ a, (2n + 1) m — al], com n
inteiro e a um real dado, 0 < a <.

Solugdo



a)

b) Seja a € ]0, n[ um real dado. Consideremos a fungdo g: R - R,

periédica com periodo 2m, cujo grafico é o apresentado na figura
abaixo.

A fungdo g € continua; além disso, ¢ de classe C’ por partes no intervalo
[-n, m]. Observe que g, (-m) = g_ (1) 0. A série de Fourier de g converge

uniformemente a f em todo intervalo fechado da forma
[(2n-1)n+a,(2n+1)n—a]

com n inteiro. Esta afirmagdo decorre do fato de que a série de Fourier de g_
converge uniformemente a g em R e g_coincide com a f em cada intervalo
da forma acima descrita. Observe que os coeficientes de Fourier de g

tendem para os coeficientes de Fourier de f quando a tende a zero. Desta



observacao e do que vimos acima resulta ser razoavel esperar que a série de
Fourier de f convirja uniformemente a f em todo intervalo fechado em que f
for continua. O teorema que enunciaremos a seguir garante-nos que isto
realmente acontece.

Antes de enunciar o proximo teorema, introduziremos as seguintes
notacdes. Suponhamos que a funcdo f admita limites laterais finitos no
ponto p. O limite lateral a direita serd indicado por f (p) e o lateral a

esquerda, por f (p ):
fipTy= lim f(x)

x— pt

fip7y=lm f(x).

X—p—

Teorema. Seja f : R — R periddica com periodo 2m e de classe

2 ~ . ,
C” por partes em [T, 1], mas ndo necessariamente continua neste
intervalo. Sejama ,n>0e b , n > 1 os coeficientes de Fourier de f.

Entdo, para todo x real, tem-se: se f for continua em x,

a T
flx)= %+ % la, cos nx + b, sen nx];
= n=1

se f ndo for continua em x,

- —+ . — i + oo
X+ f(x !

I }ﬁ f ) =%+ 3 [a, cos nx + b, sen nx].

Fu .




Além disso, a convergéncia sera uniforme em todo intervalo
fechado em que a f for continua.

Observacao. O teorema acima ainda sera verdadeiro se a hipdtese
2 1
“classe C” por partes” for trocada por “classe C" por partes™.

A demonstracdo deste teorema € deixada para a Secdo A2.3 do
Apéndice 2.

EXEMPLO 3. Sejaf:r» — m afuncdo periddica, com periodo 2m, dada por

Esboce o grafico da funcdo F: m — r dada por
a hoy
Fix)= T”' + 3 (a,cosnx + b, sennx)
= n=1

onde a série do 2.° membro € a série de Fourier de f.
Solugdo

, ST , 2
Como f é periodica de periodo 2m e de classe C” por partes em [—T, 1],
podemos aplicar o teorema anterior. Assim,

[ fix) se [ for continua em x
Flx)= 4 f(xT)+f(x7)

—
) s

se [ ndo for continua em x .

Segue que F: B — R € a funcdo periodica de periodo 2n dada por



se —wT=x=0

Fix)= se x=10

1

1

2

X )

— se 0=x=w
T

(Observe que a funcado f sé6 é descontinua nos pontos da forma 2nm, n
inteiro, e nestes pontos, o limite lateral a direita é zero e o lateral a esquerda

é 1; assim, em todo x em que f é descontinua

D+ _0+1_ 1
>

Fay= L0
2 2
Para mais informacoes sobre as séries de Fourier e suas aplicacoes
sugerimos ao leitor as referéncias bibliograficas 12, 16 e 19.
Exercicio 9.4

Esboce o grafico da funcdo F : R — R dada por

T

+ =
L an . : B
Fixy=2 4+ s (a,cosnx+ b, sennx),
e,

2 n=1

onde a série do 2.° membro é a série de Fourier da funcdof: B —

periodica de periodo 2mn, dada por



I flxy= 12 e
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EQUACOES DIFERENCIAIS DE 1.°
ORDEM

10.1 EQUACAO DIFERENCIAL DE 1.2 ORDEM

Por uma equagdo diferencial de 1.° ordem entendemos uma equacdo do
tipo

$ = Flx,y) (ouy' = F(x,y)
dx

onde F(x, y) é uma funcio definida em um aberto Q do r°. Uma funcdo y =
y(x) definida em um intervalo aberto I é uma solu¢do dessa equacao se, para
todo x em I, ocorrer

Y'(x) = F(x, y(x)).

EXEMPLO 1. Verifique que y= ¢** re¢R, € uma solugdo da equagdo
diferencial ‘;i =2vy. (Aqui F(x,y) =2xye Q= 22.)
ax

Solucgdo



. . pe 2 . v . pe
Precisamos verificar que sendo y = ¢*-, a igualdade — = 2vy se verifica
) ax

para todo x.

Para todo x, temos

{'ulll"L" 2 2
T = {l}'r }r = 2.1'("'1 = 2.".'_"?.
ax

Assim, y = ¢**, x em R, é uma solucdo da equacio dada.

EXEMPLO 2. Determine uma solucao y = y(x) da equacao :{—1 = 3x+ 5 que
satisfaca a condigdo inicial y(0) = 2. (Aqui F(x, y) = 3x +5.)

Solugdo

O que queremos aqui é uma funcado y = y(x), com y(0) 2, cuja derivada

- 3‘.-‘.-._

seja 3x + 5. Entdo, y= J (3x + 5)dx =

4

3x-
2

— + 5x + k, k constante, é solucao
F

da equacgdo. Segue que y = + 5x + 2 é uma solucdo satisfazendo a

condicdo dada.

EXEMPLO 3. Determine uma fungao y = y(x), com y(1) = 2, que satisfaca
a seguinte propriedade: o coeficiente angular da reta tangente no ponto de
abscissa x € igual ao produto das coordenadas do ponto de tangéncia.

Solugdo



O coeficiente angular da reta tangente no ponto de abscissa x é y' (x) e o
ponto de tangéncia é (x, y(x)). Devemos ter, entdo,

Y (%) =xy(%).

Assim, a funcdo que queremos determinar é uma solucdo da equacao
diferencial

dy

— =W
dx

Tendo em vista a condicdo y(1) = 1, podemos supor y(x) > 0 para todo x no
dominio I da funcao, sendo I um intervalo. Segue que, para todo x em I,
devemos ter

V()
—— = .
V{x)

L

Lembrando que (In y(x)y’ = X ¢ que ‘ Ea | — v, teremos
- ¥

vix)
L)

(In y(x))" = ‘ ; ‘ para todo x em /.

Segue que existe uma constante k tal que

-
X=

Iny(x)= + k para todo x em [.

(Lembre-se: duas funcbes que tém derivadas iguais em um intervalo, neste
intervalo, elas diferirdo por uma constante.) Da condicdo y(1) = 1 segue que

-

In \(1) = lTh + k. ou seja, k = —

b | —

Conclusdo: y = ¢/** = 1/2_y qualquer, resolve o problema.



O objetivo deste capitulo é o estudo das equacOes diferenciais ordinarias
de 1.” ordem.

10.2 EQUACOES DE VARIAVEIS SEPARAVEIS.
SOLUCOES CONSTANTES

Uma equagdo diferencial de 1. ordem de varidveis separdveis é uma
equacado da forma

1) D — ohty)  (ou L = g(nh(x))
B dx ' ’ it

onde g e h sdo fungbes definidas em intervalos abertos I e I,

respectivamente. Observe que uma solugdo de (1) é uma funcdo y = y (x)
definida num intervalo aberto I, com I C I, tal que para todo x em I,

Y () = g(h(y(x)).

EXEMPLO 1. {}i =x’ é uma equacao de variaveis separaveis. Aqui g(x) =
ax
xeh(y)y’.

III.‘.- 3 7 ~ . . a
EXEMPLO 2. {T: t2 + x> é uma equacdo diferencial de 1. ordem, mas
al
ndo de variaveis separaveis.



EXEMPLO 3. Verifique que x(f)=— rf_l.—l =<t=1, é solucao da

~ n'r.‘t' i)
equacao — = fx-.
dt

Solugdo

Precisamos mostrar que, para todo t em 1-1, 1[, X' (¢) = t[x(t)]°. Temos

i o]
i i

, 41
X(I)=——— ‘: 7 ]
drl t=—1]) (t=—=1)

f{.\'{f}f3=f|:— ,,2 ]} = 35” —
Logo, para todo t em ]- 1, 1[,

X (6) = thx(OT

.
ou seja, x(f) = — ——, —1 <t < 1, é solucdo da equacao.
f;_

Vejamos, agora, como determinar as solucOes constantes, caso exista
alguma, de uma equacdao de variaveis separaveis. Para que a funcao
constante y(x) = a, x em I, (a constante) seja solugdo de (1) devemos ter,

para todo x em I,

Y'(x) = g(x)h(y(x)), ou seja, 0 = g(x)h(a)



pois y'(x) = 0 e y(x) = a. Supondo entdao que g(x) ndo seja identicamente
nula em I, deveremos ter h(a) = 0, ou seja, para que a fungdo constante y(x)

=a, x em I, seja solugdo basta que a seja raiz da equagdo h(y) = 0.

Solucoes constantes de uma equacao de variaveis separaveis

Supondo g(x) ndo identicamente nula em I, a fungdo constante y(x)

= a, x em [, sera solugdo de dy g(x)hiy) se a for raiz da equacao

dx
h(y) = 0.

Atencado. Se as variaveis y e x forem trocadas respectivamente por x e t, a
’ ~ 1"_- .
fungdo constante x(t) = a, t em I, sera solugéo de % = g(t)h(x) se a for raiz
I

da equacao h(x) = 0.
EXEMPLO 1. Determine as solu¢des constantes de “;—1‘ =x(1 - yz).
ax

Solucgdo
h(y)=1-y* h(y) =0 1-y°=0. Como
1—y2=0=)y=10uy=—1
resulta que

yx)=leyx)=-1

sdo as solucoes constantes da equacao.



EXEMPLO 2. A equacado dT: = 4 + X’ ndo admite solucdo constante, pois
[

h(x) = 4 + x* ndo admite raiz real.

Exercicios 10.2

1. Assinale as equacOes diferenciais de variaveis separaveis.

dy oAy oy

a) ‘—'=.1'_1r By L =2
dx dy  x
dx 2 no dx

) =14y dl ——=x+1t
dt dt
dy _ x+w

dx -
e) XY ) ey R
dr xy2 41 ’ dt ( :

2. Verifique que a fungdo dada é solucao da equacao dada.

; b b dx
a) Af)=tgt,— —<r<,e— =142
2 2 dr
2 v
b) vix) = — e — = 2
41 dx ’
; dx s \
c) xiti=4¢ 2 =x2 — 16)
dt
o ) v vt —1
d vix)=1,x=10,e i+= -
dx X
2, dy
&) }._E,.a 2 = = Xy
dx

3. Determine, caso existam, as solu¢oes constantes.



dy
e) —=x(y*+y-2) £ = - — x>0

10.3 EQUACOES DE VARIAVEIS SEPARAVEIS:
METODO PRATICO PARA A DETERMINACAO
DAS SOLUCOES NAO CONSTANTES

Consideremos a equacao de variaveis separaveis

L = g(h(y)
dx ’

com g(x) e h(y) definidas e continuas nos intervalos abertos I e I,

respectivamente. Lembre-se de que uma solucdo desta equacdo é uma
fungdo y = y(x), x em um intervalo aberto I, com I < I, tal que para todo x
em [

(1) v'(x) = glx)h(y(x)).

Uma pergunta que surge espontaneamente € a seguinte: como
deveremos proceder para determinar uma solucao y = y(x), Xx em um
intervalo aberto I, satisfazendo a condigdo inicial (x,, y,), com x, em I, e y,

em [,? Bem, se h(y)) = 0, entdo a fungdo constante y(x) =y, x € I, sera
uma solugdo. Se h(y)) # 0, y, = y(x,), tendo em vista a continuidade da

composta h(y(x)) e o teorema da conservacao do sinal, poderemos supor
h(y(x)) # 0 para todo x em I. Desta forma a equacdo (1) sera equivalente a



yix)

— = gfx)x = [.
hivix)) °

Dai,

J"Lm = J" 2(x)dv + k, x em [ e k constante,

fi{vixy))
onde as integrais estdo indicando primitivas particulares dos integrandos.
Com a mudanca de variavel y = y(x) (dy = y'(x)dx) teremos

- JII‘I' -

J ) S J pi{x)de + k.
hiv)

Para obter uma solucdo nao constante e satisfazendo a condicdo inicial dada

€ soO integrar e escolher k adequadamente. Tudo isso nos sugere o seguinte

método pratico para determinagdo de solugdes ndo constantes:

Método pratico para determinacao de solucoes nao constantes
dy
— = g(x)h(y)

dy e (o = PR
I'— = g(x)dx (separagao das variaveis)
v

c o dy r
o J g(x)dx
hiv)

H(y) = G(x) + k

. l :
onde H(y) e G(x) sdo primitivas de P g(x) respectivamente.




Observacao. Pode ser provado que se g(x) for continua em I, e h'(y)
continua em I, entdo todas as solugbes ndo constantes serdo obtidas pelo
processo acima. (Veja Vol. 1, pag. 446, 5.” edicdo. Veja, também, o Cap. 14
deste volume.)

EXEMPLO 1. Resolva a equacao 4y - xyz.

dx
Solugdo

Primeiro vamos determinar as solucoes constantes.
h(y) =y%y =0 y=0.

Assim, y(x) = 0 é a unica solucdo constante. Vamos agora determinar as
solucOes ndo constantes.

dy = P
—5 = xdx (separacdo das variaveis)
)

J‘ ur':\ = J+ xdx

.1‘\ -

1
.II"\

Como g(x) e h'(y) = 2y sdao continuas e tendo em vista a observacao que
precede este exemplo, resulta



y=0

v= — 2 k constante

x2 42k

é a familia de todas as solugdes da equagao.

EXEMPLO 2. Com relacdao a equacao do exemplo anterior, determine a
solucdo que satisfaca a condicdo inicial dada.

a) y(1)=0
b) y(0)=1
c) y(0)=-1
Solugdo

a) A solucao constante y(x) 0 satisfaz a condicao inicial y(1) = 0.

a
b) y= — J“r T W0} = 1. Como para x = 0 deveremos ter y = 1, vem
X~ i



]=—#.ﬂu seja, k = —1.
.._i_"'.fk

Segue que

.n. ] T
yvix) = — ,\; — A2 <y A2,
xs —2
satisfaz a condicdo inicial dada. (Lembre-se: o dominio de uma solucao é
sempre um intervalo; no caso em questdo, tomamos — /2 < x < /2, pois 0
dominio devera conter x = 0.)

]

c) y=———m——e¢yi0)=—1.
’ x4+ 2k
2
—1l=——— ousejak=1.
02 + 2k !
Segue que
o 2
_"r'lr.‘(',i = _m. X e [F‘E..

satisfaz a condicao inicial dada.

EXEMPLO 3. Resolva & = £’

ar

Solugdo

x(t) = 0 é a unica solucao constante.

Determinemos, agora, as solu¢ées ndo constantes.



Dai,

x| = kpe 3 ky > 0 (ky = ).

Se x= k!B e.sex<0,x=— ke’ segue que x = ke'’3, onde k # 0 é uma
constante real qualquer. A solucdo constante x(t) = 0 podera ser incluida
nesta familia e, para isso, é s6 permitir que a constante k assuma, também, o
valor zero. Deste modo,

x = ke/3, com k uma constante real qualquer,

é a familia de todas as solugOes da equagao.

EXEMPLO 4. Determine a funcdo y = f(x), tal que f(1) = 1, que goza da
seguinte propriedade: o coeficiente angular da reta tangente no ponto de
abscissa x € igual ao produto das coordenadas do ponto de tangéncia.

Solugdo

Para todo x no dominio de f devemos ter

f (%) = xf(x).



Assim, a funcao procurada é solucao da equacao

Como a solucdo constante y(x) = 0 ndo satisfaz a condicdo inicial dada,
segue que a solucdo é uma funcdo nao constante. Sendo y = y(x) a solucao
procurada, a condicao f(1) = 1 nos permite supor y(x) > 0. Temos

7

X
J —= J x dx e, portanto, In y = —+ k.
3 “ 3

. &
Da condicdo y = 1 para x = 1, resulta

1

'I._
In 1= — + k e, portanto, k = —

I
E.
A funcdo procurada é, entdo,

71, '
y= el 21

2, ou seja, y = I_ ex 12, |
e

EXEMPLO 5. Determine o tempo necessario para se esvaziar um tanque

cilindrico de raio 2 m e altura 5 m, cheio de agua, admitindo que a agua se

escoe através de um orificio, situado na base do tanque, de raio 0,1 m, com

uma velocidade v = ,2gh m/s, sendo h a altura da dgua no tanque e g = 10

m/s’ a aceleracdo gravitacional.

Solugdo

Seja h = h(t) a altura da agua no instante t. O volume V = V(t) de agua
no tanque no instante t sera

V(©) = 4nth(D)



e assim

Por outro lado, supondo At suficientemente pequeno, o volume de agua que
passa pelo orificio entre os instantes t e t + At é aproximadamente igual ao
volume de um cilindro de base nr’ (onde r é o raio do orificio) e altura
v(t)At (observe que a dgua que no instante t esta saindo pelo orificio, no
instante t + At se encontrara, aproximadamente, a uma distancia v(t)At do
orificio, onde v(t) é a velocidade, no instante t, com que a agua esta
deixando o tanque). Entdo, na variacao de tempo At, a variacao AV no
volume de agua sera

AV = —v(nmrAt.
E razoavel, entdo, admitir que a diferencial de V = V(t) seja dada por
dV = —v(tnr'dt.

ou que

{ Vv .
— = V(I )Tr-.
dl

%]

De (1) e (2) resulta

dh 9
4w = — (1 )mr-.
dat

Sendo v = 20h e r = 0.1, resulta que a altura h = h(t) da agua no tanque é
regida pela equacao
dh |

4—=—0,01+20h. h = 0.
dt



Temos

*.;'.E=—I+R'.

Jﬁ 4{}{} dh =— J4 df e, portanto, —
v 20k v20

De h(0) = 5, resulta k = 400. Assim,

h=—"(—t + 400)2,
4002

O tempo necessario para esvaziar o tanque sera, entao, de 400 segundos ou
6 min e 40 s.

EXEMPLO 6. Uma particula move-se sobre o eixo x com aceleracao
proporcional ao quadrado da velocidade. Sabe-se que no instante t = 0 a
velocidade é de 2 m/s e, no instante t = 1, de 1 m/s.

a) Determine a velocidade v = v(t), t > 0.
b) Determine a funcdo de posicao x = x(t), t > 0, supondo x(0) = 0.

Solugdo

a) O movimento é regido pela equacao

dv -
— = av-
dt

onde a é a constante de proporcionalidade.

- II';'I'I' ' ]
J — = J a dt e, portanto, — — = af + k.
Ve v

Segue que



Parat=0, v =2, assim

|

l .
2=—— ouseja, k=——.
k : 2
Parat=1,v =1, assim
|=——1! ein. g =—— L
= - Ou seja, 4 =— .
oa—— =
2
“¥
Logo, vif) = =0
80, 1+t
A r 7
b) De & — ) resulta & _ 2
dt dr 1+t

r .
J dx = J ~—_dr e, portanto,x =2 In(1 + 1) + k, t = 0.
1+t

Tomando-se k = 0, a condicao inicial x(0) = 0 estara satisfeita. Assim, x(t) =
2In(1 +0),t>0.

No préximo exemplo, vamos precisar da segunda lei de Newton que
diz: a resultante das forcas que agem sobre uma particula é igual ao
produto da massa da particula pela sua aceleragdo.

Segunda lei de Newton

—¥ n —
ma = ZF;\-

k=1




R

onde m € a massa, , aceleracdo e 2 Fk resultante das forcas que
k=1
atuam sobre a particula.

Observacao. No sistema internacional de unidades (SI) a unidade de
comprimento é o metro (m), a de tempo o segundo (s), a de massa o
quilograma (kg), a de forca o newton (N) e a de trabalho o joule (J). Sempre
que deixarmos de mencionar as unidades adotadas, ficara implicito que se
trata do sistema SI.

EXEMPLO 7. Uma particula de massa 1 kg desloca-se sobre o eixo Ox e
sabe-se que sobre ela atuam uma forca constante, paralela ao movimento,
de 5 N e uma forca de resisténcia, também paralela ao movimento, e cuja
intensidade € igual a velocidade v. Sabe-se, ainda, que v(0) = 0 e x(0) = 0.
Qual a posicao da particula no instante t?

Solugdo

Sendo x = x(t) a posicao da particula no instante t, pela 2.* lei de
Newton, a equacdo que rege o movimento €

. _ dx Lo
pois, ¥ = —-. Como v(0) = 0, para t proximo de zero teremos 5 — v > 0.

Podemos, entdo, supor 5 — v > 0 para todo t no dominio de x = x(t). Temos

dv
5—vw

=dtedal —In(5 —v)=1t+ k.

De v(0) = 0, resulta k = — In 5. Segue que



—-t—k - +In5 - In5
5-v=e “ouv=5-e ""=5-¢ (e"".

Como €™’ =5,v=5(1 —e ), t > 0. Temos, entio,

] ™
%=5u —ce-—fme_r=J 5(1— e Nydr = 5t + 5S¢~ + k.
{

Para que a condigdo x(0) = 0 seja satisfeita, basta tomar k = — 5. Assim,

x=5(t+e «—1),t>0,

€ a posicao da particula no instante t.

Exercicios 10.3

1. Resolva



dx dv
by 2L =41

al — =t —
dt dx
v
dx it
¥ Ay il
el izi..\}{' .ﬂ i:l_‘gj}ﬂ
ar  x dr X
Iy iy
g) B2 hy L ey
dt dx
o . X
) —=y2 —yp Jho—=lInt
dt dt
a
0 dy _1+3 x>0 m]£=re_5
dx x dt
{ ’ . -
ﬂ] ﬂ:ll_ztu':}ﬂ :’.:'] d_.ll= le
dv ou dt I +¢
Ty ix i 4 T
Pl 'f_'=|,;u.s2 1'~—£ﬂ=‘:_‘r{£ i) i= e T
dx 2 2 dt  cosx 2 2
, ] ,
rl d_}z,;_'r_ysj 1~‘£{1'{£ 5 d_1_=4_12
dx 2 2 dt
1) aw _ C (C constante) i) dx _ ax(x + 2) (e constante)
dv v dt
Determine y = y(x) que satisfaca as condi¢des dadas.
al “_y:E}'EJ-{ﬂ}:[ b “_-1“:_1-2_4,9_1-“}:2
dx dx
cl ﬂ=3}~3¢;-[uj=l d) £=_1'2—:1r:_1'f[|‘:=l
dx 2 dx
Suponh V = V(p), p > 0, satisf jo &=L
uponha que = , P , Satistaa a equacao dp '’ Y

constante. Admitindo que V=V, V, > 0, para p = p,, mostre que V'p
=V,'p,, para todo p > 0.

O coeficiente angular da reta tangente, no ponto de abscissa x, ao
grafico de y = f(x), é proporcional ao cubo da ordenada do ponto de

A s l .
tangéncia. Sabendo que fi1) = — determine f.

¥v2’
Um corpo de massa 10 kg é abandonado a uma certa altura. Sabe-se
que as Unicas forcas atuando sobre ele sdo o seu peso e uma forca de
resisténcia proporcional a velocidade. Admitindo-se que 1 segundo
apos ter sido abandonado a sua velocidade é de 8 m/s, determine a

velocidade no instante t. Suponha que a aceleracdo gravitacional seja



10.

11.

de 10 m/s’. (Lembre-se de que o peso do corpo é o produto de sua
massa pela aceleracao gravitacional.)

A reta tangente ao grafico de y = f(x), no ponto (x, y), intercepta o
eixo y no ponto de ordenada xy. Determine f sabendo que f(1) = 1.
Determine a curva que passa por (1, 2) e cuja reta tangente em (X, y)
intercepta o eixo x no ponto de abscissa ji

Um corpo de massa 2,5 kg cai do repou;o e as unicas forcas atuando
sobre ele sdo o seu peso e uma forca de resisténcia igual ao quadrado
da velocidade. Qual a velocidade no instante t? Suponha que a
aceleracio gravitacional seja de 10 m/s’.

Para todo a > 0, o grafico de y = f(x) intercepta ortogonalmente a
curva x° + 2y’ = a. Determine f sabendo que f(1) = 2.

Para todo a > 0, o grafico de y = f(x) intercepta ortogonalmente a
curva xy = a, x > 0. Determine f sabendo que f(2) = 3.

Determine uma curva que passa pelo ponto (0, 2) e que goza da
seguinte propriedade: a reta tangente no ponto (X, y) encontra o eixo x
no ponto A, de abscissa positiva, de tal modo que a distancia de (x, y)
a A seja sempre 2.

10.4 EQUACOES LINEARES DE 1.2 ORDEM

Uma equacgdo diferencial linear de primeira ordem é uma equacao do

tipo

dy _
— = flx)y + g(x)
dadv '

onde f(x) e g(x) sao fungdes continuas definidas num mesmo intervalo I. Se

gx) =

0 em I, entdo diremos que (1) € uma equacgdo linear homogénea de 1.°



ordem.

EXEMPLO 1. & = xy + 1 é linear de 1.* ordem; aqui f(x) = x e g(x) = 1.

dx
Esta equacdo € linear mas ndo homogénea.

EXEMPLO 2. {;;1- = *x é linear de 1. ordem e é, também, de variaveis
dt

separaveis; aqui f(t) = t* e g(t) = 0. Trata-se, ainda, de uma equacio linear
homogénea de 1.* ordem, pois, g(t) = 0 para todo t.

'y , VT e
EXEMPLO 3. ‘;_-: 5y% + sen sen x ndo € linear e tampouco de variaveis
ax

separaveis.

~ . ~ {-IIIIII-I . z
Se g(x) = 0 em I, teremos a equacao linear homogénea o fix)y que €,
ax
também, uma equacado de variaveis e cuja solucado é

[ flxdy
y= kel . kem R. u

EXEMPLO 4. Resolva a equacdo D _ 2y,

—_— _Il, =
dx '
Solugdo

Trata-se de uma equacdo diferencial linear e, também, de variaveis
separaveis. Separando as variaveis, integrando e observando que a funcao

constante y = 0 é, também, solugdo, obtemos a solucao geral

-3 73
y=ke* 7, k em [R. u



A seguir, vamos destacar a férmula para o calculo das solucoes de (7).

Formula para as solucoes de uma equacao diferencial linear de
1.2 ordem

As solugoes da equacao

iy .
E= fixyv+ glx)
dx '

sao dadas pela formula

Ir_(,f_ ' _‘f.. i
V= eI 1[9’: + J g(x)e J m”{h}.k em [,

onde as integrais indicam primitivas particulares dos integrandos.

Para chegar a esta formula, vamos olhar primeiro para a equacdo

A~ dy . ~ [y g
homogénea — = f(x)y, cuja solecdo, como saemos, s , — j.Jf¥dx e como k
; J) € v=he
ax ’ .

- ¥

€ uma constante, isto significa que a derivada do quociente é zero.

Calculando a derivada deste quociente, observase que a razeilo do zero é o
aparecimento no numerador, ap6és simplificacdo, da expressao y' — f(x)y.
Entdo, se supusermos y = y(x) solucao de y' = f(x)y + g(x), no numerador
devera aparecer g(x), pois, neste caso, y' f(x)y = g(x). Vamos conferir?
Sendo, entdo, y = y(x) solucao de y' = f(x)y + g(x) teremos, também, y' —
f(x)y = g(x). Temos

— yfix }EJ fix)dxe _ Y ) gln)

J fixidx | fix)dx
e

, | F(x)dx
d y _y el
1y | Fx)dx 20 Fixdx
dx (_,J f el

(}



ou seja,

] _, oy
i [mlz glx)e J flx)ax:

Integrando, resulta

¥y C =] fd

——=k+ | pixie Ay
c}lf':.‘f:l-:f.t J”E" ‘

e portanto,

y= f‘-l _-'rtx'm'x|:k + JE-?[-Y::'C?_JHIMIL’?'.‘(} k em R,
onde as integrais indicam primitivas particulares dos integrandos.

EXEMPLO 5. Resolva a equacao ;1‘ = 3y + 4. Qual a solucao que satisfaz

a condicao inicial y(0) = 5?
Solugdo

Trata-se de uma equacao linear onde f(x) = 3 e g(x) = 4. As solugoes sdo
entdo dadas pela férmula

y= ””{kﬂle f3de f_x}

ou seja,

y= ked¥ 4+ 3F J:’hﬁ_h dx.

4
De jil-c?_ Py = — — ¢~ resulta

2



v = J.;:(,.‘-Jr _

Para que tenhamos y(0) = 5, k devera satisfazer a equacdo 5 =k — i, ou

. 19 . ~ 19 , 4 . I
seja, k= —. Assim, a solucdo y = — ¢** — — satisfaz a condicdo dada.
- a

Esqueceu a formula? Caso tenha esquecido a férmula, proceda do seguinte

~ ~ dy
modo. A solucdo da equagdo ‘f— =3y é y = ke**. Construamos, agora, 0
ax

: y : : _ :
quociente —-. Derivando este quociente e supondo que y = y(x) seja

solucdo da equacdo dada, vem

dl v yelr — 3yedr v —3y 4 —3x
[E— " = = - = = - - = - = 4(' =
dv | e3x eox PRE PRE
Integrando, obtemos
Vv [ . _a
—=k+ J 4¢3 dx,
o X

e

Cuidado. Tudo isso funciona bem porque a equacao é linear!!

O proximo exemplo mostra como a equacgao diferencial linear se
relaciona com a matematica financeira.

EXEMPLO 6. Certa pessoa faz hoje uma aplicacdo de R$5.000,00 em uma
instituicdo financeira que remunera o capital aplicado de acordo com a

-

equacao % = 0.02C, onde C = C(t) é o valor da aplicacdo no instante t,
l

sendo t dado em meses e C em reais. Observe que o capital C esta variando



a uma taxa # que é proporcional ao valor do capital no instante t, sendo
dat

0,02 o coeficiente de proporcionalidade.

a) Qual o valor do capital aplicado no instante t?

b) Qual o valor da aplicacdo daqui a um més? E daqui a 2 meses?

c) Qual a taxa mensal de juros compostos que a instituicao financeira esta
pagando?

d) Interprete o coeficiente de proporcionalidade 0,02.

Solugdo

a) E uma equacdo linear e, também, de variaveis separaveis. Integrando,
obtemos

n
C = 02

Como o valor da aplicacao realizada hoje foi de R$5.000,00, segue que
C(0) = 5.000.

Deste modo, C = 5.000 "% serd o valor da aplicacdo no instante t.

b) Para t = 1, C = 5.000 ™ = 5.101, 00670015, pois e”* = 1,02020134,
logo o valor da aplicacao daqui a 1 més sera de R$5.101,01. E daqui a dois
meses teremos C = 5.000 e”*, ou seja, C = 5.204,05. Assim, daqui a 1 més
o valor da aplicacdo serd de R$5.101,01 e daqui a dois meses o valor sera
de R$5.204,05.

5.000 €% =5.000 + 5.000 . 0,02020134,

juros
compostos que esta sendo paga pela financeira é de 2,020134% ao més.
d) Antes de interpretar o coeficiente 0,02, vamos fazer um pequeno

¢) Como segue que a taxa de juros

comentario sobre taxa de juros compostos e taxa nominal de juros. Por
exemplo, se aplicamos hoje um valor C a uma taxa de juros compostos de

i% ao meés, isto significa que daqui a 1 més o montante da aplicacdo sera de



juros

o montante ao final do 2.° més é obtido somando-se ao montante C, 0s juros

devidos no més, a taxa de i%, e calculado sobre este montante, ou seja,

C, =C + C -i% =1+ i%)= Cy(l + i%)?;
'«ﬂ,_r

juros
repetindo este procedimento, ao final de t meses o montante sera de
C=Cyll + i%)'

que é a férmula para o calculo do montante no regime de juros compostos.
Observe que neste regime sao calculados juros sobre juros. Por outro lado,
uma taxa nominal de juros, que devera vir sempre acompanhada do ntmero
de capitalizagcdes que ocorrerdo no periodo a que ela se refere, é, também,
equivalente a uma taxa de juros compostos como veremos. Por exemplo,
uma taxa nominal de juros de 18% ao ano, capitalizavel mensalmente ou

capitalizavel 12 vezes no ano, é uma outra maneira de nos referirmos a uma
18

l"}

=

nominal de 3% ao meés, capitalizavel 30 vezes no meés, é equivalente a uma

taxa de juros compostos de —% ao més; supondo més de 30 dias, uma taxa

taxa de juros compostos de —% ao dia; e assim por diante. Suponhamos,

agora, que uma aplicagdo de C reais seja realizada hoje a uma taxa nominal

de 2% ao meés; supondo més de 30 dias, se esta taxa for capitalizavel 30

20,

pois no
0 J ’

vezes no més, o montante ao final do més sera de ¢, = Gy| 1+

2%

meés ocorrerdo 30 capitalizacOes a taxa de o 2 dia; se a taxa nominal de

2% ao més for capitalizavel 60 vezes no més, ou seja, as capitalizaades de

juros ocorrerdo a cada 12 horas, o montante ao final do més sera de
(20050

€= 1f-q-:|| l +.—|

., 'b{] s

no mes, o montante ao final do més sera de

. se a taxa nominal de 2% ao més for capitalizavel n vezes



F -ﬂ.,:;_;l Y F D{}.ﬂ. 1
C]:C|}|+L{|:C{|||+ ~ - .

H i

Lembrando que

M
| (confira)

02

92 = |im |I+
fAo— = il
isto significa, se houver infinitas capitalizacdes no meés, ou seja, se a
capitalizacdo de juros for instantdnea, o montante da aplicacdo ao final do
meés sera de
a6,
Cl = Cﬂ e .
Podemos entdo interpretar o coeficiente 0,02 = 2% como uma taxa nominal
de 2% ao meés, capitalizavel instantaneamente. Esta taxa nominal de juros
capitalizavel instantaneamente é denominada taxa instantdnea ou taxa

continua de juros. Deste modo, o coeficiente 0,02 nada mais é do que a taxa
instantanea ou continua de 2% ao més que esta sendo paga pela financeira.

Exercicios 104

1. Resolva



dx dx
a) —=—x+2 b) —=2x-1
it it
dx dr  x .
) —=uxsenf dl —=—+1¢11t=0
dt it i

.'i'l-'
e) Z—y—y n L oy
dx ) it
dx ay
2] —=x+s=ent ) == =—2vy+cos2x
dt dx .
. :f_‘t' e Y v
i) —=vIn x Jlh — = ]y

dx dr  x*—1

Suponha E, R e C constantes nao nulas. Resolva a equacao.

al Rﬂ:ﬁ 1) R£+£=E

' dt c ' dt [
Suponha E, R e L constantes ndo nulas. Determine a solucdo i = i(t)
do problema

L%y Ri=E
1t
Ir'lf{Ij:I}

Um objeto aquecido a 100°C é colocado em um quarto a uma
temperatura ambiente de 20°C; um minuto ap0s a temperatura do
objeto passa a 90°C. Admitindo a lei de resfriamento de Newton que
a temperatura T = T(t) do objeto esteja variando a uma taxa
proporcional a diferenca entre a temperatura do objeto e a do quarto,
isto é,

dT

T =l — 20), o constante,
at

determine a temperatura do objeto no instante t. Suponha t em
minutos.

Um investidor aplica seu dinheiro em uma instituicdo financeira que
remunera o capital investido a uma taxa instantanea de 8% ao més.



a) Supondo que o capital investido no instante t = 0 seja C,

determine o valor C = C(t) do capital aplicado no instante t.
b) Qual o rendimento mensal que o investidor esta auferindo?
(Suponha t em meses.)

7 |'l .
6. Um capital C = C(t) esta crescendo a uma taxa % proporcional a C.
L

Sabe-se que o valor do capital aplicado no instante t = 0 era de
R$20.000,00 e, 1 ano apds, R$60.000,00. Determine o valor do
capital no instante t. Suponha t em anos.

7. (Decaimento radioativo) Um material radioativo se desintegra a uma

taxa “%r” proporcional a m, onde m = m(t) é a quantidade de matéria no
L

instante t. Supondo que a quantidade inicial (em t = 0) de matéria seja
, . s . | .

m, e que 10 anos apods ja tenha se desintegrado 3 da quantidade

inicial, pede-se o tempo necessario para que a metade da quantidade

inicial se desintegre.

8. Uma particula desloca-se sobre o eixo x com aceleracao proporcional
a velocidade. Admitindo-se v(0) = 3, v(1) = 2 e x(0) = 0, determine a
posicdo da particula no instante t.

9. Determine a funcao y = f(x), x > 0, cujo grafico passa pelo ponto (1,
2) e que goza da propriedade: a area do triangulo de vértices (0, 0),
(x,y) e (0, m), m> 0 é igual a 1, para todo (x, y) no grafico de f, onde
(0, m) é a intersecdo da reta tangente em (X, y) com 0 eixo .

10.5 EQUACAO DE BERNOULLI

A equacao



@5 _ fix)y + glx)yv™, o # 0 constante,

dx
hoje chamada equagdo de Bernoulli foi estudada nos fins do século XVII
pelos irmdos Jacques (1654-1705) e Jean Bernoulli (1667-1748) e, também,
por Leibniz (1646-1716). (Veja referéncia bibliografica 9, pag. 307.) Trata-
se de uma equacdo nao linear, mas que se transforma, com uma conveniente
mudanca de variavel, numa linear.

Para y # 0, tal equacao € equivalente a

— — Y

(1) VO = vl T + g(x).
dx

Agora, com a mudanca de variavel u = y' ~ ¢, y = y(x), a equacdo se
transforma numa equacao linear. De fato, pela regra da cadeia

i ,
dit L dh
— ==y —.
dx dx

Substituindo em (1) obtemos a equacao linear

i
— =(l—a)flx+(1—a)elx).
dx '

Equacao de Bernoulli

dy . : :
Fa flx)y + glayy®, o # 0.
.

Para y # 0, tal equacdao é equivalente a _H'_*T%=._ff.1']_‘|'l_ﬁ + g(x).
ax

Com a mudanca de variavel u = y' ~ % y = y(x), a equacdo de
Bernoulli se transforma na equacao linear

du .
— =1 —a)fixu+ (1 —aglx).
dx




Solucoes da equacao de Bernoulli

dy . - v ;
T = \.f [_1'_:.1;+ a( _'I.'_:ll‘fu-. o #F 0,
X

com f(x) e g(x) definidas e continuas num mesmo intervalo aberto
L

Solucao constante. Se a > 0 a equacdo admitira a solucao
constante y(x) 0, x em 1.

Solucoes nao constantes.

1.° passo. Multiplica-se os dois membros por y *.

2.° passo. Faz-se a mudanca de variavel u =y % y = y(x).

EXEMPLO. Resolva a equagéo b _ v+ ey,

dx

Solugdo

Trata-se de uma equacdo de Bernoulli, onde f(x) = 1, g(x) = e x e a = 4.
A funcdo constante y(x) = 0 é uma solucdo. Para obter as solucGes nao
constantes, vamos multiplicar os dois membros por y * e, em seguida, fazer
a mudanca de variavel u = y°. Multiplicando por y * obtemos

_q dv _1 1
AL = I ey
dx ’

.z -3
Fazendo, agora, a mudanca de variavel u = y~ e lembrando que

dut - dvy I
T T obtemos a equacao linear
ax ax



du
=3y — 3¢,

dx

Pela férmula que fornece as solucdes da equacao linear, temos
= X |:fl: + J — e~ 3X -:*“a’_x}
ou seja

u = [k - 3x]e"

De u =y ’, segue que a familia das solucdes da equacdo dada é

Exercicios 10.5

1. Resolva as equacOes de Bernoulli

dy 4x dv - )
i:'l.] _r = 5}-. _— .J}'I P —_ = ,I,.; — {,3.1,],."-
dx ¥ dx

dx x |
) —=——3x.t=10 d) yy=y—y
dt i

3

2. Ha um modelo para variacdao populacional em que se supde que a
taxa de variacdo da populacdo no instante t seja proporcional
populacdo neste instante, com coeficiente de proporcionalidade A =
— B, sendo [} o coeficiente de natalidade e f o de mortalidade. Desse
modo, a variacao da populacao p = p(t) é regida pela equacao linear
-%?‘: Ap. Suponha que a populagao no instante t = 0 seja p,.

a
a

a) O que acontece com a populacdo se a = [3?



Sendo, a # [ determine a populacdo no instante t. O que
b) acontecerd com a populacdo se a > 3? E se a < [3?

Considerando fatores inibidores para a variacdo da populacao, foi
proposta uma modificacdo para o modelo do exercicio anterior, onde
5 3 1 Axi y = lim pif) 3
se supOe entdo um nivel maximo ¥ = '™ PYY) que a populagdo possa
atingir e que ha um fator inibidor proporcional ao quadrado da

~ . . A ~ N
populagdo e com coeficiente £ =—. Entdo, neste modelo, a variagdo da

populacdo é regida pela equacdao de Bernoulli %;1;:—9;;3, onde se
L

supde A > 0. Suponha que a populagdo no instante ¢t = 0 seja p,.

a) Resolva a equacao.

b) Supondo p, <y, para que valor de p a taxa de variagdo j—’: é

maxima? Qual o valor maximo para esta taxa de variacao?
c) Em que instante t o valor da taxa de variacdo € maximo?

Um outro modelo para a variacao populacional e dado, também, por
A

- ., dp . L
uma equacao de Bernoulli é e po>lee = onde se

di va—l’

supde que ¥ = lim p(f é o valor maximo para a populagdo. Supondo
p(0) = p,, resolva a equagao.

(Equacgdo de von Bertalanffy) A equacao de Bernoulli ‘:T"; =op?? —fp é
um modelo usado para a variacao do peso p = p(t) de urIna espécie de
peixe, onde e sdo constantes positivas e que dependem da espécie em
estudo. Suponha p(0) = 0. (O peixe ao nascer € tao pequeno que o seu
peso é quase zero.) Resolva a equacdo. Esboce o grafico da solucao
destacando o intervalo onde o peso esta variando a taxa crescente e
aquele em que o peso esta variando a taxa decrescente. Interprete os
resultados.



Observacdo. Para mais aplicacOes praticas das equacoes diferenciais, veja
na bibliografia o excelente livro de Bassanezi (1988).

10.6 EQUACOESDO Trrpoy' = f(y/x)

Consideremos a equacao

— dy {¥)

1) _— |—

dx R

. . s ¥
Veremos, a seguir, que, com a mudanca de variavel U=, u = u(x), a
equacao (1) se transformara em uma equacdo de variaveis separaveis. De
¥ . ~
fato, de = - segue y = xu. Derivando em relacdo a x obtemos

dy au
a — + - ;
dx dx

Substituindo na equacdo em (1) resulta

du
u+ x—= fiu)
dx

que é uma equacao de variaveis separaveis.

Reduzindo a equacao y’ = f(y/x) a uma de variaveis separaveis

ff‘l-\ . |r" v "".|
ar T LX)

v
u=--e, portanto, y = xu, u = u(x).




. ~ 1y du .
Derivando y = xu, em relacdo a x, vem {T =u+ x— Substituindo na
ax ax

equacao, resulta

{Jlll'f )
u+ x—= fiu)
dx

que é uma equacao de variaveis separaveis.

EXEMPLO. Resolva a equacao :r—l S

r—%

Solugdo
Dividindo o numerador e o denominador por x resulta

v
|+ —

dy ' + u
v

.

{lll.'l- ]

(v : I
= f| = | onde f(u)= :
. —u

., ¥ . . ~
Fazendo a mudanca de variavel u = “»ou deja, y = xu derivando em relacao

. . iy i .
a x resulta, como vimos anteriormente 2 =y + x %; substituindo na
ax ox
equacdo anterior, obtemos
dut |+ u . i | + u-
U+ xr—= ou seja, x— = .
dx | —u : dx | —u
Separando as variaveis, vem
1 —u 1 1 Il 1
i = —dx on —— — |du = —dx.
[ + u- x | + u- 1+ u- X

Integrando,



|
arc tg u — ?]n i1+ wy=1Inlxl+ ky.

Como para cada real k, existe um unico real k > 0, com k = 1 In k, e de

¥ FYae ~
u=--,a ultima equacdo pode ser colocada na forma

[ a
y . [y ¥ 4
arc tg—=1In_ 1+ | — | + In klxl ou arctg— = In k.\\:_r2 + y-.
X \ \ x x

Ou seja, as solugdes da equacao proposta sao dadas implicitamente pelas
equacoes

¥y C—
arc tg— =In k+/x= + y=. ]
X

Exercicios 10.6

1. Resolva as equacoes

dy _ x+ 2y dy _ ve — 2y
I —= by 2=
dx X dx v
) i:gt_-‘r d) E: }IE
da y Codx oxv+x©
: o dy v+ oy —v2 .
2. Considere a equacdo :_‘=L Verifique que a mudanca de
ax X
., ¥ . du
variavel u = —. u = u(x), a transforma em —=u —u? e resolva. (Observe

x ax
que a equacao dada ja é uma equacdo de Bernoulli, a mudanca de

variavel apenas simplifica a resolucdo.)




10.7 REDUCAO DE UMA EQUACAO AUTONOMA DE
2.2 ORDEM A UMA EQUACAO DE 1.2 ORDEM

Uma equacdo diferencial de 2. ordem é uma equacao da forma

Py
n’ - JJ.

. {e";

— Hx.

Se a funcdo F ndo depender da varidvel independente t (respectivamente X)
entdo diremos que a equacgdo é uma equacdo diferencial autbnoma de 2.?

ordem.
EXEMPLO 1. %+ Sy=0 é uma equacao de 2.* ordem nao
('l" X
Iy ) ) ./ .
autonoma pois F | X, Vs D =32 5y depende da variavel independente x.

dx dx

EXEMPLO 2. ”;—"— %.{}—" +5y=0 € uma equagdo de 2.* ordem autonoma,
S ax

pois a variavel independente x ndo aparece explicitamente na equacao.

EXEMPLO 3. “f ~ 5= (dx )’ + 3r = 0 é uma equacao autdnoma de 2.? ordem
{ f" \ dft /

pois a variavel independente t ndo aparece explicitamente na equagao.




Como vimos, uma equagdo diferencial autbnoma de 2.° ordem é uma
equacao que pode ser colocada na forma

il ¢
d*x a<y [ dy)

= FLI — [n:ru = F|k_\. . ,J]

{ur"

onde a variavel independente t (respectivamente x) ndao ocorre no 2.°
membro. Suponhamos, agora, que x = x(t) seja uma solucao desta equacao.

. dx . . ~ p
Em um intervalo I, em que - mantiver o mesmo sinal, tal solucao sera,
[

neste intervalo, estritamente crescente ou estritamente decrescente, logo,
inversivel e entdo poderemos considerar a inversa t = t(x), x € I, onde I, €
_ dx dv _ dx
d— di?

o intervalo {x(t)| t € I }. Fazendo, entdo, 1 , t = t(x), teremos “—

dv _ dv dx . v iy Zyp
Por outro lado, pela regra da cadeia, - = &2 %% oy seja, 4 -, 4 _ 47X

dt dx dr’ dt dv  dr2
t(x).

Reduzindo uma equac¢ao autonoma de 2.* ordem a uma
equacao de 1. ordem

dx O dey
- | X.
dit= \ dt r

Fazendo

dx dv  d%x
v=—,vF0, teremos v— = ——, 1 =1{X)

di dx =

Substituindo na equacao, obtemos a equacao de 1.* ordem

dav
v— = Fix, v).
dar




Observacao. No caso da equacdo d

h=i x = x(y), e dai segue —- d’y _dp =d—pﬂ= ﬂ.
dx dxl  dv dydx dy

{
_F] &y J, faz-se a mudanga

EXEMPLO 4. Uma particula de massa m 1 desloca-se sobre o eixo x sob
agdo da tinica forga 7 _ _ 7. Suponha x(0) = 1 e v(0) = 0.

a) Determine a relacdo entre v e x.
b) Discuta o0 movimento.
¢) Determine a posic¢do da particula no instante t.

Solugdo

Pela segunda lei de Newton, o movimento € regido pela equacao

autobnoma
dix
—=—X.
dt-
a) Fazendo v = ”r—r v # 0, teremos dv _ dv dx e, portanto, d’x _ v = i),
dr’ dr dx df dt> dr
Substituindo na equacao, resulta
dv
v —xouvdv=—xdx
dx
Integrando, obtemos
%—l— i— k. ou seja, vZ + x% = k, k constante. (k = 2k,)

Para que as condicOes iniciais sejam satisfeitas, basta tomar k = 1. Assim, a
~ - 2 2
relacdo entre v e x é dada por v + x” = 1.



b) No instante t = 0 a particula encontra-se na posicao x = 1. Sob a acdo da
forca a particula se desloca em direcdo a origem; passando a origem, a forca
comeca a agir contra 0 movimento e, na posicao x = — 1, a velocidade se
torna zero; em seguida, a particula é puxada novamente para a origem,
passa novamente por ela até atingir novamente a posicao x = 1 e dai em
diante passa a descrever um movimento de vaivém entre as posicoes x = 1 e

x = — 1. Observe que na posicdo x = 0 a intensidade da velocidade é
maxima e igual a 1.
dx i . ix >
c) Temos T=—.~\:1 —x2nomovimentode x=lax=-1e = =,1-42 no
dr dt
movimento de x = — 1 a x = 1. A solucdo constante x = 1 esta descartada,

pois, na mudancga de variavel supusemos v # 0 e, também porque x = 1 nao
é solucdo da equacdo dada. Como o movimento inicia-se em x = 1, vamos

dx
considerar a equagao — = J1—x2 . Temos
dt

dx

— A
PRy dl e, portanto, arc sen x = — t + k.
W= x=

A~ e e e F"
Da condigao inicial x(0) = 1, segue & = — , OU seja, x
=cost, 0<t<m Paraomovimentodex=-1ax= 1 vamos con51derar a
dx , C N . _ _
equagao = '1— x2 com a condicdo inicial x = — 1 para t = . Temos
dr
dx _ s e cem 1 — i
. = di e, portanto, arc sen x = [ + k.
1 — 2
y1—x
Para que a condigdo inicial seja satisfeita, devemos ter
) T :
arcsen (-1)=m+ louseja——+ = 7 +k
RFid . p .
e, portanto, k = ——“. Segue que o movimento de x = — 1 a x = 1 é descrito
2 I .
pela funcao * = ‘vﬁll| t——| = cos t, m < t < 2m Repetindo este

= F

procedimento, Conc1u1-se que x = cos t, t em R € a solucdo da equacao.



EXEMPLO 5. Uma particula de massa m = 1 descreve um movimento
. ~ . 2 |
sobre 0 eixo x sob a agdo da unica forca F=——i, x > 0, com as
X~

condigGes iniciais x(0) = 1 e v(0) = v, v, > 0.

a) Determine a relacdo entre x e v.
b) Para que valores de v, a particula retorna a posi¢do inicial? Para que

valores de v, a particula ndo retorna a posigdo inicial?
c) Qual o menor valor de v, para que a particula ndo retorne a posigao

inicial? Esta menor velocidade é denominada velocidade de escape.

Solugdo

a) A equacao que rege 0 movimento €

dt? x=

i

. s X ~ ~
Com a mudanga de variavel v = {‘T, a equacado se transforma na equacao
dt

de 1.2 ordem

dv 1 . 1 .
V— = ——=-ou seja v dv = — —-dx.
ax x- ' x-

Integrando, obtemos

bt

Lk
X

2

Para que as condicdes iniciais sejam satisfeitas devemos ter



[

Yo =% + ke, portanto, k =

—

J

]
2

[§]

Temos, entao,

)

it

v \

2

)

1 .
=—+ — — l,ouseja, v
x

ol

b) A particula retornara a posicao inicial se para algum valor de x ocorrer v

= 0. Entdo, para que a particula retorne a posicdo inicial deveremos ter
. 2
—+y;—2=0,x>0. Para x=

X i

estara retornando a posicdo inicial. Para y; = 2 a velocidade nunca se
anulara e, portanto, ndo podera retornar a posi¢ao inicial.
) vy = +2 é a velocidade de escape.

a velocidade sera zero, e a partir dai

Apa

2—vw

EXEMPLO 6. (Conservacdo da energia) Suponha que uma particula de
massa m deslocase sobre o eixo x sob a acdo da forca resultante 7 onde
f(x) é suposta definida e continua no intervalo J. Seja U(x) uma primitiva de
— f(x). Esta primitiva U(x) é denominada fun¢do energia potencial para f.
Mostre que se a posicao da particula for dada por x = x(t), t € I, entdo
existira uma constante c, tal que para todo t no intervalo I, tem-se

l - .
— v + [/{x)= ¢ (conservacao da energia)
5

o que significa que a soma da energia cinética —mv* com a energia

=

potencial U(x) permanece constante durante o movimento.
Solugdo

Pela 2.% lei de Newton, o movimento da particula é regido pela equacao



my = fix).
y & _ 47X _ y Substituindo
dx -

ax . .
gue, pelo que vimos anteriormente,

Dev=—se
dt
na equacao anterior, obtemos a equacao de variaveis separaveis.

my d—L = f(x)oumv dv = f(x)dx

Integrando e lembrando que U’ (x) = — f(x) resulta

5
mv=~+ U(x) = ¢, ¢ constante.

b | =

Outro modo de se chegar a esta equacao é o seguinte: multiplicando-se os
dois membros da equacdao my = f(x) por x, obtemos mix — f(x)x = 0. Temos,

entao,
d | mxl md ., d m o .. )
— +Uix)|=——x-+—U(x)=—(2xx)+ U'(x)x.
a’f{ y Y } 2 dt ar T
De U’ (x) = — f(x) e, tendo em vista, myx — f(x)x = 0, segue
d | mi? : o
E{ 5 + U{.‘(}:| =mix — f(x)x=0, paratodor = I.
Logo, existe uma constante c, tal que, para todo t € I,
]

1. .
—mxl +U(x)=c.
2
Tenho um carinho muito grande pela equacao do préximo exemplo, pois
foi com ela que nasceu a ideia para a minha tese de doutorado e para varios

dos meus artigos.



EXEMPLO 7. Suponha que o movimento de uma particula no eixo x seja
regido pela equacdo i + xx + x = 0;

a) Determine a relacdo entrevex, v — 1.

b) Mostre que a relacdo entre v e x, v > — 1, é dada por uma curva fechada.
c¢) Conclua que toda solucao x = x(t), com v > — 1, é¢ uma funcado periodica.
d) Mostre que se a derivada de x = x(t) for igual a — 1 para todo t, entdao x =
x(t), com t em R, sera solucdo da equacao.

Solucgdo

~ A X
a) Trata-se de uma equacdo de 2.* ordem autébnoma. Fazendo v=-——

o dt
teremos, também, \*%= “:f_f =i Substituindo na equacdo obtemos a
dx dt-

equacao de primeira ordem e de variaveis separaveis

v
v v x =0,
dx

Supondo v # — 1 e separando as variaveis obtemos

i rh; + x de =0.

v+
Integrando, vem

Vv "

J " -:f\*—!-J xdx =k

De

g

- -ll-. - 'I - .1{-._
J dv =J 1 — dv=v— In|1.‘ + I| e J Yy dv=—
v+ 1 v+ 1 2

resulta



:
x©
v — In|1-' + ]|—|— — = k. k constante.

b) Parav > — 1, temos v + 1 > 0. Assim, para v > — 1 a relacdo entre x e v
sera dada pela equacao

-
g

v—In(v+ 1)+ % = k. k constante.

Como v — In(v + 1) > 0, para v > — 1, (verifique), resulta que parav > — 1
deveremos ter k > 0. Temos, ainda,

-
g

v—In(v+1)<kparav>—1, pﬂla;—_;; 0.

Segue, entdo, que para cadav > — 1,

x==%2k—2[v—In(v+1)].

Parav =0, x =*+/2k. Temos i[v — ln(v+1)] =Y Segue que
dv v+1

|' estritamente decrescente em |—1. (1]
v—In(v+1)é-e
1ﬁsll'itﬂl1lﬂntﬂ crescente em [0, oo,

Temos, ainda,

lim (v—Iniv+1)=m

v——1*
e
lim (v—In(v+1))= lim 1[1—M}=m pois, Tim 2D _ ¢
V—3 00 V—0 v V—po0 v

Segue que para cada x [—-x;'zk ~ D], existe um tnico v € [— 1, 0] e um utnico
v € [0, o[ tal que x=,/2k—2[v—In(v+1)]; do mesmo modo, para cada



x e [il ~ 2k ] existe um unico v € [- 1, 0] e um tnico v € [- 0, oo ] tal que
x=./2k —2[v — In(v + 1)]. Deste modo, parav > -1, a curva

-

v—In(v+ 1)+ % =k, k constante,

é fechada. Trabalhando no plano xv, segue que para cada k > 0 temos uma
curva fechada localizada no semiplano v > — 1. Observe, ainda, que para 0
<k, <k, aregido

v —In(v+ 1)+ —— = k, estd contida na regido v — In(v + 1) + ~— = k, OU S€ja,
“¥ ) L

F= -~ s
ks

0 “raio” da regido y — (v + 1)+ — = % aumenta a medida que k aumenta.
¥

P

V2SS AV

¢) Suponhamos x(0)=-/2k e v(0) = 0. Entdo, a relacdo entre x e v é dada por

2

1r—ln{L'+I}+%=k.

Como ¥=—x(x+1)ex+1>0, segue que i< 0, para 0 < x= +/2k, e ¥ > 0, para
—/2k = x <0, 0 que significa que inicialmente a particula é atraida para a
origem, atingindo velocidade com intensidade maxima na origem, em
seguida, a particula vai perdendo velocidade até que a velocidade se anule
na posicao y = —,/2k . Em seguida, com velocidade positiva, ela retorna para
a posicao inicial x=.2k. E, a partir dai, a particula continua descrevendo
um movimento de vaivém entre as posicoes x=.2k e y=—2k. O
movimento sera periddico onde o periodo € o tempo gasto para a particula ir



até a posicdo y=—,/2k e retornar a posicao x=.2k. A intensidade da
velocidade sera maxima na posicao x = 0.

d) De v(t) = — 1, para todo t, segue x = — t + ¢, ¢ constante, que é solucao da
equacao dada. (Confira.)

A equacdo i+ xi+x=0 € um caso particular da equagdo
¥+ g(x)x+ g(x) =0 onde g(x) é suposta continua e com o mesmo sinal que x.
Utilizando esta equacdo como comparacdo, foi possivel obter varios
resultados qualitativos sobre as solucbes da equacdo mais geral
X+ f(x)x+ g(x)=0 equacdo esta denominada equacao de Liénard que é uma
equacao muito estudada pela sua importancia tanto para a fisica como para
varias outras ciéncias. Observamos que estudar qualitativamente uma
equacao significa buscar informacOes sobre as solucbes sem precisar
resolver a equacdo. Veja bibliografia, Guidorizzi (1988), (1991), (1993) e
(1996).

Exercicios 10.7

1x . ~
1. Sendo v = %determlne a relacdo entre v e x.
at

a) ¥=—x by i— i+ x =0
c) xtaxw+x=0 d) x+4x=0
ey x—x-+x=0 Hx— xd +x=0

2. Um corpo de massa m constante é lancado no espaco e supoe-se que a
unica forca atuando sobre ele seja o seu peso que, pela lei do inverso
do quadrado de Newton, é proporcional ao inverso do quadrado da
sua distancia ao centro da terra. Sendo x a distancia do corpo a terra e



K
(x+ R*’
K constante. Como, ao nivel do mar, ou seja, para x = 0, o peso é mg,

R o raio da terra, o peso do corpo a distancia x da terra sera

onde g € aceleracdao gravitacional ao nivel do mar e suposta
constante, segue que o valor da constante K é determinado fazendo x
= 0 na expressdo do peso e igualando a mg, para se obter K = mgR’.
Dessa forma, o movimento do corpo é regido pela equacao

. mgR* - ok~
my = — P — ouscla, X = ——7T-—_-".
(x+ R~ ix+ R
Suponha que o corpo é lancado com uma velocidade inicial v(0)= a.
a) Determine a relacdo entre v e x.
b) Qual o menor valor de (velocidade de escape) para que o corpo nao
retorne a terra?

10.8 EQUACOES DIFERENCIAIS EXATAS

Em muitas ocasides é conveniente trabalhar com as equacoes
diferenciais de primeira ordem na forma

Pix, v)dx + Q(x, y)dy = 0.

A funcao y = y(x) (x = x(y)) sera uma solucao desta equacao se o for de
dy . dx
P(x, v)+ Olx. _ﬂ? =0 (respectivamente P{x, 'ﬂf_ +Q(x, v)=0).
L ay
Podemos, também, buscar solucdao na forma paramétrica, assim, x = x(t) e y
= y(t), t num intervalo I, sera solucao se, para todo t em I,



Ix Iy
P(x, 1.*]li+ Olx., 1:}i =10.
T dt T dt

Se temos uma solucdo na forma paramétrica, naqueles intervalos em que

% # 0 podemos inverter x = x(t) e entdo a funcado y = y(x) dada por y = y(t),
dail

com t = t(x), sera solucdo da equacao.

Suponhamos que a funcdao y = y(x) seja dada implicitamente pela
equacao ¢ (x, y) = ¢, ¢ constante. A derivada desta funcdo obtém-se
derivando os dois membros da equacdo em relacao a x. Temos

: elx,y) ‘
e X. V)= ——0.
dx ’ dx

Pela regra da cadeia,

de  dx dv Ay dx de  dx  dydx’

1 . ,
Como ;— ¢=0, pois c é constante, resulta
ax

do L o0 dy _,

dx  dy dx

a e ~ ~
Desse modo, se ﬂ—ﬁi=P{.r. _v}ﬂﬂ—f= Q(x,y) entdo, a funcdo y = y(x) dada

implicitamente pela equacao ¢ (x; y) = ¢, sera solucdo da equacao

P(x, y)dx + Q(x, y)dy = 0.

Pois bem, diremos que a equacdo acima é uma equacdo diferencial exata se

.. ~ d d
existir uma funcédo ¢ = ¢(x, y) tal que ﬂ—f =P(x,y)e ﬂ—f = Q(x, y). Neste caso,

as suas solucoes serao dadas implicitamente pelas equacoes ¢(x, y) = c.




Equacao diferencial exata

Sejam P(x, y) e Q(x, y) continuas no aberto Q. A equacao
diferencial

P(x, y)dx + Q(x, y)dy = 0

sera exata se existir ¢ = o(x, y), (x, y) € Q, tal que

ﬁ_{'P_ =P(x,y)e J¢ _ Q(x, y) em (L.

ax Ay

Neste caso, as funcoes y = y(x) ou x = x(y) dadas implicitamente
pelas equacoes

o(x, y) c, c constante,

sao solucoes da equacgao dada.

EXEMPLO 1. A equacao x dx + y dy = 0 é exata, pois, para ¢ = %Jr }: »

temos

Segue que as fungbes y = y(x) ou x = x(y) dadas implicitamente pelas
equacgoes

2 2
X"y~ = c, c constante,

sdo solucoes da equacao dada.



Suponhamos que

e _ P(x.v)e 9 _ Q(x, v)em L)
ax ’ ay '

Sendo P(x, y) e Q(x, y) de classe C' em Q, entdo sera de classe C* em Q,
pelo teorema de Schwarz (Vol. 2), teremos

0¢ _0°¢ em {).
dxdy dydx

Por outro lado,

de _ e _oP

E a dvidx dy 3P 0

= ? = _(:\-'_1. (=111 ﬂ
ﬁi:@ dte _dQ !
L dy | dxdy  dx

. o [ 1 ~

O que significa que, sendo P(x, y) e Q(x, y) de classe C em Q, entdao
dP a0 . . L. ~

Ty . om Q é uma condigdo necessdria para a equagao ser exata. Como

¥ X

vimos no Vol. 3 esta condicdo sera, também, suficiente se for uma bola
aberta. Quando estivermos resolvendo uma equacdo poderemos sempre
supor uma bola aberta, pois, de inicio estaremos supondo sempre que (X, y)

esteja proximo da condigdo inicial (x, y,).

Condicao necessaria e suficiente para a equacao ser localmente
exata




Sendo P e Q de classe C' na bola aberta Q, a condicio

)
ﬂ=ﬁemﬂ

dy  dx
é necessaria e suficiente para a equacao
P(x, y)dx + Q(x, y)dy = 0

ser exata em Q.

EXEMPLO 2. A equacao (x — y)dx + (x + y)dy = 0 ndo € exata, pois,

i{.r— ﬂ=—laﬁi{.r+ vi=1. -
av ’ dx ’

EXEMPLO 3. Determine uma solucdo y = y(x) da equacao

xdx+2ydy=0

que satisfaz a condigdo inicial y(1) = 2.

Solugdo

gl
A equacdo é exata, pois, para ¢ = + 2, temos
& p .

Fe

ﬁ_gh:_rﬂﬁ_@:gx‘.
ax ay

L
A solucdo que queremos é dada implicitamente por 2+ 2 = ; tendo em
—

=

. o~ e e 9 ) 9 .
vista a condicdo inicial, segue ¢ = - pois, ¢(L, 2) = —. Assim,



€ uma solucao do problema.

EXEMPLO 4. Determine uma funcdo y = y(x), cujo graflco y(x) = (x y),y

= y(x), passe pelo ponto (1, 2) e seja normal ao campo F = ,(T_,_ 2y J

Solugdo

A condicao para y que seja normal ao campo no ponto y(x) = (x, y) é que

' d
o vetor v (x) = [ d: | tangente a y no ponto (X, y), seja ortogonal ao

campo neste ponto, ou seja, € preciso que o produto escalar de y'(x) por
F(x. y)sejanulo. Como

— —
"'f{'l.}—|| dy) |e F{m vi=xi +2vj
devemos ter
|I]~{ﬁ ‘r:+2x;‘—0 ou seja, ¥+2x-£—{}
dr ) | dx

Assim, a curva y(x) = (x, y), y = y(x), serd ortogonal ao campo f . y = y(x)

for solucdo da equacao

xdx+2ydy=0.

Tendo em vista o exemplo anterior, a solucao y = y(x) é dada implicitamente
pela equacao



[

(S

[":'| b
+
-

Assim, a curva y dada por

_ 19— x2
y(x)=(x,y), onde y=| "

l =

1
i
s
b
i
Ay
I\_’\_‘

resolve o problema. Por outro lado, observando que a equacdo anterior é
equivalente a

. 2
W2

-
3

i x | f
3/

a curva, que é uma elipse, dada na forma paramétrica por

(x =3 cos 1
| 3 t em R
|_v = ——sen f

~2

é, também solucao.

Observe que a equacao do exemplo anterior € uma equacao de variaveis
separaveis e poderia ter sido resolvida pela técnica da Secdao 10.3 e que na
verdade ndo difere em nada da técnica utilizada nesta secao.

EXEMPLO 5. Determine uma solucao y = y(x) da equacao

dv  2x

dx ¥

que satisfaz a condigao inicial y(1) = 1.



Solugdo

A funcdo y = y(x) procurada € a solucdao que passa pelo ponto (1, 1) da
equacao

2xdx —ydy =0.
v ap ap ~ .
P(x,y) = x7 ———¢ tal que Ir =2xe e = —y. A solucdo que queremos é
2 X V

dada implicitamente pela equacao

(=]

5 ¥

= —
2

l
[LIL".I[].. 1) = 7}.

F

!
2

]

V2

Entdo vy = +/2x~ — 1, x = . € uma solucdo do problema. (Observe que o

dominio de uma solucdo é sempre um intervalo, tomamos x = — para que

V2

o dominio contenha 1.)

EXEMPLO 6. Determine uma fungdao y = y(x) cujo grafico passe pelo
ponto (1, 1) e tal que a reta tangente no ponto genérico (x, y) tenha
v+ 2y
y—2x

e

coeficiente angular

Solugdo

A solucdo da equacgao

dy _ x+2y

dv  y—2x




que satisfaz a condicdo inicial y(1) = 1 resolve o problema. Como queremos
uma solucdao que passa pelo ponto (1, 1), podemos nos restringir ao
semiplano y < 2x que contém este ponto. Neste semiplano a equacao é
equivalente a

(x+2y)dx + (2x — y)dy =0

que é uma equacao diferencial exata (verifique). Vamos, agora, determinar

@ tal que
‘ﬂ = x + 2y
ax
wﬂ =2x — ¥
Ay

Integrando a 1.* equacao em relacao a x, vem

P = oy 2av+ k
3 _
onde k = k(y) é uma funcdo a ser determinada e que s6 depende de y.
Temos, entdo, que determinar k de modo que a derivada de ¢ em relacao a y
de 2x — y. Olhando atentamente para a expressao de ¢, conclui-se que

V= .
devemos ter k = - concorda? Assim,

e

vl \
— + 2xy — -
' 2

[ 2¥]

¢ =

resolve o problema. Como ¢(1, 1) = 2, a funcdo que queremos é dada
implicitamente pela equacao

[

—+ 2y —— =2 que é c‘.quivalente av:i—4xy+4—x2=0.

e

Resolvendo esta equacdo do 2.° grau na incégnita y obtemos a fungao



que resolve o problema. Observamos que o sinal negativo antes do radical é
para que a condicdo inicial y(1) = 1 seja satisfeita.

A seguir, vamos destacar um procedimento pratico para a determinacao

ae ae - ..
de ¢ tal que e = Plx.y)e e = Q(x, ¥) supondo que a condi¢do necessaria

esteja verificada.

Procedimento pratico para a determinacao de ¢

| e
‘% = P(x. y)
X
. p ="
99 _ x, v)
| dy ’

Integra-se a primeira equacdao em relagao a x:

¢ = J Pix, vyde + k(v).

Para obter k(y), deriva-se o 2.° membro da equacdo anterior em
relacdo a y e iguala-se a Q(x, y):

9 pee . oy = O x

—{J P(x, vydx) + k'(v) = O(x, v)

ay
Observacdo. As vezes é preferivel comecar integrando a 2.
equacao. Vocé é quem decide!




EXEMPLO 7. Resolva a equacdo y dx + (x + 2y)dy = 0.
Solucdo

Trata-se de uma equacado exata, pois

i{x}—i{x + 2y).

av ax

Vamos, entdo, determinar ¢ tal que

T
II

t\J

%|%%|m

Integrando a 1.* equacdo em relagdo a x, obtemos

@ =Xy + k(y).

Derivando o 2.° membro em relacdo a y e igualando a x + 2y, resulta

x + k' (y) = x + 2y e, portanto, k' (y) = 2y.

Podemos tomar, entdo ¢ = xy + y°. As solucdes da forma y = y(x) ou x = x(y)
sdo dadas implicitamente pelas equacoes

2
Xy +y~ = ¢, c constante.



Vejamos, agora, como se faz para determinar uma familia de curvas que

que a curva y(t) = (x, y), suposta diferencidvel num intervalo I, seja

s i dy
ortogonal a este campo no ponto (X, y), 0 vetor tangente y'(f)= [%?:
L J

devera ser ortogonal ao campo neste ponto, ou seja, o produto escalar deste
vetor tangente com o campo devera ser nulo:

| (e"; )

‘Ph 1}: + Of(x. U: =l'J
Cdt _

que € equivalente a

dx dy
Pix,vi—+ Nx, vyi—=10.
Ut X, ¥) dt

Deste modo, a curva y(t) = (x, y) sera ortogonal ao campo se for solucdo da
equacao

P(x, y)dx + Q(x, y)dy = 0.

. d d
Se esta equacdo for exata e © = @(x. y), tal que ﬁ—q: =Plx. y)e ﬂ—f = Q(x. ¥,

entao a curva y(t) = (x, y) sera ortogonal ao campo !}" se e somente se existir
uma constante c tal que

(1) @(y(f)) = ¢, para todo t em [,
pois, pela regra da cadeia,

d ap de 2 dy dx dy
— fr}—— =——+ —— = P(x, y)— + Q(x, v)—
di ot PN =G ar ey ar T T g T e DYy,




e, deste modo, se y(t) = (x, y) for solucdo o ultimo membro da expressao

anterior sera igual a 0 em I, e dai %mf ¥t =0 em I, logo, existira uma
constante c tal que (1) se verifica. Por outro lado, se (1) se verifica teremos
plx, _w% + O x, _ﬁ']% = (), e, entdo, (1) = (x, y) serd ortogonal ao campo ?

No que segue, a palavra trajetoria tanto pode estar indicando uma curva

COmO sua imagem.

Trajetorias ortogonais a um campo vetorial

As trajetorias ortogonais ao campo iy vy = P(x. v)i + O(x.v) |
sdo as solucoes da equacao

P(x, v)dx + Q(x, y)ydy = 0.

Bl

0
= Nx, v,
ay ’

~ A
Se tal equacao for exata e ¢ for tal que e Pix.y)e

entdo, y = y(t), t € I, diferenciavel no intervalo I, sera ortogonal ao
campo se e somente se, para alguma constante ¢, a sua imagem
estiver contida na curva de nivel

o(x, v)=rc.

Podemos, entdo, olhar para estas curvas de nivel como uma familia
de trajetdrias ortogonais ao campo ?

EXEMPLO 8. Determine uma familia de trajetérias ortogonais ao campo
— —

vetorial p (x,v)=x1+yjJ.



Solugdo
As trajetdrias ortogonais a este campo sao as solucoes da equacao

xdx+ydy=0

Integrando, obtemos a familia de circunferéncias x* + vy = ¢, ¢ = 0.

Exercicios 10.8

1. Verifique que é exata e resolva.

a) ydx+ xdv=0
b) dx+ cosydy=10
c) cosydr—xsenvdy =10
d) (2x+ 3v)de+ Bx+ 2y)dv=0

— v y Ny
€) = +}I2 dx + 25 _1‘2 dye =0, y=0
Hly—xde+ (P +x)dy=0

R
g) Gy +yvide tix+4)dv=10.

2. Determine uma solucao que satisfaz a condicao inicial dada.

dy_x+2y

a) & ev(l) =
ax ]—22.1'
v 3x<—y

,{}J l:_-: - [ I:’]_] = {:}
dx  x—3y2

o) @ 2x+seny T .

) = iy — e y(l)=—

dx X COs Y 2 2

3. Determine uma curva y(t), t € I, que passa pelo ponto dado e tal que,
para todo t € I, y'(t) seja ortogonal a ¢ (y (1)) onde F (x.y) € O CAMPO



vetorial dado.

— — —
a) (l.lje Fla,vi=v 1 +x

— gy —
by (1.2)e Flx, v=2x—v)i +(2y—x)

Y —F

—* —
c) (I.2)e Flx,y)=y; tx+37)

Uma particula desloca-se sobre o eixo x de modo que o produto da
velocidade pela diferenca entre a posigao e o tempo é igual a soma da
posicdo com o tempo. Sabe-se que no instante t = 0 a particula
encontra-se na posicao x = 1. Determine a posicdo x = x (t) da
particula no instante t > 0.

Determine uma funcao y = y (x) cujo grafico passe pelo ponto (2, 1) e
tal que o produto da funcdo pela sua derivada seja igual a metade da
soma da funcdo com sua derivada.

O movimento de uma particula no plano € regido pelo sistema de
equacgoes

) “?_1 -
) dt
dy

dr

LY
— X.
Suponha que no instante t = 0 a particula encontra-se na posicao (1,

1), isto é, x (0) = 1 e y (0) = 1. Mostre que a particula desloca-se
sobre a elipse

H-Fhﬁzﬂ.
(Sugestdo: Verifique que

[r=1U3

|y=vis)



é solucdo da equacao x dx + 2y dy = 0.)

10.9 FATOR INTEGRANTE

Consideremos a equacao
(1) Pix,yydx+ Q(x, y)dv=0,(x, y) € (],

e suponhamos que ela ndo seja exata. Seja u (x, y) definida num aberto
(), C ). Dizemos que u (x, y) é um fator integrante para (1) se

u(x, ) Px, yyde+u(x,y) Qx.y)dy =0, (x, y) €]

for exata.

Como ja sabemos, se P (x, y), Q (x, ¥) e u (x, y) forem de classe C' na
bola aberta Q,, uma condigdo necessaria e suficiente para que u = u (x, y)

seja um fator integrante é que satisfaca a equacao

7 (uQ) :i{HP}
ax ay

ou seja,

dup_ U H |92 _9F
ay dx Ldx  dy )

%]

Vejamos, a seguir, que condicoes devem ser satisfeitas para que a
equacao (1) admita um fator integrante que s6 dependa de x. Vamos, entao,



procurar um fator integrante da forma u = u (x). Com este fator integrante a
(2)se reduz a

a0 _ap
) _du _ dx Ay
' dx Q '
2 _ap
Se 9% 9y depender de x, isto €,
o
ﬂ{A‘. V) _ﬂ{ﬂ.'. V)
dx ’ ay T _
- =hix)
Qx, v

para alguma funcao h de uma variavel, a equacao (3) se reduz a

1
A i h(x)s
dx

que € uma equacdo de variaveis separaveis. Suponhamos h continua.
., . [ du \ ) o )
Separando as varidveis | — =—h (x) dx |. conclui-se que a equagdo admite o
Wi |

fator integrante

y = | hx)dx
=¢ - .

Deixamos a seu cargo verificar que se

a0 d P
—y)l—— Xy
ax %) ay :

_ — £ (y)
Pixy) Sy

com f continua, a equacao (1) admitira o fator integrante

iiv) =cej"r- ':Tm'ﬁ".



Pix,y)dx+ Q(x,y)dy=0.

Se

ﬂ—Q (x, y)— ﬁ—F; (x, ¥)
G : =h(x)

0x.y)

com h continua, a equacdo admitira o fator integrante

y H}:H—Jh[xnir.
Se
ﬁ{x. V) — ﬂ (x, v)
ax : ﬂ\; : _ f v)
P{J'.'J T} .

com f continua, a equacao admitira o fator integrante

| f(vydy
H{_"r‘}=f.’-lf'\ "

EXEMPLO 1. Resolva a equacao
o + _vz]l dx + (X + 3_1.'_1:2 + Zxy) dy = 0.
Solugdo
Px, y) = K+ _vj e Oy = X+ 3_1.']:2 + 2xy.

Temos



)
9Q _ W+ 2y e ﬂ = 2y
ax ’ i ay ’
A equacdo nio € exata, pois 29 + ﬂ Temos
dx  dy
)
90 P 3242
dx dy '
Assim,
90 _ 9P
dx dy

=3.
P

A equagdo admite, entdo, o fator integrante

| 3y :
H{}J}:;_p“l - =f'31_

Como u (y) # 0, a equacao dada é equivalente a equacao diferencial
exata

e (0 + ) de + € (¥ + 3% + 2xy) dy = 0.

Vamos, agora, determinar ¢ (x, y) tal que

ﬁ_{"p =3V {__1.'2 +v2)

. ax '

]ﬁ_‘*" =3V (x3 + 3ay2 + 2xy).
ay ' '

Integrando a 1. equacdo em relagao a x, obtemos

3
et y) =2 e+ e + k),



onde k (y) é uma funcdo de y a determinar. Tendo em vista a 2.% equacdo de
@), devemos ter

d

3
X Tu T 1y . A e, .
d |: et +ayT eV +k Uﬂ} = ¢V + 307 & + 2y eV
¥ : :

3
Derivando e simplificando, resulta

k'(y)=0.
3 Y N
Assim, ¢ (x,y)= YT e + 1y ¢ satisfaz @. Portanto, as solugdes y = y (x)
(ou x = x (y)) da equacao dada sao definidas implicitamente pelas equacoes

3 2 —3v
x+ 3y =ce . |

EXEMPLO 2. Determine condi¢Oes para que a equacao

P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0

admita fator integrante da forma

u(x,y)=h(t), comt=xy,
onde h é funcdo de uma variavel.
Solugdo
au h(nxe gu h' (1) y.
ay ax '

Substituindo em (2), vem



90 9P

® t)y=h(n 950V
xP—yQ

E{:J‘-. T} —ﬂ{:)". 1‘1}

ax ay
XP(x, v)—vOQi(x, y)

=g (f).comi= xy,
entao a equacao admitira fator integrante

u(x,y)=h(xy)

onde
{?“l gl dt _

hin=

(Observe que, substituindo g (t) em (5), vem

h@®=h(®g(®

ou seja,
dh
— =hg(f.
a8
Separando as variaveis, resulta
dh
— =g (1) dr.

h

Basta, entdo, tomar h tal que

In A =J glt)dr



ou seja,

hn)=el80

)
EXEMPLO 3. Resolva a equacao

{2}-‘2 +2yv)dr+ Gy + 20)dy=0,x=0ey=0.

Solugdo
Pix, v) = 2}-‘2 +2y e Qx y)=3xy+ 2x
Temos
90 P _ _
dx  dy
logo, a equagdo ndo é exata.
x P (x, ﬁ;} -y Q {.‘{'J 11} = — _1{-}_13-
Segue que
90 P
dx  dy — ) 1
L, = = _ = __ = {f}
P —vy0 — xy? Xy 8
com t = xy. Temos
hin)= J-d =

Segue do exemplo anterior que



u(x,y)=h(xy)=xy

é um fator integrante. Como estamos supondo x > 0 e y > 0, a equacao dada
é equivalente a equacao exata

3 3 2 9 9
(2xy” + 2oy7) dx + (3x7y" + 2xy) dy = 0.

As solucdes y = y (x) da equagdo dada sao definidas implicitamente pelas
equacgoes

] 3 9 -
Xy +x7y"=c¢.  (Verfique.)
Observacao. Como

90 9P
ox gy __1 |

1
P 2 1+y

a equacao admite, também, o fator integrante

l
G
20+y) = _ -

Hiy)=e

Exercicios 10.9

1. Determine um fator integrante e resolva

a) By’ -x"+1)dx+2xydy=0,x>0

b) (xy°+2)dx+3xydy=0,x>0

c) xydx+ (' —y)dy=0,y>0

d) 3ydx—xdy=0,x>0ey>0

e) (2x+3y)dx+xdy=0,x>0

) Bxy—4y)+dx+(2x*—4x)dy=0,x>0ey>0



2. Determine uma funcdo y = y (x) cujo grafico passe pelo ponto r% 1) e
tal que a reta tangente no ponto de abscissa x intercepte o eixo x no

. 2
ponto de abscissa x".

3. Verifique que a equacao de Bernoulli

]!r‘l-'
~ 4 xy = _\‘E. vF U

dx

€ equivalente a
~1 -2
(xy —l)de+y “dy=0.

Procure um fator integrante e resolva.

4. Resolva as equacoes de Bernoulli dadas.

5. Estabeleca uma formula para as solucoes da equacao de Bernoulli

!I' .
D o pmy=g vy #0,
dx
onde p (x) e g (x) sdo supostas continuas num mesmo intervalo I o #

0 um real dado. (Sugestdo: Veja Secao 15.3 deste volume.)

6. Considere a equacao linear de 1.% ordem, com coeficientes variaveis

dy
— tpixiy=gix).

dx

onde p (x) e g (x) sdo supostas definidas e continuas num mesmo
intervalo I. Verifique que {}J' pixydx ¢ um fator integrante para a

equacao



(plxly—gix)de+dv=0.

Conclua que

y= h,—t[!?"-i'"ﬂif + 5-'_.[ pix)dx J g (x) EL[ plxydx

onde Jp{.\’} dx esta representando uma particular primitiva de

p(x)e J:}[_}_‘je-bpllrmx dr, uma particular primitiva de /P&

(Compare com o método utilizado na Secao 10.4 deste volume.)

Resolva pelo processo que achar mais conveniente. (Aproveite e dé
uma olhada no Cap. 15 deste volume. Podera ajudar.)

o 2 o 2x+ 3y
a) y' = xy by = ——=
y—3x
dy ) )
c) —+y=y diy'=x"y+2
dx
" x+1
€) e =y + senx fy= },E 1
Jxy+2 _ 2
gy = —— h)yy' =5y + 2~
xs+1
i) dy _x” +2y+1 Dy +y=x
de  3y—2x—1

Determine condi¢Oes para que a equacao

P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0
admita fator integrante da forma
u(xy)=hx +y),
onde h (t) é funcao de uma variavel.

Dé exemplos de equacOes diferenciais que sejam resolvidas
utilizando o Exercicio 8.



10. Determine uma funcao y = f (x), cujo grafico passe pelo ponto (1, 1),
tal que, para todo (x, y) no grafico de f, a area da regido A, seja o

dobro da area da regido A, (veja figura).

y =fix)

‘1[

11. Determine uma funcdo y = f (x), com f (1) = 2, tal que para todo t > 0,
com t no dominio de f, a area do conjunto

— 2 - — 4 '-2 - -
Il (VER |0=sy=(fx) 0=sx=1 J'

seja igual a tf ().
12. Seja f (t) uma funcao dada. Prove que se y =y (x) for uma solucdo da

equagao

ﬂf}. _ i _1I-" '1|
Llr.‘{' L

entdo a funcdo u = u (x) dada por

" 1".[.-1.] i ¥ £
ilx) = = fouu = —,comy=vyi(x})

X X

sera solucao da equacao de variaveis separaveis

] .
x— =fiu)—
X

13. Verifique que a equacao dada é da forma



{EI:‘I-' . ._'; _T "||

dy Ly

Utilize, entdao, o Exercicio 12 para determinar uma familia de
solucOes da equacao dada.

dy  x2 +y2 dv dx+vy

1y —= - b —=—

" xy Cody y—2x
c) (x—yde+(x+yv)idv=0 d) ﬁ _ Yy g Y
dv x x

10.10 EXEMPLOS DIVERSOS

EXEMPLO 1. O movimento de uma particula no plano é regido pela

equacao

| dx

= —x+2y
P n'rf i
'\.1.'I 1
B ay

w!—' =—x+y.

| dt ]

Suponha que no instante t = 0 a particula encontra-se na posicao (x (0), y
(0)) = (1, 0). Mostre que a particula desloca-se sobre a elipse

x-y) +y =1

Solucdo

Seja

P
[ ma)
I N
=4
Il
Py



onde I é um intervalo contendo 0, a posicao da particula no instante t.
Multiplicando-se a 1.* equacdo de (1) por x — y e a 2. por —x + 2y e
somando membro a membro, obtemos

T AY
(x — v =y (—x + 2v) A 0.
Todt Tt

Segue que, sendo (2) solucao de (1), (2) sera também solucao de

(x —y)dx+(—x2y)dy =0,

que é uma equacao diferencial exata. A funcao

-

x-

5
Z —ay+
5 . )

@y, y)=

. d¢ 7 I
é tal que e =x—ye ﬂi = —x+ 2y. Como ¢ (1.0) = <. segue que, para todo
h v 2

t € I, o ponto (x (t), y(t)) pertence a curva de nivel

2 2 1
X~ e
— v+ v .
g . 2

Portanto, o movimento da particula realiza-se sobre a elipse
7 “
(x =yl +y =1 |

EXEMPLO 2. Considere um fluido em escoamento bidimensional, com
campo de velocidade

— — —
Vi =(—x+2yi +(—x+yj.

Mostre que as trajetorias descritas pelas particulas do fluido sdo elipses.

Solugdo



Consideremos uma particula qualquer do fluido e suponhamos que no
instante t sua posicdo seja dada por

| x=x(f)

b=y €T

Na posicao (x (t), y (t)) a velocidade da particula é igual a f{_,{.”}‘ v ()
Segue que o movimento das particulas € regido pela equacao

(i=—x+2y

v=—x+y

Procedendo como no exemplo anterior, resulta que (1) é solucao de
(x —y)dx+ (=x+2y)dy =0,
cuja solucdo é a familia de elipses

x-y)Y+y =k

Deste modo, as particulas do fluido deslocam-se sobre elipses.

EXEMPLO 3. Determine uma solucdo do sistema
.ﬂ£=—x+bf

Ty
wi;=—x+y

que passa pelo ponto (1, 0).



Solugdo
Seja
(x=x@)
=viy ‘1

uma tal solucdo. Procedendo-se como nos exemplos anteriores, resulta que,
paratodot €1,

x-y) +y =1

Como estamos interessados numa solucdao que passa pelo ponto (1, 0),
podemos, entdo, supor x (t) — y (t) > 0 para todo t € I. Da equacdo anterior
obtemos

(1) x=y+ w"] — _1‘3 .

Substituindo na 2.* equagdo do sistema dado, resulta

dy _ ] _ 1|~2
dt v ’ )

Separando as variaveis, vem:

dy
— =—dt

| 2
-'\I _1|,

e, portanto, arc sen y = —t + k.. Supondo que no instante t = 0 temos y = 0,

resulta

|
|

A
i
b 3
.'ﬁ'\-

¥y = —seni, —

-2
I



Substituindo na equacao (i), obtemos

X=—-sent+cost.

Portanto,

X=—senif+cosft

[ x T T
- << —
|y=-—sent 2 2

satisfaz as condicdes dadas. Deixamos a seu cargo verificar que a restricao
™ . .
. = | pode ser eliminada. Isto ¢,

|x =—senf+cosft (ER
|v=—sent

é, também, solucdo do problema.

Sejam ¢(x, y) e ¢, (x, y) definidas e de classe C' no aberto Q;

suponhamos que seus gradientes nunca se anulam em Q. Dizemos que as
familias de curvas

ex,yi=ce @ (x,y) =0
sdo ortogonais se, para todo (x, y) € Q,
Ve (x, v) - Ve (x, y) =0,

o0 que significa que as curvas da familia ¢(x, y) = c interceptam
ortogonalmente as da familia ¢(x, y) = c,.



Vi, X, )
Vi (x, ) X y)=c

v (X, ¥)=¢,

EXEMPLO 4. Determine uma familia de curvas que seja ortogonal a
familia

2+ 4}-;= c, x=0ey>=0.
Solucgdo
Seja o(x, y) = x* + 4y°. Temos
Ve (x, v) = (2x, 8y).

A familia que queremos devera, entdo, ser ortogonal ao campo

%
Fx,v) = (—8y,2x). (Porqué?)

As curvas desta familia sdo as solucdes da equacao

-8y dx + 2x dy = 0.

(Veja a Secao 10.8 deste volume.)

Separando as variaveis, vem

—i dx + l dy=10.
X y



Portanto,
~4Inx+Iny=k.
Segue que

y=cx'(c>0)

é uma familia ortogonal a familia dada.

EXEMPLO 5. Determine uma solucao da equacao
x=2xux

que satisfaca as condigOes x (0) = 0e x (0) = 1.

Solugdo

i=2xxe=i—2xa=0.

Seja x = x (t), t € I, uma tal solucdo. (I é um intervalo contendo 0.)
Temos:

Portanto, para todo t €I,

logo, existe uma constante c tal que



. )
ry—x =ceml

Tendo em vista as condi¢Oes iniciais dadas, resulta

r —ax- =1
ou seja,
If‘{- -
—=1+x
dt
Separando as variaveis, vem
dx
=dt
1+ x<

e, portanto,

arctgx =t+k.

Sendo k = 0, pois x (0) = 0, resulta

x=tgt, - e m
2 2

EXEMPLO 6. O movimento de uma particula sobre o eixo x € regido pela
equacao

Sabe-se que x(0)=1¢e % (0)= +/2.. Determine a posicdao x = x (t) da
particula.

Solugdo



Temos:

d | x* l . X
—|—=———|=ixt+t—
di| 2 X x©

Seja x = x (t), t € I, a posicado da particula no instante t. (I é um intervalo
contendo 0). Segue do que vimos acima que, para todo t € I,

d | 2 I
W{T_I}_“‘

logo, existe uma constante c tal que, para todo t €1,

2 X

Tendo em vista as condicdes iniciais, resulta ¢ = 0. Assim, para todo t € I,

2 2
im=—.
x

Como x (0)=0e & nunca se anula, resulta que x > (t) O para todo t € I.
(Observe que i € continua.) Entdao

=

,...
Il

.
= | 2]

Separando as variaveis, vem



X iy = «2 ¢t

e, portanto,

32 =
x =x-'2 i+ k.

l_.J| b

Tendo em vista a condicao x (0) = 1, resulta &k = % Portanto,

.

/2 342142
X ="

ou seja,

) 2/3
[3 J2 142
===

e

EXEMPLO 7. Seja f (x) uma funcdo definida e continua no intervalo J e
seja U (x) uma primitiva de —f (x) em J, isto é, U’ (x) = —f (x) para todo x €
J. Prove que se x = x (t), t € I for uma solucdo da equacao

= f(x)
entdo existira uma constante c tal que, para todo t € I,

.7

; + Uix)y=rc.

Solugdo

Basta mostrar que

d | x2 ;
M +U((x) | =0em .



Temos

i (U ]| =U" (x) & = —f(x) i.

at
Dai e pelo fato de & — f(x) = 0. resulta

.2
da {‘_4- U {.\'}} =ix—f(x)x=x[x—f(x)]=0

dr| 2

Logo, existe uma constante c tal que, para todo t € I,

=
X-

-

+ Ux)=c.

(Veja também Secdo 15.11 deste volume.)

Observacao (conservagdo de energia). Suponhamos que uma particula
de massa m = 1 desloca-se no eixo Ox sob a acdo da forga resultante f (x) ?,
onde f (x) é suposta definida e continua no intervalo J. Seja U (x) uma
primitiva de —f (x) em J. (Neste caso, a funcdo U (x) denomina-se uma
fungdo energia potencial para f.) Pela 2.? lei de Newton (massa X aceleracao
= resultante) temos

¥ =f(x),

que € a equagao que rege o movimento da particula. Pelo exemplo anterior



=

X P
- + U x)=c,

s

0 que significa que a soma da energia cinética com a energia potencial
permanece constante durante o movimento.

EXEMPLO 8. Seja 0 = 0 (t) solucdo da equacao

6 =senf.

Suponha que # (1) > 0em [ty. 1;]. Mostre que

o
T]_T.::|=-[l . df

b, +2c—2cosfh

onde ¢ é uma constante conveniente, 6(t)) = 6,e 6 (t) = 6..
Solugdo

Segue, do exemplo anterior, que existe uma constante c tal que, para
todot € [t t ],

a2
HT +C'D."i-& = .

Segue da hipotese g (1) >0 em [t t,] que

de

dt

= -x;"Qc‘ —2cosé .

No intervalo [t, t,] a fungdo 6 = 0 (t) é estritamente crescente, logo,

inversivel. Seja t = t (0) a sua inversa. Temos

dt 1

df B .\,-"2(‘ — 2cos@




Portanto,

0
J | [ df :[f{m]gj ’
#, +/2c—2cos@ 0
Comot(8) =t et(0)=t,resulta
“Hl {llrﬁ

nh—1Ip =J = S :
#, +2c—2cosd

EXEMPLO 9. O movimento de uma particula no plano é regido pela
equacgao

Determine a trajetoria descrita pela particula, supondo que ela parta do
ponto (x,, y,) dado.

a)(1,1)
b) (0, 1)
c) (1, 0)
d) (-1, -1)
e) (-1, 0)
(0, -1)
9)(-1,1)
h) (1, -1)

Solugdo



Multiplicando a 1.* equacdao por x e a segunda por —y e somando

membro a membro, obtemos

Segue que toda solucdo
[x=x()
]‘_v= yir)

do sistema dado é, também, solucdo da equacao (1), ou seja, da equacao

xdx —ydy=0.
Integrando, resulta
242
2 2

ou

X =y’ =c(c=2Kk).

Segue que, para toda solucao

(x=x(t)

ly=yey €1

do sistema dado, existe uma constante c tal que, para todo t € I, o ponto (x

(1), y (t)) permanece sobre a curva de nivel

2 2 _
X -y =g,



que é uma familia de hipérboles (¢ # 0) ou um par de retas (c = 0). A
particula que parte da posicao (1, 1) descreve o movimento sobre a reta y =
x (c = 0, neste caso); esta situacao e as outras estdo representadas na figura
ao lado. As setas indicam o sentido de percurso. Observe que o sistema
dado nos conta que a velocidade da particula depende de sua posicao e que
na posicao (x, y) a velocidade é

Por exemplo, na posicao (1, 1) a velocidade é ?_,_}}: na posicao (-1, 1) é
T etc

EXEMPLO 10. Com relacdao ao exemplo anterior, determine a posi¢ao, no
instante t, da particula que parte da posigéo (x, y,) dada.

Solucgdo



a) No instante f = 0 a posicio € (1, 1).

Como vimos, a particula descreve o movimento sobre a reta y = x.

Sendo, entdo, (x (t), y(t)) a posicao da particula no instante t, com t € I,
teremos, para todo t € I,

y (O =x(.
Substituindo na 1.* equagdo do sistema dado, obtemos

dx _
dt

e, portanto, x = ke'. Devemos tomar k = 1, pois, parat = 0, x = 1. Logo,

x=é'
J]j'}':{JI r=0

€ a posicao da particula no instante t. (Observe que

J_r=f’ B
hzﬁ_f e R

é solucao do sistema dado no exemplo anterior; quando t percorre o
intervalo ] —oo, +oo[, 0 ponto (€', e') descreve a semirreta

[(x, ) E R ly=x,x>0])

b) (x9. ¥g) = (0, 1)

A particula descreve o movimento sobre o ramo de hipérbole x° — y*
=—1, y > 0. Segue que



y= 1 +x2.
Substituindo na 1.% equacdo do sistema, obtemos

ax_ -H:;] +x2,
dt

Separando as variaveis e integrando, resulta

- LY
'/1%' J—"}I = F + JE-.'.
A1+ x<

Fazendo a mudancga de variavel x = tg 6,

jL=jsec Bdd =In(sec @ +tgf)

“H

l + x-

e, portanto,

- I:i-{- I.
J—q=l[‘.l[-.,_-l+,'l.'2+,'l.']
S+ 22 '

(Estamos omitindo a constante, pois ela ja foi considerada em (1).) Como x
= (0 para t = 0, devemos tomar k = 0; assim,

In ( 1 +x2 +x)=t
ou seja,
'~.-';] +y2+x=¢\
Dai,

2 2 t 2
1+x =e+—2xe +x



e, portanto,

Substituindo em y = ,/1+x2, obtermos

At
_ﬁ'=% (verifique).

Deste modo,

fornece-nos a posicao, no instante t, da particula que, no instante t = 0,
ocupa a posicao (0, 1).

c) (xg.vp) = (=1 1)

O movimento se realiza sobre a reta
y = —x (verifique).

Substituindo na 1.% equacao do sistema, obtemos

Portanto, x = ke '. Para se ter x (0) = —1, devemos tomar k = —1. Portanto,



b

=
|| Il
I
-".:
A

fornece-nos a posicdo no instante t da particula que parte de (-1, 1).
Observe que, para t — +oo, a posi¢cao da particula tende para a origem (0,
0).

Os demais casos ficam para o leitor.

EXEMPLO 11. (Mudanga de variaveis.) Considere a equacao
(1) Px,y)dx+ Q(x, y)dy=0,(x, y) = .

Sejam x = f(u, v) e y = g (u, v) duas funcdes de classe C' no aberto Q , tais

que, para todo (u, v) € Q,, (f (u, v), g (u, v)) € Q. Prove que se

|'u=u{f]|

11-‘=L"[f} rel

for solucdo da equacao

I3 )

B (u, L}|:—fdrr+§—ftﬁ:|+gl (u, 1}|: 8 d:r-l—jjg f:| 0
v

e o

dx dy

entao

(x= f (u (D), v(1))
& \[ v=gut), v(r))

sera solucao de (1)



Observacao. Na equacao (2) acima

P, (u,v) =P (f(u,v), g V)

e
Q, (u,v)=Q(f(u,v), g (u, v)).
Solugdo
Segue de (3) que
] & _9of (u (1), L{?‘}} ﬂf (e (1), 1I{i"}]l—
@ dt  du .—:ei" cﬁ' i i
B dy _dg ag
v (D) —+ == (u(f). vit) —
ar ou (), v {”d Py () {}}df

Basta, entdo, substituir (3) e @) em

Px, x}—-i— O (x,
c?’f

e observar que, por hipotese,

|u=u(r)
]\1_!: vV {r}

é solucdo de (2.

EXEMPLO 12. Considere a equacao



dy V— X

dx x+ y—2°
Determine uma solucdo y = y (x) cujo grafico passe pelo ponto (2, 1).
Solugdo

A equacdo dada é equivalente a

x-y)dx+(x+y-2)dy=0,x+y—-2#0.

Facamos a mudanca de variaveis

|'_r =u+1

dx = duedy = dv.

Substituindo na equacao dada, vem

( —v)du + (u+vydv=10.

%]

Como estamos interessados numa solucdao que passa pelo ponto (2, 1),
podemos trabalhar com u > 0. Dividindo os dois membros de (z) por u,
obtemos

|; 1 — l.]drf + | 1+ 1'—| dv=10.
\ i/ \ i/

Consideremos, entdo, a equacao



Fagamos, agora, a mudanca de variavel

v

(3) §= — ou v=su.
I
Temos
dv s
—=y—+ 5.
du du

Substituindo na equagdo acima, obtemos

" ds |
(1 —s)+ (1 +5}|:r—+s =0,
W du

que € equivalente a

ﬂ I+ ds =10

U 1+ 5=

e, portanto,

1 .
Inu + = In(1 + s%) + arc tgs =k (verifique)

ou seja,

Inuzil —I—sz}—i-Earc tgs =c (e = 2k).

Tendo em conta (1) e (3), resulta

= C.

In[ (x— ]}3+{_~g— 1}2]+Qarctg y—1
x—



Para x =2 ey = 1 resulta c = 0. Uma solucdo y = y (x) do problema €, entdo,
dada implicitamente pela equacao

— 1
Inll[_r—l}z-l—{_v—I}2]+2m'ctg} I={}.
x—

(Sugerimos ao leitor esbogar o grafico de uma tal solugdo; para isto passe a
equacao acima para coordenadas polares, fazendo

|x—1=pcosh T
ly=1=pseng =757l
Sugerimos, ainda, verificar que
(x=1+pcos#h
ly=1+psend o=R

com p = k e o, onde k > 0 é uma constante, é solucao da equacgao
x-y)dx+(x+y—-2)dy=0.

Desenhe tais solucdes.) Veja, também, Exercicio 30 da Secao 10.5.

EXEMPLO 13. Considere a equacao

2 gl [ '
(" =y —x x24y2)de + (2xy — y [x2 442 ) dy = 0.

Determine uma solucdo que passe pelo ponto (0, 1).

Solugdo



Vamos passar para coordenadas polares. Facamos

[x=p cos@

1}-‘=p sen #

Como estamos interessados numa solucao que passe pelo ponto (0, 1)
podemos trabalhar com p > 0 e 0 no intervalo ]0, [. Temos

a a
dvr=— (pcosB)dp+—i{pcosf)dp
gp F TP g WP ORI

d d
dv=—/1 (psenf)dp+—ipsenf) db
}_ Pl dp+—o(p

ou seja,

|dx= cos# dp —psenf df
|dy= senf dp+pcosf df

()

Substituindo (1) e (2) na equacao dada e simplificando, obtemos
(cos@—-1)dp +psenBdb =0,

que € equivalente a

dp sen @
p  1—cos#

e, portanto,
Inp—-1In(1-cosB)=c.

Parap=1lef = g resulta ¢ = 0. Logo,



|x=pcos#
l_v =psend

comp=1-cos 6,0 <0 <mn, é uma solucao que passa pelo ponto (0, 1).

D _

e e -

~ ’ . 2
A equacdo p = 1 — cos 0 é equivalente a p° = p — p cos 0, que em
coordenadas cartesianas se escreve

2 2 [ n 9
Xy ta= L xt oy,

Uma solucdo da forma y = y (x) é entdao dada implicitamente por esta
equacao.

Seja p = k(1 — cos 0), 8 € R. Sugerimos ao leitor verificar que para toda
constante k > 0

|x=pcosf
1}-‘ = p send

é solucdo da equacao dada. Desenhe as imagens de tais solucoes.

10.11 EXERcicIos Do CAPITULO



Determine uma solucdo que satisfaca as condicGes dadas.

a)y =16 —y'y(1)=2

by v= «,'-iH- [_'p_v']2 (=42 ey =0
)i =x.x(l)=1

A (Y +r=1x()=0e & >0

el x =2vx,x(0)=1e x(0)=2

f A'r3+ir =1,x(0)=2e x =0

Hi=1— i x0)=1ex (=0
(Sugestio: Faga x = u.)

bd | =

o] 2
h) .\'+? r=x,x(l)=

. .
i) EP 4 (sec flp=1—senfl.p=3paraf=10

df

.

i) d_p:p“ (cos @+ sen 8) p=0paraf = m

df | — sen @ 4
o E_XH 0)=1

dr x—1t
n) £=1-2 _i~_vf])={}

de - v2

~ . I

(Sugestao: A mudanca xy = u, ou seja, ¥ = —,comu =u (x),

transforma a equacdo em uma de variaveis separaveis.)
n) 4 _ .2 _i._‘r[lJ =1

dr T .1.;
o) W_2 X yy=1

dxy x ¥

Determine uma funcao y = f (x) definida num intervalo I, cujo grafico
passe pelo ponto (0, ;’ e tal que, para todo t > 0, t € I, o
comprimento do grafico de y = f (x), 0 < x < t, seja igual a area do
conjunto 0 <y <f(x),<0x<t.



Uma particula de massa m = 1 desloca-se sobre o eixo x, sendo o
movimento regido pela equacao

Suponha que no instante t = 0, x (0) = 1 e x(0) = 0. Calcule o tempo
gasto pela particula para se deslocar da posicao x = 1 até a posicao x
= 2.

(Péndulo simples.) A um fio muito leve de comprimento L esta
pendurada uma particula de massa m. Tal particula é afastada da
vertical e abandonada.

Desprezando-se a resisténcia do ar, mostra-se em fisica que o
movimento da particula é regido pela equacao

i) S sen @,

L

onde g é a aceleracdo gravitacional suposta constante. Admita que no
. T
instante t = 0, 8 (0) = a, 0 < a < 5e # (0) = 0, Mostre que o tempo



gasto pela particula para sair da posicdo « e atingir a posicao —«a pela
primeira vez é

(2L J" df

Vg Y0 jeos f—cosa

Um objeto aquecido a 80°C é colocado em um quarto a uma
temperatura ambiente de 10°C; um minuto apos a temperatura do
objeto passa a 70°C. Admitindo (lei de resfriamento de Newton) que a
temperatura T = T (t) do objeto esteja variando a uma taxa
proporcional a diferenca entre a temperatura do objeto e a do quarto,
isto é,

£ =a(l— 10,
dt

determine a temperatura do objeto no instante t. (Suponha t dado em
minutos; € a constante de proporcionalidade.)

Suponha que x = ¢ (t), t € I, seja solucdo da equagao
i=—4x

e que satisfaga as condigdes iniciais ¢ (t) = 1 e ¢ (t) = 0 (t, € D).

Prove que, paratodot €I, -1 < ¢ (t) < 1.

Determine uma fungao f cujo grafico passe pelo ponto (1, 1) e tal que,
para todo p no seu dominio, a area do triangulo de vértices (p, 0), (p, f
(p)) e M seja 1, onde M é a intersecdao da reta tangente em (p, f (p))
Com O eixo Xx.

Determine uma funcao f cujo grafico passe pelo ponto (1, 1) e tal que,
para todo p no seu dominio, a area do triangulo de vértices (p, 0), (p, f



10.

11.

(p)) e M seja igual a p, onde M é a intersecdo da reta tangente em (p, f
(p)) com o eixo x.

Considere a equacdo de Clairaut
(1 y=axy + {_1'“:‘?.

Prove que toda solugdao y = y (x) de (1) que seja derivavel até a 2.?
ordem €, também, solucdo de

(x+2y)y"=0.

Determine, entdo, uma familia de solucdes de (7).
(Sugestdo: Derive em relacdo a x os dois membros de (1).)

Observacado. Seja ¢ (u) uma funcdo de uma variavel definida num
intervalo. Toda equacao do tipo

y=xy'+y ()
denomina-se equagdo de Clairaut.
a) Verifique que
yo=(x' — ) m
é uma equacao de Clairaut.

b) Determine uma familia de solucdes satisfazendo a condicdo y' <
0. (Restrinja-se a x > 0.)

Seja T uma reta tangente ao grafico de y = f (x) e sejam A e B as
intersecoes de T com os eixos coordenados. Determine uma funcao f,



12.

13.

14.

15.

16.

cujo grafico ndao seja uma reta, tal que o segmento AB tenha
comprimento 1, para toda reta tangente T. (Suponha que o grafico de
f esteja contido no 1.° quadrante e que f' (x) <0.)

Determine uma funcdo y = f (x) que tenha a seguinte propriedade: a
reta tangente no ponto P = (x, y) encontra o eixo y no ponto Q de
modo que, qualquer que seja o ponto P, o segmento PQ tenha
comprimento constante a, a > 0, e tal que f (a) = 0.

Determine uma funcao y = f (x) definida num intervalo I, cujo grafico
passe pelo ponto (o, %], tal que, para todo t € I, t > 0, a area da
superficie obtida giraﬁdo, em torno do eixo x, o grafico da fungdo y =
f(x),0<x<t sejaiguala2 mt.

Determine uma equacao do tipo P dx + Q dy = 0 cujas solucoes y =y
(x) sejam dadas implicitamente pelas equacdes x* + 2xy — y° = c.

Determine uma familia de curvas que seja ortogonal a familia dada.

a) X’ +2y'=c

b) xy=c

c) Xy-x'=c¢,x>0
d x+2xy-y =c

Sejam P (x, y) e Q (x, y) duas funcdes definidas em 2 e homogéneas
de mesmo grau A, isto €, para todo t > 0 e para todo (x, y), P (tx, ty) =

{'P (x, ) e Q (tx, ty) = 'Q (x, y). Seja

[x=x(1) -
4 =

ly=w(1)

solucdo da equacao



P(x,y)dx + Q(x,y)dy=0.

Prove que, para todo 1 > 0,

[x=7x(t) _
=

ly=ry(n) '=
sera, também, solucdo. Interprete geometricamente.

17. Considere a equacao
(x—2y)dx + (y + 2x)dy = 0.

a) Verifique que

( -7
x=e  cost

|
1}' =e 2 sent
é solucao.

b) Determine uma solucao que passa pelo ponto (2, 0).
(Sugestdo: Observe que a solucao do item a passa pelo ponto (1,
0) e utilize o exercicio anterior.)

c) Utilizando o item a e o exercicio anterior, conclua que as
equacgoes

N
5 . darctg—
(x=+ v e X =k

definem implicitamente uma familia de solu¢des da equacao
dada.

18. Suponha que



[x=f(r) 3 _
4 - t& I (lintervalo)
|__'r =git)

seja solucdao da equacao

P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0

ef'(t)>0em I Sejat =h (x), x € J,ainversade x = f (1), t € L
Prove que

y=gh),xel/,

é, também, solucdo da equacao dada. Interprete.

19. Sejam m, n, p e g constantes dadas. Mostre que a mudanca y = sx
transforma a equacao

y, y,
dv  mx= +nve

dx ;1.1'2 + .:,.'}-2
numa de variaveis separaveis.

20. Determine uma familia de solucdes da equacao

21. O movimento de uma particula no plano é descrito pelo sistema.

[i=1+x%

[_'L-= —4.1.'3_1-.

Desenhe a trajetéria descrita pela particula supondo que ela inicia o
movimento na posicao (0, 1).



22. a) Determine constantes a e b de modo que a mudanca de variaveis

[x=u+a
.[_1'=1'+!}

transforme a equacao

(Bx+2y—-5dx+(-2x+y+1)dy=0

em

Bu +2v)du + (-2u+v)dv=0.

b) Determine uma solucao y =y (x) de

(Bx+2y—-5dx+(-2x+y+1)dy=0

cujo grafico passe pelo ponto (0, 0).
(Sugestdo: Veja Exemplo 12 desta Secao.)

23. Considere a equacao

P (x,y)dx + Q (x,y)dy = 0.

Mostre que a mudanca de variaveis

[r=pcosf
lv=psenf (p =0

transforma a equacdo acima em 1

I
—dp+ glpcos, psen i d =10
i



24.

25.

26.

onde

Qlrylx—Filx vy

glx v =
Plx, vix+Q(x vy

Considere a equacao 2
(x> —y*)dx +xydy=0.

Passe para coordenadas polares e determine uma solucdo y = y (x) tal
quey (1) =1.

O movimento de uma particula no plano é regido pela equacao

[ dr
dlt
dy

= —=¥

= X.

| dt B

Desenhe a trajetéria descrita pela particula, supondo que o
movimento se inicia na posi¢ao (0, a), a > 0.

Suponha que

[x=2x(1)
5 ="

|__1-=_1'|.'.f‘s
seja solucao do sistema
[ dx

dt
dy

— T &¥

= ¥

| dt B

e que x (0) = ey (0) = 0. Prove que, para todo t € R,

x@OI"+2y®1°=0



Conclua que, para todo t € R,

x()=0ey()=0.
27. Considere a equacao
(mx +ny)dx +(px + qy) dy =0, (x, y) € Q,

onde Q2 é o semiplano y > 0; m, n, p e g sao constantes dadas e n = —
p. Suponha, ainda, m > 0 e g > 0. Prove que

1

—= 7
mx= +gv-
é um fator integrante,

28. Utilizando o exercicio anterior, resolva a equacao
(x+y)dx+(—x+y)dy=0,y>0.
29. Considere a equagao
(mx + ny)dx+ (px + qy) dy =0, (x,y) € Q,

onde Q é o semiplano y > 0; m, n, p e g sao constantes dadas tais que

(n + p)’ —4mq < 0.

Prove que

l

3 3
mx= i+ piav+gyve



é um fator integrante. Verifique, ainda, que tal resultado continua
valido com

Q={x,y) ER’|(x,y) €A}

onde A = {(x, 0) E R’ | x>0 }. (A é o0 semieixo positivo dos x.)
30. Vimos no Exemplo 12 desta se¢do que

2 2 v—1
InJix—17+{yv—1)07 ]+ 2arctg - lzv
x—

definem implicitamente solucdes y = y (x) da equacao

1' x—vldv+(x+y—2)dv=10.

Faca

R , 2, 214 5 y—1
glxvy=In[(x—17"+{x—1)]+ 2arctg - :
x—

deg 9 . . . _
Calcule e € ﬂ—‘P. Determine, entdo, um fator integrante para (1).
x v
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EQUACOES DIFERENCIAIS
LINEARES DE ORDEM n, COM
COEFICIENTES CONSTANTES

11.1. EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES DE 1.°
ORDEM, COM COEFICIENTES CONSTANTES

Nesta secdo e na proxima, vamos rever, rapidamente, assuntos ja
abordados no Cap. 5 do Vol. 2. Sugerimos ao leitor rever tal capitulo e o
Apéndice 1.

Sejam dados um nimero a e uma funcao f definida e continua num
intervalo I. Uma equacdo diferencial linear, de 1.* ordem, com coeficiente
constante, é uma equacao da forma

_ ix
(1) 4 oax = fl.
- dt
Multiplicando ambos os membros de (i) pelo fator integrante e,
obtemos



ks
e 11’_?‘ + ax e = % fir)

ou
- d
I:gl F [.-1.' Et?f] — Eﬂf f{r}
d
pois
d dx
=[x e®] = e 4+ gy o0t
dt dt

Como f é continua em I, e« f(t) admite primitiva em I. De (2) segue que x
e é da forma

x e =k —|—J e f(r) dt

ou

(3) x=ke ™ 4 g0t J e fx)ydt

com k constante. Por outro lado, é facil verificar que as funcdes da forma (3)
sdo solucoes de (7). Chegamos, assim, ao importante resultado:

As solugoes de

dx

+ ax = f(t)

at

sao as funcoes da forma




-

@) x=ke ™ 4@ Jc-"” f(o) dt

com k constante. (Reveja Secdo 10.4 deste volume.)

-

Observe que, no calculo de Jc--“‘f f(#) dt, a constante de integracao pode

ser omitida, pois tal constante ja esta incorporada na constante k; isto
significa que, em (@), estamos olhando J-:f'-’” f(t)dt como uma particular
primitiva de ea f (t).

Seja t, um real fixo em I. Como

at
J et fu) du
t

0

é uma particular primitiva de e” f (t), segue que a férmula @) pode, também,
ser colocada na forma

ot

x=ke W 4 ol J e f(u) du.

o

EXEMPLO 1. Considere a equagao

dx
— — X =3s5eni.
¢t

a) Determine a solucdo geral.

b) Determine a solucdo que satisfaz a condicao inicial x (0) = 1.

Solugdo



a) Tendo em vista (@), a solucao geral é (a = —1 e f (t) = sen t)

x=ke +é J ¢! sen t dt.

Como J e sen tdi = —— ¢! [cos t + sen 1] (Verifique), resulta

b | =

1
x=ke — 3 [cos t + sen 1]

b) Precisamos determinar k para se ter x = 1 para t = 0.

—%[cnsr‘—i—sen f]. u

EXEMPLO 2. Na figura abaixo esta representado um circuito utilizado
para carregar um capacitor.

| 1
|
C

Mostra-se em fisica que a carga g = g (t) no capacitor é regida pela equacao

dq q

RY 4
dC



onde R é a resisténcia, C a capacitancia e E a forca eletromotriz. Supondo
R, C e E constantes e g (0) = 0, determine a carga, no instante t, no
capacitor.

Solucgdo

A equacdo dada é equivalente a

dq 1
— t+ —
dt  RC

~ A 1
A solugdo geral é|a =——e f(n) = =
. RC

g = k ﬁ,—ﬁr + ﬁ,—:r.r JE L"M d?‘.
R

E E
Como J e gt = — o resulta

ak

{? = k {:—GI _|_ i‘l
ak

ou seja,

& I- kY
|~ %¢)

q = ke" RC) 4+ EC

pois a = é Para se ter g (0) = 0, devemos tomar k = —EC. Portanto,

[

{? = ECI|1 _EM_RC;'

€ a carga, no instante t, no capacitor.



Para finalizar a secdo, observamos que, se em (1) substituirmos x por y e
t por x, obtemos a equacao

-III 5
Dy av = f(x),
dx

cuja solucao geral é

-

y=k e @ 4 o J e f(x) dx.

Exercicios 11.1

1. Determine a solucao geral.

dx — dvy
a) ——2x=¢ ! by —+vy=4
i dx

dq ds
1~‘,2—j+'2q'=r {J]——J&:c*'r
it dt
2. Uma particula desloca-se no eixo Ox de modo que a soma da
velocidade com a posicdao x = x (t) é constante e igual a 2. Sabe-se

que x (0) = 0.

a) Determine a posicdo x = x (t) da particula no instante t.
b) Esboce o grafico da solucdao encontrada. (Suponha t > 0.)

3. Uma particula desloca-se sobre a parabola y = x’. Sabe-se que o
movimento da sua projecao sobre o eixo Ox é regido pela equacao

e que x (0) = 0. Determine a posicao da particula no instante t.



4. Uma das equacoes basicas dos circuitos elétricos é

di )
L—+ Ri=E.

dt

onde L (Henry) é a indutancia, R (Ohms) a resisténcia, i (Ampere) € a
corrente e E (Volt) a forca eletromotriz. Resolva a equacao supondo

a) L e R constantes ndo nulas, E (t) E, para todo te i = 0 para t = 0.
b) L=2,R=10,E(t)=110sen 120nte i =0 parat=0.

5. Esboce o grafico da solucdo da equacao

dv .
— 4y =2x+ x*°
dx

que satisfaz a condicdo inicial dada.

a) y(0)=0
by y(0)=1

11.2. EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES,
HOMOGENEAS, DE 2.2 ORDEM, COM
COEFICIENTES CONSTANTES

Os resultados que destacamos a seguir foram provados no Cap. 5 do
Vol. 2. (Reveja tal capitulo!!!)

Seja a equacdo homogénea



¥+ bx+cx=0(becreais dados)
e sejam A, A, as raizes da equagdo caracteristica
A+ bA+c=0.

(I) Se A, # A, A, e A, reais, a solugdo geral sera

x =Ae" [A +Bt]. (A, BE R)
(IT) Se A, = A, a solugdo geral sera

x=¢e"([A+Bt. (A BE R)
(ITI) Se as raizes forem complexas, A = a + [5i, a solucdo geral sera

X = e« [A cos Bt + Bsen fit] (A, B € R)

EXEMPLO 1. Considere a equacao 2

d2x dx
—+3I—+2x=0.
dt= dt

a) Determine a solucao geral.

b) Determine a solucdo que satisfaz as condicoes iniciais x (0) = 1 e x(0)
=0.

Solugdo



a) A equacdo caracteristica é
A +30+2=0,

cujas raizes sdao — 1 e — 2. A solucdo geral é, entdo,
x =Ae ' + Be .

b) Parat =0, x = 1; dai
@ A+B=1
Como x(0)=0e i = —Ae ' — 2Be %, resulta
-A-2B=0

(1), obtemos B = 1;logo, A = 2.

e, portanto, A = —2B. Substituindo em
Assim,

2
x=2e '—e"

é a solucdo pedida.

EXEMPLO 2. Determine a solucao geral da equacao

124 :
V4=
dx= dx :

Solucdo



A =2 é a tnica raiz da equacao caracteristica
N —4r+4=0.
A solucdo geral é
y = Ae’« + Bxe’,
ou seja,

y = e’ [A + Bx].

EXEMPLO 3. Considere a equagao

,
d=y

=
dx~

+5y=0.
Determine a solucao geral.
Solugdo
As raizes da equacdo caracteristica
AN +5=0
Sd0 +/5i ¢ —+/Si(@=0 e B=1/5). Segue que a solugdo geral é

y=A cos 4/Sx + Bsen +/5x.



EXEMPLO 4. Determine a solucao geral da equacao

i+4x+5x=10.

Solucdo
A equacado caracteristica é
A +4N+5=0,

cujas raizes sao

ou seja,

A solucao geral é, entao,

x=¢e %[Acost+ Bsent].

EXEMPLO 5. O movimento de uma particula sobre o eixo Ox é regido
pela equacao

my + kx =0,

onde m > 0 e k > 0 sao constantes reais dadas. Descreva o movimento.



Solugdo
A equacado é equivalente a
w2
X +twWXx= O)

S , ~ _r
onde w* = —, As raizes da equacdo caracteristica
m

ANM+w =0
sao A = +wi. (a = 0 e f = w). A solucdo geral é, entdo,
X = A cos wt + B sen wt.
Tomando-se ¢ tal que

A= «k."Az +B? cosg e B= {Az + B? sen o

(1OP | =+/47 + BY)

BpE========== 5P

%

resulta

X = «H."AE + B? [cos ¢ cos wi + sen ¢ sen wi,

ou seja,



x =+A2 + B cos (wi — ¢).

Trata-se, entdo, de um movimento harmoénico simples de amplitude
JA? + BZ.

EXEMPLO 6. Considere uma mola com uma das extremidades fixa.

— LU —

0

Suponha que a origem, x = 0, coincida com a extremidade livre da mola,
quando esta se encontra em seu estado normal (ndo distendida). Se a mola
for comprimida ou distendida até que a sua extremidade livre desloque a
posicdo x, a mola exercera sobre o agente que a deforme uma forca cujo
valor, em boa aproximacao, sera

— —
Fi(x)=—kx i (Leide Hooke),

onde k é a constante da mola. Suponha, agora, que a mola seja distendida e
que uma particula de massa m seja presa na sua extremidade livre e, em
seguida, abandonada. Determine a posicao x = x (t) da particula no instante
t supondo x (0) = x, e x(0) = 0. (Despreze o atrito.)

Solugdo
Pela segunda Lei de Newton

my = —kx



que € equivalente a
my + kx = 0.
Segue do exemplo anterior que a solucdo geral é

Xx = A cos wt + B sen wt,

5 k e e . P
onde w-= = —. Para que as condicOes iniciais sejam satisfeitas devemos ter
m

A = x e B=0. (Verifique.)
Logo, a posicdo da particula no instante t é dada por

X = X0 COS wt.

EXEMPLO 7. Uma particula de massa m desloca-se sobre o eixo Ox sob a
acdo de uma forga eldstica _;, 7 (k > 0) e de uma for¢a de amortecimento

-

proporcional a velocidade e dada por _.;7 (¢ > 0). Prove que a energia

mecdanica
¥~ 1‘2
m—+k —
2 “3

i

¢ decrescente em [0, +ool.

Solugdo



Pela segunda Lei de Newton,

my = —kx — cx,

que € equivalente a

1) mi + kv = —ex.

Vamos, agora, calcular a derivada, em relacao ao tempo t, da energia
mecanica. Temos

Fd

df 2 2

)
d xe X ;
— {m + k } = mxx + kxv.

Tendo em vista (17, resulta

L) |
s | ;]
d x“ x- .
— |:m + k } = —cx-.
' “¥ “

dt . .

Como, por hipotese, ¢ > 0, temos

para todo t > 0; logo, a energia mecanica € decrescente em [0, +oo[. Era
razoavel esperar tal resultado? Por qué?

EXEMPLO 8. Uma particula de massa m desloca-se sobre o eixo Ox sob a

acao de uma forca elastica _;, 7 (k > 0) e de uma for¢a de amortecimento

rd
—CXx 1
que rege o movimento e discuta as solucoes.

proporcional a velocidade e dada por (c > 0). Determine a equacao



Solugdo

Pela segunda Lei de Newton,

mx = —kx — cx,

ou seja,

m¥ + cx + kx =0,

que € a equacao que rege o movimento. Esta equacao é equivalente a

- . . o
(1) X+ 29 + wex =0,

[N 2 k , ~ ;e ~
onde y = —ew? = —. As raizes da equagéo caracteristica sio:
Lm m

. . ;. . sy 2 2
1.° Caso. Movimento oscilatorio amortecido ou subcritico (y" < w")
2 2 s ~ ;s ~
Sendo Yy~ < w', as raizes da equacdo caracteristica serdo complexas:
onde w, = ,/w? — y2 A solugdo geral de (1) sera
x=e"[Acosw,t+ Bsenw,t]

e, portanto,

x=Ke ¥ cos (w1 — @)




onde K =,/A% + B? e étal que A = Kcos ¢ e B= K sen ¢.
2.° Caso. Amortecimento critico (y° = w°)

Neste caso, a equagdo caracteristica admitira uma tnica raiz real A = —y.
A solucao geral sera

x =Ae " + Bte ",

ou seja,

x=¢e¢ " [A + Bi]

. ) 2 2
3.° Caso. Amortecimento forte ou supercritico (y” > w")
2 2 s ~ s e ~ . o e
Sendo y* > w', as raizes da equacgao caracteristica serao reais e distintas:
A=-y+Q

onde () = /y2 —w2. A solugéo geral sera

X = {)_'}"-r |__.r.‘1(.|ﬂ! + Bty_ﬂf'l.

A figura abaixo mostra o grafico da solucao que satisfaz as condicoes
iniciais x (0) = x, (x,> 0) e (0) = 0.



/ amortecimento forte

amortecimento critico

K oscilatorio

amortecido

Note que, nos casos 2 e 3, o amortecimento é suficientemente grande de
modo a ndo permitir oscilacdo da particula em torno da posicao de
equilibrio (x = 0). Observe, ainda, que se k e m forem mantidos constantes,
a particula tende para a origem cada vez mais lentamente, a medida que o
fator de amortecimento c cresce.

EXEMPLO 9. Uma particula de massa m = 1 desloca sobre o eixo Ox sob

-
—5x1

proporcional a velocidade dada por _, ;7. Sabe-se que x (0) = 0 e x(0) = 1.
Determine a posicdo da particula no instante t. Esboce o grafico da solucao
encontrada.

a acao da forca elastica e de uma forca de amortecimento

Solugdo

A equacdo que rege o movimento €

i =-5x — 45,

ou seja,

i+45+5x=0.



A solucado geral é

x =e 2« [Acost+ Bsen t]. (Verifique.)

Segue que

_ 2t
X=e sent

é a solucdo que satisfaz as condicOes iniciais dadas.

-y

Seja A = a + if um numero complexo dado, com a e 3 reais. No

Apéndice 1 do Vol. 2 definimos €

eM = pla+iBlt = pal [cos Bt + i sen Bi].

A relagdo acima é conhecida como relagdo de Euler. Fazendo t = 1 na

relacdo acima, resulta:



o +if — e lcgs IB + | sen ,B]

Sea=0

e = cos B+ isen 5

Consideremos novamente a equacao
X+ bt +cx =0,

onde b e ¢ sdo reais dados. Sejam A, # A, as raizes, reais ou complexas, da

equacdo caracteristica. No apéndice anteriormente mencionado, provamos
que a solucao geral da equacdo dada é

_ At A

x=Ae, tBey,
com A, e B, complexos. E claro que, agora, estamos olhando as solugdes
como funcdes de & em C, onde C é o conjunto dos niimeros complexos.

(Veja Apéndice 1 do Vol. 2.)

EXEMPLO 10. Determine a solucao geral da equagao
i+ 23+ 2x=0.

Solucdo
As raizes da equacao caracteristica
AN +20+2=0

sao A = —1 +i. A solugdo geral é, entdo,



X= Ale(_1+i)t + Ble(_l_li)t’
ou seja,
x=e[Aei+ Ble_n].
Pela relacao de Euler
eir=cost+isent
e "=cos (—t) +isen (—t) = cost—isent.
Substituindo na solugao geral, vem

x=¢ ! Hl{ms r+isent)+ B]{cm t — isen )]

e, portanto,
x=e [Acost+ Bsent|,

onde A=A +B, eB=i[A -B].

Exercicios 11.2

1. Resolva a equacao



d*x  _dx dly

al ——5—+4x=0 by — — 9y =10
dt- at dx?
cyx—10x+25x=0 d) x+9x =10
ﬂré , v
a4 45020 H4i+9x =0
dx? dx
2. .
@) i+ 125 4 36x =0 h) d—f—4£+ﬁ_r={}
dt= dt

Esboce o grafico da solucdo que satisfaz as condicoes iniciais dadas.

al x+ 2x+ 2x =0, x0)=0 e x(0)=1
by x+2x+x=0, x(0)=1 e x(0)=0

c)x—x=0, x(i0)=2 e x(0)=10

Determine a solucdao do problema.

ﬂré X dv
Q) S +25 =0, y0)=1 ¢ y(0)=2
dx dx

by x —5x=10, x(0)=2 e x(0)=0

dix :
0SS 49x=0, M0)=1 e #(0)=—1
dt

Resolva a equacao

4:'1’2'

dy
T + 0 d_ = {l, onde m e n sfo constantes nio nulas
= v

al m

b) ¥ + 2ax + a*x = 0, onde @« é uma constante nio nula
chx+8x=10
dyx+x+xr=1

Uma particula de massa m = 1 desloca-se sobre o eixo Ox sob a acao
da forca elastica _, 7 e de uma forca de amortecimento proporcional
a velocidade dada por _,;7. Determine a posi¢do x = x (t), t > 0, da

particula no instante ¢ e discuta 0 movimento, supondo



10

a) x(0)=1ex(0)=0
b) x(0)=1e (0) = -2

Uma particula de massa m = 1 desloca-se sobre o eixo Ox sob a acdo
da forca eléstica _,, 7 e de uma forca de amortecimento proporcional
a velocidade dada por _, ;7. Suponha x (0) = 0 e (0) = 1. Determine

a posicao x = x (t), t > 0, e discuta o movimento.

Uma particula de massa m = 1 desloca-se sobre o eixo Ox sob a acdao
da forca elastica _,, 7. Supondo x (0) = 1 e & (0) = -1, determine a
velocidade no instante t.

f é uma funcdo definida em R tal que sua derivada segunda é igual a
diferenca entre sua derivada primeira e ela propria. Determine f
sabendo, ainda, que f(0)=0ef (0) = 1.

Um moével desloca-se sobre o eixo Ox com aceleracao proporcional a
diferenca entre a velocidade e a posicdo. Determine a posicao x = x
(t) do movel, supondo ¥ (0) =2, & (0) = 1 e x (0) =0.

. Uma particula de massa m = 1 desloca-se sobre o eixo Ox sob a agao

=2
—X 1
proporcional a velocidade dada por _;7 (.= o). Determine ¢ para que

de uma forca elastica e de uma forca de amortecimento

0 movimento seja:

a) Fortemente amortecido
b) Criticamente amortecido
c) Oscilatério amortecido




11.3. EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES, COM
COEFICIENTES CONSTANTES, DE ORDENS 3
E 4

Consideremos a equacdo diferencial linear de 3." ordem, homogénea,
com coeficientes constantes,

1 3
. d-x d=x dx
(1) —+ aj — +ay — + azx =,
dt- dt- dt

onde a, a, e a, sdo reais dados. Sejam A, i = 1, 2, 3, as raizes, reais ou

complexas, da equacao caracteristica

3 gl
A +n‘].r‘l.“ + a,A + a, = 0.

%]

No Apéndice 1 do Vol. 2, vimos que a solucao geral de (1) é

X = Avhl‘r + Bv'hzr + Cc--']lf se Ar. F A para [ # |
y ‘

x =AM + BreM + CeM se d =4, # Ay

x =AM 4 BreM' 4 Ci2eM se h; = A, = A,

.l

Como estamos supondo a, a, e a, reais, segue que se (2) admitir a raiz
complexa o + if3, admitira, também, a complexa conjugada o — if3,
(verifique). Supondo que A, seja a raiz real, a solugdo geral (1) sera, entdo,

x=Ae"  + Be(a+iB)t + ce“ i
1 1 1 :

Pela relacdo de Euler

Be“ g+ Ce(a — if)t = e [B cos Pt + C sen ft],



onde B= B + C, e C=i(B, - C)). Portanto, a solugdo geral sera
x =Ae" + e“ [B cos ft + C sen ft].

Da mesma forma resolvem-se as equacOes lineares, homogéneas, com
coeficientes constantes, de ordem n > 3. (Verifique.)

EXEMPLO 1. Determine a solucdo geral da equacao

Solugdo
A equacado caracteristica é
AN -1=0.

Como A’ —1=(A-1) (\>+ A+ 1), a equacio acima é equivalente a

A—1=10
ou
A+A+1=0.

A equacao caracteristica tem a raiz real 1 e as complexas

2 2 2

3 ~ . ~
e B= ““T . A solucao geral sera, entao,

' 1
ﬂ = —_——
-
| i Fa

—>t 3 V3
x=Ae' + e 2|:BCDSKTF+CSEHKTT:|. n

s Fa



EXEMPLO 2. Determine a solucao geral de

, . [, dy)
}__rr, _:II__rr _:II__. +_"|" :{}. | :II__. — .
\ dx

Solucgdo
A equacgado caracteristica é
A -N-A+1=0,

cujas raizes sao 1 (raiz dupla) e — 1. (Por inspecdo, verifica-se que 1 é raiz;
dividindo o 1.° membro por A — 1, obtemos:

A-N-A+1=Q-DA -1 =A-1’A+1).)
A solucao geral sera, entao,

y=Ae" + Bxe' + Ce ™. |

EXEMPLO 3. Determine a solucao geral de

3y 2.,
dy | . d°)

— 4+ 2 —=1(.
dx? dx?

Solugdo
A equacdo caracteristica é
A+ 20 =0,

cujas raizes sao 0 (raiz dupla) e —2. A solucdo geral sera, entdo,



y=A+ Bx+ C P u
EXEMPLO 4. Determine a solugdo geral de

¥—=3r+3r—x=0

Solugdo
A equacdo caracteristica
N -3\ +3A-1=0
admite a unica raiz real 1 (raiz tripla). A solucdo geral sera, entao,

x=¢ (A + Bt + CA). m

Consideremos, agora, a equacdo de 4." ordem

4. i 12 )

. d x d-x d=x v

(3) —I +a — + a2 : — +ay — + aqx =10,
dt- dt= dt

onde a, a,, a, e a, sdo reais dados. Sejam A, 1=1,2,3, 4 as raizes, reais ou

complexas, da equacdo caracteristica
4 3 2
N+aN +akN+al+a, =0.

Com procedimento analogo aos casos anteriores prova-se que a solucao
geral de (3) sera:

A A A A
x=Ae +Be + Ce;+ De;

se as raizes forem distintas duas a duas;



x = AeM! + BreM! 4+ Cetsl + Deta!
s;e.h] =ﬂj,ﬂ| =.~'=)L3.)LI ;ﬁhicﬂi¢ﬂi;

Al At 7 At ALt
¥ =Ae"l + Bte’V + Cr=e’V + De"4

x=eM [A+ B+ C2 + D)

At At ALt At
x=Ae™l + Bte™l + Ce 3 + Dte’ 2

Utilizando-se a relacdao de Euler, verifica-se que se a equacao
caracteristica admitir as raizes reais distintas A, A, e as complexas o * if,
entao a solucao geral sera

A A
x =Ae"«+ Be'+ e’ [C cos §t + D sen f3t];
evidentemente, se A, = A, entdo

x=e"([A+ Bt] +e" [C cos Bt + D sen f3t].

Se a equacdo caracteristica admitir as raizes complexas « + ife & * iy,
teremos

x = e" [A cos Bt + B sen ft] + es: [C cos yt + D sen yt].

Deixamos a seu cargo pensar como sera a solucao geral no caso em que
uma raiz complexa é dupla. (Veja Exemplo 7.)



EXEMPLO 5. Uma particula de massa m = 1 desloca-se no plano sob a
acao da forca

F(x, v)=y i+ x _,r

Sabe-se que no instante t = 0 a particula encontra-se na posicao (0, 0) e que,
neste instante, sua velocidade é 7, = (0, 1). Determine a posi¢do da
particula no instante t.

Solugdo

Pela segunda Lei de Newton (7 —, n?} devemos ter

x=y
I\.!_.‘I -i:, — J..

Derivando a 2." equagdo duas vezes em relacdo ao tempo, obtemos

4:4"4_".‘ =3
Jf4 o

Tendo em vista a 1.* equacao, resulta

{,l;él-}x
u’fd

—y=0,

[%X]

que é uma equacdo diferencial linear, homogénea, com coeficientes
constantes e de 4. ordem. A equacdo caracteristica de (2) é

A -1=0,

que € equivalente a



N -DA+1) =0,
cujas raizes sao: 1 e +i. A solucdo geral de (2) é, entdo,

y= A + Be™ ' + C]t*r'r + D]{}—r_r.

Pela relacao de Euler

e'=cost+isent

—i

e '=cost—isent.
Segue que
y=Ae.+Be '+ Ccost+Dsent,
onde C=C +D,eD=i(C,—D,). Como x =y (2." equagdo de (1)), resulta
x=Ae'+ Be'—Ccost— D sent,

Para que as condicOes iniciais sejam satisfeitas, devemos ter

0=A+B+C
0=A+B-C
|=A—-B+D
0=A-B-D

Resolvendo este sistema, obtemos



| =
e
Il
I

e | =

Assim,

P3| =

1
xX=—

1
(¢! —eTy— —sent
?_
y=— (' —eTh)+
I

fornece-nos a posicdo da particula no instante t. Como

— 2

— sen |
2

shi=——
2
resulta

1
x=—sht——sent
2 3

F

yv=—sht+ —sent
- ]

b | —

=

onde sh t é o seno hiperbadlico de t. (Veja Vol. 2.) Sugerimos ao leitor tentar
fazer um esboco da trajetoria descrita pela particula!

m
Antes de passarmos ao proximo exemplo, vejamos como se resolve a
equagao

A +16=0.

As raizes desta equacao sao todas complexas e de modulo 4/16 = 2.



(Veja:

A4‘=|—lﬁ|<:s|,l|=%,-'ﬁ.} Os nimeros complexos de mddulo 2 sdo da

forma
2(cosB+isenh),0<0<2m.
Como e’ = cos 6 + i sen 6, resulta
2e'o =2 (cos O + i sen 6).

~ . i0 . . ~
Vamos, entdo, determinar 8 de modo que 2e"” seja raiz da equacdo dada.
Devemos ter

(2ei)* = — 16,

que € equivalente a

ou ainda
cos 40 + i sen 40 = —1.
Basta, entdo, determinar 0, 0 < 6 < 2m, tal que
cos 460 = - 1.
Temos:

cos 40 =-1 e 40 = 2kn + m.



Como 60 € [0, 2n[, resulta

3
3=L‘E‘+] o k=0,1.23.

B .2 f )
2l—Fi — =42

EXEMPLO 6. Determine a solucao geral de

4y
d 2 +16y =0.
drt
Solugdo
A equacado caracteristica é
X' +16 =0,

cujas raizes, como vimos acima, sao:



V2 £ 2 e =2 £ iy2.
Segue que a solucao geral da equacao dada é
y= eVt [Ae N2ty Be —iN2t | + e V2t [Ce N2t Dye —i+/2 1
ou

y=eV2"[Acos 21+ Bsen 2t]+ e V21 [C cos 21+ D sen +21]. |

EXEMPLO 7. Determine a solucao geral de

Solugdo
A equacdo caracteristica é
A+ 20 +1=0.
Como
AMH22+ 1=+ D = A+ i) (A -0,
segue que i e — i sdo raizes duplas. A solucdo geral da equacao dada é entdao
x = Aei t B tex+ Ce-i + D te-i,

ou seja,

x=Aei+Ceit t[Ble“ +De .



Logo,

x=Acost+ Bsent+t|[Ccost+ Dseni [ |

Exercicios 11.3

1. Determine a solucao geral

a)y"+2y" —y —2y=0 byy" —y' =0
-
c)x —2x+4d4x—8x =10 d}i—ﬁdhf—zi—ﬁ=[ﬂ
dax- dx= dx
dq_\' ) dix dz.r
e*]th—lhj.'=U F—Emz+r=(}
d*y d?y L
g) dr4+3m2+2j.'=(} h)y ¥ +x—2x=10
) d4x d2x o 4_1' dj_\' d 3_\' dy
r}F_FZ?_I:(} » fil‘i_gfil'i-l_fil'z_}E:{}

2. Considere no plano um campo de forcas conservativo ;’ (x, y), com

energia potencial

15 -
Uiy, vi=xy —— v-,
. . g -

L

. e _} 7 7
iISt0 €, (4 v} = —vU (r. v» Uma particula de massa m = 1 é
abandonada na posicao (1, 1), com velocidade nula. Determine a

posicdo da particula no instante t.

3. Uma particula de massa m = 1 desloca-se no plano sob a acdo da

forca

- - -
Filxyi=yi +i—x+ 2y j.



Sabe-se que no instante t = 0 a particula encontra-se na posicao (-2,
0) e que, neste instante, a sua velocidade é (-1, 1). Determine a
posicao da particula no instante t.

Considere no plano um campo de forcas conservativo F (x, y), com
energia potencial

Uxy)=x+xy+Y,

_yy- Uma particula é abandonada na posicdo (1, 1)

. ’ —
IS0 € F (x, y) =
com velocidade nula. Seja

xr=xIt)
t=0
v =y I(i)
a posicao da particula no instante t.

a) Prove que, paratodot >0,
= 3. (Interprete.)

Conclua que a particula permanece na regido x° + xy + y* < 3, para
todo t > 0. Que tipo de regido é esta?

b) Determine a posicdo da particula no instante t > 0.
(Sugestdo para o item a: Verifique que a derivada, em relacdo a t,
do 1.° membro é zero, para todo t > 0.)

Considere no plano um campo de forcas conservativo ? (x, y), com
energia potencial

U(x, y) = xy.



Uma particula de massa m = 1 é abandonada na posicao (1, 1), com
velocidade nula.

a) Olhando apenas para o campo ?, tente descrever a trajetOria

descrita pela particula.
b) Determine a posicdo da particula no instante t. Qual é a trajetoria

descrita pela particula?

11.4. EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES, NAO
HOMOGENEAS, COM COEFICIENTES
CONSTANTES

Consideremos a equagdo linear, de 2. ordem, com coeficientes

constantes
_ d?x dx

(1) +~+b— +ecx = f(t),
- di= dt

onde f é suposta definida e continua num intervalo I. Se f ndo for
identicamente nula em I, diremos que (1) € ndo homogénea. Diremos, ainda,

que
- d%x dx

.i H;i- —+bhb—+cx=0
- dt= dt

é a equagdo homogénea associada a (1).
Mostraremos, a seguir, que se X, =X (t), t € I, for uma solucdo

particular de (1), entdo a solugdo geral de (1) sera



X=X, T X,
onde x, é a solugdo geral da homogeénea associada a (1). De fato, sendo
X, = xp(t),t €l

solucdo de (1), paratodo t € I,

Supondo que x = x (t), t € I, seja outra solucao qualquer de (1), resulta
que

x(©) = X (1
é solucdo da homogeénea (H), pois, para todo t € I,

d* d _ _ _
3 [.r{f}—,xp (1] +f)E [.r{f}—,xﬁ{f}] + e [x(1) X, (] =

=[x(t)+ bx (1) + cx(1)] — [.SEP{:‘J + !:r.»'cp{r} + mﬁ{r}] =f(ty— f(r)=0.

Por outro lado, se x = x (t), t € I, for tal que x (t) - X, (t) é solucao da
homogénea, entdo x = x (t) sera solucao de (1) (verifique). Segue que a
solucdo geral de (1) é

=x +
X=X, +x,

onde x, é a solugdo geral da homogénea (H) e X, uma solucdo particular de

Conclusdo



A solucao geral de

¥+ bi+cx=fit)

(°D

=x +
X=X, +X,

onde X, € uma solugdo particular da equagdo dada e x,, a solugdo

geral da homogénea associada.

Observamos que este resultado ja foi provado na Secdo 5.5 do Vol. 2.
(Reveja tal secdo.) De forma analoga, prova-se que o resultado acima é
valido para qualquer equacao linear.

Determinar a solucdo geral da homogénea associada ja sabemos. O
problema, agora, ¢ como determinar uma solucdo particular. Os exemplos
que apresentaremos a seguir mostram como determinar, em alguns casos,
uma tal solucdo.

EXEMPLO 1. Determine a solucao geral de

dix dx ﬂ
43—+ 2x =1
dr- dt

Solucdo

A homogénea associada é



d2x rhy
- +35 pox=0.
dr= dt

-2 -1 o[ ~
Logo, x, = Ae *« + Be ~ (verifique). Vamos, agora, procurar uma solugdo
particular da equacdao dada. Observamos, inicialmente, que se X, for um

polindmio do 2.° grau, entdao

sera, também, um polindmio do 2.° grau (verifique). E razoavel, entdo,
tentar uma solucado particular do tipo

2
X =m+nt+qt,
onde m, n e g sdao coeficientes a determinar. O que precisamos fazer, agora,

é substituir esta funcdo na equacdo e determinar m, n e q para que se tenha
uma identidade.

(m+nt+qgt)" +3(m+nt+qt)+2(m+nt+qt)==,
ou seja,
2m + 3n + 2q + (6q + 2n)t + 2gt° = ',

Devemos ter entao

2m+ 3n+ 2 =0
2n+6g =0
L.

2g =

Logo,



Deste modo,

7 3 I
Xp=——=t+—t
4 2 2

é uma solugdo particular da equagdo. A solucdo geral sera

3
x=Ae"¥ + Be7l + — — —1+—12. m
e o

Solugdo

A solugéo geral da homogénea associada é x, = A + Be’: (verifique). Se

X, for um polindmio do grau 3, entdo

iy + 3%,

sera do grau 2 (verifique). Vamos, entdo, tentar uma solucdo particular do
tipo

x =mt+nt +qt

Omitimos o termo independente em virtude de ele desaparecer na
derivacao. (Veja, também, observacao abaixo.) Vamos, agora, substituir na
equacao e determinar m, n e g de modo a ter uma identidade.



(mt +nt* + qt")" + 3 (mt + nt* + qt’) = ¢,
ou seja,
2

3m+2n+ (6n+6q)t+9qt° =t

Devemos ter, entao,

[ 3m+ 2n =0
6n+6g =0
1 9g = 1.
Logo,
= 2 1= I fff—]
__'. ’ — T — - - T .
27 9 9
Assim,
[ 2 1 1 50
Xp=1|———t+—1?
d |-.~2? -

é uma solugdo particular. A solucdo geral da equacao dada é

[ 2 1 1 5
x=A+Be N+t | ——r+—17| m
V27 9 9 )

Observacao. Consideremos a equacdo linear de 2." ordem, ndo homogénea,

¥+ bi+cox = f(r).

Suponhamos que x = x () + x/(t) seja uma solugdo desta equagdo.
Deixamos a seu cargo verificar que se x, (t) for solugdo da homogénea

associada, entdo x, (t) sera solugdo da equagdo acima. Como no exemplo



anterior a funcdo constante é uma solucao da homogénea associada, resulta,
do que dissemos acima, que se

x=A+mt+nt +qt
for solucdo, entao
x =mt+nt +qt

também sera, que é mais uma razdo para termos omitido o termo
independente naquele exemplo.

EXEMPLO 3. Resolva a equacao

d=x _ ,
5 = I°
di-
Solugdo
A homogeénea associada é
d?x
= =0.
dt-

A = 0 (raiz dupla) é a tnica raiz da equacio caracteristica A° = 0. Segue que
a solucao geral da homogénea associada é

0 0
xh=Aet+Btet

ou seja,



x, =A+Bt.
Se X, for do grau 4, entdao X, sera do grau 2. Tendo em vista a observacao
anterior e a solucdo geral da homogénea associada, basta procurar uma
solugao particular do tipo

x =mt +nt +qt".

Deixamos a seu cargo verificar que

Il
—
.

I

Assim,

x= A+ B
12

é a solucdo geral da equacdo dada. E claro que poderiamos ter chegado a
este resultado integrando diretamente a equagdo dada:

3 4

d2x 4 dx t
— =t & —=—+B & x=—+ Bt + A. [
dt- dt 3 12

EXEMPLO 4. Determine uma solucao particular de

13, 12 ..
x - +3—“";; L
dt- dt dt

Solucdo

E de verificacdo imediata que



I
(W L

€ uma solucao particular

EXEMPLO 5. Considere a equagao

-

Bx | dv _
drd  dt

Determine a solucao geral
Solugdo

’ ~ s e 3 A .
As raizes da equacdo caracteristica (A" + A = 0) da homogénea associada
sao: 0, £i. Logo, a solucao geral da homogeénea associada é

xh=A+Bcos+t+Csent.

Sex for um polindmio do grau 1,

serd constante. Como toda funcdo constante é solucdo da homogénea
associada, a equacado tera uma solucao particular da forma

X =mt.
p

Fica a cargo do leitor verificar que



Poderiamos ter chegado a este resultado olhando diretamente para a
equacao. Concorda? A solucao geral da equagdo dada é

x=A+ Bceost+ Csent + 31 [ |

O préximo exemplo sugere-nos a forma de uma solucdo particular
quando o 2.° membro € do tipo P (t) ex, onde P (t) é um polindmio e a uma
constante nao nula.

EXEMPLO 6. Sejam b, ¢ e o reais dados. Seja Q (f) um polinomio.
Considere a equacao

(2) AMEbri+e=0.
Prove:
a) Se ando forraiz de (2) e se
x = Q(te’s,
entao

¥4 bi+ex = P(r)e?!,

onde P (t) é um polindmio de mesmo grau que Q (t).

b) Se a for raiz simples de (2, n > 1 o grau de Q (t) e

X = Q(t)eat,



entao
¥+ bx+ex=P(t)e®,
sendo P (t) um polindmio de graun — 1.
c) Se a forraiz duplade (2, n>2 o graude Q (t) e
x = Q(t)ex,
entao
¥+ bx+ex=Plre?,
onde P (t) é um polinomio de grau n — 2.
Solugdo
a) x =0 () e™;

=00 e +a O) e
=00 e +2aQ (e +a® Q1) e,

Assim,

X+ bx +cx = P(r) e™,

onde
P(0) = Q"(t) + (b + 20) Q'(t) + (o + ba + ©) Q (1),
que é um polinémio de mesmo grau que Q, pois a’ + ba + ¢ # 0.

b) Procedendo como no item a, obtemos



P(0) = Q') + (b +2a) Q) + (& + ba+ ) Q (0.
Como « é a raiz simples da equacao
A +bA+c=0,
temos A=b’—4c>0e

_ —b = "'\.-.Ii
—’_}I .

r

Ly

Logo, 2a + b # 0. Sendo, entdo, o’ + ba+ c =0, b + 2a # 0 e Q'(t) de grau n
— 1, resulta P (t) de grau n — 1.

c) Fica a seu cargo.

EXEMPLO 7. Resolva a equacao

. ¥ 7
x—dx=(1+ T+!“J{"‘f.

Solugdo
2
AN—-4=0
€ a equacdo caracteristica da homogénea associada. Assim,

2 -2
thAet+Be ¢



é a solucdo geral da homogénea associada. Como o = 2 é uma raiz simples
desta equacdo, segue do item b do exemplo anterior que devemos tentar
uma solugao particular do tipo

x = Q(t)e’s
onde Q(t) é um polindmio de grau 3. Como Ae’ é solucdo da homogénea

associada, podemos omitir o termo independente de Q (t). Vamos procurar,
entao, uma solucado particular do tipo

X, = (mt + nt’ + gt°) €.
(Veja observacao que vem logo depois do Exemplo 2 desta secdo.) Temos:

T A ] 2 3 2
¥, =[4dm+2n+E@m+8n+6q)r+ @An+12¢)1° +44qr°] e

Substituindo X, e na equacao dada e fazendo algumas simplificacoes,

obtemos:
Am+2n+@n+6q)t+12qgt-=1+t+¢.
Segue que m / 1 I ] Assim
m=—_n=—2=eg g=—
sueq 32 16 f 12 ’
{?r 2 r-"} 1
X, =|—+—+—|e*
F 12 116 12

€ uma solugdo particular. A solugdo geral sera, entdo,

7t 12 3]
x=AeX + Be M + | — + —+ —| &, -
216 12



EXEMPLO 8. Determine a solucao geral de

¥4+ 4x=e2,

Solugdo
A solugao geral da homogeénea associada é

X, = A cos 2t + B sen 2t.

Como a = 2 nio é raiz da equacio caracteristica A° + 4 = 0, o item a do
Exemplo 6 sugere-nos uma solucao particular do tipo

2
X =me.:.
Fica a seu cargo verificar que

X =—e".

P 8

A solucao geral é, entdo,

x=4A CL‘HI‘FBF-CIII'F%{’:I. ]
EXEMPLO 9. Resolva a equacao

¥—4x+4x=¢21

Solucdo

A solugdo geral da homogénea associada é



x, = Ae” + Bte®. (Verifique.)

o = 2 é uma raiz dupla da equacdo caracteristica A> — 4\ + 4 = 0. O item ¢
do Exemplo 6 sugere-nos uma solucao particular do tipo

x, = Q(t)e’s

onde Q (t) é um polindomio do grau 2. Tendo em vista a solucdo geral da
homogénea associada, devemos procurar uma solugdo particular do tipo

22
X =mt e
p
Temos:
'}I‘-F = (2mt + 2mt?) 2!
';"l',r:-' =(2m + 8mt + 4;;1!2} et

Substituindo na equacdo dada e fazendo algumas simplificacOes,
obtemos

2m = 1.
Assim,
— 2 2
.TP =—1r1-€

€ uma solucao particular. A geral é



.1‘=[A+B{— IZ}EEI. m

1

2
Consideremos a equacao

(3) ¥+ bi +cx = f(t)

e suponhamos que o segundo membro seja da forma

o

4) () = e’ [M cos Byt + N sen Byt],

onde a, B,, M e N sdo constantes dadas. Deixamos a seu cargo verificar que

se a, + iB, ndo for raiz da equagdo caracteristica
®) A+ bA+c=0,
entdo (3) admitird uma solucao particular da forma

X, = e”«[m cos f,t + nsen f3.t]

com m e n constantes; se o, + if, for raiz de (8, (3) admitira uma solugdo

particular da forma
. a
X, =e [m cos Blt + nt sen Blt].

Observacao. Para verificar as afirmacOes acima vocé ira precisar da
seguinte propriedade:

o, + iB1

é raiz de (5) se, e somente se,



af —Bf +ba; +c=0¢ 2B, + bp; =0.
EXEMPLO 10. Resolva a equagao

I

r+x=¢' cost.

Solugdo
As raizes da equagdo caracteristica

(®) AT+1=0

(Verifique.)

sao i e — i. Assim, a solucdo geral da homogénea associada é

xh=Acost+Bsent.

Como 1 + i(a, = 1 e B, = 1) ndo é raiz de (&, resulta do que vimos

anteriormente que a equacao dada admite uma solucao particular da forma

X = e' [m cos t + n sen t],

onde m e n sdao constantes a determinar. Substituindo na equacdo dada e

fazendo algumas contas, obtemos

1 2
m=—<cn=—.
5 5
Logo, a solucdo geral da equacao dada é
x=Acost+ Bsent+eé' [%msf+

EXEMPLO 11. Resolva a equacao



¥+ X =cost.
Solugdo
O 2.° membro é da forma

e“[M cos 3, t + N sen 3 t],

onde a, = 0,8, =1, M=1e N =0. Como a, +if, =i é raiz da equagdo

caracteristica
AN +1=0,
a equacao admite uma solucao particular da forma
X =mtcost + ntsent.
Temos:

X, = (m+nt)cost+ (n—mt)sent

X, = (2n —mt) cos t + (—2m — nt) sen t.
Substituindo na equacdo dada e fazendo algumas simplificacGes, obtemos:

2ncost—2msent = cost.



Logo, n = % e m = (. A solucdo geral da equacdo dada é

t
.Y=A|:.Dsr—B!-;enf+Esenr. ]

Vamos, agora, apresentar num quadro os resultados obtidos
anteriormente sobre escolha de solucdo particular nos casos: f (t) = P(t),
onde P é um polindmio; f () = P (t) " ou f{(t) = e" [M cos f,t + N sen S t],
onde a, o, B, M e N sdo constantes. No quadro a seguir P, ¢ um polindmio
de mesmo grau que P.

X+ bx +cx = f(t)

fit) solugdo particular

P(H) 1. Sec#0, X = P1(t)

2. Sec:Oeb;tO,xpth1 (®

P(t) e" 1. Seando for raiz da equacdo caracteristica, X
=P (1) €.

2. Seaforraizsimples, X = tP1 =(t) e*.

3. Seaforraizdupla,x = £ (f) .

—_

Se a + /B ndo for raiz da equacdo

caracteristica,
e’ +[Mcos Bt +Nsen§ ]

X = e'rlmcosBt+nsenp .




2. Se a + /B ndo for raiz da equagdo

caracteristica,

X = e’ Imt cos .t +ntsen B tl.

Fica a cargo do leitor pensar num quadro semelhante para equacOes
lineares, com coeficientes constantes, de ordens 3 e 4.

EXEMPLO 12. (Oscilagcdo forcada sem amortecimento.) Uma particula de
massa m desloca-se sobre o eixo Ox sob a acdo da forca elastica
x> 0) e de uma forca externa periodica (F sen 1,,-{}”_,-". onde F e wy sao
constantes ndao nulas. Determine a posicdao da particula no instante t.

Solugdo

A equacdo do movimento é
mx = — kx + F sen wyl,
ou seja,

mx + kx = F sen wyt.

k
Fazendo w? = —, temos
m

X+ wix = F sen wyl,

P
(=)

onde



1.° Caso. w # w,.

. ~ - . ~ ;e 2 2 ,
Como iw, ndo € raiz da equagdo caracteristica A° + w” = 0 (as raizes

desta equacdo sao *iw), segue que a equacao admite uma solucdo particular
da forma

—
Xp = m1 COS Wot + l’l1 sen Wot.
Temos

JIL'P =— J'H]‘H-'G SCN ‘H—'ﬂf + H]‘H-'G COos ‘H'DF

_fp = — .*leé cOos wﬂr — nlwé SEn wﬂr.

Substituindo em (7), vem

m {wz — w%j cos wot +m, I:H-‘E — wé} sen wyl = F| sen wyt

H
e, portanto, m; = 0e m = ———_ Logo,
w - }t'(]
K
X _ = sen wil
P2 — wé 0

€ uma solucao particular. A solugdo geral de (7) é

x = A cos wif + Bsen wt + ————=—sen wol-
miw= — wiy)



F
Observe que a amplitude—] da solucgdo particular x € tanto maior,
}1‘2 — h‘% b

em modulo, quanto mais proximo w, estiver de w. Quando w = w,, tem-se 0

fenomeno conhecido por ressondncia. Veremos, a seguir, que neste caso a
amplitude do movimento tende a +oo quando t tende a +oo.

2.° Caso. W, = w.

. , . ~ s e 2 2 ~
Agora, iw, é uma raiz da equagdo caracteristica A~ + w* = 0. A equagdo
admite, entdao, uma solucao particular do tipo

X =mtcosw.t+ntsenwt.
p 1 0 1 0
Temos:
,i"p = (2nywy — nrlu-ﬁf} cos wyl +(=2mw, — n]w{%f"} sen wyl.
Substituindo X e Xp em (7), obtemos

3

T - y Fo— . .
2n, w,cos Wl — 2m w, sen w,i F] Sen W I}F.
F .
Logo,n =0e m = T Assim,
=0
F]r‘
@) X p =— COs \1'{}?

... ¥
W 0

. ~ . F
e uma solugdo particular. Lembrando que F =— ¢y, =w, segue que a
iy

solucao geral é

x=A cos wt + B sen wi — cos Wi,

2mw



Observe que a particula descreve um movimento oscilatorio em torno da
origem e que a amplitude do movimento tende a + o quando t — + o. A
figura abaixo é um esboco do grafico da solugao particular (8), no caso F > 0

=

e w> 0. Temos

I -
. para 1 =0
2mw

cos wt| =

‘ 2w

ou seja, para todo t > 0,

Ft Ft Ft
— = — cos Wi = .
2 mw 2mw 2mw

L . . Fi
O grafico de x esta compreendido entre as retas x = e x =— :
p 2mw 2mw
toca estas retas nos pontos em que cos wt = + 1.
7\ [
S m

EXEMPLO 13. (Oscilagdo for¢ada com amortecimento.) Uma particula de
massa m desloca-se sobre o eixo Ox sob a acdo de uma forga elastica —kx _f
(k > 0), de uma forca de amortecimento proporcional a velocidade dada por
—ei' i (¢ > 0)€ de uma forca externa periddica dada por (F sen w,t) T com F
e w, constantes ndo nulas. Suponha ¢’ — 4mk < 0. Determine a posicdo da

particula no instante t. (Ficam a seu cargo os casos ¢ — 4 mk > 0.)

Solugdo



mx = —kx — cx + F sen wyt
ou

mx + cx + kx = F sen wyt

€ a equacdo do movimento. Fazendo

c A ['s F
y=—wt=—¢ [ =—,
m m m
resulta
(9) ¥4 295 + wix = F sen wor.

As raizes da equacdo caracteristica
A4+ 291+ w? =0

sdo —y +iw, e —y — iw,, onde

(Observe que

b A
ﬂ=4}f2_4‘l1'2 ={_q_ﬁ={—4m{{]’

I, I
= m m=

logo, as raizes sao complexas.) A solucdo geral da homogénea associada é

x. =e ¥ [A cos w]f + B sen \1'lf].

h

Como iw, ndo € raiz da equagao caracteristica, a equagdo admite uma

solucdo particular do tipo



10 Xy = my cos wil + ny sen wyfl.
Derivando e substituindo em (@), obtemos:

[,-J'nl[w2 — ‘ﬂ& ) + 2ymwy ] cos wot + [n[{w2 - ”"5 ) — 2ymywp ] sen wot = F sen wot.

Resolvendo sistema

|- (w? — uﬂj ) my + 2ywon =0
1— 2ywgm) + (w? — W{IE} n=~H

resultam

2 by
(w2 — w;j? 2 + 4];3”-%

.?Hl =

7 e
{H' - "l"l{} }F'l
2 3.2 e A
(W= —wi )= +dy=wy

H] =

A solucao particular (3 pode ser colocada na forma

x_ =./

2 2 s e o—
p =AM +np cos(wyf — @)




.

7 7
n Wwa — we .
I — 70 . Tendo em vista os valores de m, e n resulta

onde tg ¢ =
mj 2wy

= L (Wt — @)

X : COs | W o).

P [ 2 212 2.2 L ’
| (W wy )T+ dyewg

A solucdo geral € entao

Fi
fwd — w2yl 202
ﬁfh wiy - + 4y wy

x=e " [A cos wit + B sen wit]+

X I

cos (wpt —¢).

.‘.Jl'_]
Temos:

lim x, =0,

R
pois y > 0. Assim, apds um intervalo de tempo suficientemente grande esta
parte da solucdo torna-se desprezivel: por essa razdo ela é chamada
transiente. Apo6s um intervalo de tempo suficientemente grande o
movimento se comporta como um movimento harmonico simples de

a
I~ - 5. E. comum referir-se a x como a solucao
—wg)e + dy=wy p

amplitude

P
I{'I_.Ln_

!
de estado permanente.

Para finalizar, vamos resolver uma equacao linear de 1.* ordem com o
método desta secao.

EXEMPLO 14. Resolva a equacao

i +2x=¢' cos’.

Solugdo



A equacdo caracteristica da homogénea associada é
A+2=0.
Logo, a solucao da homogénea associada é
Xh = Ae 72t.

Como 1 + i ndo € raiz da equacao caracteristica, a equacao dada admite
uma solucdo particular do tipo

x, =e'[mcost+nsent].
Derivando e substituindo na equacao dada, obtemos
(Bm+n)cost+ (3n—m)sent=cost

e, portanto,

im+n=1
—m+ 3n =10,

3 I ~ . ~
Logo, m = 10" 10 A solucao geral é, entdo,

R 3 I
x=Aeg <t 4+ ¢ [— cos t + — sen f}
10 10

(Sugerimos ao leitor resolver a equacao dada utilizando a férmula da Secao
11.1. Compare.)



Exercicios 11.4

1. Determine a solucdo geral.

. .:1"1_1'
a) x +x=e¢~ by —5 —y=cosx
dx
.. .:1"1_1' —x
cl ¥ + x=sent d) 5 =de
dx
if_‘f 2
€) ¥—4i+ 5y =e2! cost 1 ; ty=x+x
¥
d<v .
g2) ¥ —x =235 i) —2 —dy = xe23
ax
i) & — 4% + 4x = e HE—8x=4
HNi—8x=4+1 m) ¥ —8x=(1+1)e!
x4+ 2x+2x=¢eF cost o) x +4x =1+ €'
2. Considere a equacao
(1) X4 bt +cx=fi (0 + f, (0.

Prove que se g, (f) for solugdo particular de ¥+ bi+cx=f(1) e g1
solugdo particular de x + bx + cx = f(r). entdo g (t) g,(f) sera solugdo
particular de (7). (Este resultado é conhecido como principio da
superposi¢do.)

3. Resolva a equacao dada.

a) x + 4x = cos B, onde B € um real dado
b) ¥ + ax = €2, onde @ é um real dado
chx +9 =2 cos I+ 9

d) ¥ + 435 + 5x = ¢® sen B, onde & e B séo reais dados

4. Determine uma funcio x = x (t), t € R, de classe C' tal que x (0) = 0,
i(0)=1e



Determine uma funcdo x = x (t), t € R, de classe C' tal que x (0) = 0,
i(0)=1e

Considere um circuito LC em série com um gerador de corrente
alternada de forga eletromotriz E (t) = E, sen wt, onde E, e w, sdo

constantes ndo nulas. Sabe-se da fisica que a carga g = q (t) no
capacitor é governada pela equacao
-:!2-:,-' l

+— g =E; sen w1,
il 0o

L

onde L é a indutancia, C a capacitancia, sendo L e C supostas
constantes positivas. Resolva a equagdo. Qual o valor de w, para o

sistema estar em ressonancia?

1
Sugestdo: Faca w2 =— ¢ £, =2
(Sug § e Voo

Considere um circuito LCR em série com um gerador de corrente
alternada de forga eletromotriz E (t) = E, sen wt, com E e w,
constantes ndao nulas. Sabe-se da fisica que a carga g = g (t) no
capacitor é governada pela equacao

d 2 q dg l

+R—+— g = E; sen wyt,
dt= it C

L

onde L € a indutancia, R a resisténcia e C a capacitancia, sendo L, R e
C supostas constantes positivas. Determine a solucdo de estado



permanente.
(Sugestdo: Veja Exemplo 13.)

8. Determine a solucdo que satisfaz as condicoes iniciais dadas.

dv

ay ——yv= xeX, v =1
dx
d"t.r ) . .
b) —y X= =, x(=3x(0)=3x(0=3x({0)=0
cdt
d"i.r ) .
c)——1lbx=—15senf, x (=0, x()=Lx (=0 x{(0)=—
dr*

dx l
B+ x=cost, x (0)=—-——=

dt -
e)x+4x=cos2t, x (0)=x(0)=0

9. Determine a solucao geral

7 2
d<x dx _ d<x
al) — +4—+dx=6re 2t b) 3 + 9x =—6 sen 3t
dre dt dt
ax 2 ¢ dx
c)—+2x=03+2+3")e d) ——x=2te
.:1"! -f."!
2
€) ﬂ+ 2 & 3 2+8n e A dix . dx
drl dr - 32— 4+ 2x=—2¢"Tsent
2 dr dt
Lt sy=5¢
at

11.5. DETERMINACAO DE SOLUCAO PARTICULAR
PELO METODO DA VARIACAO DAS
CONSTANTES

Consideremos a equacdo diferencial linear de 2.* ordem, nao
homogénea, com coeficientes constantes,



0 i+ bi+cx=f (1)

Como sabemos, a solucao geral da homogénea associada é

%]

v, = Ag, (1) + Bg, (1),

onde g, (1) =e"' e g1 (1) = ™' se as raizes da equacdo caracteristica forem
reais e distintas; g (1) =e e 2 (1) = te®' se a raiz for dupla;
g1 (1) =e™ cos Pre g2 (1) = ¢ sen B se a + i forem as raizes complexas da
equacao caracteristica.

A funcao dada pelo determinante

gl{r} gzl[f}

Wi =
Lafl{r} g (1)

denomina-se wronskiano de g, e g,. Deixamos a seu cargo verificar que se
g, (0, g, (0 for qualquer um dos pares acima mencionados, entdo o

wronskiano nunca se anulara, isto é, para todo t € R,

]{f} 8, {r}
ﬂ{f} £, {r‘}

Wit =

Nosso objetivo a seguir é estabelecer uma formula para a determinacao
de uma solucdo particular de (1). Vamos mostrar, precisamente, que

w14

qualquer solucdo particular de (1) é dada pela formula:

gt }f{f} a0 fo
_ ?'f+ i
—at }j Vi) 2! }j W)

O método que iremos utilizar para obtencdo desta férmula é conhecido
como método da variagcdo das constantes e é devido a Lagrange. Este



método consiste em substituir, na solucao geral (2) da homogénea associada,
as constantes A e B por funcdes A (t) e B (t), a serem determinadas, de
modo que

) X, = A g+ B() g (1)

™)

seja uma solucdo particular de (7). Temos

@ xp = A't) gi(r) + B'(t) g2lt) + A1) g, () + B(1) g, (1).

Para determinar A (t) e B (tf) vamos construir um sistema com duas
equacgoes, onde as incognitas serdo as funcoes A' (t) e B' (). A primeira
equacao de tal sistema sera

A'(0) g, +B(0)g,(®=0.

Estamos impondo, assim, uma condicdo sobre A (t) e B (t). Com esta
condicdo a derivada @) se reduz a

Xp = A (1) g (1) + B(n) g, (1).

Temos, entao,

Xp=A() g D+ B(t) gy (H+ A" (1) g () + B (1) g5 (1),
bx, = bA (1) g| (1) + bB (1) g} (1)

CXp = cA (1) g () + cB (1) g, (1.

Como g, e g, sdo solugdes da homogénea associada, resulta

Xp +bxp+exp=A"(1)g ()+ B () g, (1. (Confira.)



A segunda equacao do nosso sistema sera
AT g (D+ B (1) g5 (1) = [ (1)
Vamos, entdo, determinar A (t) e B (t) que tornem compativel o sistema

(A" g+ B (g (=0
|A" (1) gy () + B (1) gy (1) = f (D).

Resolvendo o sistema pela regra de Cramer, obtemos

(t) f(t) (ty f(t)
F.‘-’guﬁ B.”:H] f

A(n)=-
* Wi ° : W (1)

(t) () g, (1) f(1)
‘4.[”:_-[ M{ﬁf_ B{;}=_J Qd;
W (1) W (1)

Substituindo em (3), resulta a férmula desejada. Com procedimento
analogo, estende-se esta formula para equacoes lineares de ordens n > 2.

EXEMPLO. Determine a solucgao geral de
X+tx=tgt —

Solugdo
x, =Acost+Bsent

€ a solugdo geral da homogénea associada. O wronskiano de g, (t) = cos t e

g,()=senté



_|cost senif| _
W= _cent cos r‘ N
Pela formula anterior,
(5 Xp = —cost Jscn ttgrdi +sent Jms Itg it di.
Temos
- - Senz jf s '
J sen ftgt dr = J dt = J — cos | df,
cos 1 \ cos | /
ou seja,

J‘SEII ttgidt =1In(sect+tgr)—seni+ k;

por outro lado,

Jcnsrtgrdr=—cﬂsf+kg.

Tomando k, = k, = 0, temos a solugdo particular

X, =~ Cos tIn (sect+tgt).

A solucado geral da equacdo dada é, entdo,

x=Acost+Bsent—costln(sect+tgt).

Observagao. Se tivéssemos deixado k, e k, quaisquer, (5) seria a solugdo

geral da equacdo dada. Em realidade, a formula anterior fornece-nos todas



as solucoes particulares de (1), ou seja, tal formula fornece a solucao geral
de (7).

Exercicios 11.5

Determine uma solucdo particular.

. x +x = I

sen f
(o
6

. . T
2. ¥+ 9x = sec? 3, — < p o 2
G

11.6. DETERMINACAO DE SOLUCAO PARTICULAR
ATRAVES DA TRANSFORMADA DE LAPLACE

Antes de iniciar a leitura desta secdao, sugerimos ao leitor rever o Cap. 3
do Vol. 2, principalmente, os Exercicios 7 e 8 da Secao 3.1.

Seja f definida em [0, +oo[. A funcdo g dada por

PRETIES:
gis)= J“ e it () di

denomina-se transformada de Laplace de f. Evidentemente, o dominio de g
é o conjunto de todos os s para os quais a integral impropria € convergente.

EXEMPLO 1. Determine a transformada de Laplace de f (t) = t.

Solugdo



ﬁ+'JC
g(s)= JG t e St dt.

Como sabemos,

o 00 . sl
J te ™ dt = lim J te™ % dr.
0 i — 4= 0

Integrando por partes, vem

J te™ dt = — — — [e7 —1]
0 SESH 5=
Paras> 0,
. I . —
lim =0e lim e =0.
w—s += ™ i — +=
Assim,

+o 1
g{s‘}=J te ™ dt =—, 5s=0.
0 F=

Portanto, a transformada de Laplace de f (t) =t é a funcao

1
g(s)=—., s5s=0.
52

EXEMPLO 2. Determine a transformada de Laplace de

_|'I se [ = a

= =0
1{] se 0<=r<a (@=>9)

f(r)

Solugdo

oo

g(s)= JD ft) e dr.



Como f (t) = 0 em ]0, a[, resulta

atoo oo
g(s)= J fle)y e st dt = J e 5t dt.
a

’ a

N ) P
J e dr = lim J e 5 dr.
il i — oo il
Como
s 1
J e df = — — [~ — g—ha],
a )
resulta, para s > 0,
5

e

g(s)=
5

Logo, a transformada de Laplace da funcao dada é

o5
= 0. [ ]

g(s)=
Ay

Vamos apresentar, a seguir, uma pequena tabela de transformadas de
Laplace, cuja verificacdo deixamos a seu cargo.

o
F(t) J et f (t) dt
0
1 1
&
ot |
5 — a
" n!
gt l
a
sen at -
5 tac



5
cos at -
5+ o
5 — o
e” cos St 5
’ (s —a)? + B2
I
e sen St ~
B (s — a)? + -
o oo
(s _a}!‘i"l'l
.l'}
tsen St ,\ijq
{.T; _|_£._};
A “
t cos Bt 5T — -
gl 2.9
(5= + B-)-

Seja f uma funcdo definida em [0, +oo[. Dizemos que f é de ordem
exponencial y se existirem constantes M > 0 e y > 0 tais que, para todo t > 0.

lf(n1=Me"

EXEMPLO 3. Seja f definida em [0, +oo[. Suponha que f seja limitada em
[0, ], para todo a > 0, e que existe y > 0 tal que

1O _ o,

1 lim ¥i

t— 4o ¢

Prove que f é de ordem exponencial y.

Solugdo

Segue de (1) que, tomando-se € = 1, existe r > 0 tal que

£

=< 1.
¥i

r=r=

e



Portanto,

Ifinl=e¥ t=r

[%X]

Por outro lado, como f é, por hipotese, limitada no intervalo [0, r[, existe
uma constante M > 1 tal que

[fO|<M,0<t<r.
Como e" > 1 para t > 0, resulta
©) lfI=Me 0=<t=r
Tendo em vista (2) e pelo fato de M > 1, resulta
@) lfnl=MeY i=r
Segue de (3) e @) que

[f(|<Me" t>0.

Logo, f é de ordem exponencial y.

Segue, do Exemplo 3, que as funcdes constante, sen t, cos t, €, t" e cos
t sdo de ordem exponencial. Seja f (f) = P (t) e” (cos Bt + sen Bt), onde P é
um polindmio e a e f3, reais dados. Do que vimos nas secOes anteriores,
resulta que as solucdes da equacgdo linear de 2.* ordem com coeficientes
constantes

d?x dx
+b—+cx=f(1)
di? dr f(



sdao de ordens exponenciais.

O préximo teorema nos conta que a transformada de Laplace destroi
derivadas.

Teorema 1

a) Se f for de classe C' em [0, +oo[ e de ordem exponencial y, entdo

ato pt
J et {1 (t)dt =s J et (1) dt — f(0), 5> 1.
0 0

b) Se f for de classe C° em [0, +o[ e se f e f forem de ordem
exponencial y, entao

a0 P o]

J} e frir)de = 52 J{ e flydr — s f10)— f(0), s= .
I |

Demonstragdo

a) Suponhamos que f seja de ordem exponencial y; assim, existe M > 0 tal
que

| f ()| <M e", parat>0.

Segue que
@ e finl =My~ =0

Logo, para s >y, a integral impropria



s

e f (1) dt
[ o

é absolutamente convergente e, portanto, convergente. (Utilizamos aqui o
critério de comparacdo: para s >y,

Ao )
J f_l."}" — 5 llf‘-i'r
0

é convergente.) Integrando por partes,

4

rld
Jﬂ e () dt =e ™ f(u)— f(O)+s Jﬂ e f(ndt.
Como, para s >y,

lim Y~ 91 =9,
= o

resulta de (1) que

lim e ™ f(u)=0.
u—+=

Logo, para s >y,

ol ]

)

b) Fica a seu cargo.

4o

e f’{r}dr=st e St f(tydt — f(0).

O préximo teorema, cuja demonstracao é deixada para o final da secao,
conta-nos que se duas funcoes definidas em [0, +oo[, continuas e de ordens
exponenciais, tiverem transformadas de Laplace iguais, entdo serdo iguais.



Teorema de Lerch. Sejam f, e f, continuas em [0, +oof e de

ordens exponenciais. Se existe s tal que

a0t . a i
J:I e fi(t) dt = J.: e fr (t)dty s> 50,
( J

entao

f, (O =1, () em [0, +oo[.

Antes de passarmos aos exemplos, observamos que

atan atao ptam

J e~ Ifi (1) + fr (1)] dt =J et fy (1) df + J e fo (1) di
0

0 0

"l+$: n—|—:¢

J et (kf(r)) dr = ﬁ:J e~ f(t) dt,

0 0

onde k é uma constante.

EXEMPLO 4. Determine uma solucao particular da equacao

¥+ x=cost, t=0.

Solugdo

Vamos procurar a solucao particular que satisfaz as condicoes iniciais x
(0) = 0 e & (0) = 0. Sabemos que esta solucdao é de ordem exponencial.



Vamos entdo calcular sua transformada de Laplace. Aplicando a
transformada de Laplace aos dois membros, vem:

+oz . +o
-[D e x+ x]dt = JD e cos t dt,

ou seja,

||-|-':¢ . |l||+':¢ |l||+':¢
) J e ¥ dr + J e oy dt = J e~ cos tdt.
{0 0 0

@

Pelo teorema 1, parte b,

.n.+':¢ n-'—:p:,

+
J et X dt = 52 J )
0

e~ x dt — sx(0) — x(0) = 52 j e 5y,

] 0

pois x (0) = 0 e #(0) = 0. Temos, também,

+ = st 5 .
j e % cos t dt =— (veja tabela).
0 5=+ 1

Substituindo em (3), obtemos

a =00 _ 5
241 Iy df =
(s }J{I ‘ l 5= 41

ou seja,

e ] 5
J ey dr = ———
0 (5= + 1)-

Vemos, pela tabela, que a fungdo que admite como

_
(57 + 1)
transformada de Laplace ¢ % t sen t. (Confira!) Logo,



I )
Xp = 1sent, =0

5 ;
a2 ta transformada de Laplace

~ 1 . L.
da solugdo procurada. Pelo Teorema de Lerch, —fsent,+=0, € a unica

€ uma solucdo particular. (Observe.

&
funcdo continua de ordem exponencial cuja transformada de Laplace é a
funcdo acima. Todas as solucoes da equacao dada sao continuas e de ordens

.. ~ I . ~ .
exponenciais. Conclusdo: —tsent,r=0, € a solugdo que satisfaz as

condicoes iniciais x (0) =0e i (0) =0.)

Fica a cargo do leitor verificar, por substituicao direta na equacgdo, que
I
P2
i+x=cost teR

t sen t, t € R, é€ uma solucdo particular da equacao

1'_.!’-}

EXEMPLO 5. Calcule a funcao continua, de ordem exponencial, x = x (t), t
> (0, tal que

ot I

J [ st X h'r.i' =
0 sis+ 1)

Solugdo

~ I ~ ~
A expressdo ——— ndo aparece na tabela, mas expressoes da forma

sis+ 1)
:4. N ~ l
—+ sim. Vamos, entdo, decompor — .

—— em expressoes destes tipos:
s s5s+1 s{g+1)

| B
sis+ 1) s+1°
l=A(s+ 1)+ Bs.

5

Segue que A=1e B=—1. Entdo



1
s{s+1)

1
s+ 1

1
¥

Pela tabela, 1 é a transformada de Laplace da funcao constante 1 e Jlr ] da
i &

funcdo e”'. Assim,

x=1-¢".

EXEMPLO 6. Determine a solucdao do problema

¥—x=1 x(0)=0 e x(O) =1, com t=0.

Solugdo
Temos:
+oo B o0
J e o |x — x] dr = J e 5 dt,
0 0
ou seja,
_ te L ot I
@) j e 8y dr — J e My dt = —.
- 0 0 s

(Pela tabela, a transformada de Laplace da funcdo constante 1 é l.) Temos:
5

ptoe . 5 [T .
ey dt = s5° j e Sy dt — s (0) — x (0).

0 0

Substituindo em (@) e levando em conta as condig¢0es iniciais, resulta:



ou seja,

e, portanto,

P |
J e My dt=—— |
0 sl —1)

Como

resulta

x=-1+¢€,

que é a solucao procurada. (Verifique.)

Para demonstrar o teorema de Lerch vamos precisar do seguinte

Lema. Seja G: [0, 1] — R continua. Se, para todo polinomio P (t),

.
J{ Git) P(t) dt =0,
|

entao




G () =0em [0, 1].

Demonstragdo

Suponhamos que exista ¢ em [0, 1], com G (c) # 0. Podemos supor G
(c) > 0. Pelo teorema da conservacao do sinal, existe um intervalo [a, b]
contido em [0, 1], com ¢ € a, b], tal que

@ G ()= 0 em [a. b].
Para todo natural n > 1, seja P_(t) o polindmio dado por
P ()=[1+(—a)(b-0l
Observe que, para t € [0, a] U [b, 1],
0<P (<1

Segue que

ca Copa ol
‘J“G{r} By (1) di a.-?.J” |G{r}|¢frf.~._|“ |G ()] dr

o1 1. ol
Jbﬂ (1) By (1) dt| < Jb |G (1)] dr < J{I |G (1)] dt.

Por outro lado, tendo em vista que



(t—a)(b-t)=0em [aq, b],
resulta, para todo t € [a, b] e todo natural n > 1,

) P,(n=1+ n(t —a)(b— 1. (Verfique.)

(r)

De (1) e (2) resulta, para todo natural n > 1,

b ah ah
IG{T}PH{F}dr%J Gwydi+n | Gw—ab-nad.
il il i

Como

ob
J G (t —a) (b — 1) di =0,
i

obtemos

b
lim j G (1) P, (1) dt = +oo.
i

n—s 4w

Portanto, existira um natural n, tal que

1
»[D G (1) F}?J (t) dr = O (por que?),
que esta em contradigdo com a hipdtese. (Seja H (t) = G (t) P_(t); veja:

#l d b l
J H,,,{f}cff=j Hﬂum‘r+j Hn.{fm‘r+-[ Hy, (1) dt,
0 0 a b

(] “] nb
onde J{| Hy(t) dt e Jb H, (1) dt sdo limitadase lim Ja H,(t) dt =+%.)

n— +=
Portanto,



G () =0em [0, 1].

Vamos, agora, demonstrar o teorema de Lerch.
Demonstragdo do teorema de Lerch

Fagamos h (t) = f, (t) = f, (), t > 0. Segue da hipdtese que

u.+':¢

@) J‘j e Mhin) di =0, s> sp.

Vamos provar, entao, que

h (t) =0 em [0, +oo[.

Segue de (3) que, para todo natural k,
— +3:. i .
@) J emSHRE h(t)ydt =0, 5> 5.
0

Fazendo a mudanca de varidvel x = "', obtemos

+—H

u o é | C e
J. -:J_[~“+“fh{r}df=-|. xSHE p(=Inx) | —— |,
{0 | \ X )
ou seja,
i _ ) el )
(5) j eSS TR b () dr = J x$tTE=1 p(—In x) dx.
- 0 g H

(Observe que, parau — +oo, e " — 0.)



Consideremos a funcao G: [0, 1] — R dada por

x5l hi=Inx), 0<x=1

Gix)= “} Cx=0

Vamos mostrar que, para um s suficientemente grande (com s > s ), G €

continua em x = 0.
Como as fungdes f, e f, sdo de ordens exponenciais, a fungdo h também

sera. Logo, existem constantes M > 0 e y > 0 tais que

|h ()| <Me", t>0.

Segue que, para todo 0 <x <1,

IGX) |=|x "h(-Inx)|<Mx ", ".

Seja s, max {SO, 1 +y}. Tomemos s > s,. Para este s, G é continua em x = 0.

De fato, para s > s,,

lim x¥ Y~ 1l=0
x— 0

logo, pelo teorema do confronto,

lim G(x)=0.

xr—0*

Segue que G ¢é continua em x = 0. Como G € continua em ]0, 1] (por que?),
resulta que G é continua em [0, 1].
Seja s > s, como acima. De @ e () resulta, para todo natural k,

4|- 1
J} G (x) x* dx = 0.
|

Portanto, para todo polinémio P (x),



jt: G (x) P (x) dx = 0.
Pelo Lema,

G (x)=0em [0, 1].
Logo,

h(ty=0em [0, +o=f. [ ]

Para mais informacOes sobre transformada de Laplace, veja referéncias
bibliograficas 9 e 17.

Exercicios 11.6

Utilizando transformada de Laplace, determine a solucdo do problema
dado. Verifique sua resposta por substituicao na equacao. (Suponha t > 0.)

it+td4x=sent, x(0)=0 e x(0)y=10
¥x+4x=cost, x(0)=10

x—3x=t+e, x(0)=0
i+2x+x=t+e, x(M=0 ¢ x(0)=0
xt+t4x=cos2t, x(M=0 e x(0)=10

s [l
=1

A
b=

x+dx=¢elsent, x(0)=0 e x(0)=0




12

SISTEMAS DE DUAS E TRES
EQUACOES DIFERENCIAIS
LINEARES DE 1.“ORDEM E COM
COEFICIENTES CONSTANTES

12.1. SISTEMA HOMOGENEO DE DUAS EQUACOES
DIFERENCIAIS LINEARES DE 1a ORDEM,
COM COEFICIENTES CONSTANTES

Um sistema de duas equagées diferenciais lineares de 1. ordem,
homogéneo, com coeficientes constantes, € um sistema do tipo

Jl ag X +ap,y
|".—(q.]1+tf~,q.".

onde 0s a, sao reais dados. Uma solugdo de (1) é um par de funcoes



|',1' =x (1)

t e (I intervalo)
ly=y®

tal que, paratodo t € I,

[X (1) =apx () +apyin)
| (1) = azx (1) + azv(i).

EXEMPLO 1. O par de funcdes x =costey =sent, t € R, é uma solucao
do sistema

|x=—y
=

pois, para todo t € R,

[(cost) =—sent
Iisenr}’=ms t. |

Sejam

Jr=x ()  [x=x(0)
]1'=11l (1) = ]vzpz (1)

solucdes de (7). Deixamos a seu cargo verificar que, quaisquer que sejam 0s
numeros reais k, e k,

[x=kyx) (1) + ky x5 (1)
| y=kyy (1) +kyy, ()

(v

também sera solucdo de (7). Utilizando vetores-colunas, (z) pode ser
reescrita na forma vetorial

. x| X (1) Xy (1)

@)



A expressdo acima nos diz que se

. X (O] [x ()
4) v [wmin

P

sdao solucoes de (1), entdao qualquer combinag¢do linear delas também sera
solucdo. Os dois exemplos que apresentaremos a seguir mostram que
existem solucOes @) tais que qualquer outra solucdo de (1) é da forma (3).
Primeiro estudaremos o caso em que a, # 0 ou a, # 0 e, em seguida, 0 caso

a,=a, = 0.
EXEMPLO 2. Resolva o sistema

Jx=ajx+ap,y
| :'ull' = (!"j].r + {I';.q:'u‘

supondoa, #0oua, # 0.
Solugdo
Vamos mostrar que resolver este sistema é equivalente a resolver uma

equacao diferencial linear de 2.* ordem, homogénea e com coeficientes
constantes. Para fixar o raciocinio, vamos supor a,, # 0. Fagamos a

mudanca de variavel

(5) apx + appy = u,ouseja, @y = 0 o— dyX.

® apa ¥ =1 — ay .



Agora, multiplicando a 2.? equacdo do sistema dado por a'2 e substituindo
(5) e (& no sistema obtido, resulta

[x=u
|t — ayu = ajpax x + anlu —apx)

e, portanto,

[x=u
lfi:'[ﬂlzﬂil —ayan ) x+(ay +a»hu.

Da 1.% equacao, segue

Substituindo na 2.%, obtemos

X = (appar) —apaxp)x + (ap +ann) X.

Assim, se x = x (t) e u = u (t) for solucdo de (7), entdo x = x (t) sera solucao
da equacdo diferencial linear de 2.* ordem, homogénea e com coeficientes
constantes

(8) x—f(ay +an)x+(aan —apan) x=0.

Por outro lado, se x = x (t) for solucdo de (&), entdo x = x (t) e u = & (t) sera
solucdo de (7). Observamos que a equacao caracteristica de (8) é

app — A a;
'”3[ t?gg — A

‘ - D
onde o 1.° membro é o determinante da matriz

1y — A 17 o
|: {f]?;l an i]_;l :| (Verifique.)



Sejam A e A, as raizes (reais ou complexas) da equagdo acima. Entdo, a

solucdo geral de (8); sera
X =] oM 4 3 e’ se Ay # A e reais

ou

x = -:?ar{-:‘] cos Br+cysenBilseA=aXif gF0,

ou

X =10 c?']llr + 2 f-:’ﬁlr se A= A
Se A, # A, e reais, teremos

= ‘{ =10 ..?L] (’T‘Al! + [y ﬂj f‘AE!.

De a,y = u - a,x, resulta

Al —a
v = la LAY 4
]"3

Por outro lado, se A, = A, teremos

1 Al —a
LZ AL | A
2 a2

Fazendo ¢, = a k ec,=a,k, resulta

Se A, # A, e reais, a solugdo geral sera

X _ d)2 AJI . )2 Azr
L‘} kl[ Al — ayy }E +k;[ Az —ap }E '




Se A, = A, a solugdo geral sera

Deixamos a seu cargo verificar que, se A = a £ if3,  # 0, a solucdo geral sera

¥ _ |-k a1 cos B i aya sen Bt | y
v] | Mmcospr—Bsenpr|” " msenBr+Beos i

ondem=o-— a,.

Observagao. Como sabemos, dados os numeros reais t, X, e y,, @ equagao
(8) admite uma, e somente uma, solucdo x = x (t), t € r, satisfazendo as
condigdes iniciais x (t,) = x, e i(t,)) = y,. (Confira.) Segue que o sistema
dado admite uma, e somente uma, solucdao x = x () ey =y (), t € R,
satisfazendo as condigGes iniciais x (t)) = x, e y (t) = y,.

EXEMPLO 3. Resolva

J_{' =ay x
| ¥ =a55 V.

Solugdo

- 1t
x=ax & x=ken



. a4t
y=any = y=kye .

A solucdo geral € entao

L= afo] e e ] e

Observe que A, =a_, e A, = a,, sdo as raizes da equagao

“]l_)l D

D IEEE_A‘z{:}-

A solucado geral pode entdo ser colocada na forma

_ X 1] A O AL
(@ |:x:| = Kk |:ﬂ:| eM 4 k> |:|:| et

Observacgao. Fazendo, em (@), , = y, e Moek =y ¢ “2'a, obtemos a tinica
solugdo do sistema que satisfaz as condigdes iniciais x (t)) = x, e y (t,) = y,.

O importante teorema que destacaremos a seguir € consequéncia dos
Exemplos 2 e 3 e das observacoes que seguem estes exemplos. (Verifique.)

Teorema (de existéncia e unicidade). Dados os nimeros reais t,, X,

e y,, 0 sistema (1) admite uma solugdo

(x = x(1)
ly=yn ' € R

satisfazendo as condi¢Ges iniciais




x(t)=x,ey(t)=y,
Além disso, se

J.r = x,(f)

|y = (1) t =1 (Iintervaloety = 1)

for outra solucao tal que
X1 (to) - XO ey1 (to) :yo’
entdo, para todo t € I,

x(O=x,Oey@®=y, .

Uma pergunta que surge naturalmente é a seguinte: sabendo que

[x=x (1)  [x=2x5()
ly=y (1) € |y=y,(1)

134

i

i

sao duas solucdes de (1), que condicGes elas devem satisfazer para que

x|, .‘L'l{” ] -TZ{H
R i Rt

seja a solucdo geral de (1)? Tendo em vista o teorema anterior, para que a

s

expressdo acima seja a solugdo geral basta que, para quaisquer reais ¢, X, e
Yy, dados, existam k, e k, tais que para estes k e k, a solugdo acima satisfaga

as condicoes iniciais



x(t)=x,ey(t)=y,
Basta, entdo, como se verifica facilmente, que, para todo ¢,

P #* (),
Vilfg ) ¥alig)

Conclusdo

Sendo

x, (1) X5 (1)
Y| [y

duas solucoes de (1) tais que, para todo t real,

xp (1) x5 (1) 20
vty v, r)

entao

e

X_, [q0],, %0
L] ﬁl[“]‘-” B PNG

é a solucdo geral de (1.

Sendo

x, (1) X, (1) B



solucdes de (1), a funcdo W = W (1), t € R, dada pelo determinante

denomina-se wronskiano de tais solucdes. O resultado acima nos diz
simplesmente que se o wronskiano W (t) for diferente de zero para todo t,
entao

X|_ o M (1) R (1)
[}] =k [‘vl {f}} K [_vz (1)
sera a solucao geral de (7). Abel e Liouville descobriram que, para se ter W

(t) # 0, para todo t, basta que se tenha W (0) # 0, como mostra o proximo
teorema.

Teorema (de Abel-Liouville). Seja W (t) o wronskiano das
solucoes

\‘ xy (1) X5 (1)
(10 v ()] € vy (0)
do sistema (7). Entdo, para todo t real,

Wit) = W(0) %1 ™ %2t

Em particular, se W (0) # 0, entao, para todo t real, W (t) # 0.

Demonstracgdo



x (1) x5 (1)

Wit)=
R R (I 5]

Derivando em relacao a t, obtemos

X (1) x5 (1)
vty v, (1)

x (1) x, (1)

37 _ 2
W(t) 5 T2 (0)

. (Confira.)

Como (0 sdo solucoes de (1), resulta

W) = ap (i +apy () apx, (1) +ap; vy, (1)
' » (1) ¥, (1)
x, (1) X, (1)
+ = .
Segue que
W) = ap Xy (1) ap x5 (1) Xy (1) X5 (1)
; }"]{f} }’E{f]‘ (1'22}’]{f:i GEEFE{F}

e, portanto,
H"r (t) = (all + azz) W (t)'

Assim, W = W (t) é uma solucdo da equacao diferencial linear de 1.% ordem

dwW
dr

= {ﬂ'l 1 + I?zg }H
Logo, existe uma constante k tal que

W(t) = ke'n T te R

Como k = W (0), resulta



Wit) = W0y % T2 =R, -

Na Secao 12.3, estabeleceremos um método prdtico para determinar
duas solucoes de (1) com W (0) # 0. Na proxima secdo, vamos preparar o
terreno para o estabelecimento de tal método.

Para finalizar a secdo, vamos mostrar que a definicdo de wronskiano,
apresentada nesta secdo, engloba aquela que aparece na Secao 11.5.
Consideremos, entdo, a equagao

an ¥4+bx+cx=0.
Como vimos no Exemplo 3, esta equacado é equivalente ao sistema

® o

|V = —cx — by,
Sendo x, (1) e x, () solugGes de @), entdo
X (0] € | xy()
serdo solucoes de (2 e o wronskiano destas solucoes é

Wity=|.". i
£) _r]{f} .1'3{4*}

que concorda com aquela definicdo de wronskiano que aparece na Secao
11.5.

12.2. METODO PRATICO: PRELIMINARES



O objetivo desta secao € introduzir algumas notacOes e alguns
resultados sobre matrizes. Consideremos entao o sistema

J.i‘=-:: x+a.,v
T ] 11 12-
N |v= ay X + a,,v.

A matriz deste sistema sera indicada por A:

TS '

Um vetor-coluna sera indicado por uma letra em negrito:

X = [‘} .a= [‘IH} L= [ﬂ clc.
¥ n q

Com estas notacoes, o sistema (1) se escreve

. . X
x = Ax onde x = [J

Como se aprende no estudo de matrizes, se a e 3 sdo numeros reais e u
e v dois vetorescolunas, entao tem-se

A(om) + fu) = a Au + 3 Av. (Confira.)
Indicando por I a matriz unitaria de ordem 2

=[s )

temos



A= %1 G2 |_[A O
A=Al |:u3] ”32:| |:'[]' A
e, portanto,

a — A djs

A_Mz{ Ay ar7 ;’J

onde A é um numero real. O determinante da matriz A — Al sera indicado por
det (A — Al). Assim,

_ _ _lain —A ai?
det (A — Al a1 ayy — )L"
As raizes da equacao caracteristica
det(A-A=0

denominam-se autovalores da matriz A. Seja A, um autovalor da matriz A.

Um vetor-coluna nao nulo v denomina-se autovetor associado ao autovalor
A, se, e somente se,

Av =\ v.
A equacdo acima € equivalente a
(A-ADv=0,

0],
onde 0 = LJ é o vetor-coluna nulo.

Tudo o que dissemos acima aplica-se quando A é uma matriz quadrada
de ordem n e I, a matriz unitaria de ordem n.



EXEMPLO 1. Considere a matriz

a) Determine os autovalores de A.
b) Determine os autovetores associados aos autovalores de A.

Solugdo

a) Os autovalores sdo as raizes da equacgao caracteristica

2—A 1
6 1 —4A

Esta equacdo € equivalente a
A -3A-4=0.

Assim, os autovalores sdo: A, = -1 e A, =4.
b) Primeiro vamos determinar os autovetores associados ao autovalor A .

Tais vetores sao as solu¢oes ndao nulas do sistema
A-ADv=0,

que é equivalente a

RCae !

m}. Como A = -1, resulta

onde v :{

i



que € equivalente a

|'3m +n=10
]ﬁm +2n=10.

Por sua vez, este sistema é equivalente a
3m+n=0.
Dai, n = -3 m. Os autovetores associados ao autovalor A, = ~1 sdo:

[J’;‘I} = [—f:m} =m [_Iql m # 0.

Os autovetores associados ao autovalor A, = 4 sdo as solugdes ndo nulas do

sistema

Como A, = 4, resulta

|' —2m+n=10
1 6m — 3n =0,
que € equivalente a
—2m+n = 0.

Dai, n = 2m. Os autovetores associados ao autovalor A, = 4 sdo



[frﬂ = [;::J = mB] m % 0.

Consideremos, novamente, o sistema (1) e seja A um autovalor da matriz
A deste sistema. Conforme aprendemos na secdo anterior, o sistema admite
[m] A

uma solucao do tipo n] e« A pergunta que se coloca naturalmente € a

i

seguinte: que relacdo existe entre o vetor v = { } e o autovalor A? O

il
- . A , ~ .

proximo exemplo nos diz que ve’: sera solucao de (1) se, e somente se, v for

um autovetor associado ao autovalor A.

EXEMPLO 2. Considere o sistema
x = AX

. . A -
e seja Aum autovalor da matriz A. Prove que x (t) = ve’r, onde v é um vetor-
coluna constante, sera solucdo do sistema acima se, e somente se, v for um
autovetor associado ao autovalor A.

Solugdo
x(t) = ve't = x(t) = he’;

pois v é constante. Supondo entdo que x(t) = ve’ é solucio e substituindo
no sistema, devemos ter, para todo t real,

Ave’c = A (ve'’.

A A . Aoz
Como A(ve’r) = e't Av, pois e’ € escalar, resulta



A A
Ave' = e’ Ao

e, portanto, Av = Av. Por outro lado, se Av = Av, entdo ve': serd solucao.
(Verifique.) Logo ve': serd solucdo se, e somente se, o for autovetor
associado ao autovalor A. (Observe que esta prova é valida mesmo se
supusermos A complexo e permitirmos que as solucdes assumam valores
complexos.)

Vimos na secdo anterior que se a matriz A do sistema (1) admite
autovalores iguais, 7\1 = 7\2, esea,? 0 ou a, # 0, entdo o sistema admite,

também, solucdo do tipo

~|' my | |m3 '|, oM
| 72 ns || '

0
com {”:3} # [ {J. (Veja exemplo 2 da secdo anterior.) O proximo exemplo nos
n3

diz que

x(t)=(o+tu) e}\lt,

A s - ~ . ey
onde v= [”:} e u= [”J. sera solugdo do sistema (1) se, e somente se, u e v

satisfizerem as condicoes

A-AD)v=u



A-ADu=0.

Observe que a 2.* condicao nos diz que u deve ser um autovetor associado
ao autovalor A,. Observe, ainda, que as condigbes acima sdo equivalentes a

apq —,«1] dys My | |1y
”2[ ”32 - }ll ”3 ”_1.'

a —ﬂ] ag» my|_[0
”3] (4'3;;. _.lJl] ”_1_' o D "

EXEMPLO 3. Considere o sistema
x = Ax

. . A
e seja A um autovalor da matriz A. Prove que x (t) = (v + tu) €', onde u e v
sdo vetorescolunas constantes, sera solucao do sistema acima se, e somente
se, u e v satisfizerem as condicoes

A-AN)v=u

A-A)u=0.
Solugdo

x (£) = (0 + tu) ' = x(t) = ue'. + A (v + tu) €.



Supondo, entdo, que x (t) = (v + tu) € é solucdo e substituindo no sistema x
= Ax, devemos ter, para todo t,

ue' + A (v + tu) e = A[(v + tu) €]
e, portanto,
(u+Av) e+ hte=e' Ao + t €' Au.
Logo, devemos ter, para todo t real,
u + Av + Aut = Av + tAu.

Dai resultam

Av=u+ v
e
Au = Au,
ou seja,
A-AM)v=u
e

A-AD)u=0.



Fica a seu cargo verificar que se estas duas ultimas condi¢es se cumprem,
~ }\ ’ ~
entdo x (t) = [v + tu] e’ sera solucao.

Quando estivermos trabalhando com um sistema com trés equacoes

'l. = apx + djay + a3z
_":" = danx —+ 12y + arz
L;. = a31x + az v + axz.

%]

T

poderao ocorrer solucoes do tipo

r ] \
i . \
x(Hh=|w+ v+ o u -:"]“‘~
\ A4 i

onde A é um autovalor da matriz do sistema, ou seja, A ¢ uma raiz da
equacdo caracteristica

'I.ql"j] [ B _.)l. tll‘j‘,!l :D
l'.l'_';] ”_‘!.j l'.l'_}'_qll - Jflil.

eu,vewsao vetores-colunas constantes:

m "> m;
u=|m|l. v=|m e w=|m
P P2 73

Deixamos a seu cargo provar que a funcao acima sera solucao de x = Ax se,
e somente se,

(A-A)w=v,



(A-AN)v=u

(A-A)u=o,

onde I é a matriz unitaria de ordem 3. E claro que os Exemplos 2 e 3
aplicam-se, também, a sistemas com trés ou mais equacoes.

Voltemos ao sistema (1) de duas equagOes. Sejam A e A, autovalores

H‘i']

.
e = = lautovetores
" M

reais e distintos da matriz A e sejam u ={

. . . . A A
assoc1ados, respectivamente, a }\1 e 7\2. Conforme vimos aclila, ue rev e ol

sao duas solucoes de (1). O exemplo que apresentaremos a seguir mostra
que o wronskiano, em t = 0, destas duas solucoes é diferente de zero.

EXEMPLO 4. Sejam A, e A, autovalores reais e distintos da matriz A do

. . ) m
sistema (1), e sejam wu= {” |
|

. . ~ }\
respectivamente, a A, e A,. Prove que o wronskiano das duas solugdes u e

M~

ra

M .
ev=| - autovetores associados,

A s . . ,
e v e, é diferente de zero, em t = 0, isto &,

my o m,

Wi0) = noon # 0.

Solugdo

Provar que o determinante acima é diferente de zero equivale a provar
que a tinica solucdo do sistema homogéneo

[me + m =10
|ma +mpB =0

é a solucao trivial a = B = 0. Este sistema, na forma vetorial, se escreve



oo [0
Precisamos provar, entdao, que
cu+fo=0=>a=F=0.

Consideremos, entdo, a equagao
(3 oau + fo =0.
multiplicando os dois membros de (3) pela matriz A, resulta

A (au + Po) = A0
e, portanto,

aAu + fAv = 0.

Lembrando que u e v sdo autovetores associados a A, e A, respectivamente,

vem
@ alu+pro=0.

Multiplicando, agora, os dois membros de (3) por — A, e somando com (@),

resulta

BO\, - A)v=0.



De A, # A, e v # 0 resulta § = 0. Substituindo em (3), obtemos ou = 0 e,
portanto, a = 0. (O que acabamos de provar é que u e sdao linearmente
independentes, conforme vocé aprendeu em vetores.)

FHl

. } é um autovetor
1

No proximo exemplo, mostraremos que se u ={

. . m ,
associado ao autovalor A, da matriz A e se v = {” 3} étalque (A-ADv=u,
)

entao

mp o m,

”l ”3

#F 0,

. . e . ~ A A
o0 que significa que o wronskiano, em ¢t = 0, das solucéesu e’ e (v + tu) e
é diferente de zero.

H.']
”l

EXEMPLO 5. Suponha que u=[ } é um autovetor associado ao

. . . ) m
autovalor A da matriz A do sistema (1) e seja v = LE} tal que (A-AI)v =
3

u. Mostre que

mp o m,
n i

#F 0.

Solucdo

Precisamos mostrar que

acut+tfo=0=>a=£=0.



Consideremos entao a equacao
® ou+pfo=0.
Multiplicando os dois membros pela matriz A — A, I, obtemos
a(A-ADu+BA-ADHo=0.
Segue da hipotese que
Pfu=0

e, portanto, f = 0. (Lembre-se de que u # 0, pois u é autovetor.)
Substituindo em (5), obtemos au = 0 e, portanto, a = 0.

Os proximos exemplos referem-se a um sistema com trés equacoes
diferenciais lineares de 1.2 ordem e com coeficientes constantes.

EXEMPLO 6. Sejam A, e A, dois autovalores reais e distintos da matriz

l'.l'l 1 ”ll fﬂl] 3
A= dy|  @yy daq

ﬁj I (4'32 ”3_“.'

ny my
u=|n e v=|m
Pl P2

e sejam



autovetores associados, respectivamente, a A, e A,. Mostre que, quaisquer

que sejam a, e 3, reais, tem-se
au+pBo=0=a =8 =0.
Solugdo

Fica para o leitor. (Sugestdo: Proceda como no Exemplo 4.)

EXEMPLO 7. Sejam A, A, e A, trés autovalores reais e distintos da matriz

A do exemplo anterior. Sejam

oy m 3
u=|m|. v=|n| e w=|n3|
Pl P2 P3

autovetores associados, respectivamente, a A, A, e A,. Prove que, quaiquer

que sejam, «a, 8 e y reais, tem-se
cut+fo+yw=0=>a=F=y=0.
Conclua que

mp m, g
nyo Ny, My = .

Pr P2 P3

§

L

Ft

Solugdo



Consideremos a equacao
® ou+poryw=0.
Multiplicando os dois membros de (&) pela matriz A, obtemos
ahu + BAv +yAw = 0. (Confira.)

Multiplicando os dois membros de (& por — A, e somando com a equagdo

acima, resulta
aA, ~A)u+tBA,-A)v=0.
Pelo exemplo anterior,
a(A,—A)=0eB(,-A)=0.

De A, # A, e A, #,, resulta a = B = 0. Substituindo em (6, temos y = 0. Fica

provado, assim, que a unica solucao do sistema homogéneo

Jm]ﬂ: + mj,B +myy = 0
ma +n,B+nyy=0
P + ;:-EJB +pyy = 0

é a solucao trivial a = =y = 0. Logo,

mp o m, my
ooy Ny |F 0.
PL P2 P n



EXEMPLO 8. Sejam A e A, autovalores reais e distintos de uma matriz A,

quadrada e de ordem 3, e sejam u e v autovetores associados,
respectivamente, aos autovalores A e A,. Seja w um terceiro vetor tal que (A
= A,I) w = v. Prove que, quaisquer que sejam os reais a, 3 e y tem-se
cutfo+yw=0=>a=F=y=0.

Solugdo

Multiplicando os dois membros da equacao

oau+ fo+yw=0

pela matriz (A — A,I), obtemos

@ a@A-ADu+yp=0,

pois(A-ANDv=0e(A-ADw=v.Como(A-AD)u=Au~-Au=( -

7\2) u, substituindo em (7), obtemos
a(A\,—A)u+yp=0.

Do Exemplo 6, resulta o =y = 0. E, portanto, § = 0.

EXEMPLO 9. Seja u um autovetor associado ao autovalor A da matriz A.
Sejam v e w vetores tais que



A-Dw=0v

A-AN)v=u.

Prove que, quaisquer que sejam os reais a, 3 e y, tem-se

cut+fo+yw=0=>a=F=y=0.

Solugdo

Multiplicando os dois membros da equacao

au+fo+yw=0

pela matriz A — Al resulta

fu + yo = 0. (Confira.)

Multiplicando, agora, os dois membros desta equacao por A — Al resulta

yu =0.

Dai,y==a=0.

Estamos, agora, em condicOes de estabelecer o método pratico para
resolucao de um sistema com duas ou trés equacoes. O método se estende,



sem problema algum, a sistemas com mais de trés equacOes. (Pensando
bem, podera haver alguns pequenos problemas!)

12.3. METODO PRATICO PARA RESOLUCAO DE UM
SISTEMA HOMOGENEO, COM DUAS
EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES DE 1.
ORDEM E COM COEFICIENTES CONSTANTES

Consideremos o sistema

J.i‘ =ayx +ap,y
| "| = -ﬁq].\.— + l'.!":.q_"u-'

e sejam A e A, as raizes da equagdo caracteristica

“]l _!‘l “]2 :{}
oy lny — A ’

isto €, A, e A, sdo os autovalores da matriz A do sistema (1). Do que

aprendemos nas duas secOes anteriores, resulta o seguinte método pratico
para se determinar a solugdo geral de (1) no caso em que A e A, sdo reais. O

caso em que A e A, sdo complexos sera visto mais adiante.

1.° Caso: a,, = a, = 0. O sistema (1) se reduz a

apx
anay

e a solucdo geral é




e s g

onde }\1 =a,e )\2 =a,,

2.°Caso:a,#0oua, #0eA #A,. A solugdo geral é

X ! n
o) s [z
¥ n < |

i ~ . .
}e {”2} sdo autovetores associados, respectivamente, a A,
)

le
”l

onde[
e )\2.

3.°Caso: a,#0oua, #0eA =A,. A solugdo geral é

|:.1} — 1 [ml} Ay g [mg} 4 |:.I'Hjj||? M
y n - Ln2 n |

} é autovetor associado a 7\1 e

apy —;ll ayy my | _ [ my
€y n'ﬂ—ﬂl 1y n )

H‘.’l

onde[
F.i‘]

EXEMPLO 1. Resolva



Solugdo

A solugao geral é

EXEMPLO 2. Resolva

Solugdo
A equacao caracteristica é

l — A 0
=0 = (1-A353—A)=0

2 3I—A

Os autovalores sao: 7\1 =le ?\2 = 3. Vamos, agora, determinar os autovetores

associados a estes autovalores. Primeiro, os autovetores associados a ?\1 =1.



=4, 0 m]| [0
2 3=A|Ln] (O
este sistema € equivalente a (A, = 1)
2m+2n=0
e, portanto, m = — n. Os autovetores associados a A, = 1 sdo:
m| _|—n|_ |—1 4
-7 oo
O autovalor A, = 1 fornece, entéo, a solugdo
J— 'I )!
l [ .
Agora, os autovetores associados a }\2 = 3.
I —A, 0 m{_1[0
2 3— ;13 n 0]
€ equivalente a

|' —2m =0

~|_Em- =0

e portanto, m = 0. Os autovetores associados a A, = 3 sdo

][ -r [} oo

O autovalor A, = 3 fornece a solugdo



ie

A solucdo geral é

Jonle e

7

Outro modo de resolver este sistema € o seguinte: da 1.* equagao i = x
segue x = k e.. Substituindo na 2.* equagdo, vem

v =2k e+ 3y,
cuja solucao geral é
y= ;‘.2(,3! + ':}EI_I-EF"[C'! e 3 dt
e, portanto,
y= kze3t — k.e (Confira.)
A solucado é, entdo,

NEO MK

Fazendo k, = —c e k, = c,, resulta

a3 el

que é a solucdo encontrada anteriormente.



EXEMPLO 3. Resolva

Solugdo

— 3
“‘ ]jﬁ‘=0<_:mi’—a.—z=ﬂ.

Os autovalores sao: ?\1 =-le }\2 = 2. Autovetores associados a 7\1 =-1:

e como A, = —1, resulta

|' m+2n=10
| m~+ 2n = 0.

Logo, m = —2n e os autovetores associados a A, = —1 sdo:

Hi —2n —2 _
= =n o F 0.
" n 1
: ~ [—2 :
Assim, o autovalor A, = -1 fornece a solugdo [ | }e‘f . Determinemos,

agora, os autovetores de A, = 2.

€ equivalente a equacao

-m+n=0



e, portanto, m = n. Os autovetores de }\2 =2 sao

|:};} = |::} =n |:” n 0.

Assim, o autovalor A, = 2 fornece a solugdo [” 2. A solucdo geral é, entdo,

J-u )l
Outro modo de resolver o sistema dado € o seguinte. Da 1.? equagao, vem

¥ =2
Multiplicando a 2.* equacao por 2 e lembrando que 2y = i, resulta
¥=2x+
e, portanto,
¥y~ x—2x=0.

Dai

x =k e+ ke". (Confira.)

Segue que x = —ke+ 2k282t. Substituindo na 1.* equacdo do sistema dado,

obtemos



Fazendo k, = —2c e k, = c,, resulta

X _ . _2 —t ) ] I'!Ir
y =4 |€ + 1€

que € a solucdo encontrada anteriormente.

EXEMPLO 4. Resolva

Solugdo
. 3_}1‘:{} = A2 —2A+1=0.
A =1 é o unico autovalor. Determinemos os autovetores deste autovalor.
-1 —A 4 m 0
R W
De A =1, resulta

-m+2n=0.

Os autovetores sao:



A
O autovalor A = 1 fornece entdo a solucao [ﬂ e'. Este autovalor fornece,

também, outra solucao da forma

(R

L,
J

T

onde [ } é uma solucdo do sistema

A

Este sistema é equivalente a (A = 1)

Ha

r

|' —2m+4dn=2

]—m +2n=1

que, por sua vez, € equivalente a
-m+ 2n=1.
Tomando-se m = 1, temos n = 1. Assim,

-G+

é outra solucdo fornecida pelo autovalor A = 1. A solugdo geral € entdo

sl [+ )

(Sugerimos ao leitor resolver o sistema dado pelo método do Exemplo 2 da
Secdo 12.1.)



O proximo exemplo facilitara as coisas no caso em que os autovalores
sdao complexos. Observamos que, tendo em vista 0 Apéndice 1 do vol. 2,
tudo o que aprendemos nas duas secoes anteriores aplica-se se supusermos
as fungoes definidas em [ e com valores em . Reveja tal apéndice!

EXEMPLO 5. Sejam x, = x (1), y, = y,(t), x, = x,(t) e y, = y,(t) fungbes a

valores reais definidas em k. Suponha que

J.r= xy (1) + ixy (1)

|'F_\_'| ]

(i é a unidade imaginaria) seja solucdo do sistema (1). Prove que

. x, (1) X5 (1)
Y MGINENG

sdo, também, solucoes.

|'-':;||

Solugdo

Sendo (2) solucdo de (1), temos

P ]

[5iH i = ay (e by + a0+ 0y)
|V + ¥y = ayy(x) +ixy) +ay(y +iy;)

e, portanto,

[ x] = apx; + a;av [ X2 = ayx2 + a;avr
. - € 5.7 N i
V| = azjx) + anyy \[‘u-‘g = ayx2 +anyz

Logo, (3) sdao solucoes do sistema (7).



EXEMPLO 6. Resolva

Il
St
_|_
(S
-

S
-]

Il

| !
[

+

-

Solucgdo

I
=
I
4
l::?'

I — A 2
-2 1—-A

Vamos, agora, determinar um autovetor associado ao autovalor A = 1 + 2i.
1 —A 2 mj 0
—2 1—Alln]| |Of
De A =1 + 2i, resulta

|' —2im+2n=0

|—2m — 2in = 0.

Multiplicando a 2.* equagdo por i, obtemos a 1.% equacao. L.ogo, o sistema
acima € equivalente a

-im+n=0.
Param =1, temos n = i. Assim,

[‘] — ['} 1+ 20
v] L

€ uma solucao do sistema. Como



e!' "*) =e' (cos 2t + i sen 2t),
resulta

|x = e (cos 2t + isen 21)
|y =eé' (—sen 2t + icos 21).

Pelo exemplo anterior,

cos 2t i e sen 2t )
—sen 2t | ° cos 2t | €

sdao, também, solucdes do sistema. O wronskiano, em t = 0, destas solucOes

7

e

1
W0y =
,

Assim,

X cos 2t sen 2f
=k et + k el
L‘} : |:—sen 2?‘} : |:c05 21‘}

é a solucao geral do sistema dado. Gostou?!

Exercicios 12.3

1. Resolva



(r=x— v | x=3x—y

i) b)
y=—x+y y=xty
[x=x—1 [x=y
c) ' d) '
limx by U=t 4y
Ir=2x L [F=x— 2y
. I
¢ J“' =Xx=Yy 7 11 =2x+y
[+ =2y L=
]
S e 13 =—9x + 3y

Determine a solucdao que satisfaz as condicOes iniciais dadas.
Desenhe a trajetoria da solugcdo encontrada.

F==2y _ [x()=1 g [F=y  [x0) =2
D ly=3x  © lwoy=1 D 1v=x © w0 =
. i=x ) =1 i=—x ) Xy =
”{f=ﬂ ‘{ﬂm=l “{i=—h ‘{ﬂm=
¢) i=—2x—-y xiy=1

p=x—2y ° |v0)=0

Uma particula é abandonada na posicao (1,0). Sabe-se que na posicao
(x, y) sua velocidade é

— — —
vix, vi=(—x—y1 +{x—y)J.

Desenhe a trajetoria descrita pela particula.

Considere o sistema

-
Il
]
+
-

f——,
i, [
Il

2x + 2y

a) Prove que se



[x = x(t)
| v = ¥i)

2

im

i

for uma solucdo deste sistema, entdo sera, também, solucao da
equacao

2dx—dy=0.

Conclua que a trajetoria desta solucdo esta contida na reta y — 2x
= k, para alguma constante k.

b) Determine a solucgao geral do sistema.

c) Seja c um real dado, desenhe a trajetoria da solucao que satisfaz
as condicoes iniciais x(0) = 0 e y(0) = c.

d) Seja ¢ # 0 um real dado. Desenhe a trajetoria da solucdao que
satisfaz as condicg0es iniciais x (0) = —cey (0) = c.

Considere o sistema

J1 N tag,
|v= uﬂx + {.'11__._‘;

Sejam A e A, as raizes da equagdo caracteristica

aj]— A (a2

a7l a1 —A

=

Seja

[x=x) | _p

|y = wir)

imi

uma solucdo qualquer do sistema. Prove.

a) SeA <0eA, <0, entdo



lim  {(x(e), v(£)=(0,0). (Dé exemplos.)
f—stoo

b) SeA =a+ifel,=a-if, coma<0ef#0,entdo

lim  {(x(t), v(£)=(0,0). (Dé exemplos.)
f—sto0

c) SeA =ifel, =i, B#0,entdo a trajetoria da solugdo que passa

pelo ponto (x,, y,) # (0, 0) € uma elipse.

d) Suponha A >0 ou A, > 0. Prove que existe uma solugdo

|'_'-c = x(t)

v = yir)

tal que

lim ||[ x(ty, _1'{r}1|| =+w. (Dé exemplos.)
t—+oo

6. Considere o sistema

a) Determine a solucdo geral.

b) Desenhe a trajetéria da solucao y(t) = (x(t), y(t)) que satisfaz a
condicdo inicial

i l %
== 1]
v =|7.1]
c) Calcule , lim_¥(7)- onde y(t) é a solugdo do item b.

7. Considere o sistema

X = appx + apy
1I. = anx + @7y



10.

11.

12.

Prove que a, + a,, = 0 é uma condigdo necessaria para que as

trajetdrias das solugoes sejam elipses. Tal condicdo é suficiente?

Seja (v, y) = P(x, y)  + O(x, y) de classe C' em R’ tal que, para
todo (x, y) em B’, 3 (x.y) = 0. Prove que ndo existe curva y: [a, b] —
»° de classe C', simples, fechada, orientada no sentido anti-horario
(ou horario) cuja imagem seja a fronteira de um compacto K, com

. . ~ . —_
interior ndo vazio, tal que, para todo t € [a, b, y'(1) = v (y(1)).

-

(Sugestdo: Calcule J Qdx — Pdy diretamente e utilizando o teorema de
Y

Green.)
Resolva o Exercicio 8 utilizando o Exercicio 7.

As trajetérias sao elipses? Justifique.

@ ] y=—x—y

Determine a para que as solugdes do sistema

(i=x+ay

]_1" =—x—y

sejam periddicas. Qual o periodo?

Dois tanques 1 e 2, contendo solucdes de agua e sal, estdo
interligados por dois tubos que permitem que a solucdao de um tanque

escoe para o outro e vice-versa. Sabe-se que as quantidades de sal S,

=S5, (0 eS, =S, () nos tanques estdo variando nas seguintes taxas



ol ==5+5
e
L dt B

Sabe-se, ainda, que no instante t = 0 a quantidade de sal (em kg) no
tanque 1 era de S (0) = 15 e no tanque 2 de S (0) = 5.

a) Determine as quantidades de sal existentes nos tanques no instante
t>0.

lim Sy(r)e lim Sy(r)
b) Calcule , ™", i 02 Interprete.

13. Considere o sistema

[x = ap|x + apy
| ¥ = ayx + axy.

a) Determine condicOes para que

lim  x(r)=0 e lim wit)=10
t— Fw t— too

b) Determine condicOes para que a solucao (x(t), y(t)) tenda para a
origem quando t — +oo, e em espiral.

14. Os lados x = x (t) e y = y (t) de um retangulo estdao variando com o
tempo nas seguintes taxas

[ dx
— =3x — 2y
dr
iy
& 4x — 3w
| dt

Sabe-se que, no instante t = 0, x (0) = 2 e y (0) 3. Determine o
instante em que a area do retangulo é minima.



15.

16.

Suponha que entre dois ambientes 1 e 2 haja troca de calor. Sejam T,
=T, () e T,= T, (t) as temperaturas, no instante ¢, nos ambientes 1 e

2, respectivamente. Admita que as temperaturas estejam variando nas
seguintes taxas

. d1i

Zl_ 45 - 4m
dt

F:@

ot

= 57T} — 475.

Suponha que T, (0) =20 e T, (0) = 20. (As temperaturas sdo dadas em

graus centigrados e o tempo em segundos.)

a) Mostre que as temperaturas estao variando periodicamente com 0
tempo.

b) Determine T =T, () e T,=T, (t).

c¢) Determine as temperaturas maxima e minima no ambiente 2.

d) Desenhe a trajetoria descrita pelo ponto (T, (t), T, (t)).

Sejam T, = T, (t) e T, = T, (t) as temperaturas, no instante t, nos
ambientes 1 e 2, respectivamente. Admita que as temperaturas
estejam variando nas seguintes taxas

Suponha que T, (0) =20 e T, (0) = 10.

a) Determine as temperaturas, no instante t, nos ambientes 1 e 2.



17.

18.

19.

Esboce os graficos de T,

=T (O, t=20eT, =T, t=0.
b) Interprete.
c) Desenhe a trajetoria descrita pelo ponto (T (t), T,(t)), t > 0.

Suponha que x = x (t) e y = y(t), t € R, seja solucdo do sistema

.1;
—x

4
13

Prove que o quadrado da distincia do ponto (x (t), y (1), t € R, a
origem € constante. (Sugestdo: Calcule a derivada, em relagado a t, da
funcdo C(t) = [x (] + [ y (t)]°.) Interprete.

Suponha que x =x (t) ey =y (1), t > 0, seja solucdo do sistema

= —3x+ v

|' X
]_ y = —x — Ay

Calcule a derivada da funcdo dada por C(t) = [x ()]° + [y (©]’, t = 0.
O que se pode concluir a respeito da distancia do ponto (x (t), y (t)) a
origem? Interprete.

Suponhaque x =x (t) ey =y (1), t > 0, seja solucdo do sistema

(k=3x+y

1 v=—x+ 5y

Calcule a derivada da funcdo dada por C(t) = [x ()]° + [y (©]’, t = 0.
O que se pode concluir a respeito da distancia do ponto (x (t), y (1)), t
> 0, a origem? Interprete.




12.4. SISTEMAS cOM TRES EQUACOES
DIFERENCIAIS LINEARES DE 1." ORDEM,
HOMOGENEAS E COM COEFICIENTES
CONSTANTES

Consideremos o sistema

J.‘I.' =dapx + a4y + a32

_‘;-' = {n!q].".' + daa ¥ + I:ll}j'.:

:.. = Efj'l."u' + |!-|'j|'_;._'l-' + -‘.'n!j";.:

onde os a, sdao ndmeros reais dados. Pode ser provado que o teorema de

existéncia e unicidade enunciado e provado na Secdo 12.1 se estende a
sistemas com trés ou mais equacoes diferenciais lineares de 1.* ordem,
homogéneas e com coeficientes constantes. Procedendose, entdao, como na
Secdo 12.1, prova-se que se

x(r) Xo(t) x3(1)
i)y L [ yalrd e | vslid |t
Z(r) Za(1) (1)

im
=

sdo trés solucoes de (1) com wronskiano

.1.'] (r) 1-2"-!" 1-'4'”"
Wiy = _-ulm Yall) yall)
Zy(1) Z,(1) z4(1)

diferente de zero, em t = 0, (W(0) # 0), entdo a solucao geral de (1) sera

X X Xy (1) Xq(f)
V=K | |+ kg | vo(r) |+ ky | ¥alf) ).

I ;lf.rh :,Ef:.ﬁ :;f!]



(1), isto é, raizes

Sejam A, A, e A, os autovalores da matriz A do sistema

da equacdo caracteristica

ajp — A ap a3
an a»n —A an =.
h'_:,_:, — A

as asy

Suponhamos A, A, e A, reais. Pode ser provado que existem vetores

my My 2
LU= 1,

1= H]
P2 Ps

P
linearmente independentes, tais que a solucado geral de (1) pode ser expressa

em uma das formas abaixo:

X
v|=ku oM+ ko ve'2' + kyw e
ou
X At At Aqt
vi=kuwel +kve? + kx[w+iv]e?
ou
'Y At At t= At
=kuel +kfv+tm]el + ks |:‘n' + fv +Tuj| el
dn

e

-
oy

A segunda forma acima s6 podera ocorrer se A, Z A, = A, ouA = A =A. A
terceira forma s6 podera ocorrer quando A, = A, = A. A seguir,
estabeleceremos um método pratico para se determinar u, v e w.



1.° Caso: a, O parai # j. O sistema se reduz a

e a solucdo geral é

X 1 N 0 A 0 N
y|=k|0|e " ka1 |e 24 k410 e |
. 0 0 1

7\2 =a,e )\3 =a,,.

-

£

onde A, =a,,

2.° Caso: A, A, e A, sdo reais e distintos. A solugdo geral é

X my . myl mi|
vi=k|m|el+k|n e +ky|m e,
Z Pl . P3

1.
! 7 . .
onde | n; | € um autovetor associado a A, i =1, 2, 3.
P,l'

3.° Caso: }\1 # 7\2 = 7\3 e }\2 admite dois autovetores linearmente

independentes. A solucdo geral é




X 1| 1 ms

vi=k|n|e "4 ks | ma ! + ky | my et
Z P P2 P3
) ] My
onde | n; | € autovetor associado a A e |n, |, [ ny | autovetores

P P2 Ps
associados a }\2.

O 3.° caso ocorrera quando o sistema homogéneo

aj] — Az aln a3 m 0
an| a» — A2 an n|{=10
a3 asy a3 —A2 | p] |0

for equivalente a uma tinica equacao

am + bn +cp =0,

com a, b e ¢ ndo simultaneamente nulos. Supondo, para fixar o raciocinio, a
b

#0 e fazendo B=—- e C = —, resulta que os autovetores associados a A,
i a

sao

m Bn+ Cp B C

ni|= n =n|l|+p|0]}

p 2 0 1

B C

com n e p ndao simultaneamente nulos. Os autovetores |1 |e|0| sdo

0 l
linearmente independentes, pois



B C 0

n|1|+pl0|=(0=n=p=0 (Confira.)
0 1 0
4.° Caso: A, # A, = A, e o numero maximo de autovetores
linearmente independentes associados a A, é 1. A solugdo geral é
E mj ma [m3 ma |
y|=k | m -:«"JILJI + ka2 | 17 UAE! + k3 4|y |+t a2 c-'}lf?!‘
2 pi P2 1 P3 P2 [
_H'i'-_
! ’ . .
onde | n, | € autovetor associadoaA,i=1,2, e
B
app — M aps ay "y |_m3-|
@ a3) a3 —Ay || P3] LP2
O 4.° caso ocorrera quando o sistema
ap] — Az ap a3 m 0
any ay — A a73 n|i=10
as) ax a3 — Az |Lpl [0

for equivalente a

J am+bn+cp=0
|Gym + byn+ cop =0,

com



da .*’:rl
i~ by

a, ol
! H£0 ou
(1~ ey

=0 on

Neste caso, os autovetores associados a A, serdo da forma

1 ms
nil=aln, |.aF0,
4 P2
My
onde | n, |€ um autovetor de A,.
P

5.° Caso: ?\1 = ?\2 = ?\3 e 7\1 admite trés autovetores linearmente

independentes. Neste caso, o sistema (1) sera da forma

X = (4‘] l.'l'

daa ¥

. S
Pl o
|

{'e'_-ﬁ_';:

coma, =a, =a,. E do tipo estudado no 1.° caso.

22

Observe que se A admite trés autovetores linearmente independentes,

entdo, quaisquer que sejam os reais m, n e p ndo simultaneamente nulos, o

m
vetor | n | sera autovetor de A,. (Verifique.) Segue que, quaisquer que sejam

j|'J‘
0s reais m, n e p, teremos



ajp — A P a3 m 0
(4'2] (4'22 _J‘l] I'.l'f n|=|0 y
{e'_gl ’”3'2 U‘_‘:I_‘,g - !'il.l P 0

e isto sO sera possivel se

app — A ap a3 000 ]
az| an — Ay ann =({0 0 0| (Confira.)
as| as? azz — Ay 0 0 0

Dai,a,=0Oparai#je A =a,=a,=a,..

6.° Caso: )\1 = A

linearmente independentes associados a A, é 2. A solugdo geral é

, = }\3 e 0 numero maximo de autovetores

X 1| mm | m my
v|i=k|m -:*JLJI + ko | 12 -:*'JLJ“r +ky | ny |+t Ay -:*AJIH
d L p el Leell
m, My
onde | n; |e| n, | sdo dois autovetores linearmente independentes
P Pr
associados a A e
{n'l 1= !'.l.] ”lf (e']?l f.i'n'?l .I’H‘,_L
[:_':{:- Hj ﬂ'j_j _J)l.] (4'1'5 = H‘j = H—'l-
) faa’::'] “.:53 Q33 — .)l.l !J"_',g jI'-"_I_

TH,
4

onde | n, | € um autovetor de }\1.
Py




M 4 HI?I
Vejamos um modo pratico de se determinaru=|ny e v=|n
Py P
que basta determinar v. O sistema (2) pode ser escrito assim:

. E claro

L]

(A-ADv=u.

Multiplicando-se os dois membros da equagdo acima por A — Al e

lembrando que o produto de matrizes € associativo, resulta
A-AD)'v=(A-ADu

Como u deve ser autovetor e, portanto, (A — A I) u=0 e u # 0, resulta que v

deve satisfazer as condicoes

A—AD*v=0

|':'::;'|
W

@) (A—ADv#0.

Observe que (A - }\11)2 € o produto da matriz A — Al por ela mesma. A
condigdo @ nos diz que v ndo pode ser autovetor de A. Assim, v € uma
solucdo de (3 que ndo é autovetor de A,. Determinado v, calcula-se u

através da relacdo (2). Entdo, para se determinar u e v proceda da seguinte
forma.

Primeiro calcula-se o quadrado da matriz A — A I. Em seguida,

resolve-se o sistema




(A-AD)’v=0.

O v procurado é aquela solucao da equacao acima que nao é
autovetor de A, ou seja,

(A-ADv=#0.
Determinado v, calcula-se u através da relacao

(A-ADv=u.

Observacao. O autovetor u acima nao tem obrigacdo alguma de ser igual a

" -
u =|n [ouau,=|n, | Tal u devera ser, com certeza, uma combinacdo
P P2

linear de u, e u,. (Confira.)

7.° Caso: A = A,
linearmente independentes associados a A, é 1. A solugdo geral é

= ?\3 e 0 numero maximo de autovetores

x=]|klu +ky[v+ ]+ ks |:u' + hr—l-i}—.u:”c-"ﬁl

1

onde u é autovetor associado a A, e v e w sdo dados por

P
ren)
Ry

A-ADhw=nv




(5) A—-ADw=v

No caso acima, pode-se primeiro determinar um autovetor u e, em
seguida, através de (5) e () determinam-se v e w. Ou, entdo, determina-se
primeiro w procedendo-se da seguinte forma. Multiplicando-se os dois
membros de (3) pela matriz A — A I, vem

A-A)w=A-ADv=u

Dai, como u deve ser autovetor, devemos ter

(6) A—-ADHv=u

e

P -J'

\Z A-—AD w=10

Entdo, determina-se w satisfazendo (7) e (8) e, através das relacoes (5) e (&),
determinam-se v e u.
O 7.° caso ocorrera quando o sistema

® (A — A D7 w# 0.

for equivalente a

app — A 12 a3 m| 0
fll-l}l {L}-’) _J:'l.l vlil"j',!l n|= D .
ﬂi] {"I"!IE {733 - -flil.l JD D



onde

[aym + bin + cyp=10
laym + byn + c3p =0,

EXEMPLO 1. Resolva

—
= LI
I
I
-

I

1

Solugdo

I=x & X =Jl’(]-:?r

y=—y & y=kye

i=—7 & z=kye .

A solucao geral é

X 1 0 0
v|=k |0 eH—kz 1 1:-_*'4—5:5 0|e ",
Fd 0 0 ]

EXEMPLO 2. Resolva

Solugdo

=0 < AT—2A2—-A+2=0.




Os autovalores sdo: A, = -1, A, = 1 e A, = 2. Determinemos os autovetores

—Aq 1 2 1 0
2 =3-X —4 n|=10
—2 3 S—=A|p 0

€ equivalente a (A, = —1)

associados a ?\1 =—1.

J m+n+2p=0
2m—2n—4p=10
]_—2m+3n+frp=0.

Este é equivalente a

|' m+n+2p=0
—4n—8p =0
1 Sn+10p = 0.

Assim, o sistema acima é equivalente a

(m+n+2p=20
!
1 n+2p=0.

Dai, n = -2p e m = 0. Os autovetores associados a A, = —1 sdo:

m 0 0
nl=|-2pl=p|-2]. pF0

P P 1

O autovalor A, = —1 fornece entdo a solugdo



Fica a seu cargo verificar que

= b2
17
-2

|
L=

sdo autovetores associados, respectivamente, aos autovalores }\2 =1le 7\3 =2.

A solucdo geral € entao

— b
-
-
+
Exn
ad
e [‘-?'r‘,_]
-
§

X 0
v |=K —2 et + kj
b | n

Se A admite autovalores complexos, o procedimento é similar ao da
secdo anterior. Veja exemplo abaixo.

EXEMPLO 3. Resolva

|' X =-—x+2y— 4z

y=x—y+4z
[
Solugdo
—1=2A 2 —4
] —1—A 4 =0 = A-DA*+D=0.
| -1 3-—2

Os autovalores sdo: A, = 1, A, = i e A, = —i. Fica a seu cargo verificar que



sdo autovetores associados, respectivamente, a ?\1 =]le 7\2 = 1. Temos

-2 —2cost —2sent
l—i|e" =|cost+sent|+i|sent—cost| (Verifique.)
1 cos f sen f

A solucdo geral é

. 0 —2cost —2sent
=k |2|e" +ky|cost+sent|+ky|sent —cost|
1 cos [ sen f

S6 para conferir, verifique que o wronskiano das trés solucées que entram
na solucdo geral acima € diferente de zero, em t = 0.

L I

EXEMPLO 4. Resolva
J.f(=—1 +2v+ 2z
v=—2x+3yv+ 2z
l_ 7=-—x + y+2z
Solugdo
—1—A 2 2
-2 3—A 2 |=0 = A-13(A-2)=0.

—1 1 2

Os autovalores sao: ?\1 =2e 7\2 = 7\3 = 1. Um autovetor associado a }\1 =2é

(Verifique.)

_ 2 2



Vamos, agora, determinar autovetores associados a 7\2 =1.

—1—A, 2 2 m 0
-2 3—;13 2 ni{=|0
1 1 2-Allpl [0

€ equivalente a (A, = 1)
—-m + n + p = 0. (Confira.)

Dai, os autovetores associados a A, = 1 sdo

m n+p I I
ni=| n |=n|l|+p|0
P p 0 I

com n e p nao simultaneamente nulos. Assim,

sdo autovetores linearmente independentes associados a A, = 1. A solugédo

geral é

‘. r= oyt
"; = —y+ y + 7
1?'.= —Xx— v+ 3z,



Solugdo

=0 = A-2)A2=2A+1)=0.

|
R
|
| — b2

Os autovalores sao: 7\1 =2e }\2 = ?\3 = 1. Um autovetor associado a 7\1 =26
1

0. (Verifique.) Determinemos, entdo, os autovetores associados a A, = 1.
I

é equivalente a

|[-m—n+2p=0
]—m +p =0

Resolvendo nas incognitas m e n, obtemos m = p e n = p. Os autovetores
associados a A, = 1 sdo

m p 1
ni=|pl=pl|ll. pFO.
P P 1

Assim, o autovalor A, = 1 fornece a solugdo

b

Este autovalor fornece outra solugdo da forma



- -

onde o 1.° vetor é uma solucdo de

Este sistema € equivalente a (A, = 1)

|—m—n+2p=1
1—,-” +p=1L1

Tomando p = 1, teremos m =0 e n = 1. A solucado geral é

Solugdo

=0 = (A-17=0.

|
b3t
()
|
=

1. Determinemos 0S autovetores

>
[l
>
[l
>
[l

Os autovalores sao: . , 5

associados a 7\1 =1.



—1—A 1 1 m 0
-2 2— A 1 n|=1|0
-2 1 2—=A1|p 0

€ equivalente a unica equagao

|':cE'|
Rty

—2m+n+p=0.
Entado, os autovetores de ?\1 sao

0
+p|—1}
1

" m
ni=|2m—p|=m

P P

- o B

com m e p ndo simultaneamente nulos. Temos, entdo, as solugcoes

[ 1] [ 0]
21et e |[—1]€.
0 1
Como vimos (6.° caso), ha outra solugdo da forma [w + tw, ] e;, onde

\[)] (A — .r"lllf;l2 w =10

A-AD)w=#0.

Devemos entdo determinar w que satisfaca a 1. equacdo acima e que nao
. . . 2
seja autovetor de A . Primeiro, calculemos (A — A I)":




e, portanto,

X 0O 0 0
(A=AD7=10 0 0\ (Confira,)
0 0 0
|_m—|
Segue que, quaisquer que sejam 0S reais m, n e p, w ZLJFJ satisfaz (0.
P

Agora, é sO escolher m, n e p de modo que w ndo satisfaga 1), ou seja, de
modo que w ndo seja autovetor. Basta, entdo, escolher m, n e p que ndo
satisfaca (). A escolham =0,n=0e p =1 resolve o problema. Logo,

0 =2 1 1|0
w=|0] e w=|=-21 1||10]|=
1 -2 1 1||1
A solucdo geral é

X 0 J 0 l

vi=k |2|e +ky|—1|e +ky 1|0 +1[1]fe".

Z R ' | I J

I

1
Como H € autovetor de A, = 1 e € linearmente independente com [E], a
I 0

solucdo geral pode, também, ser dada na forma
I
|]l el
I J m

EXEMPLO 7. Resolva

(o R

1 =

x




Solugdo

=0 = (A—17 =0,

Os autovalores sao: 7\1 = A. = A, = 1. Determinemos 0s autovetores
associados a ?\1 =1.

—1— X 1 0 1 0
—1 1 — A 1 n|=10
4 -3 3—-AN||p 0

J—Em—i—n =0
—m +p=0
l_4m —3n+2p=0.

€ equivalente a

Este é equivalente a

Dai, m = p e n = 2p e os autovetores de A, = 1 sdo

m P
n|=|2p|l=p

P P

. pF O

—_— )



Estamos, entdo, no 7.° caso. Tomando u =|2|, vamos determinar v e w
1
satisfazendo as condicoes

A-ADv=u
e
A-AD)w=o.
Assim, v é solucdo do sistema
—1 — A 1 0 m 1
—1 1— Ay | nl=|21|
4 —3 3—-AN || p 1
que € equivalente a
| n—2p=-3 Tars
l=m+p=2. (Verifique.)
-2
Tomando-se p = 0, resultam m = -2 e n = —3. Com v = | =3 |, determinemos
0

w. Este w é uma solucao qualquer do sistema

—1—A 1 0 m —2
—1 1 — A 1 n|l=|-3|
4 -3 3I—AN||lp 0

que € equivalente a

| n—2p=4
|—m+ p=—3.



3
Tomando-se p = 0, resultam m = 3 e n = 4. Assim, w =| 4|. A solucao geral

-

1 l J 3 2] 2
2|pef Hhy | 4|3+
1] Lo 0| 2
Em algumas situagdes podera ser mais rapido resolver o sistema

é

x | J -2
Z I 0
Sugerimos ao leitor determinar u,v e w pelo outro processo.

diretamente. Vejamos alguns exemplos.

EXEMPLO 8. Resolva

Solugdo

Das duas primeiras equagoes segue

r=—x+2x ou ¥-—2x4+x=0
A solucao geral desta equacao €é

x= rlv'r + L'EF("I. (Confira.)

Dai,

-‘||.‘ =y = {‘];_?‘r + [‘.—,{] + f]‘l‘“r.

Da 3.% equacao, obtemos



EXEMPLO 9. Resolva

o
B et b
I
-
a

Solugdo

> =x — 3x + 3.

¥=j=3=.

Assim,

X —3x+3x—x=0
A equacao caracteristica desta equacao é
N -3\ +31-1=0.
Como A’ — 3\° + 3\ — 1 = (A —1)’, resulta que as trés raizes sdo iguais: A=
A, = A, = 1. A solugdo da equagdo acima é
x= {‘l{‘! + c‘jfc-"r + r;';?‘j-t*‘r.

Temos, entao,

y=x=ce' +ca(l + e' + c3(2t + t2)e!



z=v=cie' + 22 + De' + c3(2+ 41 + t2)e'.
A solucdo geral do sistema dado é

1 "l::r 1 10
= |1 r:?r-l-{‘gl] + 1|1 t’r-l--'_'"; 0|+t
2 I[ 1

-

ot
= 2 D
—

£

1

~
o

+ fz 1 { [
Fazendo-se ¢, = 2k, ¢, = 2k, e ¢, = k, resulta

Gt R X

Prova-se que o sistema (1) podera ser transformado em um sistema com
uma das formas abaixo:

[ A ]
SR S ]
b b b
b b b

J}k':cx“}f
F: -&‘22}’
lZ= ozl
ou
X= Y
].“'=f:f.’g[X+ ff-'.’jg]“'
1Z-= a';;;;Z
ou
X = y

Y= Z
1Z=H3]_¥+H33Y+t?33z.



(A prova é um belo exercicio que fica para o leitor!) Todo sistema de
equacoes diferenciais lineares de 1.% ordem, com coeficientes constantes,
pode ser transformado em um outro equivalente que conta tudo sobre o
sistema: € o sistema na forma canénica de Jordan. Para uma demonstracao
bastante elementar da forma canonica de Jordan, veja referéncia

bibliografica 20.

Exercicios 12.4
1. Resolva
J.i‘ =—2rv+v+z |‘-t= )
ayqv= x—2y+z bysv=x
L‘. = x+y—2g l.j=.:;+_1-+3;
" x = y—z | x=x+y
c)sy= —2y+ 3z dyiv=x+v—z
1:'.=.1'—'.'_’}'+?:-. 1:= v+z
[¥=—2x— 2y + 32 [¥=—dxr—y+22
el v=—3x— v+ 3z fray=—4x — 4y + 4z
1:'. =—4x — 2y + 5z 1‘ =—4x — 2y + 2z
=50 J i= oy
)45 = y=x—2y
1": —3y+4z M= w
W= 72w

2. O movimento de uma particula no espaco é regido pela equagao




Desenhe a trajetoria da particula sabendo que no instante t = 0 ela se
encontra na posicao (1, 0, 1).

Considere o sistema

| &= —6x + 2y + 3

y=—Tx+3y+3:
]:‘. = —8x + 2y + 5z

Sejax = x (t), y =y (t) e z = z (t) a solucdao que satisfaz as condicoes
iniciais x (0) = x, y (0) y, e z (0) = z,. Mostre que

alxp =vygp=1ip = lim  (x(r), y(t), (1)) = (0,0,0)
[ — +w

b) se (xq. ¥y, 20) € {la, a.a)lae B}, entio  lLim  Nix(t), y(t), z(eNll = +oo.
P — +w

O movimento de uma particula no espaco € regido pelo sistema

B

V=2

]: =x+ y+

Seja (x (t), y (), z (t)) a posicdo da particula no instante t. Mostre que,
se z(0) = —x (0), entdo o movimento é periodico.

Suponha que trés tanques A, B e C contendo, cada um, uma solucao
de agua e sal estdo interligados de modo que do tanque A escoe
solucdo para os tanques B e C, do B escoe solucao para A e C e de C

escoe solucdo para A e B. Sejam x (1), y (t) e z (t) as quantidades (em
kg) de sal nos tanques A, B e C, respectivamente. Sabendo que

—2x + v+ z
x— 2v+z
r+yv—2z

¥
JE



equex (0)=2,y(0)=5ez(0) =8, calcule , '™  (x(t), (1), z(t)).
Interprete.

Seja W (1), t € R, o wronskiano de trés solucdes do sistema (1):

X (r) .1'2[1‘} Xq(1)
;]{f] ;EEI} :;[I}

mostre que
.\] \2 Tq .\'] .\'2 X 3 .\'] A 2 .\'3
A W=y vy yy|+|3 Yy V3|0 vz %
;] :1 :3 ;] :1 :3 ;] 71 73
by W = (aj] +ax + a3z} W
) Wity = W(0) e*m“ + iy, +:'.!33:II~ =]

(Observacdo. Este resultado é o teorema de Abel-Liouville para
sistemas com trés equacoes. Generalize.)

Estabeleca um método pratico para se determinar a solucao geral de
um sistema com quatro equacoes diferenciais lineares, de 1.* ordem,
homogéneas e com coeficientes constantes.

(Observagdo: Quando A, = A, = A, = A, podera ocorrer solugdo do

tipo

IE I? )Llr
u]+.ru3 +E“3 +?u‘jr e I




12.5. SISTEMAS NAO HOMOGENEOS:
DETERMINACAO DE SOLUCAO PARTICULAR
PELO METODO DAS VARIACOES DAS
CONSTANTES

Nesta secdo, vamos estabelecer um método para resolver um sistema
com duas equacoes diferenciais lineares, de 1.* ordem, com coeficientes
constantes e ndo homogéneas. Tal método se estende sem nenhuma
mudanca a sistemas com trés ou mais equacoes.

Consideremos o sistema ndao homogéneo

J.i‘ =apx +apy+ fr)
V = dn X+ ayy v+ 2(1),
- 21 22. :

onde f(t) e g(t) sdo duas funcOes dadas, definidas e continuas num mesmo
intervalo I. Deixamos a seu cargo verificar que a solucao geral de (1) é

M —h [}-‘]{ﬂ} th L-‘gfﬂ i YpO]
onde
X x(f) X5 (1)
=1 13" i 2%
L’J . [-"1”J+R3 L’z”-‘}
é a solucao geral da homogénea associada

_ [x=apx+apy
(2) |V = a5 x + ay,y

x (1) . ) i
e [T" }{, ”} uma solucdo particular de (7).
- ;] A



Determinar a solucdo geral da homogeénea associada ja sabemos.
Vamos, agora, aprender a determinar uma solucdo particular pelo método
das variagoes das constantes ou de Lagrange.

.1'l{f} X5(1)
¢ c =
v () V(1)
duas solucoes do sistema homogéeneo associado (2) e tais que, para todo t
real,

Sejam, entao,

xp(r)y  xalt)

YO =150 won

+ 0.

Como o determinante acima é diferente de zero, para todo t real, a matriz

.x-]{r} .1'3{1‘}

V(1) v, (1)
é inversivel. Uma tal matriz denomina-se uma matriz fundamental para o
sistema (2). Provaremos, no final da secdo, o seguinte resultado.

Uma solucao particular de (1) é dada por

X x (1) Xall)
F" — A . l L g 2 ]
|:.T,r1:| r_]{f}|:}‘]{,”:|+r_2{f |:.T2{”:|~

onde as fungdes c, () e ¢, (t) sdo dadas por

a®]_ ([0 HoT ' 0],
¢y (1) J w0y e




EXEMPLO 1. Resolva

v+t
2x+ v+ €.

d s
Il

_{.1

e —,

Solugdo

RSO
Vi —1 “ | <

é a solucdo geral do sistema homogéneo associado. (Verifique.) Uma

solucado particular é dada por

X —t 2t
Pl_ é &
L’p} c‘l{f}[_{g_r} +"ﬂ1{ﬂ[gfﬁf}

onde ¢ (t) e c,(t) sdo dadas por

-y _]
fl{” _ e ! et i
|:£‘3'[ﬂ J —et 202 el dt.

Temos
—1
|_-:?r {?“r—l =l€_; |_L€J __:?Er—|
—e t EFEIJ 3 L — {p_fJ
Dai,
—1
—el et I —l 2et —et [t l et —elt
—et 2{42: et 3 {J—zr g2t et 3 T{J_2!+c?_r
Segue que

] 1
o=~ J. (2te’ — &'y dt = — (2te! — 2e" ——)
3 . 5



oy ()= % J‘ (te=2 +e ) dr = —% (de™ 42072 4 721, (Confira.)

Assim,

—
= =
L
o
I
R
I
-
+
=
ol
I
L
M
| o]
L
+
B =
—_—
—
o |
Labd
L
+
I
- )
(R
—
+
(.
b b
L
M
)
—_

EXEMPLO 2. Resolva
¥—3x+2x=1te.
Solugdo

Vamos transformar em um sistema.

(i=y

[v=—2x43y+re’.

A solucado geral do sistema homogéneo associado é

. 1 1
Jalleenlle



Uma solucado particular é dada por

X t 2t
Pl . é e
[},p } =¢,(1) Lr} + ey (1) th},

onde c (1) e ¢ (t) sdo dadas por

—1
'l'.‘] {f} _ j 'r_?r f.gf {:}
Lg{rj el 2% ret |4

Temos
t ¢ 17! a2t t
é e” —3r | L€ —e”
LI EFEI:| — ¢ |:—r=‘r et
Segue que
e
cy(t) = jf-:"_r dt = —te™ ! — 71,
Dai,
2
— et it
er > ¢ fe e
2
= N SR, TP SN, Y 4
Vp 5 ‘ Zle LE

Portanto,



EXEMPLO 3. Determine a solucao geral de

|' x —2y+sent— cost
1 dJx—4y+4sent— 2cost

e faca um esboco das trajetérias das solucdes parat — + o

Solugdo

A solucdo do sistema homogéneo associado é

Uil=k | ek [ 2] e .
V), 1]11€ 2 (1 . (Confira.)

Uma solucdo particular é dada por

A‘F et o —2t
"‘p —flh*} +fjif} ,% —7 |

onde

o () _-[ et 272 ~! sent—cost "
c5 (1) T et 32t dsent—2cost |

Temos

Segue que



o t)= J[—S el sent+e’ cost]dt=—2¢" sent+3e' cost

cy(t) = j[;’a el sent — e2f cost]df = e sent — 2 cost. (Confira.)

Assim,

X —t =2t .
Pl & e _|cos I
|:FP:| fl{” |:€_I:| * fz{” |:3€_1I:| |:5':n ‘fj|

€ uma solugdo particular. A solugdo geral do sistema dado é

x| _ | ¢, (2] —2¢ , |cOst
M HEa ]

]
Sy

Observe que

J.r —cost= }'{le—r + 2k e~ 2t

|y—sent=ke™ + 3}%2{’_2:.
Dai, para toda solucao

|' x=x(t)

vy =yl
do sistema, tem-se

lim (x(f) —cost, y(f) —sen ) =10, 0),
t— +oo



o que significa que, quando t — + oo, 0 ponto (x (t), y (t)) vai aproximando-
se cada vez mais da imagem da solucao particular (cos t, sen ).
Em virtude de , 'm_ (% y4) = (0. 0. 3 parte

X Iy I -.I _ 7 2 " 3
| v | =k ()T Ry fe

da solucao (3) denomina-se transiente. Neste caso, é comum referir-se a

JA'F =cos t
]}-‘p =senf

como a solugdo de estado permanente.

Para finalizar a secdo, vamos provar o método das variagdes das
constantes ou de Lagrange. Para facilitar as coisas, escreveremos o sistema
(1) na forma



@) x = Ax + Fi1),

.|« | _ | fn)
B _N ) _u ¢ 0= Lﬂﬂ}
Sejam
< = xy(1) o xo = Xa(1)
] T o

duas solucdes do sistema homogéneo associado com wronskiano diferente
de zero em t = 0. Assim,
®

x| = Ax] e x» = Axs.

Vamos, entdo, procurar uma solucdo particular de (@) da forma

X X (1) XA (1)
J L L 245
L’J 4t [3“"1 “J T L”’m}

onde c, (t) e ¢, (t) sdo duas fungdes a valores reais a serem determinadas.

Podemos escrever (&) na forma

{ -_::,l

Xp = () x1 (1) + ca(2) x2(1).

Ls

Temos

s
L

s

ip = ¢ (1) X (1) + o) (1) X9 (5) + ¢2 (1) x5 (1) + ¢ (1) x5 (1),

Substituindo (7) e (8) em (4) e tendo em vista (5), resulta

() x1 (O + 2 () x2(1) = F(1). (Confira.)



Esta expressdo é equivalente a

[x, (1) x5(1)] [El{r}} _ [f{r}}

como se verifica facilmente. Segue dai que

(1) =_[ X x0T T dr
(‘E{f] :ul[f'} }!E{ﬂ air) '

que € 0 que queriamos provar.
De forma inteiramente analoga prova-se que, sendo

x, (1) X,(1) X4(f)
OINN NGO PG

trés solucoes do sistema homogéneo associado a

J,i' =ay X+ apy+apiz+ f(i)
) V=ay X+ ayy+ayz+glt)
‘ : = ﬂ'g ])L' + (4'_:;2}-‘ + {?3_:;?. + h{f}

e

e com wronskiano diferente de zero, em t 0, entdo uma solucado particular de
(9) é dada por

-YI, ,x;l{r‘j X4 (1) X4(1)
¥p =c (T} wt) |+ e(t) | valt) |+ c3(0)| y3(1) |
Zp 7 (1) 25 (1) (1)

onde



e4(1) 5 (1) (1) zy(n)|  LAD

Generalize.

EXEMPLO 4. Considere a equacdo diferencial linear, ndao homogénea,
com coeficientes constantes e de 3.% ordem

)] X+ a X + ayx +ayx = f(r)

e sejam x = x, (1), x = x, (t) e x = x, (), t € R, trés solu¢des da homogénea

associada e com wronskiano

xp(r) xa(f)  xsz(r)
Wity =|xi(t) x20t) x3(t)|#0
X((f) Xolt) x3(r)

para todo t. Mostre que
x =c (Ox (O +c,Ox, 0+ c, O,

€ uma solugdo particular da equagdo dada, onde c (1), c,(t) e ¢ (t) sdo dadas

por
—1
¢ it) x(1) x5(1)  xq(1) 0
cR(B)|= | | (1) X,(1)  x5(F) 0 |dr
c5(1) X (1) X, Xy(1) ()
Solucdo
Fazendo & = y. & = ¥y = z e, portanto, ¥ = Z, nossa equacao € equivalente

ao sistema ndo homogéneo



}.‘

J -.i.

‘_ =—ayx —ayy—ajz+ f(1).

a

Sendo x = x, (t), x = x, () e x = x, (t) solugbes da equacdo homogénea

associada (0), entdao

x, (1) X, (1) x5(1)
X (1) || X5(1) | e ] X5(0)
x, (1) X, (1) X4(1)

sao trés solucdes de com wronskiano diferente de zero. Sendo

—1

Cy(t) = || 2 (1) x5(t)  x3(1) 0 |dt
e5(1) X (1) X5(1) X5(1) f()
segue que
Xp xi(1) ;_L-E{r} .:_rj{r}
Yp |= et -flf” + o5 (1) {E{f} + c5(1) | x5(1)
Zp X (1) X4 (1) .r}{r}

é uma solucao particular de () e, portanto,

X, = ¢, () x,(t) + ¢ (t) x,(t) + ¢ (t) x,(1)

€ uma solucao particular de (0.

Exercicios 12.5




Determine uma solucdo particular

) ] X = -y + 2 ["i R, Y +E_,Er
al b . - .
1_1"=.r+ 1 [_‘i'=.1.'+_‘r—.‘-€‘!
|' x=y+t | x=—2y
) d)
1_1"=.r— 2 1_';":—_1' + 3 cost

Determine a solucdao geral de cada um dos sistemas do exercicio
anterior.

Considere o sistema

]' x=—3x—2y+6cost

1_&" =x —cost

Faca um esboco das trajetérias das solucoes para t > 0
suficientemente grande. Interprete.

Faca um esboco das trajetérias das solucoes para t > 0
suficientemente grande.

(i=—x+1 [i=—x+1+1
i) III”
1_{-:—_\'4- | 1.1;'~=_.T+ ]
(v ==y 4+ 1+t [x=—x+cost—sent

ch g d) + .
1}.:_}-+[+; 1}'=—.‘r+uus!+scn!




13

EQUACOES DIFERENCIAIS
LINEARES DE 2. ORDEM, COM
COEFICIENTES VARIAVEIS

13.1. EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES DE 2.°
ORDEM, COM COEFICIENTES VARIAVEIS E
HOMOGENEAS

Sejam a (x), b (x) e ¢ (x) funcoes dadas, definidas e continuas num
mesmo intervalo I. Uma equacdo diferencial linear de 2.* ordem,
homogénea, com coeficientes variaveis é uma equacao do tipo

a(x)y"+bx)y' +cx)y=0.

As fungdes a (x), b (x) e ¢ (x) sdo denominadas coeficientes da equacgdo. Se
tais fungdes forem constantes, a equacao acima sera, entdo, uma equagao
diferencial linear de 2.* ordem, homogénea, com coeficientes constantes, ja
estudadas anteriormente. No que segue, suporemos a (x) # 0 em I; deste
modo a equacdo acima podera ser colocada na forma



1 Vi+px)y' +gx)y=0.

As equacgdes y" + xy' + y =0 e y" = €'y = 0 sdo exemplos de equacdes
diferenciais lineares de 2.* ordem, homogéneas, com coeficientes variaveis.
Por outro lado, a equacao y" = yy' é de 2.* ordem, mas nao linear.

Sejam y = f (x) e y = g (), x € I, duas solucdes de (7). Deixamos a seu
cargo verificar que a funcao dada por

|'F; 1]

(2) v=Af(x) + Bg (x)

serd, também, solucdo de (1), quaisquer que forem os reais A e B dados. Isto
significa que qualquer combina¢do linear de duas solucbes de (1) é,
também, solucdo de (7). Provaremos mais adiante que se f e g satisfizerem
determinadas condicoes, entdo (2) sera a solucdo geral de (1), isto é, a familia
de solucoes (2) contera todas as solucoes de (7).

P

A seguir, vamos resolver (1) no caso em que a funcao g (x) seja

Wl

identicamente nula em I. Neste caso, a equacao (1) se reduz a

y'=px)y =0.

Fazendo y' = u, a equacao se transforma na linear de 1.* ordem

u'+px)u=0,

cuja solucdao geral é

0= A {)—J pix)dx

onde J p(x) dx esta representando uma particular primitiva de p (x).

Segue que

y = AP



dai

y=A J SIPaE 4t g

EXEMPLO 1. Resolva a equacao

Solugdo

1
Vit — V=0, x>0,
X

Facamos y' = u, onde u = u (x). Segue que

cuja solucdo geral é

Como

resulta

e, portanto,

1
W+ —u=0, x>0,

X
|‘Ln'.r
u=Aex
r
X -
P =€ln X =_
X
— 14.
H=—
X
L_A
V==




A solucao geral da equacdo dada é, entao,

y=Alnx+B.

(Se tivéssemos feito a restricdao x < 0, a solucdo geral seria

y=Aln(-x) + B.

Vamos agora enunciar, sem demonstracdo, o seguinte importante
teorema. (Para demonstracao, veja referéncias bibliograficas 26 e 29.)

Teorema (de existéncia e unicidade para equagdo do tipo y" =
p(X)y' +q(x)y=0). Sejam p (x) e g (x) definidas e continuas no
intervalo I. Sejam x, y, e y, numeros reais quaisquer dados, com x
€ I. Nestas condicoes, a equagao

y'=p®y+q(x)y=0
admite uma solucdo y = y (x) definida em I e satisfazendo as
condicOes iniciais

y(x)=y,ey (x) =y,
Além disso, se y = ¢ (x) for outra solucao definida num intervalo J,

com x, € J < I, e satisfazendo as mesmas condigdes iniciais

¢ (X)=Yy,e 0 (x) =Yy,




entao

¢(x)=y X

para todo x € J.

EXEMPLO 2. Considere a equacao

y'+pX)y +qx)y=0

com p e g continuas no intervalo I. Seja y = f (x), x € I, uma solugdo desta
equacao satisfazendo as condicGes iniciais

fix)=0ef (x)=0

para algum x, € I. Prove que, para todo x €I, f (x) = 0.
Solugdo

A funcao constante g (x) = 0, x € I, é solucdo da equacao e satisfaz as
condicOes iniciais

gix)=0eg'(x)=0.
Segue do teorema anterior que, para todo x € I, f (x) = g (x), ou seja,

f(x)=0em .



Exercicios 13.1

1. Resolva.
y , T T
a) y" +ltg x)v' =0, — n < x o= .
" r o mo m
byy" —(sec x)y' =0, —— < x < —
o) '.r'l.2 — [].\_-" + .1;" = —1 = x =1

d) (1 + x2 W+ 2x' =10

, X — & B
e)y +—5——y =0 0<x<I
X~ — X

2. Determine a solucdo da equagao
A+x)y"+2xy'=0
que satisfaz as condicoes iniciais y (0)=1ey’'(0) =1

3. Determine a solucdo da equagao

que satisfaz as condicoes iniciais y (2) =0ey' (2) =1

4. Uma particula de massa m = 1 desloca-se sobre o eixo Ox sob a acao
de uma forga F que depende do tempo t e da velocidade v dada por

Fr; v) = . Sabe-se que no instante t = 0 a particula encontra-se

T+ ¢
na posigdo x = x, e, neste instante, sua velocidade é v=v , com v, # 0.

Verifique que a particula descreve um movimento uniformemente
acelerado, com aceleragao v,.



5. Sejamy=f(x)ey=g (x), x € I, solucdes da equacao

y'+tpX)y' +qx)y=0,

onde p e g sdo supostas continuas em I. Suponha que f' (x)) = g' (x,) =
0 e g (x,) # 0 para algum x, € I. Prove que existe um real « tal que,
paratodo x € I, f (x) = a g (x).
(Sugestdo: Tome « tal que f (x) = a g (x,). Aplique o Exemplo 2 a
solucao h (x) =f(x) — a g (x).)

6. Suponha que y = ¢ (x), x € I, seja uma solucdao da equacao do
exercicio anterior. Sejam x, e x, no intervalo I tais que ¢ (x)) # 0 e ¢

(x,) = 0. Prove que (x,) # 0.
7. Considere a equacao

y'-(x2+1)y=0.

Sejay = f (x), x € R, uma solucdo. Suponha que existam nimeros
reais x, e x, tais que f (x) = 0 e f (x,) # 0. Prove que x, é ponto de

inflexao.

8. Considere a equacao

l
Vo o+ — y=00<x<1.
X — X

Uma funcdo y = f (x), 0 < x < 1, cujo grafico tenha o aspecto abaixo,
pode ser solucao? Por qué?



ya

9. Considere a equacao
) Vit plx)y +gix)y=0,
onde p e g sdo supostas definidas e continuas no intervalo I.

a) Os graficos de duas solucoes distintas podem interceptar-se? Dé
exemplos.

b) Sejamy =f(x) ey =g (x), x € I, duas solucdes distintas de (1).
Suponha que os graficos de f e g interceptem-se num ponto de
abscissa x,. Neste ponto, os graficos de f e g podem admitir a

mesma reta tangente? Por qué?

10. Suponha que y = f (x), x € I, seja uma solucdo, diferente da solucao
nula, da equacao

y'tqXx)y=0,

onde g (x) é suposta continua em I e, para todo x € I, q (x) < 0. Prove
que f (x) podera anularse no maximo uma vez no intervalo I.

11. y = sen x, x € R, pode ser solucdo de alguma equacao do tipo

y'+tqx)y=0,



12.

13.

14.

15.

onde g (x) é suposta continua e estritamente menor que zero em R?
Por qué? (Sugestdo: Veja Exercicio 10.)

Sejay = f (x), x € I, uma solucao da equacao

y'+pX)y +qx)y=0,

onde p (x) e g (x) sdo supostas continuas no intervalo I. Prove que se f
(x) se anular um numero infinito de vezes num intervalo [a, b]
contido em I, entdo f sera identicamente nula em I. (Sugestdo:
Verifique que existe x, em [a, b] tal que f (x,) = f' (x,) = 0. Para obter
X,, construa uma sequéncia [a , b ], n > 1, de intervalos satisfazendo a

propriedade dos intervalos encaixantes (veja Vol. 1) e tal que, para
todo n, existems et em[a,b ],comf(s)=0ef(t)=0.)

A funcdo R — R dada por

. 1
A0 o =
rUeen— sexFl
)= x
|_ 0 sex =10

pode ser solucdo de alguma equacao do tipo

Y'+tp®y tqx)y=0

com p e q continuas em R? Por qué? (Sugestdo: Veja Exercicio 12.)

Existe equacao do tipoy"+ p (x) y' + g (x) y = 0, com p e g continuas
em R, que admita y x°, x € R, como solucio? Explique.

Determine uma equacado do tipo y" + p (x) y' + g (x) y = 0 que admita

2 1 ~
y=Xx,x>0ey=—, x>0, como solucoes.
X



13.2. WRONSKIANO. FORMULA DE ABEL-
LIOUVILLE

Sejam f e g duas funcOes quaisquer, a valores reais, definidas e
derivaveis no intervalo I. A funcao W: I — R dada por

flx)  g(x)

, = fog )= ffx)gx)
fiixy g'ix)

Wix)= ‘

denomina-se wronskiano de f e g.
Consideremos a equacdo linear de 2.* ordem, homogénea e de
coeficientes variaveis

D] Vi+px)y +gx)y=0,

onde p e g sdo supostas definidas e continuas no intervalo I. O préximo
teorema nos diz que se f (x) e g (x), x € I forem solucbes de (1), entdo o
wronskiano de f e g sera solugdo da equacao linear de 1.% ordem

W'+ p(x) W= 0.

Como consequéncia, existira uma constante c tal que o wronskiano de fe g
sera dado por

=l px)de

W=re

onde [ p (x) dx esta indicando uma particular primitiva de p. A férmula
acima é conhecida como formula de Abel-Liouville.




wronskiano de f e g é solucao da equacao

W' +p (x) W=0.

Teorema. Sejam f (x) e g (x), x € I, duas solucdes de (7).

Entao o

Demonstragdo

Precisamos provar que, para todo x € I,

W' (x)+p ()W) =0.

Temos:
WX =[fx) g x)-fx)gX],
ou seja,
(2) Wix) = f(x) g" (x) — f" (x) g(x). (Verifique.)

Como f e g sao solucoes de (7, para todo x € I,

f")==-p)f x)—qxfX)

g'®=-px)g' x)-qKx)gX.

Substituindo em (2) e simplificando, resulta




WE=-p®I[f®g ®-fXg®],

ou seja,

W' (x)+p () W) =0.

Como consequéncia deste teorema temos 0 seguinte importante

Corolario. Sejam f e g como no teorema anterior e seja W o
wronskiano de f e g. Nestas condigGes, se W (x,) # 0 para algum x_
€ I, entdo, paratodo x € I, W (x) # 0.

Demonstragdo

=X

Seja ¢ (x) = J p(1) dt. x € I, a primitiva de p que se anula em x = x.
X

Pela formula de Abel-Liouville, existe c tal que, para todo x € I,
W (x) = ce *V.
Como o(x,) = 0, segue c = W (x,). Logo,
W) =W(x)e a~

para todo x € I. Como, por hipdtese, W (x,) # 0, resulta, para todo x € I, W
(x) # 0.



O corolario acima nos diz que se o wronskiano de duas solugées de 1
for diferente de zero para algum x, € I, entdo serad diferente de zero para

todo x € 1.

Exercicios 13.2

1. Calcule o wronskiano das fungoes dadas.

)
alfixi=x"egx)=x

. I :
bifixy=2egix)=—., x =10
X
c)fix)=senxe gix) =cosx

2. Sejamf(x)=senxeg(x)=1.

a) Calcule o wronskiano de fe g

b) Seja W = W (x) o wronskiano de f e g. Para todo x € &, W (x) #
0?

c) Existe equacdo do tipo y" + p(x) y'+q(x) y =0, com p e q
continuas em R, que admita f e g como solucoes? Explique.

T o ) T i
—=<x<—, eglx)=1.—— < x <
) A )

r ra

3. Sejam f(x)=senx, — Determine

b |8

uma equacao do tipo

Y'+tpy tqx)y=0

’ mwm . ~
com p e g continuas em }T‘ T[‘ que admita f e g como solugoes.

i

4. Suponha quey =f(x)eyg (x), x € I, sejam solucdes da equacao



y'+tpxy' +qx)y=0,

onde p e g sdo supostas continuas em I. Suponha que o wronskiano
de f e g ndo se anule em I. Sejam a b, com a e b no intervalo I, dois
zeros consecutivos de g (x), isto é, g (a) =0, g (b) = 0 e, para todo x
em Ja, b[, g (x) # 0. Prove que existe ¢ em ]a, b[ tal que f (c) = 0.
Interprete.

(Sugestdo: W (x) = f(x) g' (x) = f (x) g (x); segue W (a) =f (a) g’ (a) e
W (b) =f(b) g' (b). Verifique que g' (a). g' (b) < 0 e conclua que f (a)
e f (b) tém sinais contrarios.)

Sejam f e g duas funcOes definidas em e derivaveis até a 2.* ordem,
cujos graficos tém os seguintes aspectos.

N —
7~

Existe equacdo do tipo

y'+pX)y' +qx)y=0,

com p e g continuas em R, que admita ambas as funcoes f e g como
solucoes? Explique. (Sugestdo: Veja Exercicio 4.)




13.3. FUNCOES LINEARMENTE INDEPENDENTES E
FUNCOES LINEARMENTE DEPENDENTES

Sejam f (x) e g (x), x € I, duas fungdes e sejam «a e  dois numeros reais
quaisquer. Dizemos que f e g sdo linearmente independentes se, e somente
se, a seguinte condicado estiver verificada: se, para todo x € I,

of (x) + Bg (x) =0,

entdo a = = 0.

Dizemos que f e g sdo linearmente dependentes se nao forem
linearmente independentes. Dizer, entdo, que f e g sdo linearmente
dependentes significa que existem ndmeros reais a e 3, com pelo menos um
deles diferente de zero, tal que, para todo x € I,

af (x) + Bg (x) = 0,

EXEMPLO 1. Verifique que as funcdes f(x)=x".x>0,e g (x) = l x>0,

X
sdo linearmente independentes.

Solugdo

Sejam a e [ numeros reais quaisquer. Precisamos provar que se, para
todo x > 0,

® w2 +B -y
X

entdo a = 0 e = 0. Se, para todo x > 0, (1) se verifica, em particular, (1) se
verificara para x = 1 e x = 2. Assim,



Dai, a = 0 e = 0. (Verifique.)

EXEMPLO 2. Sejam f (x) e g (x) duas fungdes definidas no intervalo I,
com g (x,) # 0 para algum x, € I. Prove que f e g serdo linearmente

dependentes se, e somente se, existir um numero real k tal que, para todo x
el

f(x) =kg (x).

Solugdo

Suponhamos que f e g sejam linearmente dependentes. Segue que
existem numeros reais a e 3, com pelo menos um deles diferente de zero, tal
que, para todo x € I,

af (x) + Bg (x) = 0.

Em particular, af (x)) + Bg (x,) = 0. Como estamos supondo g (x,) # 0, segue
que se a = 0, entdo B = 0. Mas, a e 3 foram escolhidos de modo que pelo
menos um deles seja diferente de zero; logo, teremos que ter
necessariamente a # 0. Entdo, para todo x € I,

flx) = _B glx).
¥
Basta tomar k = —E. Deixamos a seu cargo provar a reciproca.

o



Sejam f (x) e g (x) definidas e derivaveis no intervalo I. O proximo
exemplo nos diz que se f e g forem linearmente dependentes, entdo o
wronskiano de f e g sera identicamente nulo em 1.

EXEMPLO 3. Sejam f, g: I — R derivaveis no intervalo I. Prove que se f e
g forem linearmente dependentes, entdo o wronskiano de f e g sera
identicamente nulo em 1.

Solugdo
Seja
) flx)y glx)
W) =", ,
flix)y g(x)
Se, para todo x € I, g (x) = 0, entao
flx) 0
Wix) =" =
ffix) 0O

para todo x € I. Suponhamos, entdo, que exista x, € I, com g (x,) # 0. Pelo

exemplo anterior, existe um namero real k tal que, para todo x € I,
f (x) = kg (x).
Dai, para todo x € I,

kgi(x) g(x)
Wix)= £ £

kg'(x) g(x)



Logo, o wronskiano de f e g é identicamente nulo em I. (Tal condicdo nao é
suficiente para f e g serem linearmente dependentes, como mostra 0
Exercicio 2 desta Secao.)

Sejam f, g: I - R. O proximo teorema nos diz que se f e g forem
solugdes da equacgao
y'+p)y +qx)y=0,

com p e g continuas em I, entdo f e g serdo linearmente independentes se, e
somente se, o wronskiano de f e g for diferente de zero em todo x € I.

Teorema. Sejam f, g: I — R duas solucoes da equacao

Y'+pX)y +qx)y=0

com p e g continuas em I. Nestas condicOes, f e g serdo linearmente
independentes se, e somente se, 0 wronskiano de f e g for diferente
de zero para todo x € I.

Demonstracgdo
Seja

fix) gix)

Wix) =
‘ fi(x) glx)




Vamos provar em primeiro lugar que se W (x) # 0, para todo x € I, entdo f e
g serdo linearmente independentes. Ora, se W (x) # 0 para todo x € I, pelo
Exemplo 3, as fungGes f e g ndo serdo linearmente dependentes. Logo, f e g
serdo linearmente independentes. Suponhamos, agora, que f e g sejam
linearmente independentes e que, para algum x, € I, W (x,) = 0. Existirdo,

entao, reais e &, com pelo menos um deles diferente de zero, tal que

| af (x0) + Beglxg) =0

o ; (Por qué?)
1-‘.1{}‘ (xp)+ Bg'lxp) = 0.

Segue que h (x) = af (x) + Bg (x), x € I, sera uma solucao da equacao
satisfazendo as condicGes iniciais

h(x)=0eh'(x)=0.
Logo, h (x) = 0, para todo x € I. Assim, para todo x € I,
af (x) + Bg (x) =0

com «a e $ ndo simultaneamente nulos, que esta em contradicdo com o fato
de f e g serem linearmente independentes.

Exercicios 13.3

1. Sejam f e g duas funcoes definidas em R e dadas por f(x) =senx e g
(x)=1.

a) Verifique que f e g sdo linearmente independentes.



b) Seja W = W (x), x € R, o wronskiano de f e g. Verifique que
existe x, real tal que W (x) = 0. Este resultado esta em

contradicdo com o teorema desta secao? Explique.

Sejam f (x) = x" e g (x) = | x|” duas funcdes definidas em R.

a) Seja W o wronskiano de f e g. Verifique que W (x) = 0, para todo x
€ R.

b) Prove que f e g sdo linearmente independentes.

c) Existe equacdo do tipo y" + p (X)) y'+ g (x) y =0, com p e g
continuas em R, que admita f e g como solucdes? Explique.

(Sugestdo: Veja teorema desta secao.)

Sejam f, g: I — R duas funcdes, com f e g derivaveis no intervalo I.
Seja W= W (x), x € I, o wronskiano de f e g. Prove que se W (x)) # 0

para algum x, € I, entdo f e g serdo linearmente independentes.

Sejam f, g: I — R derivaveis no intervalo I. Provamos no Exemplo 2
que uma condicdo necessaria para que f e g sejam linearmente
dependentes é que o wronskiano de f e g seja identicamente nulo em
I. Tal condicao é suficiente? Explique.

(Sugestdo: Veja Exercicio 2.)

Sejaf, g: I - R derivaveis até a 2.* ordem no intervalo I. Seja W =W
(x), x € I, o wronskiano de f e g. Suponha que f e g sejam
linearmente independentes e que existam x, e x, em I tais que W (x,)
=0e W(x) # 0. Existe equagao y" + p (x) y' + q(x) y =0, comp e q

continuas em I, que admita f e g como solucoes? Explique.



6. Sejam f, g: I — R derivaveis até a 2.” ordem no intervalo I. Suponha
que f" e g" sejam continuas em I. Prove que se o wronskiano de fe g
for diferente de zero em todo x € I, entdo existira uma equacao

Y'+pX)y' +qx)y=0,

com p e g continuas em I, que admitira f e g como solugdes.
Determine tal equagao.

7. As funcoes f e g dadas sdo linearmente dependentes ou linearmente
independentes? Justifique.

a) fx)=senx,xE Reg(x)=cosx,x €ER

b) fe g sdo definidas em R e dadas por f(x)=x’e g (x) = | x|

c) fx)=Inx,x>0eg(x) =Inx’, x>0

d) f g:n — rdadas porf(x) =sen 3xeg (x) =3 sen x cos x — sen’
X

e) f[=()x,x>0eg(x)=Inx,x>0

13.4. SOLUCAO GERAL DE UMA EQUACAO
DIFERENCIAL LINEAR DE 2.2 ORDEM
HOMOGENEA E DE COEFICIENTES
VARIAVEIS

Teorema. Sejam f, g I — r solugdes linearmente
independentes da equacao




| = |

5 Vi+px)y +qx)y=0,
onde p e g sdo supostas continuas no intervalo I. Entao

y=Af(x) + Bg (x) (A, BER)

é a solugdo geral de (7).

Demonstragdo

Ja vimos que se f e g forem solucoes, entao

|'h__'|'|

(2) y=Af(x) + Bg (x)

sera, também, solucdo para quaisquer reais A e B. Vamos provar a seguir
que qualquer solucdo de (1) é da forma (2. Seja y = h (x), x € I, solucdo de
(1. Seja x, € I. Como f e g sdo solugdes linearmente independentes de (1),
pelo teorema da secao anterior, o wronskiano de f e g sera diferente de zero
em todo x € I, em particular, sera diferente de zero para x = x,. Segue que

existem reais a e [8 tais que

|af (xo) + Bg (xp) = h (xg)

. , , (Por que™)
]xﬂ_’._f (xg)+ Bgixg) = hixg).

Como h (x) e af (x) + Bg (x) sdo solucOes de (1) que satisfazem as mesmas
condicOes iniciais

y(x)=h(x)ey (x)=h(x),

resulta do teorema da Secdo 9.5 que, para todo x € I,



h (x) = af (x) + Bg (%).

EXEMPLO 1. Sejam f e g definidas no intervalo ]1, +oo[ e dadas por f (x) =
e eg(x)=x.

a) Determine uma equacdao y" + p (x) y'+ q (x) y = 0 que admita fe g
como solucoes.
b) Ache a solucao geral da equagao encontrada no item a.

Solugdo
a) Devemos determinar p e g de modo que, para todo x > 1,

() + px) flix)+q(x) f(x)=0
')+ p g+ gx)gx)=0

|'
|

ou seja,
|'I +pix)+qgix)=0

Ln (x)+xg (x)=0

Segue que p (x) =

e qix)=
—x ¥ —

.x > 1. A equacio

admite as funcOes dadas como solucoes.

b) Temos



T

flx) glx) e* x

flix) g'(x)

Wix)= ‘

et 1

ou seja,
W) =¢€(1-x).

Logo, W (x) # 0 para x > 1. As funcdes dadas sdo linearmente
independentes.

y=Ae" +Bx,x>1

é a solucao geral da equacao do item a.

EXEMPLO 2. Determine a solucao geral de y" + y = 0.
Solugdo

y = cos x e y = sen x sao solucoes. (Verifique.)

cos X 5¢ X

Wix) =

—s€n X CoOs X

Segue que as solucOes acima sdo linearmente independentes. A solucdo
geral é

y=Acos x + Bsenx,

resultado este que ja conhecemos ha muito tempo!



EXEMPLO 3. Resolva a equacao

xzy”+xy'—4y= 0,x>0.

Solugdo

A forma da equacdo sugere-nos procurar solugdo da forma y = x%, x > 0.
Temos

y'=ax«  ey"=a(@-1)xa« .

Substituindo na equacao e simplificando, obtemos
ala —1) xa + ax* — 4x" =0, x > 0;
dai

@ -4=0

~ 2 -2 ~ ~
e, portanto, @ = + 2. As fungbes y = x" ey =x °, x > 0, sao solucées. Como
o wronskiano de tais solucOes é diferente de zero para x > 0, segue que elas
sao linearmente independentes. A solucdo geral da equagao dada é

», B )
y=Ax+ —. x =0
x“

Exercicios 13.4

1. Identifique as equacodes lineares de 2.? ordem.



aly' +ltgx)y' +ey=10 byy'+xtgy' +xy=10

c)y"+ 3senyv=10 dy v' + .a“z_r' + .xj_‘r =0

i

:l ¥ 2 "\ -
e)xy' = yy Hxy'=isenx) vy + 2y, x =10

Determine a solucao geral

alxy"+y' =0,x=>0
" l ' 1

By +t—y—-——y=0 x>0
1 X "';

chxy' — 2oy +2y=0, x>0

Determine uma equacdo y" + p(x) y' + q(x) y = 0 que admita como
solugdes as fungdes y = x, x > 0 e y = xe”, x > 0. Determine a solucdo
geral da equagdo encontrada.

Suponha que y = f (x), x € I, seja solucdo da equacao

5) Vi pix)y +Fgilxiv=10,

onde p e g sdo supostas continuas no intervalo I. Suponha que, para
todo x € I, f (x) # 0. Prove que toda solucao y = g (x), x € I, da
equacao linear de 1.% ordem

_. r .d-
_ ] podx

filxy v
fix)y

é também solucdo de (3. (Na equagdo anterior, [ p(x) dx esta
representando uma particular primitiva de p (x).)

Considere a equacdo (X’ Inx) y" - xy'y =0, x> 1.

a) Verifique que y = x, x > 0, é solucao.
b) Utilizando o exercicio anterior, determine outras solugoes.



c) Determine a solucdo geral.

6. Considere a equacdo y" — xy = 0. Determine a solucdao que satisfaz as
condigdes iniciais y (0)=1ey'(0) =0.

=0
(Sugestdo: Procure solucdo da forma y = ¥ a,x". Veja Exemplo 3 da

n =10
Secdo 8.3.)

7. Determine a solucao geral da equacao

1
(g —)y" — ' +y=0,0<x <
X

q |

(Sugestdo: Proceda como no Exercicio 5.)

8. Considere a equacdo i = #r. Sejax = x (1.t = R,, a solucao que satisfaz as

i — +=

9. Determine a solucdo geral da equacdo x’y' — xy'+y =0, x > 0.

10. Esboce o grafico da solucdo da equacdao do exercicio anterior que
satisfaz as condicdes iniciais y (1) =e ey’ (1) =2e .

13.5. REDUCAO DE UMA EQUACAO DIFERENCIAL
LINEAR DE 2.2 ORDEM, COM COEFICIENTES
VARIAVEIS, A UMA LINEAR DE 1.2 ORDEM

Seja a equacao



1 Vi+px)y +gx)y=0,

onde p (x) e g (x) sdo supostas definidas e continuas num mesmo intervalo
I. Suponhamos que seja conhecida uma solugdo y = @, (x), x € I, de (1;
suponhamos, ainda, que, para todo x € I, ¢, (x) # 0. A seguir, vamos
utilizar a formula de Abel-Liouville para determinar outra solugdo y = ¢,
(x), x € I, de (1) e linearmente independente com ¢,.

Conforme Exercicio 4 da Segdo 13.4, toda solugéo y = ¢, (x), x € I, da
equagao

‘{PJ{.T} Vi_ J—|'p|:.r_|cir

@1x) )

é, também, solucdo de (1). (Observamos que [ p(x) dx esta indicando uma
particular primitiva de p (x).) Evidentemente, ¢, e ¢, sdo linearmente

independentes. Assim, a solucdo geral de (1) é

y=k ¢, (X)+k ¢, (x.
EXEMPLO 1. Determine a solucao geral da equacao

2 n

Xy"+3xy'+y=0,x>0.
Solugdo
Vamos procurar solugédo do tipo y = x“. Temos

y'=ax« ey =ala-1)x"".

Substituindo na equacao e simplificando, obtemos



o +2a+1=0

e, portanto, a = —1. Assim,

€ uma solucao da equacao dada.
Vamos, agora, utilizar a férmula de Abel-Liouville para obtermos outra
solucdo. A equacao dada € equivalente a

3 1
Vi+—yv+—Sy=0
x x=

Temos

. - 3 , .
Aqui, ¢(x) =x Le p(x) = 2. A equacio (2) é equivalente a
q | I - quag q

i

,
Y+—y=—.
X =

X

que é uma equacao linear de 1.* ordem cuja solucao geral é

et X * e dx,

- -1
ﬂ?ﬁjl_m 1
X~

ou seja,
g -1 -1
y=kx +x Inx.

Fazendo k = 0, temos a outra solugdo



@, (x) =x 'Inx, x> 0.

A solugao geral da equacdo dada é

y= x ! (ky + kpInx), x=0.

EXEMPLO 2. Resolva

xy"+y=0,x>0.

Solugdo

Vamos tentar uma solucao dada por uma série de poténcias:

+a0
y= Y axk.
k=0
Temos
+oo
vi= Y a4 kk—1) xk—2,
' k=12
Substituindo na equacao, resulta
+oo +=
S oktk—Dagxk"1+ ¥ gk =0
k=2 k=0
e, portanto,
“+o +=
Y okk+Dapy xk+ay+ ¥ apxk=0.

k=1 k=1

Devemos ter, entao,



|' ag =0
1{k+”k”k+l+”k=ﬂ~ k=1.

Dai
a S 1., k=1
1= a,, k=1,
F+L pk+1) K
ou seja,
1 ] a k=2
ap = — = L
T k- !
Segue que
=(—Df — g, k=1
o k=
(Confira.) Assim, tomando-se a, = 1,
5 k-1 ' k
(x)= X (=D~ x
T KIk— 1P

é uma solucao da equacao dada. Como

A+ 1

ag

= lim

lim —_— =10
k—+= k(k+1)

k — o

resulta que a série dada converge para todo x. (S0 para treinar, sugerimos ao
leitor verificar, por substitui¢do direta na equagédo, que ¢ (x) € realmente
solucdo da equacdo dada.) Vamos, agora, procurar outra solucdo que seja
linearmente independente com ¢,. A pergunta que surge naturalmente € a
seguinte: como deve ser a forma desta outra solucao? Pela férmula de Abel-
Liouville, existe outra solugdo ¢, (x) tal que



x) el
‘:p]{x P20 _, (aqui p (x) = 0).

r.p]{,x‘]l f.pﬁi.r}

Dai

@, ,(x) = 9", ()9, (x) = 1.

Para x > 0 e proximo de zero temos

|:¢Pg{.l’}:|f _ 1
e1(x) | ef (x)

e, portanto,

1
:.plg{,r}

e2(x)= ¢ (x) j dx.

Por outro lado, ¢ (x) deve ser da forma

q:'lg{,r]l =32 (l—x+ FJ;IE + L‘r_:,,r;-1 + ...

1
l—x+ E}grz + F:-"_u;ri + ...

=]+.r+f3.r3+....

E razoavel entdao esperar que

1 1
=— 1+ .T+-‘.“3.‘(2 -I-a:‘_n;.vc3 + ...

cPF (x) x=

j ?I dy = 1 +Inx+ecx+ ...
ep(x) X



Multiplicando-se os dois membros por ¢,(x), resulta
1
er(x) =g@(x) Inx — —@p(x) +@p(x) [crx + ..
X

E razoavel, entdo, tentar-se uma outra solucao da forma

+a
Y gk,

er(x) =e@(x)Inx +
k=0

E o0 que faremos a seguir. Calculemos ¢", (x) Temos

e L . oo
2eplx) ‘Pl{j} Ly
k=

k(k —1) apxk—2,

2

@3(x) =@ (x) Inx +
X X<

Substituindo na equagao e lembrando que ¢, € solugéo, resulta

* e1x) Y k=1, o k
21(x) ———+ ¥ kik—Dapx""'+ ¥ apx* =0
x k=2 k=0

Dai
2k —1 = i
=1+ ¥ kk+Doppxf+ap+ X apxk =0
k=1

+x=
k=1

Y (—DE-d 7
k=1 k[(k—1-

e, portanto,

oo ] +=
2k+ ] X Y [k +Dag 4 +aplxf =0

l+ag+ ¥ (—DF ———
’ k=1 (ke + D[k k=1

Dai



il
1)k Lﬂ' kk+Dag)tap =0, k=1

TN E
Dai
_ 2k + 1 @,
a,,  =(—DHk~1 — k k=1,
K+l : k[(k+ )12 k(k+1)
ou seja,
e oy
a =(-f — L TEl ey
(k —D[K'  (k—Dk
Para k > 3,

2% — 3 _ap—2
k=Dk =11 k=2k -1

ap—1 =(—Dk~1

Substituindo em (3), resulta

2k —3 Of—2

2k — 1 . N
Kk — Dk — 20k — P kik — D2k =2)°

ap =(-)F ——— =+ (-1
: k — DIk

Fica a seu cargo concluir que, tomando-se a, = 0, teremos para todo k > 2

2k — 2k —3
ap = (—DF L 2k=1 k o,
Kk =D | kik—=1 (k—1k—2) 21
Assim,
= 1 koo2p—1
er(x)=gx)nx+ ¥ |(—DF — X ' ¥k —1
k=2 k[(k =D!I* p=2 p(p—1)

€ outra solugdo da equacdo dada e linearmente independente com ¢ . A

solucdo geral da equacao dada é



y=k o, () +k 0,X).
(Observe que a série

+< I
Y | (—=DF

2p—1 | &
» plp—1) |

I [

converge para todo x. Verifique.)

O proximo exemplo mostra um outro modo de reduzir uma equacao
diferencial linear de 2.* ordem a uma de 1. ordem quando se conhece uma
solucao.

EXEMPLO 3. Suponha que y = ¢(x), x € I, seja uma solucao de

y'+tpXy +qx)y=0.

Mostre que a mudanca de variavel

y=oXu, u=u(x),

reduz a equacao dada a uma de 1.* ordem na fungdo incégnita v = u’ (x).

Solugdo

De y = ¢(x) u resultam

Y =oX)u+ ox) u'



Y'=o(u+29'()u + o) u".
Substituindo na equacdo dada e lembrando que ¢(x) é solucao, resulta
e u" +(p(x) o) +2 ¢ () u' =0.
Fazendo v = u', obtemos
e(x) V' + (p () o(x) + 2 9'(x)) v =0,

que é uma equacao diferencial linear de 1.* ordem.

13.6. EQUACAO DE EULER DE 2. ORDEM
Uma equacao do tipo
C_[Ej .\'2}"’ + bxy' +ecy=0, x=0 (oux<D0),

onde b e ¢ sdao constantes reais dadas, denomina-se equacdo de Euler.
Como se trata de uma equacdo diferencial linear, homogénea e de 2.7
ordem, a solucdo geral é a familia das combinacOes lineares de duas
solucOes linearmente independentes. Vamos, entdo, procurar duas solucdes
linearmente independentes. O jeito da equacao nos sugere tentar solucdao do
tipo

(04

Yy =X,

onde m é um real ou complexo a determinar. Quando o é complexo,
definimos



xX'=e""y x>0.

Do Apéndice 1 do Vol. 2 resulta

d
f—{.r‘*} = gyl (Confira.)
dx

Temos
r_— a-1 no_ o—2
y=ox ey'=aa-1)x ~.
Substituindo em (E) e simplificando, obtemos

0 &>+ (b—-1a+c=0,

que é uma equacao polinomial do 2.° grau. Tal equacdo denomina-se
equagdo indicial de (E). Sejam o, e o, as raizes de 1.

1.° Caso. o eaq, sdo reais e distintas.

A solucdo geral de (E) é

v =k x1 + ky x™2.

2.° Caso. a, = a,

9,(x) =X,

é uma solucdo. Procedendo-se como no Exemplo 1 da secdo anterior,
obtém-se a solucao

@,(x) =x" Inx.



A solucdo geral de (E) é

y = x™ (ky + Ky Inx).

Antes de passarmos ao 3.° caso, observamos que se y = ¢ (x) + i ¢, (x)

for solugdo de (E), entdo ¢,(x) e @, (x) também serdo. (Verifique.)

3.° Caso. a, e a, sdo complexas

Seja
o, =a+ip.
Assim,
y = X = QI B
é solucdo. De
e’ = cos(BIn x) + i sen(B In X)

e da observacdo acima, resulta que

@, (x) = xa cos (B In x)

@, (x) = xa sen (B In x)

sao solucgoes. E de imediata verificacao que sdo linearmente independentes.
A solugao geral é



y=x"[k, cos (BInx)+k,sen (8 Inx)].

Para finalizar a secdo, observamos que se z = g (u) for solucdo da
equacao diferencial linear de 2.* ordem, com coeficientes constantes e
homogénea

(2) Y+ b-—1D7 +ez=0, z=2z(u),

entdo y = g (In x), x > 0, sera solugdo de (E). (Confira.) Observe que a
equagdo caracteristica de (3) exatamente a equagdo indicial de (E).

13.7. EQUACAO DIFERENCIAL LINEAR DE 2.?
ORDEM E NAO HOMOGENEA. METODO DA
VARIACAO DAS CONSTANTES

Consideremos a equacdo diferencial linear de 2.* ordem, nao
homogénea, de coeficientes variaveis,

(1) Vi+px)y +g(x)v=rix),

onde p (x), g (x) e r (x) sdao supostas definidas e continuas num intervalo I.
Deixamos a cargo do leitor provar que a solucao geral de (1) é

Y=y, *tY,
onde y, € a solugdo geral da homogeénea associada
() Vi+px)y +gx)y=0

é y,uma solucdo particular de (7).



EXEMPLO 1. Determine a solucao geral da equacao

Solugdo

A solucdo geral da homogénea associada

M

yh==ﬂxj+-8.
Vamos tentar uma solugao particular do tipo y,= mx". Temos

-1 -2
Y, = max” ey =ma(a - 1) X'

Substituindo na equacao, resulta

ma(a—1) X« > —maxe - = 3x.

(Verifique.)

. . . 3 - ~
Para « = 3 m = 1 temos uma identidade. Assim, y, =X €éuma solucdon

particular. A solucdo geral da equacao dada é, entao,

\ .
v=Ax"+ B +x".

Com procedimento analogo aquele da Secdo 11.5 prova-se que a

formula estabelecida naquela secdao para as solucdes de uma equacao

diferencial linear de 2.* ordem, nao homogénea, com coeficientes



constantes, continua valida quando os coeficientes forem variaveis. Vamos
destaca-la a seguir.

Sejam f (x) e g (x), x € I, solucoes linearmente independentes da
equacao homogénea

y'+p(Xy +q®)y=0.
Entdo, as solucoes da equacao
Y'+p®y+q®y=rx
sao dadas pela formula
¥ ,_ﬂ(.r} r.{.r} Ff(x) rix) di.

@ }~=—f{.x'}J o d_r-l—g{.r}_' Vo

onde W (x) é o wronskiano de f (x) e g (x).

EXEMPLO 2. Determine a solucao geral da equagao
xzy” +xy' —4y = x*Inx, x> 0.
Solugdo

Para podermos utilizar a formula anterior, vamos trabalhar com a
equacado dada na forma



que € equivalente a
xzy” +xy' —4y =0,

cuja solucao geral é

», B
_‘I""h = 14-.-1.; + r_z.

(Veja Exemplo 3 da secdo anterior.) Sejam f (x) = xz, gx = glx)= :g e r(x)

= x In x. Pela formula (2),

1

7 [ x In x 1 fxlnx
yvp = —x< J — dy + — dx.
Wix) x- Wix)
Como
A;E A;_Q
resulta

x2 |
v, =— | ln x dx — — j.r"‘ In x dx.
Ty J 4x?

Temos, entdo, a solucado particular



. -

x7 In x G
¥
=

s 5 (Verifique.)

¥p =

A solugao geral da equacdo dada é

" B Hlnx 6x°
vyv=Ax"+—+ - :
’ x- 5 25

Exercicio

Determine a solucdo geral. Verifique sua resposta por derivagao.

l.xy"+y =2x,x>0

2.x2y” + Xxy' —y=x2,x> 0.

13.7

13.8. EXERcicIos Do CAPITULO

(Verifique a resposta encontrada por substituicdo direta na equacdo

dada.)
1. Resolva a equacao dada.

a) xXy"-2y=0,x>0
b) Xy"+3xy'+2y=0,x>0
6

C) yVi=——y. x =10
x-

2. Considere a equacdo xy" + xy' + y =0, x> 0.



d)

oo
Tente uma solugdo da forma ¢ (x) = X apx".
k=0

Olhando para as solugGes encontradas em a), conclua que ¢, (x) =

-X
xe
Mostre que ¢é razoavel tentar-se outra solucdo da forma
@r(x)=xeTInx+ T bpxt.
k=0

Determine a solucao geral da equacdo dada.

Considere a equacao xy" +xy' —y =0, x> 0.

a)
b)

c)

Verifique que ¢ (x) = x, x > 0, é solugdo.
R

Tente outra solucdo da forma ¢,(x) = xlnx+ ¥ bx¥, Por que é
k=0

razoavel tentar-se outra solugdo desta forma? Explique.

Determine a solucao geral da equacdo dada.

(Equagdo de Bessel de ordem zero.) Por uma equagdo de Bessel de
ordem a, com real dado «, entendemos uma equacdo do tipo x°y" +
xy' (x* = a’) y = 0. Considere a equacio de Bessel de ordem zero xy"
+y" + xy =0 e suponha x > 0.

a)

b)

Mostre que a equacdo de Bessel de ordem zero admite uma

solucao da forma
4oz . =0 ] i x I:Jx

Jolxy= X .:.-A-.a'j‘ .comap = l,econcluaque Jo(x) = % (— 1) — | —
=0 k= (kb= L2

(Tal J, (x) denomina-se fungdo de Bessel de ordem zero e 1.°
espécie.)

Mostre que ¢é razoavel tentar-se outra solucdo da forma
+oa

Kgix)=Jo(x) In x + ¥ bex* e conclua que
k=0

Kolx)=Jpix)Inx + % — X — e
k=1 = hal




(Tal K (x) denomina-se fungdo de Bessel de ordem zero e segunda

espécie.)

(Equagdo de Bessel de ordem p > 0, com p inteiro.) Considere a
equacio de Bessel de ordem p, X’y" + xy' + (X’ = p°)y =0, com p > 0

e inteiro.
+oo

a) Tente uma solucdo da forma ¢,(x) = ¥ ax* e conclua que
k=0

e a A
glx)=xf la; + X (—1)% 0 |—| .
=1 Hipt+lip+2y...ipt k)2

~ l ~
(Observacao. Escolhendo-se ¢, = ——, tem-se a solucao

"'pf]: b

Fo

T | ‘¥ 2k

P V2 2o Kip+ k) |-E.-|

Tal solugao Jp(x) denomina-se fungdo de Bessel de ordem p e de
1.% espécie.)
b) Mostre que é razoavel tentar-se outra solucao da forma
4oz
ga(x)=Jp(x)In x+ X bpxk—P,
k=0

(Se tiver paciéncia e tempo, vocé chegara a seguinte solugao:

L x P PSt (p—j—1) (x\
KP[_a"J:JP[_w‘.I ln_w——|—| > L
202 ]

r.:;a|'.u
I



6.

10.

11.

Tal solucao Kp(x) denomina-se fungdo de Bessel de ordem p e de

2.% especie.)

(Equagdo de Bessel de ordem a, com «a ndo inteiro.) Considere a
equacdo de Bessel de ordem a, X’y" + xy' (x* — @’) y = 0, com a ndo
inteiro. Mostre que esta equacdo admite duas solucdes linearmente
independentes, com as seguintes formas

oo oo
prxl=x% ¥ apxf e @i (x)=a7%

k=10 k=0

Considere a equacdo y" + x’y = 0. Mostre que a solucdo geral é y = k,

¢,(x) + k0, (x) onde ¢, (x) e ¢, (x) sdo dadas por séries de poténcias:
+oe +:

eix)= Y axte @)= T bt
k=0 , k=0
Considere a equacao x'y" + y' = 0, x #0. Tente solucdes da forma
4

a+ B+ T apx ¥econclua que a solugdo geral é
k=1

I l
y=x |:»5.'l sen — + &, cos —_:|.

X X

. ~ 4 ~
Considere a equacao xy" — y = 0. Tente solucoes da forma
4oz
a+ pBxr+ X ax7" e conclua que a solugdo geral é

k=1

1 1

v=x|k ex +kye ¥ | (x # 0)

Mostre que a solucdo geral de x'y" + k’y = 0, onde k > 0 é uma
constante real, é

k k
V=X |:’r"l sen — + &y cos —j| (x # 0).
x x

Mostre que a solucdo geral de x'y" — k’y = 0, onde k > 0 é uma
constante real, é



12.

13.

14.

15.

16.

k k

v=ux|keX +kre X (x =0

Seja h: I - @ uma funcdo dada e de classe C’ no intervalo aberto I,
Ig;illr X

(x) .
hix)

com h(x) # 0 para todo x € I. Considere a equacgao y" =
a) Verifique que ¢, (x) = h (x) é uma solugdo.

b) Determine a solucdo geral.

Olhando para o exercicio anterior, resolva a equacao.

2 3
a) ¥y =—y x#0 Byix"lnx)y+vy=0, x>0
x<

oy +H(2—x)v=0, x>0 (Sugestio: hix)=x e )
tlil] x(l— x] _‘;‘Ir + 2_‘," =0, = x="1.

Y

¥ e i - - ﬂ =t ' % %
e)y' =(1+2g"xpy, 0<x< By (Sugestdo: h (x) = sec x)

Seja h: I — & de classe C°, com h (x) # 0 em I, uma funcdo dada.
. ~ h"(x) i

Considere a equacao y = g (x) y, com g(x) = ; l}' iyl sendo k
X (M x)

> (0 uma constante. Verifique que a solucdo geral da equacao é

y=h () [k senp (x) + k, cos p (x)],

SN

onde p (x) é tal que p'(x) = , X
p () q )

Resolva o Exercicio 10 com auxilio do Exercicio 14.

Olhando para o Exercicio 14, resolva a equacao dada.
3
._1_
b) e*y" + (k2 —e*)y =0

a) xy" + | k== | y=0 x#0

c) x3y" + |",,rc3_1.3 _ i| y=0, x>0



17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Sejam h: I - R e p: I - R como no Exercicio 14. Seja
LN k2
hix) (hix)*’

Verifique que a solugéo geral da equagdo y" =g (x) y € y h (x) [k, er
+ k2 e _p(x)].

glx) = X € I, onde k > 0 é uma constante real dada.

Resolva o Exercicio 11 com auxilio do Exercicio 17.

Com auxilio do Exercicio 17, resolva a equacao dada.
q) x°y" — | K+ T-H | y=0, x#0

dx 2 4x
J v

bye™y — (k" + ey =0

F 50
c) x?y" — | x4+ —|y=0, x=0

Considere a equacao y" + p (x) y' + g (x) y = 0, onde p (x) e g (x) sdao
definidas e continuas no mesmo intervalo I. Determine h(x) e g(x),
definidas em I, de modo que a mudanca de varidvel y = h (x) u
transforme a equacao dada em u" + g (x) u = 0.

., |
Mostre que a mudanca de variavel b X7 0 transforma a

equagao de Bessel
-’*:."'” + '+ (? — ﬂz] y=10em P+ | w4+ — —af | w = 0.

l
4

Mostre que se y = a(x), com ¢(x) # 0 no intervalo aberto I, for uma

" x

) , ~ N
X € I, sera solucdo da equacao

solucao de y" = g (x) y, entao « = ¥

i
\

de Riccatiu' =g (x) — u’

a) Verifique que u = x >, x > 0, é solucdo da equacdo de Riccati u' =
x -2 -k
b) Resolva a equacdo x'y" = (1 — 2x) y. (Sugestdo: Veja exercicio

anterior.)



. ~ 4 4 -
Considere a equacao x y" = (1 — 2x) y. Olhando para o exercicio
24. anterior, conclua que é razoavel tentar-se solucdes da forma

-1 -2 -3
y=ax+B+ax tax +tax +..

4o
ouseja, v=ax+ g+ ¥ ax* Resolva entdo a equacdo dada.

k=1
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TEOREMAS DE EXISTENCIA E
UNICIDADE DE SOLUCOES PARA
EQUACOES DIFERENCIAIS DE 1.°
E 2.“ORDENS

14.1. TEOREMAS DE EXISTENCIA E UNICIDADE DE
SOLUCOES PARA EQUACOES DIFERENCIAIS
DE 1.2 E 2.2 ORDENS

Teorema (de existéncia e unicidade para equacgdo diferencial
de 1. ordem do tipo y' = f (x, y)). Seja Q um subconjunto aberto do

2 22 e seja f (x, y) definida em Q. Suponhamos que f e i—f sejam
continuas em. Seja (x, y,) um ponto qualquer de Q. Nestas

condicoes, a equacao

® V=)




admite uma solucao y = y (x), x €I, que satisfaz a condicao inicial
y (X)) =Y,
onde I é um intervalo aberto contendo x,.

Além disso, se y = ¢, (x) e y = «, (x) forem solugdes de (1),

definidas em intervalos abertos I, e I, contendo x,, tais que

(pl (X()) - (pz (Xo)’
entdo, paratodox €I n L,

@, (x) = 0, ().

O teorema acima, cuja demonstracao se encontra no Apéndice 1, conta-
nos que se f e i—f forem continuas em Q, entdo, para cada (x, y,) € €, a
equacao (1) admitira uma solugdo cujo grafico passa por (x,, y,). O teorema
conta-nos, ainda, se os graficos de duas solucdes ¢, e ¢, definidas em
intervalos abertos I, e I, interceptam-se em algum ponto, entdo ¢, (x) = ¢,
(x)emI n L.

EXEMPLO 1. Resolva a equacao de Bernoulli

Yy =xy.

Solugdo



yty=xy ey =-y+xy.
Seja f(x,y) = —y + xy". Temos

L — l + 2xy.
ay ’

: af . ] 2 .
Assim, f e 5y 540 continuas em 2 = R . Segue que o teorema anterior se

aplica. A funéﬁo constante
y=0

é solucdo da equacdo dada. (Verifique.) Pelo teorema anterior, se y =y (x), x
€ I, for solugdo e se, para algum x, € I, tivermos y (x,) = 0, entdo teremos

também
y(x)=0
para todo x € I. Assim, se y =y (x), x € I, for solucao da equacao, teremos:
y(x)=0paratodox €I

ou

y (x) # 0 para todo x € I.

Vamos, entdo, determinar as solugoes y =y (x), com y (x) # 0. Paray # 0, a
equacao € equivalente a

(2) {_'l:_l —x) dx + }\—2 dy =0. (Verifique.)

Fazendo P (x,y)=y —xe Q(x,y) =y , vem:



9Q 9P
dx  dy _
Q(x, vy

Logo, e * é um fator integrante para (2). Como e * # 0, para todo x, (2) é

equivalente a
e -xe)dx+e y’dy=0,

que é uma equacao diferencial exata. As solucdes y = y (x) desta equacao
sdo dadas implicitamente pelas equacoes

-1 —x -X X _
y e —xe —e’ =g,

ou seja,
| _
(3) = (c=R)
B 1+ x+ce®
Portanto,
y=0
e
I _
y=—"—"— (cER).
' I+ x+ce®
é a familia das solucbes da equacao dada.

(Para outro modo de resolucgao, veja Secao 10.5).



Nosso objetivo, a seguir, é esbocar os graficos das solucdes acima.

,.j
l
=]

Temos as solucoes

c =0

l+x+ce=0e1+x=—ce".

L
y=1l+x
o / -
i ¥
p = —ce®

Logo,

1+x+ce">0parax>a



Observe que

Temos as solucoes

1+x+ce”<0parax<a.

. 1
lm —— =+
T—at 14+ x4+ ce*

. 1
Im ———— =+4w,
x—a— 1+ x+cet

y=E——-—, ¥<a
1+ x + ce

Observe que, paratodoc >0, a < — 1.

—1<ec<0

1+x+ce" =0« para 1+ x = —ce’.

=Y




Temos
l +x+¢ce* <0 parax < 3
l+x+ce* =0 para B<x <1,
l +x+ce* <0 para x > y.

Temos as solucoes

1
y=———— x<
1+ x+cet p

] .-"".t.-"’

= e— =X
" I+ x+tcet Y
e
1

V==
1+ x4+ cet

—

/

1+x—¢€ <0 parax#D0.

Temos as solucoes



1+ x + ce” < 0 para todo x.

Temos as solucoes

1
y=—— xR
1+ x +cet

Observe que

) 1
lim ——=0
x—+m= 1+ x + cet

. 1
lim —=10
x——cee 1+ x4+ ce¥




EXEMPLO 2. Mostre que a equagao

admite solugOes distintas cujos graficos se interceptam. Este fato contradiz
o teorema de existéncia e unicidade? Explique.

Solugdo

A funcdo constante y = 0 é solucao. Separando as variaveis, obtemos as
solucoes

y=x+0c)’(c ER)
(Verifique.) E claro que os gréaficos de
y=0ey=(x+c)’

interceptam-se no ponto (—c, 0).

o>

(—¢, D) (—c, *




Este fato ndo contradiz o teorema anterior, pois

]
'3

ﬂ — ET_I'J'I L
dy

~ ] 2. af ]
ndo € continua em R : —™ & descontinua nos pontos (x, 0), com x € R.

2/3

(Neste exemplo, f(x, y) = 3y .) Observamos finalmente que

y=(x+c)’ (c ER)

é uma familia de solucGes da equacao dada. Entretanto, esta familia ndo
inclui todas as solucdes de @)! Por exemplo, a funcdo y = ¢(x), x € R, dada
por

(x)= [x3 se x=0
Pl \|~'D se x=<10

é solucdo da equacao dada (verifique) e nao esta incluida na familia acima.
Fica a seu cargo determinar outras solucoes que nao estao incluidas em tal
familia.

EXEMPLO 3. Resolva a equacao



(5] "||_J = 5vj"j‘~ v::-_, D
Solugdo
Agora, Q@ = {(x,y) € &,y > 0}.
flx,v)= 3y e 9 _ 2y~ (13
_ _ PR
sdao continuas em Q. A equacao dada é equivalente a
y®dy=3dx

cuja solucdao geral é

y=(x+c)’,x>—c(c En).

¥

Consideremos a equacao

y =Xy

2 2 3 N 3 2
Como f(x,y)=x +y e {a—{ = 2y sdo continuas em R , para cada ponto (x,,

y,) € n’® existe uma solucdo satisfazendo a condicdo inicial y (X)) = Y,

Entretanto, como ndo sabemos resolver tal equacao, qualquer informacao



numeérica sobre tais solucoes deve ser obtida utilizando métodos de Calculo
Numérico. O que faremos nos proximos exemplos é obter algumas
informacOes qualitativas sobre a solucao que satisfaz a condicdo inicial y
(0)=0.

EXEMPLO 4. Considere a equagao

y =Xy

Sejay = o(x), x € ] r, r[, r > 0, uma solucao que satisfaz a condicdo inicial
¢(0) = 0. Determine o polindmio de Taylor de ordem 3 de ¢, em volta de x,
=0.

Solugdo

O polinomio pedido é

. ffﬂ A Lo D .
Pix)=¢ )+ ¢ (0) x+ Lpi ) 2+ 2 :' ) x-.

Vamos, entdo, calcular ¢’ (0), ¢" (0) e ¢"" (0). Para todo x no dominio de ¢,
' (X) =X +¢(x).
Logo, ¢'(0) = 0, pois ¢ (0) = 0.

@" (x) =2x+ 20 (x) ¢' (x)

P"(x)=2+2¢" (x) 0" (x) + 20 (x) 0" (x).



Segue que ¢" (0) =0e ¢ (0) = 2. Entao
Px) =13
X 3 X-.

Assim, para | x | suficientemente pequeno,

~

x-. [ ]

r_"_;l_

P (x)=

EXEMPLO 5. Sejay = ¢ (x), x € ], r[, a solucdo do exemplo anterior.
Prove que, para todo x €]0, r[,

R
@ (x) = E.‘t :

Solucgdo
Seja

5
— x°,
3

gx)=e¢ (x)—
Temos g (0) = 0. Basta provarmos, entao, que
g (x)>0em ]O, r[.

Temos

g ®=¢ xx

9 (x)=x"+¢" (%)



Logo,
g (x)=¢"(x)>0em]o0, rl.

Observacao. Como ¢' (x) > 0 em ]O, r[ e ¢ (0) = 0, resulta ¢(x) > ¢ (0) =0
em |0, r].

EXEMPLO 6. Sejay = ¢ (x), x € ] —r, r[, a solucdao do Exemplo 4. Prove
que ¢ é uma funcdo impar, isto é,

¢(x)=-0 (X
paratodo x € ] -, r[.
Solugdo
Como é solucao, paratodo x € ] —r, r|,
9 ()=x"+9° (.
Segue que, para todo x € ]| -, r],
9 (x)=(=x)"[+9 (-0

Consideremos a fungdo ¢, definida em ] —r, r[ e dada por ¢ (x) = —¢ (—x).

Temos

@', (x) = @' (—x) (Verifique.)



Como

[¢ (0T =[-0(=21 = [, QT

resulta que, para todo x € ] -, r,
¢ (X)=x+9¢ (x).
Temos, ainda, ¢,(0) = —¢(-0) = 0. Segue que y = ¢, (x) € solugdo de
Y =X 4y,

satisfazendo a condigdo inicial ¢, (0) = 0. Segue do teorema de existéncia a

unicidade que, para todo x € ] -, r,
¢, (x) =0 (),
ou seja,

¢ (x) =~ 0 ().

Logo, ¢ é uma fungao impar.

EXEMPLO 7. Sejay = ¢ (x), x € ] -1, r[, a solucdo do Exemplo 4.



a) Prove que é estritamente crescente em | —r, r[.

b) Prove que ¢ tem a concavidade para baixo em ] —r, O[ e para cima em
10, rl.

Solugdo
¢ (X)=x"+¢ (x)em]-r, 1.

a) é continuaem | -, rfe ¢ (x) >0em ] r, O[ e em ]O0, r[. Logo, ¢ é
estritamente crescente em | -, r].

by 9" (x)=2x+20(x)¢" (%)
Segue que

@" (x)<0em ] -r, Of

" (x)>0em ]O, r[.

(Observe que ¢ (x) <Oem ] —r,0[ e ¢ (x) >0 em ]O, r [.) Logo, ¢ tem a
concavidade para baixo em ] —r, O[ e para cima em ]0, r{.

EXEMPLO 8. Sejay = ¢(x), x € ] -1, r [, a solugdo do Exemplo 4. Seja x,

€ 10, r[, com X, fixo. Prove que

1
@ (xp)

r=xp+



Solugdo

¢ (x) =x"+ ¢ (x) em -1, r[.

Dai

¢ (x) = ¢ (x) em I-1; .

Segue que, para todo x € [x,, rl,

@'x)
@2(x)

Dai

X oe'(t X
;'P,,{ J di= | 1ldt
Xy @) Xy

para x, < x <r. Logo, parax, < x <r,

1 1

- + = X — X,
elx)  elxg)
ou seja,
1
elx)= i .
vy + — X
@lxg)
Observe que o grafico de
1 1
hix)= O=x<x;+

1

xp+
@lxp)




(e

Portanto, r < xg + . Concorda?

¢ (xp)

Observacao. O exemplo anterior nos diz que sey = ¢ (x), x € ] —r, r[, for
solucdo de

_ .2 2
y'=x +y,

satisfazendo a condicao inicial ¢ (0) = 0, entdo r ndo pode ser igual a + .
Segue dos exemplos anteriores que o grafico da solucdo do Exemplo 4
tem o seguinte aspecto.



,—-“'

EXEMPLO 9. Resolva a equacao
y'=2yy
Solugdo

Observamos, inicialmente, que se trata de uma equacao diferencial de
2.2 ordem e nao linear. Como

o) =2y,
a equacado dada é equivalente a
y'=0)
e, portanto, equivalente a familia de equacoes diferenciais de 1.* ordem

S\ ¥ ¢l —_
(B) v=yv+c (c € R).



2
Seja f (x, y) =y + c. Temos: {;—f =2y. Assim, para cada ¢ € R, f e

2
ceR.fe ﬁT sao continuas em 2 = & . Logo, o teorema anterior se aplica as
equacgoes (&).

y=y-
A funcdo constante y = 0 é solucdo. Para y # 0, a equacgao € equivalente a

dy

= dx
y2
1 .
e, portanto, S = x + B. ou seja,
—1
'||_'- e
’ r+ B
y=0
e
_'I _
V= (BER)
’ x+ B

é a familia das solucdes de y' = y*. (Por qué?)




A equacao (&) € equivalente a

= dx

=
ye+ec

e, portanto,

"||‘1‘
—arc tg — =x + B,
A W C

ou seja,

y=4ctgie (x+B) (c>0.BER).

As funcdes constantes

—_— —_—

y=dA—cey=—-c

sdo solucdes. Para y* + ¢ # 0, (& é equivalente a

dv
— = dx
e+
e, portanto,
1 N .
—— |n ) x_;' =x+ B (verifique)
24— v+ 4/—c

ou seja,

y o — ola(x+B)
v+ao

x = -;"—f )




e, portanto,

_al+ e (x+ B)] . -
- | — gle(x+ B (@=0,B=R).

Conclusdo

y=A AE R
—1
y = (B R)
’ x+ B
y=AtgA (x + B) A=0,BE R
B Al + (_.3.4 IZ.T-I-BZI] L _
y= TAix+ B {:‘11 f’ﬂ..Bl: H}

é a familia das solucdes da equacao

y'=2yy

Sejam @, e @, duas solugdes da equagdo do exemplo anterior e definidas em
intervalos abertos I, e I, contendo x,. Observe que ¢,(x) = @,(x,) ndo

implica ¢ (x) = @.(x) em I, [ L. Por exemplo, as fungdes



er(x)=1L xR, e 7 (x)=1tg x, —

sdo solugoes de y" = 2yy' tais que

|'E .,| L |'E .,|
o1 |=ex |7}

Entretanto, ¢ (x) # ¢,(x) para todo x em }—; ;[ com x # % Contudo, se
além da condicao
0, (X)) = 9,(x,),

tivéssemos, também,

0" (x) = 9" (x,),

entdo teriamos ¢, (x) = ¢,(x) em I (] I, como nos conta 0 proximo
teorema, cuja demonstracao omitiremos. (Para demonstracdo veja
referéncias bibliograficas 26 e 29.)

Teorema (de existéncia e unicidade para equacdo diferencial
do tipo y" = f(x, y, ¥"). Seja f (x, y, z) definida no aberto Q@ ¢ &’ tal

d d : ] :
que f, ﬂ—f e ﬂ—f sejam continuas em Q. Seja (x,, y,, y,) um ponto

qualquer de. Nestas condicOes, a equacao
Y =Fxyy)

admite uma solucdo y = y (x), x € I, satisfazendo as condicoes
iniciais




y(&x)=y,ey (x)=y,

onde I é um intervalo aberto contendo x, .
Além disso, se y = @, (x) e y = ¢,(x) forem solugdes de (),

definidas em intervalos abertos I, e I, contendo x, e tais que

0 (x)=9,(x)eq'(x)=0,(x)

entdo @ (x) = ¢,(x) em I [ L.

Exercicios 14.1

1. Resolva a equacdao de Bernoulli dada. Esboce os graficos das
solucoes.

a) y'+y=xy’
b) y'+y=xy,y>0
2. Sejay = @(x), x €] —r, r[ uma solucdo da equacao
y'= x> + cos y

satisfazendo a condicdo inicial ¢ (0) = 0. Prove que ¢ é uma fungao
impar.

3. Sejay=o(x), x €] —r, r[, uma solugdo da equacao

2

y' = xey



satisfazendo a condigéo inicial ¢(0) = y,, onde y, é um real dado.

Prove que ¢ é uma funcdo par.
Seja y = ¢(x) uma solucdo da equacao

' 2
y'=x"+cosy

satisfazendo a condicdo inicial @ (0) = 0. Determine o polind6mio de
Taylor de ordem 5 de @, em volta de x, = 0.

Pode ¢ ser provado que a equacao

2
y'=x +cosy

admite uma solucao y = ¢ (x) definida no intervalo [—l l} e

il

satisfazendo a condicdo inicial ¢ (0) = 0. Utilizando a férmulha de

1 1
Taylor com resto de Lagrange, mostre que, para todo x em [— : }

I,
() — x| = L?|a| :
Avalie ¢ (x) para x = 0,01. Estime o erro.

~ ar . ,
Observacdo. Suponha que fe H sejam continuas no aberto Q <

R’ e seja (x,, ¥,) um ponto de €. Sejam a>0eb >0 tais que o

retangulo
R= {f.r. AR L= R- |.a'.;| —a=x=xptavy—bhb=y=w+ .f:}
esteja contido em Q. Seja M > 0 tal que, para todo (x, y) em &,

Lf(x, v) | = M.



Seja r > 0 tal que

r<a, Mr <b.

Pode ser provado (veja Apéndice 1) que a equacao

y'=fxy)
admite uma solucao definida no intervalo [x0 - rox, *t r] e
satisfazendo a condigdo inicial y(x,) = y,.

6. Sejay = o (x),x €] —r, r[, uma solucao da equagao

y=x+y

satisfazendo a condigdo inicial y(0) = y, com y, > 0. Prove que
1

| - p—

Yo

7. Suponha f: Q — R continua no aberto contido em B°. Seja y = ¢ (x)
definida no intervalo I e com grafico contido em Q. Seja (x, y,) € Q,

com x, € I. Prove que y = ¢ (x), x € I, sera solugdo da equagdo

I —
y = f(X’ y)
e satisfazendo a condigdo inicial ¢ (x,) =y, se, e somente se,
X
glx)=yy + J fle el de xe 1.
.TI:I

8. Determine .



X ‘Y
a) ¢ (x)=1+ J te (£) dr b)Y @ (x) =J [t + 2¢ ()] dt
(] 0

=T =
c) 4.p[.\"J=]+J 1= (g ()2 dt ) ¢:-f.rh=]+J [1+ (¢ ()] dt
0 0

9. (Sequéncia de Picard.) Considere a equacao diferencial

y'=fxy)

com a condi¢do inicial y (x)) = y,. Seja ¢, uma fungdo constante
definida no intervalo I, com x, € I, e dada por ¢/(x) = y,.

Consideremos a sequéncia de funcoes
1 Fop FL P Fpp oo

definidas em I. Suponhamos que tais funcdes sejam obtidas pelo
seguinte processo de recorréncia:

X
en+1(x)=yo+ | flt.ey (thdt n=10.
il

Uma tal sequéncia denomina-se, entdo, sequéncia de Picard para o
problema

(¥ = f(x. )

1_&‘ (xg) = ¥p-

a) Determine a sequéncia de Picard para o problema y'=y, y (0) = 1.
b) Verifique que tal sequéncia converge para a solugdo y = ¢".

10. Seja ¢, ¢, @, ..., @ , ... a sequéncia de Picard para o problema

y'=x+y,y(0)=0.



Determine ¢, 9., 9, € ..

~ af . , .
Observacao. Suponha que fe ﬂT sejam continuas no aberto Q2 e veja

(x,y,) € Q. Sejama>0eb > 0 dois reais tais que o retangulo

Xx,~a<x<x ,taey —-b<y<y +b
esteja contido em Q. Seja M > 0 tal que

lfy) =M

no retangulo citado. Seja r > 0 tal que

r<aeMr<b.

Pode ser provado (veja Apéndice 1) que a sequéncia de Picard

?, () =Y,
X
En+1lx)=yg T J fltogy ) dt. xE[xg —roxg + 1]
Xp

converge uniformemente em [x, - r, x, + r]. Pode ser provado, ainda,

que a fungdo y = ¢ (x), x € [x, — 1, x, + r], dada por

glxr)= lim ¢,(x)

fl—r + =

é solucdo da equacao

y'=fxy)

satisfazendo a condigdo inicial ¢ (x)) = y,.
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TIPOS ESPECIAIS DE EQUACOES

O objetivo deste capitulo é destacar alguns tipos de equacoes, de 1.% e
2.2 ordens, e as técnicas usualmente utilizadas para obter suas solucoes.
Sugerimos ao leitor ver, também, referéncia bibliografica [23].

15.1. EQUACAO DIFERENCIAL DE 1. ORDEM E DE
VARIAVEIS SEPARAVEIS

v
{_' — ‘.f\{ 1{'} J:'.r{ -"II"']-.
dx

Solugdes constantes

Seja a uma constante real.
v=a é solugdo < a ¢ raiz de g(y)=0.

Solugdes ndo constantes

Separam-se as variaveis e integra-se.



dy

) = f(x) dx;
gy
day r
J == | 7@ ax.
gLy

(Veja Vol. 1.)

EXEMPLO 1. Y = ;2 1,

dx
Solugdo

A equacdo ndo admite solucdo constante. Para obter as solucdes nao
constantes, separam-se as variaveis e integra-se.

dy=(x2 +1) dx;

jn’_‘u = J.{JL'E +1) dx:

3
}?=%+x+a‘.

EXEMPLO 2.y'=x (y° - 1).
Solugdo
Solugbes constantes

v —1=0ey==*l.

Assim, y = 1 e y = —1 sdo solucoes.

Solugdes ndo constantes



==y =1
dx
v
1-‘5}—1 x dx:
j ﬁdv =J..Jl’ dx.
n.‘u_l
Como
1 1
| 2 2
.
v—1 yvy—1 y+I1
resulta
rody 1 v — 1
J 5 = —1In .
yv—-1 2 v+ 1
Assim,
In _I‘=r+a
v+ 1
Logo,
_ 1+ ke

_"ll.‘

3 (k # 0). (Confira.)
1 — ke*

Se k = 0, a expressdo anterior fornece a solucao y = 1.

[ _rz
| — ket

é a familia das solucoes.



15.2. EQUACAO DIFERENCIAL LINEAR DE 1.7
ORDEM

1y
() = g(x)y + f(x).
dx

Esta equacdo € equivalente a

[g(x)y +f ()] dx —dy = 0.

Temos
9Q _ JP
ax av
- = ;'{.1{-}.-
QO (x.v) $
Logo,
i:é:' ;_J_-l gL )dx

é um fator integrante para (1). (Veja Secao 10.9.) Multiplicando ambos os
membros de (1) por (2), obtemos

d |l’_"[g (x) dx

dx

_ —|‘g (x) dx
=g -

vl fix).

(Observe que

Jlr —1 i .llrl' _" y
A |:{, Jg‘..r_n:ir ".‘:| _ |:i — e (%) "::| e “| _‘E‘I__T_ﬂ'_rr}
dx - dx .



Logo,

y= ‘E{ {:_-j "EI:I:IdX + ,r_:..l gl,.l',ll:'.!'.T J 15:]_-! ‘_Ell_t’flff_l' f{_‘f}ﬂrﬁ'.

Para outro modo de resolucao, veja Secao 10.4.

EXEMPLO. 2 = 2,y + x.

dx
Solugdo
vy = ke®* + ¥ J e x dr,
ou seja,

2
}_1 = k{;.T" —

b | —

15.3. EQUACAO GENERALIZADA DE BERNOULLI

Por uma equacdo generalizada de Bernoulli entendemos uma equacao
do tipo

_ Iy
A Hiy) 2L = o(x) h(y) + F(2).
dx

A mudanga de variavel u = h(y), y = y(x), transforma (1) na equacao linear
de 1.% ordem

i
== g(x)u+ fix).
dx



EXEMPLO 1. Mostre que a equacao de Bernoulli

Tv
i = g{;“ v+ f‘[l} P,
dx ’ ’

onde o é um real dado, coma # 0 e a # 1, é do tipo (1.
Solugdo

Se a > 0, a equacdo admite a solucdao constante y = 0. Para y # 0, a
equacao € equivalente a

(1—a)yv™ ? =(1—a)gx) V' "+ 1 —a) f(x)
dx

1 - «a

que é do tipo (1) com h(y) = y' ~ * A mudanca de varidvel u = y

et

transforma a equacao dada na equacao linear de 1.* ordem

du =(l —a)g(x)u+(l —a) flx.
dx

EXEMPLO 2. Resolva & = y 4+ ¢=3xy4.

dx

Solucgdo

A funcdo constante y(x) = 0, x € R, é solucao. Para y # 0, a equacao é
equivalente a

y dy
—3y—4 {f_ = -3y~ — 373,
dx



que é do tipo (i) com h(y) = y °. Fazendo a mudanca de variavel u =y,
obtemos

i
— =3y — 373,

dx

cuja solucéo geral é u = (k — 3x) e “x. Dai,

S3X
v = ‘
’ k—3x
Assim,
y()=0
e
e
VIiX) = 07—
' 3k — 3x
é a familia das solucdes.
]
EXEMPLO 3. Resolva
dy 1 3 i T T
—=—tfgytaxisec x>0 e ——<y<—.
dx X 2 2

Solugdo

A equacdo dada é equivalente a



dv 1
cos y— = —sen y+ X3,
dx X

que € do tipo (1) com h (y) = sen y. A mudanca de variavel u = sen y a
transforma na linear

du i 3
—=—+x",a>=0 e —-1=<u<1,
dx X

4
cuja solucdo geral é y = kx + TT A solucdo geral da equacdo dada é entdao

a9

x4
v = arc sen (kx + —).
o

Observe que o dominio de cada solucdao é um intervalo aberto I, contido no
4
semieixo positivo dos x, tal que —1 < jx + AT < 1, para todo x € I.

3

|
EXEMPLO 4. Seja
(cos v) ﬂ _xay + X3,
T odx X
Determine a solucdo que satisfaz a condicao inicial y(l) = %T
Solugdo
Como o grafico da solucdo pedida deve passar pelo ponto (I, %‘TL
~ : - o 3w,
podemos, entdo, supor x> 0e — < p<2T A condicdao — < y< = ¢

T E - al - 3
= F= = =



: T . ~
equivalente a — < y — m< —. Fazendo y — m = v a equacao se transforma
2 2
em
av sen (v +
—cos v+ m) = ( }+.1r1
dx X
que € equivalente a
du sen v 2 ) s T
—cos v = —x, x>0 —<v<—
dx X 2 2

Procedendo como no exemplo anterior, obtemos

4
y = + arc sen (kx — 'T}.

Fica a seu cargo verificar que

(x + 2x%)
V= —arcsen | ————

satisfaz a condicdo inicial y (1) = %T

Para encerrar a secao, damos a seguinte

DICA. Considere a equacao

ﬁ =alx) h] (vy+ b (x) h? (v).
dx ' -

Divida por h.(y) e verifique se ¢ do tipo (1. Se for, resolva. Caso contrario,

s

divida por h.(y). Se for do tipo (1), resolva. Caso contrario, use a sua



criatividade!

15.4. EQUACAO DE RICCATI

2

. d ! 2
(1) % = flx)y + glx)y= + hix).
ax

Se h(x) for identicamente nula, entdo (1) sera de Bernoulli. Suponhamos que
seja conhecida uma solugdo y, =y (x) de (1. Entdo

dy, -
— = f(x)y; + g(x)yi + hix).
dx

(3
A

Subtraindo (2) de (1), vem

d
2o T = SE =)+ g (v =) 0+ ),
ax

ou seja,

d
o [y = wl = flx) (y—y)+glx) (y —yp) (y =y + 2y
ax

Logo, y — y, é solugdo da equagdo de Bernoulli

dz

=[f(x) + 2yg(x)]z + g(x)z2.

Sy

Ay

Logo, a solucdo geral de (1) é

y=y,tz,

onde z é a solucao geral de (3).



Observacao. Outro processo para se chegar em (2) é o seguinte. Fazendo

em (1) a mudanca de variavel

Y=y, tz
resulta

dvy . dz

dx dx

e, portanto, tendo em vista (2),

dz

=[f{x)+ 2vglx))z + g{x}:j.
dx

Conclusao. Se for conhecida uma solugédo particular y, = y (x) de

mudanca de variavel

y=y tz

transforma (1) numa equacao de Bernoulli.

EXEMPLO. & — 4+ 2 —1— 4.

dx

Solucgdo

= f(x)y + f(0z+ g(x) OF + 2yz + 220 + h(x)

1), a

L)}

Por inspegdo!! verifica-se que y, = 1 € uma solugdo. A mudanga de

variavel

y=1+z

transforma a equacdao dada na de Bernoulli



dz
=14+ 2x]z + xz2,

dx
cuja solucdo geral é
= E—ulalil + 2x)edx Ik — J" (}J'IZJ + 2x)dx x dx].
ou seja,
71 = el = 2% [k — J xe® +32) gy],

Portanto,

i f,u:_r+_r3' .|1

) L — J _Wn:_r + 1) dx
e

y=1

é a familia de solugdes da equacao dada. (O calculo da integral que ocorre
na familia acima fica para o leitor.)

15.5. EQUACAO0 DO Trro y' = f (ax + by)

— iy .
(1) A flax + by).
- dx ’

onde a e b sdo constantes ndao nulas. A mudanca de variavel



1
u=ax+ byou y= E_ (4 — ax), com u = u(x),
7

transforma (1) na equacao de variaveis separaveis
L,
— (' —a)= fiu).
b

EXEMPLO. y' = x" + 2xy + y".

Solugdo

Observe que se trata de uma equacdo de Riccati. Tal equacdo é
equivalente a

o 2
y'=x+y).
Fazendo
u=x+youy=u-x,
resulta
u—1= uz,
ou seja,
di =14+ u.
dx

Separando as variaveis e integrando, obtemos

arctgu=x+c



e, portanto,
T T
H=to(x+¢), com ——=< x + ¢ < —,
- 2 2
Assim,

y=-x+ig(x+o)

é a familia das solucdes da equacao dada.

15.6. EQuAcAoDpoO Trroy' = f (ax + by + ¢)
A mudanca de variavel

1
u=ax+by+cou y= 5 (4 —ax — c).
¥

com u = u (x), transforma a equacao dada em uma de variaveis separaveis.
Se ¢ = 0, estamos na equacado da secdo anterior.

b
]

15.7. EquacAoDpo TIPO y' = f f f |
@ y=1r | %|

Facamos a mudancga de variavel

-1"\ —

X

U, ou seja, y = xi

com u = u (x). Temos y' = u + xu'. Substituindo em (1), resulta



d
x = flu) — u,
dx

que é de variaveis separaveis. Fica a seu cargo verificar que toda equacao
do tipo

dy  M(x. v)

dv  N(x, v) ‘

onde M (x, y) e N(x, y) sdo homogéneas do mesmo grau, pode ser colocada
na forma (1).

EXEMPLO. Resolva
———.xF0e x+y+0.
Solugdo

Temos

A mudanca de variavel y = xu transforma a equacao dada na de variaveis
separaveis

.
du -

't'_:

dx u+1

— M.

Separando as variaveis, obtemos

I.l + l .I du = —]— dv.
| |
\ U/ X



Dai, u +In |u|=—In | x | + k. Segue que as solucdes y = y(x), com y(x) # 0,
sdao dadas implicitamente pelas equacoes

y+xlnly| = kx.

l||"|
Da expressao acima, podemos expressar x como funcdo de ¥ : ¥ = —nlvl -In v

Observamos que a equacdo admite, também, as solucGes constantes y(x) =
0,x>0,ey(x)=0,x<0.

Cax + by + ¢ )

15.8.  Equaciopo Tiro y = f
mx +ny+p)

\

f [ oax + JrJ_‘l.‘ +c |

C\mx+ay+p

1.° Caso
Existe A real tal que
m = Aa e n = Ab.

(Esta condicdo é equivalente a

a b

=)
m n

Neste caso, a mudanca de variavel

1
u=ax+ by ou y= 5 (1 — ax),
?



com u = u (x), transforma (1) na equacao de variaveis separaveis

du ‘ w4+ c ‘
—— a=h .
dx LAu+ p
2.° Caso
a b
# (.
m n
A equacdo (1) € equivalente a
_ [ ax + bv+c
PP CLL LR PR

L mx +ay+ p

Facamos a mudanca de variaveis

]' u=ax+bv+c
1L' =mx + ny+ p.

Segue que existem constantes A, B, C, M, N e P tais que

J' x=Au+ Bv+C
1}-‘ =Mu+Nv+ P

e, portanto,

dv= Adu+ Bdv
dy=M du + N dv.

Substituindo em (2), vem

Mdu+ Ndv=Ff | d | (A du+ B dv),
LV



que € equivalente a

@
|
I
|
o
|

dut Bf | u | _N v )

A mudanca de variavel

i
— = §, comds = 5{i).
1:‘

transforma (3) em uma equacao de variaveis separaveis.

15.9. EQUACAO0DO T1ro xy' =y f (xy)
® xy' =y filxy),x #0.
Facamos a mudanca de variavel

u=xy.

Temos

|'.F-__';'|

' =y+xy'.

Multiplicando ambos os membros de (1) e ambos os membros de (2) por x,
resulta

Xy'=xy f(xy)



2 :
Xy=xu'—xy.

A equacgado (1) transforma-se na de variaveis separaveis

xu'—u=uf ().

EXEMPLO. (\/xy — ) xy' — (\/xy + )y =0, com xy #1 e xy> 0.
Solugdo

_ Jxy 4+ 1
e _,'E':';-‘I — }.1 'I.|. [

Ny — 1

|':'_.a|

A mudanca de variavel u = xy transforma (2) em

Ju+ 1
xu' =+ u— :
Vi — |
ou seja,
du 2+u
vV — = U — :
¥ A — 1

Separando as variaveis e integrando, resulta

“¥
v s
nL+ —=c
X --.u-'.‘l."_"r‘

15.10. EQUACAO DO TIPO & = f(x)(ouy” = f(y))

@ ¥ = f(x).



Seja x = x (t), t € I, uma solucdo de (7). Multiplicando os dois membros de
(1) por x, obtemos

x— flx) x =0,

Seja U(x) uma primitiva de —f (x). Temos, entdo,

7| &2 :
“ {1_ + U _r}} = Xt — f(x)x

di | 2

Portanto, para todo t € I,

g
41X L pwl=o.
dr| 2

Logo, existe uma constante c tal que, para todo t € I,

)

UM =c

=

|'-l__';'|
W

que € uma equacao de variaveis separaveis.
Algumas informacoes qualitativas sobre a solucao x = x (t) podem ser
obtidas através de (2).

EXEMPLO. Uma particula de massa m = 1 desloca-se sobre o0 eixo x sob a
acdo da forga resultante _g,5 7 Sabe-se que x(0) = 0 e & (0) = +/2.

a) Determine o valor maximo de | x |

b) Determine os valores maximos e minimos de | x|

c) Descreva o movimento.

d) Estabeleca uma formula para o calculo do tempo gasto pela particula
para ir da posicao x(0) = 0 até a posicao que a velocidade se anule pela
1.2 vez.



Solugdo

Pela 2.7 lei de Newton,
F=—6x.
Sendo f(x) = —6x’, teremos —f(x) = 6x”. Assim,

U(x) = x°.

Segue que

Como i(0) = 2 e x(0) = 0, resulta c = 1. Assim, para todo t,

" |

X +x0 =1,
2
ou seja,
® (2 4 246 = 2
a) O valor maximo de | x | ocorre quando i = 0. Logo, o valor maximo de | x
é 1.

b) O valor maximo de | i | ocorre na posigdo x = 0. Logo, o valor maximo é
4/2. O valor minimo ocorre quando | x | for maximo. Logo, o valor
minimo de | i | é zero e ocorre nas posi¢des 1 e — 1.

c¢) A particula descreve um movimento oscilatdrio entre as posicoes 1 e — 1.

d) Segue de (3) que



. : . : a o
Sejat, > 0 o instante em que a particula atinge pela 1.% vez a posigédo x = 1.

Entao,
x(t) > 0 tem [0, ¢t ].
Segue de @) que
D _ a6,
dt "

A fungédo x = x(t) ¢é estritamente crescente em [0, t ]; logo, inversivel. A
derivada da inversa t = t(x) é:

dr 1 0<x <1
e a—ox6
Assim,
ﬁJ 'I
= J — dx.
0 /2 —2x8

Wy

(Observe que se trata de uma integral impropria convergente:

-l 1 -l 1 ™
J : M%J _ dx = —.,
0 H::l — xb 0 .1 — x2 2 |

Sugerimos ao leitor rever os Exemplos 6, 7 e 8 da Secao 10.10.

15.11. EQUACAO DIFERENCIAL DE 2.? ORDEM DO
TIPO F (x,y',y")=0



0 Fix,v'.y")=0.
A mudanca de variavel

y'=u(u=uX)

transforma a equacao em uma de 1.* ordem.

EXEMPLO. xy" + y = 4. A mudanca de variavel y' = u transforma a
equacado na de 1.* ordem

xu'+u=4.

Achada u = u(x), por integracdao obtém-se y = y(x):

y=fu(x)dx

Logo, u(x)= 4+ e v=4x+clnx.
X

15.12. EQUACAO DIFERENCIAL DE 2.2 ORDEM DO
Treoy" =f(y)y’

A Vi=Ffwy
onde f é suposta definida e continua num intervalo J. Seja F : J — R uma
primitiva de f, isto é, F' = f em J. A equacao (1) é, entdo, equivalente a

equacgao

@ ¥ =1F),



pois
LFO)] F' ()y' =) y'.
A equacao (2) é equivalente a familia de equacoes
y=FQy+AAER),
que sdo de 1.% ordem e de variaveis separaveis.

EXEMPLO. Determine uma solucdo da equacao

nmn — 2 !

y =yy
que satisfaca as condicdes iniciais

, I
yO)=1¢e y(0) =

Solugdo

que € equivalente a

3

' V-
V=2 4+ A

S

Tendo em vista as condicOes iniciais, resulta A 0. Assim,




Separando as variaveis e integrando, obtemos

[ g%
L) I —

x+ B

I~

Tendo em vista a condicao inicial y (0) = 1, resulta B = ——. Assim,

b | —

é uma solugdo do problema.

Observacao. Se em lugar de (1) tivéssemos

|':'::;'|
W

i= ()i

o procedimento seria evidentemente o mesmo: (3) € equivalente a

i=Lira.
dt
onde F' = f; dai
i =F(x) + A,
ou seja,
ax F(x)+ A,
dt

que é uma equacao de 1.* ordem de variaveis separaveis.



15.13. EQUACAO DIFERENCIAL DE 2.2 ORDEM DO
Tiroy” =f(y y')

Observe que
Vi=fy)

é uma equacdo diferencial de 2." ordem em que a variavel x ndo aparece
explicitamente. As equacoes tratadas nas Secdes 10.7, 15.10 e 15.12 sdo
deste tipo.

Para estudar esta equacdao sera conveniente transforma-la em um
sistema de duas equacgbes de 1." ordem. A equagdo (1) é equivalente ao

sistema

i P

(Y=p
’ 1p' = fo. p).

f;;]

Observe que se y =y (x), x € I, for solucdo de (1), entdo

| |
LS ]

o~ [v=v(x)

L3 \]F — _"fr{."-'} Y = I

f;ﬂ

sera solucdo de (2). Por outro lado, se (3) for solucdo de (2), entdo y = y (x), x
€ I sera solucdo de (1). Vamos, agora, reescrever (z) na forma

v
i dx !
[&}
{
f_ii — xf{}h I}L
L dx

Multiplicando a 1." equacdo por f (y, p) e a 2.” por p e comparando, obtemos



o :- /
p L= p L.
dx dx

Segue que toda solucao

(v = y(x)

1 p = pix) !

im

X

de (@) sera, também, solucdao da equacao

p dp ={f(y, p)dy.

A importancia deste resultado reside no fato de nos permitir abaixar a
ordem da equacao. Vamos, entao, destaca-lo.

® Y =y,
Se y =y (x) for solucdo de (1), entdo
[y = y(x)
lp =y

sera solucao de

p dp = f(y, p)dy.

(Veja Secao 10.7 para outro modo de resolucao.)

EXEMPLO 1. Seja a equacgao



y'=yy'ty.

Seja y = y(x), x € I, uma solucdo desta equacao tal que y' (x) + 1 > 0 para
todo x € I. Mostre que existe uma constante c tal que, para todo x € I,

F-\.ﬂ

V—In(+1)— ? = .
Solugdo
y'=f0y)
onde
fOY)=yy' +y.

Seja, entdo, y =y (x), x € I, uma solucdo. Segue que

[v=y(x)

1p=yx) xel

é solucdo da equacao
pdp=(yp +y)dy,comp+1>0,

que € equivalente a

p
p+1

dp =y dy

ou



] —

1 dp = vy dy.
P )

Dai, existe uma constante c tal que, para todo x € I,

-

p—ln{p—H}=%+c.

ou seja,

o)

V-—In(y+1)——=c n

¥
o

EXEMPLO 2. Suponha que uma particula desloca-se sobre o eixo Ox e
que o movimento seja regido pela equacao

¥ =xx+ x

Suponha, ainda, que x (0) > 0 e 1 (0) > 0. Seja x = x (t), t € I, a posicado da
particula no instante t, onde I é um intervalo contendo 0.

a) Prove que, paratodot € I, comt > 0, 3 (t) > 0.
b) Expresse a posicao x em termos da velocidade v.

Solucao
a) Suponhamos que exista t, € I, t, > 0, tal que x (t,) = 0. Seja
T=inf{t, €Lt >0]x(t)=0}.
E claro que T > 0. (Observe que pelo fato de j ser continua e i (0) > 0,

existe t, > 0 tal que x (t) > 0 em [0, ¢,].) Segue que x (t) > 0 em [0, T [.
Como ¥ (t) > 0 em [0, T [ (por qué?), resulta x(T) > & (0) > 0. Pela



conservagdo do sinal existira, entdo, T, > T tal que x (t) > 0 em [T, T|] e,

assim, T ndo podera ser o infimo do conjunto.
Logo, 1 (t) > 0 paratodot € I, comt > 0,

b) Segue do exemplo anterior que, paratodot € I, t > 0,

[ g%

X

'l. — In {'l.+ l}—T:['

|

para alguma constante c. (E claro que = vo — In (vg + 1) — o

x(0) e v, = & (0).) Dai, para todot € I, t > 0.

,onde x, =

]

x = \f-"ﬁl' —2In(v+1)—2c.

onde y =v.

EXEMPLO 3. Considere a equagao

y"=3y.

Esboce o grafico da solucao y =y (x) que satisfaz as condicoes iniciais y (0)
=2ey'(0)=4.

Solugdo
y" =3y

Sejay =y (x), x € I, a solucdo procurada. Para todo x € I,



(y=y®

L::r =y (x)
é solucdo da equacao
p dp =3y’ dy.
Integrando, obtemos
Segue que, para todo x € I,
WP .

]

Tendo em vista as condicdes iniciais, ¢ = 0. Como y' (0) > 0, a fungdo
procurada é solucdo da equacao

Como y (0) = 2, podemos supor y > 0. A equacdo acima € equivalente a

£ {
y= 32 gy = 2 dx

e, portanto,

ou seja,



Como y (0) = 2, resulta 4 = —./2_ Portanto,

.

(Sugerimos ao leitor resolver o problema pelo método da Secao 15.10.)

15.14. REDUCAO DE UMA EQUACAO LINEAR DE 2.2
ORDEM DO TIPO y = g () AUMA EQUACAO
DE RICCATI

® y=gmy.

onde g (t) é suposta definida e continua num intervalo I. Sejay =y (), t € I,
uma solucao de (1). Suponhamos que

y()#0emJ,

onde J é um intervalo contido em I. Vamos mostrar que



= ﬂ re J
vit)

€ uma solucao da equacao de Riccati

@) =g () —us.
De fato,
v :
yooo
dai
y = uy + uy

e, portanto,

V= dy + uy.
Substituindo em (1) e simplificando, obtemos (2).
Fica a seu cargo verificar que se

u=u(t),tel

for solucao da equacao de Riccati (2), entdo

j wir) de

Sy

sera solucao de (7).

EXEMPLO. § = (1 + 12)y.



Solugdo
Consideremos a equacao de Riccati
(4) =1+ —u.
Verifica-se por inspecdo que u = t é solucdo de (@). Tendo em vista (3),
. i 1272

:'L'=f.’

é uma solucdo da equacdo dada. Pela férmula de Abel-Liouville (veja Secao
13.2)

dai

Fica a seu cargo concluir que
219 2
y=e¢!"/° IE’ = dt

é outra solucdo da equacdo dada, linearmente independente com (5). A
solucdo geral da equacao dada é

y=e?'2[A+ B j:?_!z ],

[ 2 L] . . . . .
onde J ¢~'" dt estd indicando uma particular primitiva de ,~1*_



Observacao. Como

J|} e dr

é uma particular primitiva .—t*_a solucdo geral pode ser dada na forma

279 H 2
y=el"l= {fi + B J e T -:IT}. [ |
0

15.15. REDUCAO DE UMA EQUACAO DIFERENCIAL
LINEAR DE 2.2 ORDEM DO TIPO
y+p@)y+¢q()y=0AUMADA FORMA
y=g @y

(1) V+ pyv+ g(t)y=0,

onde p (t) e g (t) sdo funcdes dadas, definidas e continuas num mesmo
intervalo I. Fagcamos

onde u =u (t) e v=v (t). Temos

v =uv+ uv

¥ =uv + 2uv + wuv.
Substituindo em (1), obtemos

(2) iv+[2v+pyvia+[V+p)v+qg)viu=0,



Vamos, agora, escolher v = v (t) de modo que

v+ p(yv=0.

Basta, entdao, tomarmos

Fp i)
-~ dt
v =g ) 2
rp) . . : . !
onde J 2" 4 indica uma particular primitiva de 1Y)
2 2
s pit)
__pr (1) E_} 7 dt
2
e
. rpit)
:|:_ P pj{f]l:| {J—J > df.
2 4
Substituindo em (2) e simplificando, resulta
; ot 2(t
”J{_I}{}_p ( }wm}“:{]
2 4
ou
u=gl(r)u
onde

Sy

g (1)

q (7).

. q
_plny  pln
= p + 2

e

Conclusao. A mudanca de variavel

. Temos



it
— IPT ar
y=ure toL

transforma (1) na equacao
=g (t)u,

onde g (t) é dada por (3).



Apéndice
1

TEOREMA DE EXISTENCIA E
UNICIDADE PARA EQUACAO
DIFERENCIAL DE 1.* ORDEM DO

TIPOy'=f(x,y)

Al.1. PRELIMINARES

Lema 1. Seja a equacao
D) v =flx,y

. 22 o4 , )
onde f: QCR R € continua no aberto Q. Seja (x,, y,) € Q.
Nestas condicdes, y = y (x), x € I, serd uma solucao satisfazendo a
condigdo inicial y (x,) = y,, com x, no intervalo I, se, e somente se,




X
vix) =yg+ j fls. v)(s)ds
.TD

para todo x € I.

Demonstracao
Se y =y (x), x € I, é solucdo de (1), entdo
Y=y X))

para todo x em I. Como estamos supondo y (x ) = y,, vem
X
vix)=y, + L S8,y (s) ds
o
para todo x em I. Reciprocamente, se
X
yi(x) =y + J‘l_ fls.y () ds,x €1,
o
entao teremos
y (X)) =Y,

e, pelo teorema fundamental do calculo,

Vi) =fla.y(x)).x €L



Lema 2. Sejaf: Q € B° - R, Q aberto, uma funcio continua e tal
. . , :

que —r;:‘ seja, também, continua em Q. Seja (x,, y,) € Q. Sendo Q
Iy

aberté, existem a > 0 e b > 0 tais que o retangulo
Q={(xy)|x,~a<x<x +a,y ~b<y<y +b}

esta contido em Q. Nestas condicOes, existe uma constante K > 0
tal que

[fy) - fxYy)|I<Kl|y ~y,|

quaisquer que sejam (x, y,) e (x, y,) no retangulo Q.

Demonstragdo

- af o R
Da continuidade de S, em Q2, segue a continuidade no retangulo Q;
pelo teorema de Weierstrass, existe uma constante K > 0 tal que
af

oy

para todo (x, y) em Q. Sejam (x, y,) e (x, y,) dois pontos quaisquer de Q.
Temos, pelo TVM,

: 7
fly) —flx, y) = i (x, s) (¥ —¥2)
ay




para algum s entre y, e y,. Assim,

G y) = f @y [ <Ky =yl

Lema 3. Sejaf: Q € R* — R, Q aberto, continua e seja (x, ¥, €

Q. Sejam a > 0 e b > 0 tais que o retangulo
Q={(x,y)|x,~a<x<x,+a,y, —~b<y<y +b}
esteja contido em Q. Seja M > 0 tal que
[f(x,y) | <M, em Q.
(Tal M existe, pois f é continua em Q.) Seja r > 0, tal que
r<aeMr<hb.

Sejay =y , (X),x,—r<x<x, +r, continua e cujo grafico esteja

contido em Q); seja
Y. =y (X),x, ~r<x<x +r,

dada por

~X
YalX) = ¥yo + Jr JUs. vy—q (5)) ds.
*0

Nestas condigoes, o grafico de y =y (x) também esta contido em

Q.




Demonstragdo

Para provar que o grafico de y_esta contido em Q, ¢ suficiente provar

que

ly X)) —y,I<b

para todo x € [x, —r, x, + rl.

- ¥

Temos, para todo x € [x, —r, x, +r],
rx
@) =yo = | f(s. ypm1 () ds
X
0

e, portanto,

Yu(¥) = yo | =

Como, para todo s € [x, —r, x, +r],

(s, ., () €Q,



resulta

{5y, ) [<M

para todo s € [x, —r, x, + r]. Logo,

=

YalX) = Yo

rX

J M ds
.TD

para todo x € [ x, =, x, + rl. Dai, para todo x = [x,—nrx,+r],

|y, (X)) —y, s M[x—x,|
e, portanto,

¥,(x) — vo| = Mr<b. -

. 2 .
Sejam f : Q € B - R, r > 0 e (x, y) como no lema anterior.

Consideremos a funcdo constante
Y (X) =y, x€[x,—r,x +rl
A fungdo y(x) = y, € continua e seu grafico esta contido em Q.

Consideremos, agora, a sequéncia de fungdes (y (x)) ., definidas em [x, —r,

x, *+ r] e dadas por

y,X) =y,



P
Vulx) = yp + J flx, yp—1 (s ds,n=1.
.TD
(Observe que, para todo n > 1, o grafico de y esta contido em Q.) Tal

sequéncia de funcdes denomina-se sequéncia de Picard para o problema

Y= fxy)

(1) |
- ] Y{Xg) = Vy.

Provaremos, na proxima secdo, que a Sequéncia acima converge
uniformemente a uma fungdo y = y(x), x € [x, — r, x, + r], e que esta fungdo

é uma solucao do problema (1).

Al.2. TEOREMA DE EXISTENCIA

Sejaf: Q € B* - R, Q aberto, e seja (X, ¥,) € Q. Suponhamos que f e
ifo. , . ~ .
r]; sejam continuas em Q. Sejam r e Q como no Lema 3 da secdo anterior.
ay
Seja K como no Lema 2. Nosso objetivo, a seguir, é provar que a sequéncia
de Picard

Yol*) = ¥g

X
Vulx) = yp + J flx, va—1 (s)) ds
.TG

converge uniformemente convergente em [x, — r, x, + r].

Consideremos a série

o0
(2) Yo T ”E_ l [_"--‘”{.1"}— Vo1 {.r}] :

|'F; 1]

Observamos que, para todon > 1,



H
ValX) =y + ;E | [}’;;-f-‘f} — ¥ (x)|. (Verifique.)
Deste modo, a sequéncia (1) sera uniformemente convergente em [x, - r,

x, + r] se a série (2) o for. Basta, entdo, provar que

+ 00
% [}FH{'” V-1 {*}"}]

n=1

Sy

é uniformemente convergente em [x0 —r,x, t rl.

Seja M o valor maximo de

[ Y,() = y,(X) |

em [x, — r, x, + r]. (Tal maximo existe, pois y, e y, sdo continuas.)

Segue do Lema 2 da secdo anterior que
| f (5. Val8)) — fUs, v, () =K |_v“.{5]| — Vp— ll[s}|

para todo s € [x,—r, x, + r].

Temos

X
Valx) — yy(x) = j [ f(s, vi(s))— fis, vol(s))] ds.

T

Dai, para todo x € [x,—r, x, + ],

Valx) — yy(x) ds

.
]

X
= ‘ 'Ln ‘f{s. vi(8)) — f(s, wols))

tendo em vista (@),



ds

X
),
i

Volx) — wylx) vi(s) — wyls)

e, portanto,
® | o) — yy(x) | = MK | x —x; |

para todo x € [x, — r, x, + r]. (Lembre-se de que M ¢ o valor maximo de |

y,(s) —y,(s) | em [x, — r, x, + r] e, portanto, neste intervalo,

1Y,(8) = y,(s) | < M.)

Temos

X
V3x) — wolx) = J [f(s.v2(5)) — f(s.v)(5))] ds.
.TD

Segue que, para todo x € [x, —r, x, + r],

X
Valx) — valx) | = ‘ L K| vals) — yy(s) | ds
: 2 . V2 )
e, tendo em vista (5),
s X
V3lx) — wmix) | = MK~ ‘ L 5 — Xy ds
] 0

e, portanto, para todo x € [x, —r, x, +r],

2

X — .1['0_|

| v3(x) — wo(x) | = MK? . (Verifique.)

2

Prosseguindo com este raciocinio, conclui-se que



n—1

B N S 1
|y, (x) = v, () | = MK %

para todo x € [x, = r, x, + r]. Como, neste intervalo, | x — x| <r, resulta

~yfi— |
| 3 (8) = v, ) | < M (BT
(n—1)!
para todo natural n > 1 e para todo x no intervalo [x, — r, x, + r]. Como a

série numeérica

+w {Kr‘}”_]
H=] {”_I}I

é convergente (verifique), resulta, pelo critério M de Weierstrass, que a série

+ oo
3

n=1

[.‘"\.ri'{"".} — Vn— ]{'1'.}]

é uniformemente convergente no intervalo [x0 —r,x, t rl.

Segue que a sequéncia de Picard

|'d_‘.| i

X
6) Vulx) = yg + J f(s, vp—1 (5)) ds

*o
converge uniformemente em [x, —r, x, + r]. Sejay = y(x), x € [x, —r, x, +
r], dada por

@ vix) = lim y,(x).
H—+

Vamos provar que, para todo x € [x, —r, x, + r],



X
vix) =yy + L f s, v(s)) ds.
0

Segue de (&) que, para todo x no intervalo [x, — r, x, + r],

X
lim vy (x) =y, + lim j f(s5.y,—1(5) ds
n—s 4o : n—+= 'I(]I ’

e, portanto,

X
8/ yix) =y + lim (5, vy 1(s)) ds.
n—+=dx,

Para podermos permutar os simbolos

] x
lim o I
n—tw Xy

vamos precisar provar a convergéncia uniforme, em [x, —r, x, + r], da

sequéncia
f(s,y,,(s),n=1

E de imediata verificacdo que o gréfico da funcdo y = y(x), x € [x, -1,
x, + r], dada em (7), esta contido no retangulo Q. (E s6 observar que y.(x) €
[y, = b, y, + bl, para todo natural n e para todo x € [x, = r, x, + r], e lembrar

que y(x) é o limite de y (x) para n tendendo a + .)

Segue, entdo, de @) que

1105, Y,,) = f(s, () [< K]y, ,(s) = ¥(5) |



para todo n > 1 e para todo s no intervalo [x, — r, x, + r]. A convergéncia
uniforme de f (s, y__,(s)) a f (s, y(s)) segue, entdo, da convergéncia uniforme

de y (s) a y(s). Resulta, entdo, de (&) que

-
vix) = vy + J [ lim [ (s, _";‘H_j{.'i}}:| ds

.TD n — -t
e, portanto,

A X
y(x) =y + J1r fis vis)) ds
*o

para todo x € [x, —r, x, + rl], pois
lim  f (s, y,—1(s) = f(s ws)).
n—+%

Segue do Lema 1 da segdo anterior que y = y(x), x € [x, = r, x, + r], é

solucdo da equacao

y'=fxy)

e satisfaz a condigdo inicial y(x ) = y,.

Demonstramos, assim, o seguinte

Teorema (de existéncia). Sejaf: Q € B° —» R, Q aberto, e seja
if ,
(x, ¥) € Q. Suponhamos f e r]— continuas em Q. Nestas
ay
condicOes, a equacao

y'=fxy)




admite uma solugéo y = y (x) definida em um intervalo [x, —r, x, +

r] e satisfazendo a condigdo inicial y (x,) = y,.

Al1.3. TEOREMA DE UNICIDADE

Teorema (de unicidade). Seja f: Q € B° - R, Q aberto, e seja

i
(x,, y,) € Q. Suponhamos f e ]—: continuas em Q. Sejam

Yy, =y,X),x €1,

Y, =y,(x), x € J,

onde I e J sdo intervalos abertos contendo x, duas solugbes da

equacao
y'=fxy)
e tais que
Y,(%) =Y,(x)) =¥,

Nestas condicOes, existe d > 0 tal que




y,(X¥) =y,(x) em [x, —d, x, + d].

Demonstragdo
Seja Q o retangulo
X,~as<x<x,tay —b<y<y +b.

Da continuidade de y, e y, segue que existe d > 0, com d, < q, tal que

.y, () e (x,y, (%)

pertencem ao retangulo Q, para todo x no intervalo [x, — d,, x, + d,]. Pelo
Lema 2 da Secdo Al.1,

| (s, y,(8) = (S, y,(S) [ <Ky (s) —y,(9) |
para todo s € [xO —-d, X, + d ]. Tomemos d > 0 tal que
d<d eKd<l.

Comoy, =y, (x) ey, = y,(x) sdo solugOes da equagdo tais que y (x,) = y,(x,)

= y,, resultam

=X
yilx) =yg + J fis, v(s) ds
'rl:l



X
Valx) = vp + Lﬂf{s, val(s)) ds

para x € [x,—d, x, +dI.

Segue que
X
yix) — x| = ‘ j o | 218) = fls, yp(s)) | ds
0
para todo x € [x, - d, x, + d]. Dai
X
(1) yilx) — wmix) | = K‘ _L Vi(s) = yols) | ds | .
i

Seja, agora,
M, =max {|yx) -y, | xE€[x,~d x,+d]}.

Assim,

|¥1(5) = »(9) | = M,

ey
R

para todo s € [x, — d, x, + d]. De (1) e (2),

|y, (%) = y,(x) | <KM, [ x = x|
e, portanto,
|y, () —y,(x) <KMd

para todo x € [x, — d, x, + d]. Logo,



M, < KdM,,

pois M, é o maximo de |y (x) — y,(x)| em [x, — d, x, + d].
Se M, # 0, resulta

1 <Kd,
que contraria a escolha de d. Dai M, = 0. Logo,
[y, () —y,(x)[=0
em [x, — d, x, + d] e, portanto,
¥,(%) = y,(x)

neste intervalo.

Corolario. Nas condicoes do teorema anterior, se

y,=y,(Xx),x €1,

Y, =y,x), x € J,




onde I e J sdo intervalos abertos contendo x, sdo duas solugdes de
y'=fxy)
e tais que
Y,1(%) = y,(X0) = Yy
entao
¥,(%) = y,(x)
para todox € I J.
Demonstragdo

Suponhamos que exista t € I (] J tal que
y,(O) # y,(0).
(Para fixar o raciocinio suporemos t < x.) Seja
A={s€]tx 1|y #y(x)parax €[t s]}.

Provaremos, a seguir, que A ndo € vazio. De fato, sendo y (t) # y,(t), da

continuidade de y, e y, segue que existe r > 0 tal que



yXzyxem[t—r,t+r].

Assim, t + r € A. Logo, A é ndo vazio.
Por outro lado, A € limitado superiormente por x,.

Segue que A admite supremo. Seja ¢ o supremo de A. Assim, ¢ < x, e,
portanto, c € I [ J.

Devemos ter

y,(€) =y,(c)

ou
¥,(€) # y,(0).

Se y,(c) = y,(c), pelo teorema anterior, existe um d > 0 tal
¥,(x) =y,(x)

em [c — d, c + d] e isto contraria o fato de c ser supremo de A. (Por qué?) Se
¥,(c) # y,(c),

existe um r > 0 tal que
¥,(%) # y,(%)

em [c — r, ¢ + r ] que contraria, também, o fato de ¢ ser supremo de A.

Logo,



y,X) =y (x)emI]J.



Apéndice
2

SOBRE SERIES DE FOURIER

A2.1. DEMONSTRACAO DO LEMA DA SECAO 9.3

Inicialmente, vamos destacar alguns resultados que nos serao uteis na
demonstracao do lema.
Por um polinémio trigonométrico entendemos uma expressao do tipo

P(x) = a,+a cosx + [ senx + ...+« cos kx + 3 sen kx,

onde k é um natural dado, o, o, ..., o e B, B, ..., B, reais dados.

Observamos que, quaisquer que sejam 0s naturais n e m,

sen” X, COS" X, SeN nx cos mx,

Sen nx sen mx e CoS nx CoS mx

sdo polindmios trigonométricos. De fato,



|
Sen nx Cos mx = — [sen (n + m) x + sen (n — m) x];

logo, sen nx cos mx é um polindmio trigonométrico. Da mesma forma,
conclui-se que

Se nx sen mx e CoS nx CoS mx

sdo polindmios trigonométricos. Temos, agora,

2

1
sen x = —— > COS2X;

1
2

3

]
Ssen X = —Ssen x — > Sen X Cos 2Xx.

1
2

Como sen x cos 2x é um polindmio trigonomeétrico, conclui-se que sen’ x é,
também, um polinémio trigonométrico. Fica a seu cargo concluir que sen” x
e cos” x sdo polindémios trigonométricos.

Seja f : R — R continua e periodica de periodo 2rn. Vamos mostrar, a
seguir, que para todo ¢ real,

T e+ 1

| fwdx=]" " fadx
- -7 +1
Para isto é suficiente provar que, sendo

s+ I

Git) = J flxyde.t = R,

—w T+

entao

G'(t) 0 em R.



Pelo teorema fundamental do calculo,
GO=fn+)-f(-n+p
para todo t. Como
fCn+=f(m+t+2m=f(n+),
resulta
G'(t) =0em R.

Logo, a funcao

T+
G (1) = j f(x) dx

-+

-1T +
é constante. Como G (0) = J f(x) dx, resulta que, para todo t,

-

- W ki
(1) J fix)dx = J fix)dx.

—T -+ I

(Fica a cargo do leitor interpretar geometricamente este resultado.)

. - T
Seja 6 um real dado, com 0 < &< —. Observamos que

cosx—cosd>0em ] -6, d

|1+cosx—cosd|<1lem|[-m —6] U [0, ml.



-

Seja, agora, x, € [ -7, 71 ] um real dado. Temos, entdo,

cos (x —x,) —cos 6 >0 para -6 <x —x, <o

—r=x—xy=-8
| I + cos (x — xp) — cos 3| =] para ou
13 =y—x=T

Observe que

—5<x—x0<6@x0—8<x<x0+6

“M<X—X, <—doud<x—x <m
sdo equivalentes a

xE[—n+x0,x0—5]U[x0+8,n+x0].

-\-'}_lﬁ ¥d+|5‘
t t + t +

Tt X, Xy T+ X,




Para todo natural n > 1, seja P_ o polindmio trigonométrico
P (x) =[1+ cos (x — x,) — cos &]".

(Os resultados destacados anteriormente garantem-nos que P_¢é realmente

um polinémio trigonomeétrico. Confira.) Para x, — 6 <x <x +5,
cos (x — x,) — cos 6 > 0.

Segue, entdo, da desigualdade de Bernoulli que
(2) P x) =[1 + cos (x —xp) — cos S"=1+ nJcos(x — xp) — cos 8]

— -
parax, =6 <x<x +4.

Por outro lado, para todo n > 1,

|'-':;|'|

(3) | P, (x) =1

para —m+x <x<x —doux +tE<x <t X,

Lema. Sejam f e g definidas e continuas em [, 7], tais que

fCm=f(meg(m=g ).

Se, para todo natural n,

T T
J fix)cos nx dx = J gx)cosnxdx,n=0
i) -




il 'l

J fix)sennx dy = J g(x)sennvdy,n=1,
- -
entao
f(x) =g (x) em [-m, n].
Demonstragdo
Seja

h(x)=f(x)—g (x)em [-m, n].

Segue da hipotese que h é continua em [-7, 1] e h (—m) = h (). Seja H: @ -
n periodica de periodo 2 dada por

H (x) = h (x) em [— m, m].

Precisamos provar que h (x) = 0 em [-7, 7t]. Suponhamos que exista x, € [~

n, 1] tal que
h (x,) # 0.

Para fixar o raciocinio suporemos h (x,) > 0. Como H (x)) =h (x) >0 e H é

, ~ . . T
continua, pela conservacao do sinal existe 6 > 0, com 0 < 6 <—, tal que

=

H (x)>0em ]x, - 5, x, + dl.



Segue da hipotese que, para todo natural n,

'l

J H(x)cosnxde=10
T
J H (x) sen nx dx = 0.
Entdo, para todo natural n,
wmw
j H (x) P,(x) dx =0,

onde P_ € o polindmio trigonométrico mencionado anteriormente. Segue

que

B T+ J.'EI
@) j H(x) P,(x) dx =0

para todo n > 1. (Veja (1).)
Como H é continua e periddica, existe M > 0 tal que

|H(X)|<Mem R.
Segue que
® |Hx) P, )| < |HW|| P, |=M

para-m+x, <x<x, —6oux +6<x<m+x.(Veja(.) Por outro lado,

H (x) P (x) 2 H (x) + nH (x) [cos (x — x,) — cos §]



em [x0 -9, X, + 6]. (Veja (2).) Dai

Xp t+ 8 Xpt+ 8 Xg T8
J Hix) B(x)dx= J Hix)dx+n J _ H(x) [cos (x — xp) — cos 8] dx.

J’D—b J’O—r} _1'0—:!&

Como
H (x) [cos (x — x,) —cos 6] >0

em ]x0 -6, X, + o[, segue que

f-xD—I-E

J H (x) [cos(x — xp) —cos 8] dx = 0
r -
0
logo,
rXp T+ &
lim J H(x)P,(x)dx =+
n—tody, — &

Tendo em vista (5), para todon > 1,

o — 8
J Hx)Pyx)de| =M (m—8)
- +.r[:|
e
=T -I-J'I:I
J H(x) Py(x) dx| = M (7 — 8).
xp + &

Segue que existe um natural n, tal que

"iIT'l'.TD
j H (x) Py (x) dx >0,

—ar -I-_TD



que contradiz ). Logo, h (x) = 0 em [, m].

+ae
A2.2. ESTUDO DA SERIE = ¥

n=1

sen ny

I

Como vimos no Exemplo 4 da Secdo 9.1,

+ oz
2 Z Sen fx
T H

n=1

é a série de Fourier da funcao

‘—I— se—w=x=< 10

-

Nosso objetivo, a seguir, é provar que esta série converge uniformemente
em [a, 1] para todo a, com 0 < a < . Vamos utilizar o critério de Cauchy

hix)=
sel= y= 7w

9 =3 |=

para convergéncia uniforme de uma série de funcées. Ou seja, para concluir
a convergéencia uniforme da série em [a, ], basta provar que, para todo € >
0 dado, existe um natural n, (que so dependa de €) tal que, quaisquer que

sejam os naturais n e p, com p > 0, e para todo x em [a, m],

n+p
i sen kx |
n=np = z < E.
k
k=n

Conforme aprendemos no Exemplo 3 da Secao 5.3,



X f 1}
Cos— — c05| n—+— | X
3 \ o

senxy +sen2y 4+ ...+ sennxy =

X a
SeN — = sen —
2 2
e, portanto,
1 1
= .
X a
sen — sen —
= e
Segue que, para todo x € [a, m],
X ( 1
Cos — |+ | cos | n+— |J—.‘
n 2 2
3 senky |= ;.
_ i
k= 2 sen —
2
e, portanto,
1 1
3 senky |=
k = |. Sen —
2
1
B = —,
Tomando-se a ' vem
sen —
2
f
1) 2 senkx|=B
k=1

para todo x € [a, rt] e todo natural n > 1. Como



n+p a+p n+1

3 senkx= X senkv— X senkx,

k=n k=1 k=1
resulta de (1) que
M +P
(2) 3 senkx|=2B
k=n

para todo x € [a, ] e quaisquer que sejam 0s naturaisne p,comn=>2ep
> 0.
Vamos, agora, fazer

i, =

: ! e by=senkx. k=1,
L j

e utilizar o Lema de Abel (Exemplo 4 da Secdo 5.3). Tendo em vista (2),
segue do LLema de Abel que

@
g
|
W
&
=
I

-
E

quaisquer que sejam os naturaisne p, comn > 2 e p > 0, e para todo x € [q,
.
Como

2
lim —=0,
H—+w 0

segue que, para todo € > 0 dado, existe um natural n, tal que

(4) n=n; = < €.



Tendo em vista (3) e (), resulta que, para todo € > 0 dado, existe um
natural n tal que, para todo x € [a, n1] e quaisquer que sejam os naturais n e

p;

n+p ]
n=n; = Z —sen kx |<e.
k
k=n

Logo, a série

+
z SE AX

converge uniformemente em [a, 1], com 0 < a < . Como sen nx, n > 1, é
uma funcdo impar, segue que a série acima converge, também,

:1|m

uniformemente em [, —a].
Nosso objetivo, a seguir, é provar que

+ =
X _ 2 Z Sen nx
T w - n

|

para todo x em ]a, 7] e

_|_
R 2 Z SEn nx
T T n
em [—m, —al, para todo a € ]0, n.
Consideremos a funcao
,1'2
‘— X~ se—m=x<0
oix) = <



(Observe que
‘—]—i se—m=x=10
m
X

g'(x)=
] l—— sel<==x=m)
T

A funcio g é continua, de classe C por partes e tal que g (-n) = g (n).
Logo, sua série de Fourier converge uniformemente, em [—7, 7], a propria

funcao g. Determinemos, entdo, a série de Fourier de tal funcao.
Como g é uma funcao par

b=0,n>1
Temos:
2 7 a2 ™
g =— ,'t——‘d't:T'.
T W0 2 | 3
2 | X2 2
y =—J X ———|cosny dy =———
T Y0 2 T n-
Logo, para todo x € [, 7],
+ oo
. T 2 COs X
5 glx)= ——— -
) W] T n-
n=1
Temos
+ o ' + =

[ cos x|\ [ sennx |
2l =2 |- -

S S \ i /
n=1 n=1



Como vimos, a série do 2.° membro converge uniformemente em todo
intervalo fechado [a, m], com 0 < a < . Segue do teorema sobre derivacao
termo a termo que a série (5) € derivavel termo a termo em todo intervalo [a,
n], com 0 < a < m, e, portanto, derivavel termo a termo para todo x € ]0, ],

ou seja,
+ o " + o
. 2 COS NX 2 SEn Ny
(o= |Z-tyomp |2y
o f.r‘ o n
n=1 n=1
. P X
para todo x € ]0, n]. Como, neste intervalo, & (*) = 1— o resulta
+
X 2 SEN MX L
- L2y ocxsn
(T

sendo a convergéncia uniforme em todo intervalo [a, 1], com 0 < a <m. Da
mesma forma, conclui-se que

+
v 2 S€n AY i} i
LN m=x<0
T T
=1

sendo a convergéncia uniforme em todo intervalo [-m, —a], com 0 < a <.

A2.3. DEMONSTRACAO DO TEOREMA DA SECAO
94

Teorema. Seja f : R — R periddica com periodo 2 i e de classe
2 .
C” por partes em [-7m, 7]. Sejam a, n > 0, e b, n > 1, os

coeficientes de Fourier de f. Entdo, para todo x real, tem-se




. + o
fx)= ﬂ%-i— s | Inr“, COs AX + h“, sen nx|

se f for continua em x;

+ — +m
faD+fx )% 4 s la, cos nx + b, sen nx]
2 2

n=I

se f ndo for continua em x.

Além disso, a convergéncia sera uniforme em todo intervalo
fechado em que a f for continua.

Demonstragdo

Faremos a demonstragdo apenas para O caso em que a Unica

descontinuidade de f no intervalo [, 7] seja a origem. Suponhamos, entao,
que f seja dada por

filx) = Ifg{l} se 0=xy=a,

onde f: [-m, 0] - mref,: [0, n] — R sdo de classe C’ e tais que

f, Cm = £, (m



1.7 Caso. fO)y=—-1lefH0)=1

Seja h : [-n, 1] — R dada por

-

],_

ge—g=x<1(
hix)=
sel=y=7

3 |=3|=

Conforme vimos na secdo anterior, para x € [, 7],

2

. 2w [h(x) se x#0
(1) nél[j_ﬂfl{l}Sﬁ]l nx d);}cn X _lﬂ se r=0



sendo a convergéncia uniforme em todo conjunto da forma [-m, —a] U [a,
n],com0<a<m.

A tnica descontinuidade da f no intervalo [-m, ] é em x = 0. O que
faremos, a seguir, é eliminar esta descontinuidade subtraindo de f a funcao
h. Consideremos, entdo, a funcao

g [-m,n] - R
dada por

g =f)-h.

A funcio g é continua, de classe C por partes e tal que g (-n) = g (n).
(Confira.) Segue que, para todo x € [, 7] (veja teorema da Secdo 9.3),

. +m
flx)y—hix) = ('i_|_ s [a, cos nx + b, sen nx],

-
< n=1

I h__'n

onde

1 v
dy =—J [f(x) —h(x)] cosnxdx,n=0
T

1 o
by = _J [f (x) — h (x)] sen nx dx,
m s

sendo a convergéncia uniforme em [, ]. Observe que a série de Fourier
que ocorre no 2.° membro de (2) converge para g (0) = f (0) — h (0) = 0.
Como



o
j hixicosnxdy =0,.n=0,

-

pois a restricdo de h ao conjunto [-m, O[ |J 10, 7] é um
resulta que

1 7 ]
ap =—J fix)cos nx dx,n = 0.
WYy

Segue de (1) e (2) que, para todo x € [, 7],

L
hix)y= X [J h(x)sen nx t?',r:| sen nx. x + 0,
-

n=1

[

B

n

a funcdo impar,

. + o
fxy—hix)= a0 + X (a,cosnx + b, sen nx).

3
& n=1

Segue que, para todo x € [, 7], com x # 0,

< n=1

1 J”’T ;
n =— x) dx,
ajg - _ﬂf{t}tr

] w
a, =— J fix)cos nx dx
Y=

1 @
by, + B, =— J fx) sen nx dx.
m—7

+ o
(3) fix)= %o + X la,cosnx + (b, + B,) sen nx],



Logo, a série que ocorre em (3) é a série de Fourier de f. Para x = 0, a série
que ocorre em (3) converge para 0, pois as que ocorrem em (2) e em (1)
convergem para 0. Observe que

FOT) + £(07)

"}

=0.

Conclusdo. A série de Fourier de f converge para f (x) se f for continua em x
e para

f{_‘f+] + f(x7)

¥
s

se f ndo for continua em x. Como a série (1) converge uniformemente em
todo conjunto da forma [-m, —a] U [a, n], com 0 < a m, e a série (2)
uniformemente em [-7m, 7], resulta que a série que ocorre em converge
uniformemente em (2) todo conjunto da forma [-m, —a] U [a,n], com 0 <a <
n. Por razdao de periodicidade a série que ocorre em (3) converge
uniformemente em todo intervalo fechado em que f for continua.

2.7 Caso. fHO) = —aefH, (0)=a,aF0

Basta, neste caso, considerar a funcao

g [-m,n - R

dada por

g =f(x)-ahXx)

e pFOCEdET COMO NO Caso anterior.



3.7 Caso. i) =aefH0)=p4

Neste caso, considera-se a funcao g: [-m, m] — R dada por

g(x)=f(x)— ’3:“ h ().

Observe que

atp _ fIOT)+F(0F) -
¥

2 2

2(0)=

Fica a cargo do leitor pensar na situacao geral. (Veja referéncia
bibliografica 22.)

Para mais informagOes sobre as séries de Fourier, veja referéncias
bibliograficas 12 e 25, onde sdo feitas varias aplicacoes das séries de
Fourier as equacOes diferenciais parciais.

A2.4. UTILIZACAO DAS SERIES DE FOURIER NA
DETERMINACAO DE SOLUCAO PARTICULAR
DE UMA EQUACAO DIFERENCIAL LINEAR DE
2.2 ORDEM, COM COEFICIENTES
CONSTANTES, QUANDO O 2.° MEMBRO E
UMA FUNCAO PERIODICA

Vamos mostrar, através de dois exemplos, como utilizar as séries de
Fourier na determinacdo de uma solucdo particular de equacao da forma

y'+by' +cy=f(x)



(b e c constantes), onde f: B — R é suposta periodica de periodo 2 .

EXEMPLO 1. Determine uma solucao particular da equacao
y'+2y=fx,
onde f: B — R é periddica de periodo 2 i e dada por
f(x)=x", -m<x<m
Solugdo

Para todo x,

2 = _
f{,t'}:ﬂT+ (=" i,,ms nx. (Confira.)
n=1 =

Vamos, entdo, tentar uma solucao particular da forma

+ @
+ 3 a,, COs nx.
n=1

IJL§

Vamos, por enquanto, admitir que a série seja derivavel, duas vezes, termo a
termo. Assim,

+

" 2

Vp = 2 | — N d, COS nX.
H=

|'.F-__';'|

Substituindo (1) e (2) na equacdo dada, obtemos

t @ 5 mt  TF 4
apg+ X (2—n")agcosm=—=+ X (=17 5 COS 11X,
=1 < n=1 n-




Devemos ter, entao,

e
4
(2— ,,,3“,” =(—-1)'—=.n= 1.
n=
Logo,
4(—1)"
a, =—"—> 7.
T (2—n*)n?
Como
. 4(=1) 1 4
(3) % cosnx | |=———.n= 2,
) (2—n%)n” n-—2
resulta que a série
2 + = il
™ 4(—1)
oy —+ ———=——= COS X

= 6  a=1(2—n)n?
é duas vezes derivavel termo a termo. E claro, entdo, que

2 + % n
g 4(—1
Yyp=——+ 2 %ms nx
6 p=102—n")n°
é realmente uma solucdo particular da equacao dada. (A desigualdade (3)
garante-nos a convergéncia uniforme da série



a

=1l (2=n%)n?

+ = 4 1381
E |:4{—I}q CDSH.Tj|

e, portanto, a série (4) € duas vezes derivavel termo a termo. Reveja teorema
sobre derivacdao termo a termo de uma série.)

EXEMPLO 2. Determine uma solucdo particular da equacao

y'+4y =f®),
onde f é a funcdo do exemplo anterior.

Solucgdo

7T +

T 4
Vi+dy=— —4d4cosx+cos2x+ I (—1)' —cosnx.
' ' 3 n=3 n-

Temos:

T~ 4
— COos X
3

M= 5

€ uma solucado particular para a equagao

e e
V' o+ 4y = 5 4 cos x. (Verifique.)

Vamos, agora, procurar uma solugdo particular y, =y, (x) para a equagao

y" + 4y = cos 2x.



Temos aqui o fendmeno de ressondncia. Uma solucdo particular é

Vo = % x sen 2x. (Verifique.)

Por outro lado,

é uma solucao particular para

+ a0

4
V4 4y = 2 (—D"—-cosnx
- - n=3 n=

Pelo principio de superposicao,
Y, =Yty T,

ou seja,

- + =2
7 4 1 (—1" 4
Vp =—— — - ¢osx+—uxsen 2x+ = COS 1Y
’ 4
f

2 3 ~ (4—n")n’

é uma solucao particular para a equacao dada.



Apéndice
3

O INCRIVEL CRITERIO DE
KUMMER

A3.1 LEMA DE KUMMER

O objetivo desse apéndice é estabelecer o incrivel critério de Kummer,
Ernst Eduard Kummer (1810-1893). Nesta secao, sera estabelecido o lema
de Kummer, em que a série telescOpica entra de maneira decisiva.

Lema de Kummer. Sejam g, e b, duas sequéncias, com a, > 0
e b, > 0 para todo natural k, e suponhamos que existam ¢ > 0 e um

natural m tais que, para todo k > m,

1+ 1P
F’.{.' —_ M == o
iy
4o

Nestas condig0es, a série 3 a; sera convergente.
k=0




Demonstragdo
Da hipotese, segue que, para todo k > m,

akbk B ak+1bk+1 = o0qa, > 0.

Dai, para todo k > m, ab, > a,.b,, . Assim, a sequéncia ab,, k > m, é

k+17k+1" k7K
decrescente e limitada inferiormente por zero, pois a, e b, sdo positivos para

todo k. Logo, 'm kb existe e é finito. Segue que a série telescopica
+oc
S (apbg — g, bp,q ) € convergente. Da desigualdade anterior (observe que

k=0
tal desigualdade € equivalente a

0<oa <ab -aq,b,)

e tendo em vista o critério de comparacao, segue a convergéncia da série
+:

E iy
k=10

A3.2 CRITERIO DE KUMMER

Juntando o lema de Kummer com o critério de comparacao de razdes,
temos o incrivel critério de Kummer.



oo oo
Critério de Kummer. Sejam ¥ g4, ¢ 3 d; duas séries de termos

k=0 k=0
4o
positivos, com kED d; divergente. Suponhamos que
o a 1]
lim | ———&+L. =H
b— 4=, I?Tk- ay dﬁ:+] ]

com H finito ou infinito. Nestas condicOes, tem-se

+@=

a)H>0ouH=+w = X g convergente.
k=10
4
b)H<OouH=—-o = X a; divergente.
k=10

Demonstragdo

a) Se H> 0 ouH = +o, tomando-se ¢ > 0, com ¢ < H se H > 0, existira

_ a |
um natural m > 0, tal que, para todo k = m. — -t =0 Pelo
dp  ag  dpg
1 iy ]
lema de Kummer (; =d—} aséric X ag Sera convergente.
k k=1

b) Se H <0 ou H = —oo, existira um m > 0 tal que, para todo k > m,

1 1 1
IR 3 Sy
dj ap  diy
a d s ~ ~
e, portanto, Skl % Pelo critério de comparacgao de razoes e lembrando
ag k

+o o
que X d; édivergente, segue que X g € divergente.
k=0 k=0



4o
Observacao. Para o lema de Kummer, a unica restricdo para a série X dy
k=0

para todo natural k. Entretanto, para o critério de Kummer exige-se que
+oo

3 d; seja uma série de termos positivos e divergente, isto porque na prova
k=1

da parte (b) utiliza-se o critério de comparacao de razoes.

O critério de Kummer é uma “fabrica” de critérios para convergéncia e
divergéncia de séries de termos positivos: é so ir escolhendo a seqiiéncia
d, que torna a série de termo geral d_divergente. E claro que ele préprio
€ um critério para convergéncia e divergéncia para séries de termos
positivos. A primeira escolha é, evidentemente, d, = 1, para todo k. Com
esta escolha temos

1 a R
lim ——ﬂ-—‘= lim ‘I—ﬂ%h’
k—s+eel dy ag  dpyy ) k| ak

que € equivalente a

. a
lim £l =1 _H.
k—+o aj
. . I ak+] <] ar ,
Assim, se Lo aw e, portanto, H > 0, a serie sera convergente; se
o @] (. -
illl" o = L teremos H < 0 e, portanto, a série sera divergente. Com a
[—+o0

escolha d, = 1, o critério de Kummer nada mais € que o critério da razao.

Se com a escolha d = 1 ocorrer H = 0, o critério de Kummer nada

o I
revela. Escolhe-se, entdo, d; = (ou d;;:I, mas com a escolha

I . . .
dy = — s coisas ficardo mais elegantes). Temos



o0 a 1 o a )
lim SR s ) I S lim ‘k—l—ﬂk =H
k—s 4\ dj Ay diy) ) k=t ag

que € equivalente a

)
lim k 1—”f—+“=|+H.
k—+m | ag |/

. ( a | , . ,
Se lim k| 1——K+L ‘}I e, portanto, H > 0, a serie sera convergente. Se, por
E— 4= | ar

. ( a I , . , 1.
outro lado, kllm k| 1— kL ‘«:J e, portanto, H < 0, a série sera divergente.
—+o | ag |

Com essa escolha o critério de Kummer é equivalente ao critério de Raabe.

1 s .
Se com a escolha d; = . ocorrer H = 0, o critério nada revelara sobre

a convergéncia ou divergéncia da série. Escolhe-se, entdo,

I I
dy = g — {ou dp = ——), ifica-
k (k= 1)In(k — 1) k= T - Neste caso verifica-se que
| a k=1 (1) [ aga
— = =[] +mkf k1
dy  ax  dgy koL k) ._ ar
k=1 (1) o
Como |im In| 1 ——| =—1(verifique) segue que
k—+4o kJ

lim ‘i—”k—”-L =He lim Ink k‘I—M —1|=1+H.
k— -+l dp ar  dgy ) . \ ag |

Neste caso, o critério de Kummer € equivalente ao critério de De Morgan.

Se com essa escolha o critério de Kummer ou de De Morgan nao
1

TInkin(nk) © calcula-se H. Se H = 0, escolhe-se

decidir, escolhe-se dj; =
1

~ kInkIn(nk)In[In(Ink

dy ] e assim por diante.



RESPOSTAS, SUGESTOES OU
SOLUCOES

CariturLo 1

1.1
— (=1 n+1
].ﬂ}ﬂ”=]—{—|}n.”£—’-'-ﬁ r."]la,?=” - .n=1
n
1 1 7 i
2.a) — b) 0 c)2 d) —— e)e” h) sea>1; twsea =1
4 1 —1 a—1
LT 1
7 > n) 1 o) 0 5) >
1
3. 1. Observe que s, =1 —
A€ S n+1
4. a)0 by 1
5. %.-”l ay ...y = elin {lntaa,...ah _ (na +lna,+. . +Ina .h"rr. Agora, utilize 0
Exemplo 8.
1
7. a) — By 1
t:l

8. Para todo € = 0, existe um natural ny tal que n > ny = a, > €. Logo,n > ny = b, > €

ouseja, lim b, =+,
n—+x=



1 : 1
9 —=gy, —a=—:como lim — =0, segue do teorema do confronto,
n n n—+= A

1

)
SR + y=
) 7
b) . Volume do conjunto 0 = 7 = ;q’ x= 4 v~ = 1. Desenhe tal conjunto.
(74 7)?

. 2, 2 .
13. a) 2. Volume do conjunto 0= 7 = . 0<<x" + y" = 1. Desenhe tal conjunto.

c)Sea=1, sea=l1, +w

o —
e) 2w

18.a) l 0o c) 0 f) cos x ge hy 1



1 o 1 o
19.a) ay = — |ay -1 + ,:r#];ﬂ%—af=— ay—1 + —a=
¥
2 dn—1| 41 y— |
' '\.2
1 o i
=—la,_| — .Dai g3 —a =0 paran=1.
41 an—1
1 a
b} {T-rg+] IIH = — _an +_ ED
2 a
= "
o 1 \ o 1( a o o
) g1 — =—|ap+— |~ =—|ay—— |+ —— =
Ay + 1 < dy | dy + | 2 ay dy Ay 4+
1 11 a | 1 @
ﬂ; {In___ "-{-\.—'? {In—l_ ﬂ .ﬂ_"}ﬂ. | —
24 a, )] 2 2 ! ap—1 2 a
d) Considere a sequencia de intervalos encaixantes
o o o . a
—.aq || —.ay |D...0| —.,a, | D...Dec)segue lim |a, ——|=0
| an dy =t iy

Pelo principio dos intervalos encaixantes (veja Vol. 1) existe um tinico a tal que, para todo n,

b

& =a= a, Daila, —als ———|aq — l e, portanto, lim a, = a. Segue que
a, 2" \ ay n— +w
] ' b — . .
a= E [ a+ ad ] e, portanto, @ = +/a. (Para brincar, vamos calcular um valor aproxima-
A, a )
— i e 1/ 2y 3
dopara /2, pelo método dos babilénios. Tomemosap = 1. Temos: a = — |1+ — | = —:
0 20 1) 2
1 (3 2 017 1 /17 24 577
a =— | = —r; a3 =— |—+—| = — = 1.,41421. O método dos
2 \2 3/2)12 2 \12 17

babilonios € um caso particular do método de Newton para o calculo da raiz m-ésima de um



i 1 o . . .

nimeroreal @ =0: a5 +1 = —. {{m — ya, + WJ Veja: T'é areta tangente ao grifi-

m
L

N - - . - .
codey=x" —anoponto(a,. a™ —a ) a, , | ¢ aabscissa da intersegiio de 7 com o eixo x.)

YA
ST
m I
y O |
N/
| fr=
—// ﬂn x
ty + 1
y = J-Jﬁ I
w2 w2 %
20. {I}J sen” x dx =j sen” ~! x sen x dr = —cos x sen” " lx l[f +
] ] T
! g

a2 " n_"2 a2 s a2
+mn—-1 Jﬂ COS~ X sen xdv=(n—1) ,[} sen" T xdv—(n—1) .[u sen™ x dx.

a2 a2
I sen?t2 x dx I sen2 1 x dy
c) =0 <20 = ]. Pelo item a):

a2 5 a2 n
J sen<" x dx j sen-" x dx
0 0

i I+ 1 a2
J sen"t2 ydy=—— _[ sen2" x dx.
0 2n+2Jo

d)E sé aplicar o item a) ¢) Teorema do confronto.

1.2

1. a) Convergente. Proceda como no Exemplo 1, considerando a fungao



b) Divergente. Proceda como no Exemplo 2, considerando a funcao 1

lim s, =
Al — o

e
=, portanto, convergente
d) Para k > 1, 2« '

< k! (verifique). Conclua que é convergente,
comparando com a sequéncia

" |
th = 2
n p—1 2k-1
e) Convergente
lim s, = , portanto, convergente
n—+w« | —e¢

g) Divergente para +o
h) Divergente para +oo

2. Observe que a, +1 = /2a, . n =1,

6. Convergente.

CAvriTUuLO 2

2.1



1 e
1.a)2 by — : f) +o0
a) 7) 6 ) P i)
1 1 t= 1
e) —=— Z (b — b ) onde by =
4 Ao &R Ly
h L_1 -gﬂ (b — b jyonde by = ]
— — — — L —_—
18 3 4oy © Tkl e kk+ Dk +2)
oo

1
g) 1= X (b —bp o) onde by = —-.
k=1 k=

h—% _=@+d+e+ad+.)r @+t ) H @ Hdt )+

(1 —a)-
1
p'p
+= r "
J) m_1 3 L -1 []—l +l—l+... . (Cuidado. Nio é
8 2k-o|dk+1 4k+3| 2L 3 s 777,
telescopica!)
R 1
) R (by — by ()onde by = —— —
16 4 k=1 ok k12
4
3. In 2 *) In —
3.a)In o) In ;
n & il
6.b}|n{l—a}=—Ja L jv=-3 % J"l Y dv. Dai
0 1—x k=1 k 0 1—x
no_k |
n(-a)+ 3 = < [ dx= I o'
k=1 k l—a Jo l—a n+1




T.a)ln2 = —In

I
=—-hn(l--)= X
n > =

B3 | —

aﬂ+]
(n+ 1l —a)

8. Por 6b, o erro, em maodulo, é inferior a

1
. Como g = E devemos deter-

minar n de modoque
n+1)2"

< 107 °. Basta tomar n = 13.

+o 1

12Z.Porllayln2=2 . Por 9b):

k=0 (2k +1)32k+1
n 1 | 2 g2nt3

1
In2-2 o kT D) 3 |£ 3 . R com o« = E Devemos determinar »

9 —_5 ..
. ST = 107", Basta tomar n = 4. Em relaciio ao Exercicio &,
2n+ 3 B3

de modo que

a convergencia neste caso ¢ muito mais rapida.

13. @) In 2 nZ



14. a}l l Z ] !
4 4i=o|dk+1 4k+5

k
w15 1 |l_=-2
' 342 {4k+1}{4k+3} @k +D@k+5] 16

+
b1

! i

0| (4k + 11{4k +5)  (4k+35)4k+9)| 40

2

o | =
s
kA

+
b

=
]
I A

6 16 40
+ o 1

3 =
k=0 (4k + 1)(4k + 304k + 3)4k + 9)4k +13)
+ oo
1

480

) =2 p=1))
k=0 (Bk + 14k + )@k +5) . @k +ap+1)

1 1
16. Sugestdo: arc tg — = 2 arc tg 0 + arc tg B e dai

i
Ln

arc tg % — arc tg 10 = arc tg % + arc tg 8. Agora, ache 8 pela formula
| —tgatgh

ey,

17. a)2arctg o, = arctga,, | = Oty

.
| —ag

1+ 1+a2_
DE am :} {]’ Ct:!?ri' = qllll " ] A

Om—1

1 1
o (4k +1)(dk+3)(4k +5)  (4k + D(4k + 5)(4k + 9}} N

3 _
@, _.Dala, _jap t20,—a, =

_ S —
:l[ﬂ 2 L} = 11'—]2 (Sugestdo: Continue. Por exemplo

T
b)ag = 1:2arc tg a; = arc tg ay .-.I=Earctgal;ﬁﬂrctgaz=ﬂrctga1 =

T
:,‘vﬁzﬂrctga3=iﬂrctgal = Iet{:.

m—1 Qg — | . o,
¢) De a) segue: &, = = . Dai, @, = 20

]+1.]+CE!T” 1




d) Segue de b) e da férmula de Gregory.

e) Use a parte b do Exemplo 7.

f) Basta fazer n = 0 em e). Geometricamente, @ € a metade do lado do
poligono regular de 2» " lados circunscrito ao circulo de raio 1. (Confira!)
Assim, a, é a metade do lado do quadrado circunscrito ao circulo de raio 1;
a, € a metade do octdgono regular circunscrito ao circulo de raio 1 etc.
Deste modo, 2m " o € o semiperimetro do poligono regular de 2w "2 lados
circunscrito ao circulo de raio 1. Observacao: Partindo de «;, = /3 obtém-

m , -
v 2" arc tg o . Neste caso, € a metade do lado do poligono regular

de 3:2 lados circunscrito ao circulo de raio 1. Deste modo, 3:2m " é o
semiperimetro do poligono regular de 3-2" lados circunscrito ao circulo de

se

raio 1. Deste modo, 3-2" € o semiperimetro do poligono regular de 3-2"

lados circunscrito ao circulo de raio 1: 3 - 2° a” = 3 /3 é o semiperimetro do
tridngulo equilatero circunscrito ao circulo de raio 1: 3+ 2'a' =2 3 é 0
semiperimetro do hexagono regular circunscrito ao circulo de raio 1 (como
o hexagono regular inscrito tem semiperimetro 3, resulta
J< m<243):3-2° a,=12(2— 43) € o semiperimetro do dodecagono
regular circunscrito ao circulo de raio 1 (como o dodecagono regular
inscrito tem semiperimetro 6,2 — /3. resulta 6,2 — 3 < 7 < 12(2 — /3))
etc. Observamos que 3 - 2° a, = semiperimetro do poligono regular de 96
lados circunscrito ao circulo de raio 1 foi o valor de m encontrado por
Arquimedes. (Sugestdo: avalie m pela féormula de Arquimedes e, em
seguida, avalie it pela formula

_n a:"'“'l n alk
7=3.2 X (-Df 2—=3-2%a;s T (—DF —=2—
k=10 28E+1 k=10 2k +1

tomando n = 1. E claro, quanto maior o valor de n, maior sera a precisao.
Estime o erro.)

18. Por indugdo. Primeiro vamos mostrar que é valida para p = 1. De fato
il + oo
e I

6 k=1k-




pig 1 m gl | iy 1
el=3Y —  Dii——1=3%|———|= 3 ——— e,

k=1 k(k+1) 6 k=1| k= kik+1) k=1k=(k+1)
portanto, € valida para p = 1. Vamos agora mostrar que, sendo verdadeira
para p, sera também verdadeira para p + 1. Temos
1 1 1

+p! = .
2O Tk 0k +2) L k+ p)

2 P
m

— = X
6 k=l

Por outro lado,

+ oo 1 1 +o

2 = S (b —bp4q) ond
k=1 k(k+1) . (k+pik+p+1) p+1 = % — Dk +1) onde

1 1

b = Secueque — =

TR+ (k¥ p) sied (p+1)?p

+& 1 2 1 P 1
= 3 Dai ™ - —— = % +

k=1 kik+1)(k+2)...(k+p+1) 6 (p+1D7 k=1 j2

+ ]

+ p! 3 (ap—a . onde ar = . Portanto, ... (Observe que

! Lﬂ‘k k*”} TRk +) k+p) E

4o
lim p! X — ] =0
p—=+= k=1 K(k+1Dk+2)...(k+p)

19. Faca a prova por inducao, utilizando o exercicio anterior.

~ 1 ;. -
20. Sugestdo: In(n+ 1) —Inn — ek =], éaareadaregidlon<x<n+
1 11 |1 1 ;. ~
le sys —e— | —— é a area da metade do retangulon < x <
n+1 x 2 |n n+l
1 1
n+le =y= —.
n+1 n
1 n+3 ; :
21.a) Gntl _ 2n+ : <« l.n = 1. (Verifique.)
dy 2n+2 Jn +1

1 1 | |
—la+nil+—=i+In{l+—+...+ln(l+—) . _
b) ay =e 12 2 4 In e utilize a sugestio.



. 1 I 11 e e |
23 ailmin+ 1)—Inn — =ln(l+ -)— — —— =% (—1) —F
n+1 n n 1_,_1 k=1 kn
1
1 ] oo 1 —+on 1 4o 9
-— E (—fF—= 3 (—pftl—0 — 3 (—DftI— = 3 (1} £ Lk,u;z
nok=0 n® o g=1 kn®  p=y nt k=2 n
b) Pense vocé! (Veja: =i—lr12—l +§L+E Eﬂi_i -g}ci-i-
' &y 2 2 p=2n? 3 p=2n 4 p=2n4
Como a séric & (—1k+!1 k—1 3 L ¢ altemada (verifique), resulta
k=2 k a=2n*
& +o + =
k—1 1 2 1
—|=—mI2- 3 (-hf— 3 —|| = 3 e
Y { k=2 n=2nk p+1a=2nPt!
p 1T p 1 : :
)3 — = . A convergéncia pode ser melhorada. Fica a seu

=
ptla=2aPt  p+1l p p+l1

o k—1 12
cargo verificarque y= X — —lnp — E -k — % — ©. portanto,
k=1k k  n=pn
L k—1 12 t=
S R ) i | P <
Y { -1k P =3{ k n=pnk g+1 p=pnitl
< q . ] = ! g=2lep=12.
g+1 gip—D7  (g+hip— 119
£ | 1t
Observe: E T — In p € aproximacao por excesso de y: E T —Inp — = 3
= = 2 n=pl
1w 1
aproximacio por falta. Lembre-se: X — = —|1+—=+...+ ——| Com
n=Pﬂ"’ El' 2"’ '[lE.'F—
p=2leg =2 temos
E——lnzl——Jrl 1+i+ +Lx 3
Lo iy 2 2 22 202 ) || <107

Fazendo as contas: |y — 0,5764 | < 1[}_ e 0.5764 ¢ aproximacio por falta.)

2.2



1. a) E uma série alternada, lim

1 1
sen —= 0 e.param >n =1, sen — < sen —. Logo,
k— 4> k

m n
a série € convergente.
. . n’ n3 .
b) E uma série alternada, lim = 0e 1 & decrescente no intervalo
n—+ont +3 nt 43
3 2 4
. x<(—x~ +9)
2. 4+o[. Logo, a série é convergente. (Veja, flx) = = f(x)=———e
2, +ecl. Log gente. (Veja, f A3 (F +3)2
dai f'(x) < 0 parax = 2.)
1
. In k : n In k )
¢) E alternada. lim ——= lim k= 0 e —— & decrescente em [3, +[. (Veja:
k— +e kE—+w= | k
‘mx) _ 1—Inx . L
[ ] = - <2 0 para x = 3.) Logo, a série € convergente.
Lo X<
d)E uma série alternada, lim 27" =0e2 " édecrescente em [0, +o[. Logo, a série
H— o
¢ convergente. (Observe que se trata, também, de uma série geométrica de razio ——.)
E 2n+1 1 n ] il ] " 1
2. a)Esdobservarque I — = _— 4t ¥ = 3 _—_ _+
k=1 k2 k=0 (2k+ D7 k1207 k1 Zo 2k +1)2
n
1 1
+ . X —.
4 k=1k?
T.I'E
b) —
12
c)ls— X {_1}k+l ! = ! . Logo. n = 31.
k=1 k2 (n+1)2

CarituLo 3

3.1



=

+o
l.a)E convergente, pois Jﬂ
X

+oo 1 +2
ME convergente, pois J 5 dr = _[ — dx.
3 xcInx 1

. ot te o]
c) E divergente para 0 < @ < 1, pois J dx Ej dx =+, E con-
3

i x®lnx xIn x
~ 1. poi e ] dr < += ] ;
€L te ps » [ = — X
vergente para o pois L oy L i Y
=k T
E convergente, pois | dk="
d) E convergente, pois o T+ i 2
¢) Divergente. (Observe: [In (In In k)] = 1 2
klnklnln k
) Convergente. g) Divergente. h) Divergente.

oo " 1 oo ] K 1
6. b) kED 2%, >ok = kéﬂ{ Sa=T } que € uma série geométrica de razdo ST Logo,

convergente para @ > 1 e divergente para @ < 1. (Utilizamos o critério de Cauchy-Fermat,
comE=2)

+2e k +2e
€ | .
T a) & —— = 5 — Logo, convercgente parac = | e divergente paraa = 1.
k22 eF mef® =k 0 semers semep
by = = 3 ———— Por outro lado, —_——=
p=2¢X Inef [In(nef)®  p=2 k[In k]* k=2 ek [In c?k]"‘
+o 1
= X o Logo, convergente para & = 1 e divergente para @ = 1.
k=2
c) Convergente para a = 1 e divergente para a = 1.
d) Divergente ¢) Divergente

3.2

1. a) Convergente
b) Convergente
c) Convergente
d) Convergente
e) Divergente



3.4

4.

f
g)
h)
i)
1),
D

Divergente
Divergente
Convergente
Convergente
Divergente
Convergente

m) Convergente

Convergente.

a)
b)
c)
d)

h)

Divergente
Divergente
Convergente
Convergente

Convergente

Convergente

Convergente para 0 < a < 1. Divergente para a > 1
Divergente

Convergente

0<x<1
0<x<1
0<x<1
0<x<2
0<x<1
x>0
x>0
x>0

In1<Inxln2, paral<x<2;dai



.
Inl= j In x dv = 1n 2.
l

In2<Inx<In3, para2<x<3; dal

ol

In 2= J-In X dy=In3 etc
3

Observequeln1+In2+...In(n—-1)=In(n-1)!

il i (.}

e . n' e
= ¢; logo, lim
i 0 — o fl

5.

nao podera ser zero. A série é divergente.

el

. . 1
Vejamos outro processo para resolver o problema. Seja a,, = - —. Temos
fl

n+1 _ € -1

; W
1+ 1]
o

ITH

Assim, paratodon>1,a + 1> a . Segue que a sequéncia a_ € estritamente

crescente e como a, = e, segue que a_> e para todo n > 1. Dai, lim a, n3g
n n—+w

podera ser zero.
6.0<x<e

3.5

g+ Cag iy " Gk +1
7. @) E s6 observar que  lim =1leque k|1 —‘ ‘ =k|1-

k— 4o .ﬂ'k aj ag
a [y l"m_l
:  +
I+ H]+...+‘ _ ‘
'ﬂli: \ l'.-llli: J
G +1

=1.

8. Segue da hipétese que existe k tal que, para k = ko, »
k



CarituLo 4

4.2
l.a) | vl =1 b) Para todo x c)—1l=x<1 d—-1=x=1
e)x =10 Nlxl<<e ghlxl<<1 Mhixl=1
2. a) {0}. A série converge apenas para x = () M [—1.1] c)[—1, 1]
3.a) flx)=—— 1xI<1 by flx)= _Ixl<1
’ 1—x ’ (1— x)=
4.3
T . | | 1 | 1 | |
lLa) 3 (Dl —=1——+ - ——+———+——
@ k=1 k 2 3 4 5 6 7
. Ve . +°:. . .
Vamos construir a série 3 p, pedida. Seja n, o menor natural para o qual
k=1
]-l-l——l-l-l-...—l- I =10
z 5 = — 1
(Tal n, existe, pois
I ] I +...= 9,

l+—+—+...+
5 ¥

z 2N —

Fica construido, assim, os n, primeiros termos da série procurada.

blzla.lr.}g:l.....lr.)n = I .
3 ! 2m — 1

E claro que

vty ly 41
305 2 —1 2

<< 10 (por que?).



1, ce
~3 € o termo bnj + 1 da nossa série; isto é:

”J;E L L I I
o=l —
ko K 35 2 —1 2

Seja n, o menor natural para o qual

n +1 1 1 1

1
S b+ + o — =10
k=1 2n +1 2np +3 2ny — 1

1
Somando 7 1.” ao 1.° membro temos novamente uma soma menor que

10. Repetindo o raciocinio acima, construimos uma série que € uma
reordenacao da série dada e cuja soma é 10. Confira.

CAriTUuLO 6
6.1

l.a)fix) =0sex<0efl0) = 1. D.f'z |—ee, 0]

by fix)= lim ] . Entiio
n—s+e L4 2
n
|’D se x =20
flx) = 1l se x #0
X
c) fix) = 0 para todo x d) fix) = e e) flx)= Lﬁﬁ fix)=1xI
X
(0 se x+0

6.2



l.a)fix)=0,x # 0.
)

: 1 ~ .
Como Ilm{I+ | f,(x) — fix) | = +e0, tomando-se € = 77 nao existe n, que torna
X —

verdadeira a afirmacdo: “para todo x > 0,

1
n=ng = | fx)— flol< 5 .

Logo, a convergéncia ndo é uniforme em ]0, +oo[. No intervalo [1, +oo[ a
A e |
convergéncia € uniforme. De fato, dado € > 0 e tomando-se n_ tal que — <€

gy
, para todo x em [1, +oo[,

n=ng = = < €
nx<
P L R 1
2.a) f(x)= lim = lxl=<1.
n—+=  x—1 —Xx
n+1
by lim |f,(x)— flx)I= lim = +o0; logo, niio existe ng tal que, para todo x
x— 1" r—=1- 1—x
em [0, 1],

n=nyg = |flx) —flx)l <

b | —

Ou seja, a convergéncia nao é uniforme no intervalo [0, 1[. Vejamos como
as coisas se passam no intervalo [0, r], com 0 < r < 1. Para todo x € [0, r],

1rn-i—l f.n-i—]
. =

Il —=x h 1 —r




Como

f.rH—]
lim =10,
n=+w 1—7r

it
dado € = 0, existe ng; tal que

< € paran = ny. Dai,
— }.-
X ) prtl
n=ng = lfx) —filx)l= <€
1 —r

para todo x € [0, r]. Portanto, a convergéncia é uniforme em [0, r].

|
Joa) flx)=—,xF0
X

s

A~ . 1
c) A convergéncia ndo é uniforme em ]0, +oo[. No intervalo [;ﬁm[ a

convergéencia é uniforme.

doa) flx)= I— sex #0efi0)=0.

b) A convergéncia ndo € uniforme em R, pois as f sdo continuas em x =

0 mas a f ndo. A convergéncia é uniforme em [a, +oo[, a < 0.

CavrituLo 7

7.3

1. a) Para todo x e para todo natural k > 1, x° + k* > k’ e, portanto,

1 1
= —.

ARk

Por outro lado, -r < x <r ¢ | x| <r. Entdo, para todo x € [-r, r],



v

: _r
v2 4 k2

o —

=7

toe
7. ! 7 oy 7 s . ) ,
A série = T é convergente. Pelo critério M de Weierstrass, a série dada é
k=1 k-

uniformemente convergente em [—r, r], para todo r > 0.
b) Paratodo x € [-r, r],

k| gk
e
s . 1o ,r'k , . pe « s .
Como a série 3 o é convergente (verifique) segue do critério M de
k=1 K
Weierstrass que
+= ok
s -
k=1 k!

é uniformemente convergente em [-r, r], para todo r > 0.

05 kX 1 . +0 o i
———_|=— Aséic 3 :the
.‘1.-‘_+Jﬂ:_ J'::_ k=l_,'|._-_|_ﬁ:‘_

entdo, uniformemente convergente em R. Isto significa que a sequéncia de

2. Para todo x e todo natural k = 1,

b

funcbes s, n > 1, com
n

fl . .
cos kx

Sp(x)= & —————.
k=1 x°+ k-

converge uniformemente em R a funcao s = s(x) dada por

+ .
cos k
s(x) = X cos M

p=1x2+ k%
Como cada s_€ continua em R (s € continua, pois, € soma de n fungdes

continuas) segue do teorema 1 da Secdo 47.3 que s = s(x) € também
continua.



+
5. Segue do exercicio anterior que, para todo natural k > 1, a série X a,
=1

cos nx cos kx converge uniformemente em [—m, m] a funcdo dada por F(x)
cos kx. Segue do teorema 2 da Secdo 6.3 que

T m +2

T
Fix)coskxdx= lim Y apcosnxcoskydy= X J ay cos nx cos kx dx.
- M=+ d—T = n=1v—m
L - - nﬂ- L
Fica a seu cargo verificar que J cos nx cos kx dx € zerosen ¥ ke € wsen = k; para isto
-

utilize a relacio

P9 cos ‘EH—{I.
2 2

cos p + cos g = 2 cos

7.4

+:
€ convergente, segue que X
I n n=1 n

COS X~ cos nx> . .
- 7 & unifor-

1. a) 3

1

CoOs nxY 3

7 Sao continuas em R. Segue do

memente convergente em [, As fungdes f,(x) =
i
teorema 1 que fé continua em R.
+ an
c) 3 — ¢ uniformemente convergente em todo intervalo [—r, r],com r = 0. (Ve-
L]
H= ID .”.

rifique.) Segue que f € continua em todo x; real.

CarituLo 8

8.2

2. O raio de convergéncia é R = 1. Utilizando o critério de Raabe, verifique
que a série

; aflae — e —2)...a—n+1)

n=1 n!



é absolutamente convergente; conclua que a série dada converge para | X | =
1.

8.4

1 +®° At

Tn
1 — 2 dv= X x" dx. Por outro lado.
X =10

t
|, Paraltl< Lj
(]

t
ot
01— x= 2

t (. 1
j + dr= 3 [=In(1 =0+ In(l +0)=

0 il—x 14+x,
1 1+
= — In :
2 1—1
o
11.b) A equacio é equivalente a y" = xy’ + y. Seja y(x) = E  a@,x". Temos:
o=
+a 1 +oe .
V)= X nax" " ey'r)= I nn— Dax" "
n=1 n=1
Dai,
+ oo _ 2 +o +o i
S an—Dap" " = 3 na '+ I ap”
n=2 n=1 n=>0
ou
4o 1 +o 1
S (n+2Dm+Da, 0" =ay+ T (n+Dayx”
n=10 n=1
ou
4o i +ae
2a,+ T (n+Din+Da, " =ay+ = (n+ Day”
n=1 n=1

Entdo, devemos ter



e, portanto,

1

—a n=2.
P — 2

no '

a, =

Segue das condigGes iniciais que a, = 1 e a, = 0. Os tnicos termos diferentes

de zero sdo os da forma a, , n > 0. Temos, paran > 1,

1
460 (2n)

axyy = 3

I

Assim,

20 1
1.1{_!(]=I+ 2 °
: n=1 246+ (20

(Verifique que o raio de convergéncia é +o.)

T S =250 —3)Gn—HGn —T5n —8)(5n —9)...3-2-1

e)yx)=1+ 3 X,
n=1 (3m)!
F10
15
13. Parap = 8, “—I < 1073,
2p| | —— |
2)
R Loy 1y
‘L2J='+'n§; n! azJ'

Para calcular y(0) proceda da seguinte forma. Segue da equacio que



ym=y' +y+xy.
Como y(0) = 1 e y'(0) = 0, segue ym(0) = 1. Para calcular as demais

derivadas utilize o item a do exercicio anterior.
19. A série

M

o —a—2). . a—n+1)
p . A

n=1 '

tem raio de convergéncia 1. Além disso, a série

T alae—NDa—2)..a—n+1)

n=1 !

é absolutamente convergente. (Verifique.) A série dada ¢é, entdo,

r

uniformemente convergente no intervalo [—-1, 1]. A sua soma é, entdo,
continua neste intervalo. Assim, para todo x € [-1, 1],

+ _ _ _
Aen%=14 S afe — e — 2).. (a n-l—l}xﬁ.

n=1 .
+m o, 2 f 200" + .
21.a)y 3 STi=_2 :‘ a ‘ =3 m+2)(n+ D"
=0 l—x {1—x) n=0
CariTuLO 9

9.1



1 1 + {_l}ﬂ —
SR R B

1 ! L
sen nx. Como (—1)" — 1 = 0 para n par, esta série € igual a

+ oo
- — .
]+£ s sen (2n 1}3.

2 aon=1 2n —1

(Observe que cos nar = (—1)" para todo natural n.)

2 += WA 4 += M — )
Il s ! 1}? L osme= T _4 cos (2n !}},x
2 T n= n=- 2 T oa=1 (2n—1)
4 1z — e 12 272
c) sen (2n— ) x d X (=D)"| - T | sennx
T on=1 2n—1 n=1 f n
9.3
1. ¢)
Fix) 4
..n.2
| | | | | I
| | | | | |
| | | | | I -
— 5 — 3 —r " Jr Sar X

Carituro 10

10.2

1. a), b), o), ()



. dx dx
2. a) Substituindo x = tg re E=sac33‘ na equagio ?: 1+ x2, obtemos
[}

) T T ; - ~
sec’t =1+ tng, para todo f no intervalo :|—?, ?|:, logo, x = tg t € solucdo da equagio dada.

¢) Substituindo x(r)=4 a$= 0 na equagio %= f{xz —16), resulta = 0 para

todo 1, logo a funcio constante x(f) = 4 € solugdo da equagio dada.

2

249 dvy ' . dy . 2/ . -
¢) Sendo y=¢* 7 temos —L = xe* /2 e dai, 4y _ xy.ouseja, y=et /= & solugio de

2

dx
dy
=
3. a) y=0.
b) x=1oux=0.
c¢) Nao admite solucdo constante
d) Nao admite solugdo constante.
e) y=1louy=-2
) y=0ouy=-2.
10.3
2/ 1
l.a) x=ke'™ /=, b) y=0o0u y=— .
x+k
.X'3 2
c) }-‘=T+x+k. d) T=ke <" +10.
€) x= V24 k.  v=kx.
1+ ke”! _
gl x==lou x= T Observe que para k =0 tem-se a solucio constante x =1.
— ke2
hv=Inx+ k). i) v=0ou v= .
’ 1— ke'
Jhx=tlnr—1+k
. \ T _ (12 |
[) y=tg(ln kx), —E{Inh {E' m) S—In.?+k].
|3-.,.. | -
) U= .-;I*'I'——|- k. 0) x=kl1+1-.
i



i \
p) v=arctg(x+ k). q) x =ar|:5f:n| %—i—k |

rytgyv=x+k, %{}!{?;de tgy=tg(y—m)e —%*—:ﬁ}!—r«i resulta:

r2 | 5

tg(y —m)=x+k ou y=m+arctg(x +k).

2(ke*t —1)
_T} 1-'=_2 0oLl \.‘:"—_1-'
1+ ke*?
ket
N w=cln|v| W) x=—2 ou x=———
| | I_kﬁfar
2&}x=—ln|——‘f| by v=2 xR
.,f'
1 6 —2et%
c) y= : ) y=—"7—
)YT IR N

3. Separando as variaveis e integrando, obtemos A In V = —In p + k e dai
segue In (Vip) = k. Tendo em vista a condicgdo inicial, resulta In ( V1AP1) = k.
Entdo, V'P = lepl para todo p > 0.



dy

4. A equacio que resolve o problema é d——a}-ﬁ, sendo « o coeficiente de
x
N . L I
proporcionalidade. A familia das solugdes é y=— = o3 ou y=0.Levando em
"'.,l'l_ LY — 2
- 1 |
conta as condigdes W0) = 1 e y(1) = —, resulta y=— .
"'v:z \I'I .1 + ]

5. Seja x = x(t) a distincia, no instante f, do corpo ao ponto de onde foi abandonado.

Entdo, a queda do corpo € regida pela equagao m 7 5 =mg —av, ou seja,
‘fa_

dv ;
IDd—;: 10g — av e sabe-se que v(0)=0 e v(1)=8. (Lembre-se: ],:%_} Tem-se
100 [ _=t) 5 ( _a)

entio v=——1—¢ 10 | onde & ¢ a raiz da equagio a = f_: |—e 10|
EI e
—_— ]—.1' y - . d}1 .
6. y=uxe (veja: a reta tangente em (x, y) tem equagio ¥ —y= d_{ ¥ —x }; para
'y

X =0tem-se ¥=xy,dai, xy— }!=—xﬁ ou d—}=[ 1 1 .]d_r.
! dx y o oux o J

7. A funcdo y = y(x) que queremos passa pelo ponto (1, 2), logo, podemos
supor y > 0. A reta tangente em (x, y) tem equacdo

Y—y= dy (X —x); para ¥ = 0 tem-se X=2,

dx _ ; g 2 ,
dai _}"1:%[%_ 1C] ou seja, %ZET' Segue que In y = In kx e, portanto, y
= kx’. Tendo em vista a condicdo inicial y(1) = 2, deveremos ter k = 2.
Assim, y = 2x° é a solucdo do problema.



8. Sendo x= x(f), onde x é a distincia no instante 7 do corpo ao ponto de repouso, pela

d*x A%
2. lei de Newton, temos: 2.5 ﬁ =25¢— [ E] ,onde g € a aceleracdo gravitacional.
dv 2,5dv
Segue que 2.5 E= 25— {v]z. Separando as varidveis, obtemos 25’ Ir, = dt. Resolven-
— 1=
5(€4I+1 _ 1]
do e levando em conta que v=0 para =0, resulta v= AR 0=r=T, onde
T’ ¢ o instante em que o corpo toca a terra.
9. No ponto (x, y) o coeficiente angular L da reta tangente a curva X2 +2 3,-‘2 =a¢
dy . dy x - e
dado por 2x 4+ 4y—=0, ou seja, —=———. Entiio, para que o gréfico de y= f(x)
dx dx 2y

&y_ 2y

intercepte ortogonalmente, no ponto (x, y), a curva dada, deveremos ter 7 .
A

Integrando e levando em consideragio a condiciio f{1) = 2. obtemos y= 2x2.

10 y=1/x2+5.
11. Seja y = fix) a funcio procurada. Trocando o ponto genérico (x, v) por (p, g), g = f(p).
a equagdo da reta tangente em (p, g) é&: y—q= f'(p)(x — p). Fazendo y = 0, nesta

q

equagio, obtemos x=p— () que € a abscissa do ponto A. A distincia de A ao ponto
P

' 2

|
(p. q) €, entdio, ,\I[ f:f ) + g2 . Como, por hipétese, a distincia é 2 para todo p,

| P

2
q

deveremos ter —+ g* = 4. Assim, a fungiio procurada é solugiio da equagio

(£(p))

2 2
[%J = 2 Y = Como o grifico da fungdo passa pelo ponto (0, 2) e a reta tangente
. —y?2

. . . dy
encontra o eixo x em um ponto de abscissa positiva, podemos supor Dope y=0.

H 'I .12
Deste modo, a fungio procurada devera ser solugido da equacio j—} =— 11:'4‘}—,,.
x —y-



! ¢l
Vald— ye
dv =—dx. Temos entio J‘ﬁ"—

o

[ 2
4=y

Pt

dy=—x+k.

o

Separando as varidveis, vem
‘||‘.‘

2
ye
" 7 7 =
Com a mudanca de varidvel y= =4 —y=, u >0, teremos u du= —y dy. Entio,

NEEE " ' 2+ u)?

J‘Qd}-‘=ﬂ—l+ 4 = | =—n—|—lnz+bII =—H—|—In%, ou seja,
ye 4—u- 2—u 4 — 2

4= y2 24,42

J‘Ld}-‘ =—/d4— ¥2 +2In \"—} Tendo em vista a condigio y = 2, para
y v
x = 0, segue k = (). Assim, a curva que resolve o problema ¢ :
24 4—y2
r=—2m Ty 432 g<ys=2
¥

104
l.a) x=ke™' +2. by x=ke* +%- c) x=ke o1,

d) x=kt +1° e) y=ke ¥ +x—1. N T=ke ™ +3.

1 1
N s Le— X L ) i
g) x=ke 5 (sen 1+ cos 1), hy y=ke™* + 1 (cos 2x +sen 2x).
e | 1—x
i) y= ke M1, ) y=k |——.
' D) V1+x
t —t

2.a) Q= keRC, by OQ=keRC + CE.

_R A
3 i(r}=%[l—f L

4. T=80| = | +20.

L8
5.a) C(t)=Cpe™ 8, b)83287% am.
6. C(t)=20.000-3",

5. a) C(t)=Ce""
b) 8,3287% a.m.



6. C(t) =20 000 3.
7. A equacdo que rege a desintegracao do material é %=am, onde o é a
[
constante de proporcionalidade. No instante t, com t em anos, a quantidade

m de matéria remanescente é dada por m(t) = ke”. Da condicdo m(0) = m,

segue k = m; dai m = m, e«x No instante t = 10, teremos

~In3
ﬁ![]ﬂ}:gmﬂ e, portanto, ell e :E~ |Dgﬂ~ o :M-
3 10

Sendo T o tempo necessario para que metade da matéria se desintegre,

1
teremos ¢* 1 = —

i

— 3
In2 . Entiio, T= M anos = 17 anos.

e, portanto, T = -
a In3—1In2

~ . . dv ,
8. A equacdo que rege o movimento é — =av, onde o é a constante de

dt
proporcionalidade e p= Resolvendo, obtém-se

) , di
x(t)==(e*" —1) onde oz =1n =,
a’ 3

9. Sejay = f(x), x > 0, a funcao procurada. A equacao da reta tangente no

ponto genérico (p, f(p)) é y — f(p) = f (p)(x — p). Para que a reta tangente

encontre o eixo y no ponto (0, m), deveremos ter, m = f(p) — pf (p); como a

area do triangulo de vértices (0, 0), (0, m) e (p, f(p)) é %, segue que a

funcao procurada é solucao da equacao

f(p) 2‘!} fp) =1 que é equivalente a f'{p)= 1\p) _ —. ou seja, a funcao
PP

procurada y = f(x), x > 0, devera ser solucdo da equacdo linear
al

— =_—_y——, x> 0. Resolvendo e levando em conta a condi¢do y = 2 para x
X X X~
7 ]
=1, obtém-se y=x+ —, x =0,
X

10.5



l.a) —=5y—

j‘u 4—)‘ v#0, € equivalente a }-‘ﬁ = 5y2 — 4x. Com a mudanca de
X v '

dy du
—}, obtemos — =10u — 8x que € uma equagio

varidvel #= y? e, portanto, du _ 2y
dx dx dx

linear e cuja solucdo é u= 0% [k + I—S.re_ 10x -:ir} De

8 8 20x+2 -
I—B.tf_lﬂ-rdx' =—xe 9% + — 7 10% resulta i = ke!"* + ——=. As solugdes
10 100 25
S . 20x +2
y = y(x) sdo, entdo, dadas implicitamente pelas equacdes y* = kel?* + s
i) A funcio constante v(x) = 0, x qualquer, € solugdo. Para v # 0, a equacdo €
. _adv _ _ du _5 dv o
equivalente a v 2 f—=v I — 2% Fazendou = v! temos — = —y 2 —: substitnindo
dx : x
~ du Iy . I . .
na equacdo dada, vem E: —u + ¢-¥ que € uma equagiio linear cuja solugio ¢
1 5.0 -1
Y1 ouwv=0.

W= .—g—x[k + Jc?z-rc?xcir} A solugio da equagio € entdio v=| ke™* + Eﬁ‘

c) A funcio constante x(r) = 0, 1 = 0, € solugdo. Para x = 0, a equaciio € equivalente
1 |

1 l
—<dv 1 = - d 1l —d o
ax 2 i=—3{3 —1, t=0. Fazendo u=x2, —u=—.t 2 —t; substituindo na
dt t dt 2 dt
B dit i | . . — — ~ ~
equagio obtemos E= % cuja solugio € u =~ [k — A/t ] A solugéo da equacio

r 2
dadaéentioxr =0o0ou x = (k-u.-"f - 3‘]

d) A equagdo d—’ = y—y? ¢ uma equagio de varidveis separdveis e, também, de
oy

Bernoulli. E mais rapido resolvé-la olhando-a como de Bemoulli. A fungéo constante

vix) = 0, x qualquer, € solugdo. Para y # (, € equivalente a }-‘_3&,—F= }-‘_3 — 1. Fazendo
X

-2 A _ —2y~3 ﬂ Substituindo na equagio, vem du _ —2u+2 edai
dx dx dx

=y -,
U= f‘_lx|:k + szzrdl}, ou seja, u=ke™2* +1. Entio a solugiio da equaciio dada é

vx)j=0ou y==% . (Sugestdo: resolva-a separando as variaveis.)

ke +1



2. a) A solugdo da equagdo € p(t) = p.ex, t= 0. Se « = [3 teremos A = 0 e,
entdo, p(t) = p, para t > 0, ou seja, a populagdo se mantera constante e igual

ap,.

b) A populacdo no instante t é p(t) = poekt, t>0.Sea>f,A>0e entdo a

populacdo estara crescendo exponencialmente. Se o < 3, A < 0 e, entdo,
lim p(r)=0

e , Ou seja, a populacao tendera a extincao.

d, . : . o
3. a) A equagdo d_f: Ap—e lilzﬁ uma equacio de Bernoulli e, também, de varidveis
. A . -
separdveis. Resolvendo-a obtemos p=—————— Tendo em vista a condigio
Ake™ '+ e

, t = 0. Observe que para f tendendo

A o
pl0)=pg e e=—, resulta p=- =

¥ (y=poJe™ + po
a o, p tende a .

d, . dp L
i) Como d—f =Ap—e ;:-3, o valor maximo de ?‘; ocorrerd no instante em que p for

. . _ 2 . . Ay
o vértice da pardbola z=Ap—ep<, ou seja, no instante em que p=—_——=--. No

2e 2
. dp . . ] .
instante t = , em que 4P ¢ maximo deveremos ter Y- ’}T*_J' , Ou seja,
2 (y=pole 1+ pm
1 Po . dp . .. )
fj = ——In———. Observe que no instante = ¢, em que —— € mdximo, estard
A ¥Yy—po dt

ocorrendo um ponto de inflexdo no grafico de p= p(t). Se pp < % no intervalo |0, 1]
o graficode p= p(t) terd a concavidade para cima, ou seja, neste intervalo a populagio

gstard crescendo a taxas crescentes, e, no intervalo ] f, © [ o grafico terd a concavidade
para baixo, ou seja, neste intervalo a populagio estara crescendo a taxas decrescentes.

4. A solugiio p= p(t) ¢ dada implicitamente pela equagio
p]—a — kc?“_a]“ +T]—a’ onde k= pﬁ—a _,},l—a_

Bt
3

5. p(r]=[%_] [1—\-3

10.6



dy _ x+2y . dy ] )
1. a) a_x Y . x #F (0, é equivalente a Y — 1+ Zl. Fazendo u= Y teremos
dx X dx X X
. dy du L. . - .
v = xu e dai I =u+ .rd—. Substituindo na equagdo obtemos a equagio de variaveis
x X
separdvels xi—u= 1+ u. A funcdo constante 4 =—1, x = 0 (ou x << 0) € solucdo. Supondo

1 + u # 0, separando as variaveis e integrando, obtemos ln| 1+u |= In k1| xlk,=0,e
dai. 1 + u = kx, k real e diferente de zero. Permitindo que & assuma, também. o valor
zero, teremos a solugio u=kx — 1. Observe que, para k = 0, teremos a solugdo constante

u=—1.Segue que y=kx2—x, x> 0 (oux< 0)¢éasolucio geral da equagio dada.
Observe que poderiamos, também, ter resolvido a equacio dada, olhando-a como uma
equacio linear.

3x

byy=0,x=0(oux<0) )= .
)y x on X ou ——

c) Com a mudanca de variavel y= l, ou seja, y = xu, a equagio %= 2x—y ¢
X '

equivalente a du = —l dx. Integrando, obtemos [u - I}[H + 2}2 = i} k
; 3

ut+u—2 X
real. As solugdes y = y(x) sio dadas, entdo, implicitamente pelas equagdes
(y—x)(y+ 21]2 =k, k real.
d) y(x) = 0, x = 0 (ou x < 0); e as solucdes nio constantes y = w(x) (ou x = x(y)) sio
dadas implicitamente pelas equagbes v+ x 111| ¥y |= kx.
N

2vix)=0,x=0(oux<0on yv=——m07—.
. ( Y e

10.7



dt dv dt drx

dv 3 e
obtemos vﬂr— =—x-. Separando as varidveis e integrando, resulta
N

2 .4
Sk
2 4

dv . dv
fr) Com as mudancas v=—¢e¢ x=v

dt

a equacdo dada se transforma na equacio

dv

de variaveis separdveis = x3dx. Integrando, obtemos a relagiio entre v e x que é
v—

4
v+Infv—1 |—L=k.
,L.E
c) m'—ln| av+1 |+'T=k

2
d) —+222 =k

-

e e . ) . V .
¢) Com a mudanca de varidveis v = & e X=v y .a equacio se transforma na
dar A

equacio de Bernoulli %= v— xv~ ! que é equivalente a 21'? =2v? —2x. Coma
' X

) oo du - . o
mudanga # = -, obtemos a equacdo linear ra = 2u— 2x, cuja solugio ¢

—2x

= f‘zx|:.|i{ - JQ.XE—E'I(?'.‘C} De JQA'E_Ex(?r_l' = xe~ 2% 4 ¢ 5

resulta v2 =ke?* + x + %

il v =ke® +1.

- ?T ! » 2
2. Fazendo x = 'L'i, obtemos yd_] = gR

dx dx (x+ R}

9 3
Ve R._
obtemos — = g

= separando as varidaveis e integrando

R + k. Tendo em vista a condigdo inicial v = e x = 0 para t = 0,
X+

7 7 7 7
o N R~ | a° .
teremos k=———gR. Assim, —= AL - gR. Para que o corpo retorne a terra,
2 2 x+R 12

para algum x deveremos ter v = 0: deste modo, a condigio para que retorne a terra é
7 7 2
gR- @~ Ra~
0=

+——gR. ou seja, x=———=. Para que retome a terra, e lembrando
x+R 2 2eR— e~

2 - - - -
que x = 0, deveremos ter @~ << 2gKR. Entdo. o menor valor para que nio retorne a terra €

a=.2gR.



10.8

l.a)xy=c¢ c)rxcosy=c €) arc tg X c g) X+ xw+dy=c
¥
3 — x?
2a)y(x+2yv)dr+ 2x—1Ddy=0y = ——
) ) ) 202x = 1)
€) y = arc sen ‘ ﬂ ‘
2x

3.a) y dx + x dy = 0; a imagem da curva pedida esta contida na curva de
nivel xy = 1. A curva y dada por

|‘ x=t
1 t=0
V= —
=3
resolve o problema.
2_ il 3e (r— iy 42223
byx* —axy+y =3 <= (x 2}- 2 ¥ 3.
1 . —
x——y=+3cost ‘.r=x-'3 cos f + sen f
2 =
J3 _ -
] \“? vy=-3sens 1}-‘ = 2 sen {

ou seja,

4.x=t+ 22 41

S5 y=vx)éainversadex=2y—lny, yv>

b | —



10.9

3

37 X- X- . —443
l.ayxyv " — —+—=¢ b) Fator integrante x -

20 3 \

)2y —y =¢ dyx” = cy
X

2.y=

l—x
3. Fator integrante u (x) = .—x*/2)_ Segue

02yt = e [ gy

ou seja,

-1
279 2 .
_‘r‘=[c‘€x fe —gtmis jﬁ' i) a’.r} .

7. a) A funcdo constante y = 0 é solucdo. Para y # 0 a equacgdo é
equivalente a

———ou y = 0. Observe que a equacdo é de variaveis separaveis.

_1I-l' =
X+«

c) E uma equacdo de varidveis separdveis e também de Bernoulli. A
funcdo constante y = 0 é solucdo. Para y # 0 é equivalentea (y ' — 1) dx +y
dy = 0 que admite o fator integrante e *. Temos, entdo, a familia de solucdes




10.11

l.ayvix) =12 hyvy= ;'.,1'3 +1,.x=0 ) X = ——
M 7N - B2
d)x=sen(t — 1), -z <t—1=< ul
2 2
i | '? + - .'I.t - 1
Nie=-—=2 —|—-\.'.1c3—.t—|-ln N _\ x> 1
42 +1
dx -
~ . — faga u-=1——.)
(Sugestdo: Para calcular a integral J h— 1 k x
'.III: X
1+ et 1 5
) x=1+t+1In )y x=—— O ="f=<"e~
8) 2et ) #(2—1Ini)
2
i p=———+cosf N p =
) P secl + tgh np=0
2 oxr -1 [
D(x+0dt+(t—x)de=0; X+ = Entio, x =1+ /212 +1

m) y= LN V= ™ % Substituindo na equacio vem X ﬂ—u= u? — 2. Entio,
X x= dx
2—2x°
- 2x+ x4
I .. N _
nyy=— 0) y=x,2x—1 (Sugestdo: T"‘-‘f dx — ydy =0.)
X -
e+ 4e* 2 dx 1 2 dx 1 _
2.y="—" 3 =— | = Faa1-—=u.
) 4 Lo, 2 N2 .]_l &4 P
Vooox Vo ox
f 6 s I 2
5.7=70( 2| +10 7. y= ou y =-
wy x+1 3—x

9. Derivando (1) em relacdo a x obtemos: y' = y' + xy" +2y' y", ou seja,



(x + 2y")y" = 0. Por outro lado, x + 2y’ =0 & y= —%ﬂ + ¢. Substituindo (1)

1. "|+ | LN "|_ portanto, ¢ = 0. Assim, y __1,2 é
2 ) L 27) ' 4

-

em resulta — L ;2 4 ¢ = Y| —
4

, ~ P e _ 2
é solucdo de (7). Fica a seu cargo verificar que, para todo A real, y = Ax + A

7

. ~ _ . | . \ -
é solucao de (1). Assim, }!=—I,r; ey=Ar+A?(AeR) é uma familia de

solucoes da equacao (1). (Observe que toda solucao de (1) é, também, solucao
de (x + 2y')y" = 0; mas a reciproca nao é verdadeira. Pense!!)

r

’ y , ~ . . .
10. a) Y= — 1+ ()2 due € uma equacao de Clairaut. (Veja exercicio
a v

y
anterior.)

b) Derivando os dois membros em relacao a x vem:

1
v ox— =0.

1+ (%) 1+ ()?
vi=0 <= v=Ax+ B.

Substituindo na equacdo resulta & = T a2 | + 2 Assim,
y= Ay — Lﬁ
J1+ A2
é solucao (A <0).
PERYVIE
X — I ={]<:>'a-"=—,:l|l| —1.
) X

14+ ()] 41+ () ' \\x )

1

|_‘~ e, em seguida, u = sec 0 para obter a solugao

Faga

M1
=3



| b2
;:¢|m

11. x

—

a—+ q\.';az — x2 B :-—ﬂ2 — 2
12.v=aln x v

14 (2x + 2y) dx + (2x — 2y) dy =0

2

15.a)y = cx E:r}xz—}-'z=f

21

=y

(Sugesido: 4,1'3}-' dx + (1 + dy=10.)

24, y=x i,-"l —2Inx.0<x<+le

CariturLo 11

11.1



1. c:}x=kc¥2r— %E_r

- —x
hy=ke 3 +4

_ gt ] 1 _ t
c)g=ke +E?—E dys=[k+1t]e
2. a)x=21—¢h
x A

Y

3 [x=e¢T+1—1
Ty=(et 41 —1)2

R
4a)i=to ll—e fr]
R

[ =;,, [\-:?_5r — 2647 cos 12071 + 11 sen 120 77]
1+ 5767

11.2
l.ayx = Ae' + Bem byy= Ac?lr + Be_a'r f;:r} x= ESI [A + Bi]
d)x=Acos 3t + B sen 3t e)y= e~ [Acosx+ B senx]
f}x=ﬂcns%+ﬂsen% g}x=€_ﬁr[ft + Bi]

h)x = e* [A cos 2t + Bsen 2¢]

2.a)x=e:sent



byx=e:(1+1)

c)x=e+e"'

1.1

[




—9y 1
Jbajy=2—¢ = hyxin=2reR c)x = cos 3t — E‘St‘.ll 3t

Ax

4.a)y=Ae m +B byx=e “[A + Bi]

dx=Ae M+ pB d)y x=e A cos ij + B sen

= e

- \.‘I at

t
2

5. ¥+ 25+ x =0 ¢ a equacdo que rege 0 movimento.

a) x = e ¢ (1 + t). Trata-se de um movimento ndo oscilatorio; a posicao da
particula tende para a origem quando t — +o. E 0 caso de amortecimento
critico.

byx=e:(1-1)

'S

6. ¥ + 2y + 2x = 0 € a equacdo que rege o movimento. A posi¢cdao no
instante t é dada por

x=esent, t>0.

Trata-se de um movimento oscilatorio amortecido: a particula oscila em
torno da origem com amplitude cada vez menor.



7. v(t) = x(t) = —2 sen 2t — cos 2t.

IX

]

1
etls gen

243
8. flo===

[E]

9. ¥ =k (x — x), onde k é a constante de proporcionalidade. Das condicoes
iniciais dadas, resulta k = 2. A equacdo do movimento é, entao, y — 2x + 2x
= 0 No instante t, a posicdo do mével é x = e’ sen t.

11.3
l.a)y=Ae" + Be " + Ce™ ™ b)y=A+Be ™+ Ce*
clx = Ae™ + B cos 2t + Csen 2t dy=A+ e “[Acosx+ Bsenx

e)y=Ae™ + Be ¥ 4+ Ccos2x+ Dsen2x  filx=¢[A+ B+ ¢ ' [C+ Di]
g)y=Acos 42x + Bsen 2x + Ccosx + Dsenx

hyx= A + ¢! [Bcost+ Csentl

Jx=[A+ Btlcost+ [c+ Dt] sent

Nyv=A+ Be™ + Ccosx + Dsenx

3, 3, 20

x=— il e+ == cos —

2. 63' 634 5 17 2
]x?=—fzr+—ﬁ_zf+;cnsi
’ 1 17 17 2

3. O sistema que rege 0 movimento €

}.
—x + 2y

| ¥
1¥
A posicdo da particula no instante t é

x=(=2+n¢
ly=te

Sugerimos ao leitor tentar fazer um esboco da trajetéria descrita pela
particula. (Suponha t > 0.) Observe que y = x + 2¢'.



4. A equacgdo que rege o movimento é

b) Sugestdo: Derivando a 2.* equagao duas vezes em relacao ao tempo
resulta

d4y .. .
0 — = —x — 2.
® dr# ]
O sistema dado é equivalente a
| ¥+ 2x = —y
‘ | _
@ 1 x=—-2y—¥

Multiplicando a 2.” por — 2 e somando membro a membro resulta

X =3y 424

Substituindo em (1), vem
‘1"4 ’ dj ’

@ e
dt dt - ’

Substituindo-se o y encontrado em @), na 2." equacdo de (2), acha-se x.

5. a) Sugestdo: Desenhe o campo ? nos pontos da reta y = x. Observe que

= i
Fx,vi=-VUxy)=—vi—x].

jx=cost _
IJJ} 1\‘ = cos ¢ I = {}



A particula descreve um movimento oscilatério sobre o segmento de
extremidades (1, 1) e (-1, —1).

11.4
1 —1I X —X ]
I.a},r=f‘1c05r+35enr+:-:? byy=Ae¢ +Be — - Ccosx
| . . .
c)x=Acost+ Bsent — E rcost dyv=A &+ Be T —2xe !
¢)x = -:?2‘r [Acost+ Bsent] + % ?‘f’zr sen f HNyv=A e T+ 1 —x+ ,rz
-t 31 3t St
- | i
glx=A4A '+ e 2| Beos——+ C sen — + — ¢
2 2 3
7 ( X v2 ) 2 t3
hyy=Ae™ +Be ¥+ \ ERELITLI 2 Dx=(A+Be* + — et
’ 16 8 | 6

Nx=A X+ e B cos /3t + C sen +/3t] —

b | —

[), m), n) e 0); verifique a resposta por substituicio na equacio.

3. a) |B # 2| Admite uma solucao particular da forma

X =m cos ft + n sen f5t.

Observe que neste caso particular bastaria tentar uma solucao particular da
forma

X =m cos pt.(Por qué?)

e
Il
[

Admite uma solucao particular da forma

X =mt cos pt + nt sen fit.

b) Admite solugdo particular da forma



2t
X —me
p

Admite solucdo particular da forma

2t
Xp =mte

t : -
c) x=Acos 3r+B.~;enSr+E.~;cn}r+l. sen 3t + 1. (Veja Exercicio 2:

principio de superposicdo.)

d)|e =—2¢ B = 1| Admite solucdo particular da forma

xp=(mtcost+ntsent)e

a # —2 ou B # 1| Admite solucdo particular da forma

xp = (m cos 3t + n sen f5t) € «
4. Seja x = x(t) a solucao do problema. Para t < m devemos ter
¥y+x=0,x(00=0ex(0)=1.
Logo,
y=sent,t<m.
Para t >  devemos ter
tx=1;

logo

x=Acost+Bsent-+1.



—
ke

Vamos, agora, determinar A e B para que x = x(t) seja de classe C' em

Devemos ter
lim  x(7)

lim x(n =
P—=aot

P —a-
e
lim &= hm 3.
t—= o~ t—a™
Como
lim x(f)= lim sent=0,
t— o~ t— o~
lim xH)= Ilm [Acosf+ Bsent+1]=-—-A+1,
=t t—at
lim x(r)= lim cosi=—1
P — o t— o™
e
lim x(f)= lim [—Asent+ Bcost]=—B
t— o™ t— o™
resulta
0=-4+1
1—] =—B
Devemos tomar, entao,
A=1eB=1.

A solucdo do problema é x = x(t), t € R, dada por
se =1

Wy =sent
' lcost+seni+1 setr>m

Fica a seu cargo verificar que x é continua em R. Observe que



[ sen t se =1

) = 1] + +/2 sen | t+ % | se > 17
Sugerimos ao leitor esbocar o grafico desta solugao.

5. Proceda como no exercicio anterior.

f 2 } )I _|_ >_I
3.6{'}1’=‘]+J‘—‘€I b},r=;—msf—i‘3
] 2 | 2

R _;+|:crsr+senf

idlx = —¢e 3
9. a)A+ Bn e FeH by A cos 3r + Bsen 3t + t cos 3t

AAe + (1 +)é DA+ ¢ A+ e +Be

f e ! (Acost+ Bsent— 2sent) 2) A cos /5t + Bsen /5t +1¢

11.5

1. X, =sent [In sen t] — t cos t. A solugdo geral éx=Acost+ Bsent+ X,

—1+sen 3f In (sec 3t + ig 31)
2. xp= 5

CAPITULO 12

12.3



1. a) k1 _::| 1{:'E.F + k7 |: :| b) k1 ::| lr_;.E.F + ko 1||:{I:}:| + ¢ |:::||[ E‘E‘r
ki *C::If ;:| ¥ + k) |: E:;S f:| d)  k ,!}:| e + ko 1||:?:| + 1 |:1:|l[ s
B Ulem [cos 2 _
e) k] I:| ,,-_zjf + Jili'E |:]:| e ! .ﬂ' k] ;eﬂs 2::| el + kf [EEEHQL:J of
1] 2 cos /21 2 sen 4 "r,f |
R Lol I Rl
otp e im]
3 ( A7)
hy k |::;:| e~ 4 ks {[l:| + ¢ |:;;:|l[ e~
' 2 ' N6 ; ; e s
2. a)x = cos /61 — g S V61 ey = —— sen +/61 +cos +/6r. A trajetoria € a
ﬂ"‘ —

elipse

3x’ + 2y° = 5. (Observe que a solucdo encontrada é também solucdo da
equacao
3xdx + 2ydy = 0). De + = — 2y, segue que a solucao x = x(t) e y = y(t)
encontrada descreve a elipse no sentido anti-horario.

byx=2e'ey=2c¢. A trajetdria é a semirreta y = x, x > 0.

c)x=e'ey=e . A trajetéria é o ramo da hipérbole xy = 1, x > 0. De ;
= X, segue que o sentido de percurso € da esquerda para a direita.

dyx=e ‘ey=e’ A trajetdria é a curva y = x°, x > 0. De i = —x, segue
que o sentido de percurso € da direita para a esquerda

' 3
Y A Ay = x°

Fant
"
=¥




Observe: lim (e7f, e=3)=(0,0).
t— 4o

-2 -2 2 2 -4
e) X =e tcostey=e “¢sent. Segue que x° +y = e « Logo, em
e e, -2 .~ . i
coordenadas polares, a trajetoria é p = e “«. Na posicao (1,0),v>0e <0, 0
que sugere ser 0 movimento descrito no sentido anti-horario.

'

o

/ (1, 0) o

Observe: lim (e~ cos 1, =2 sen 1) = (0. 0).
P—=+=
3. O movimento € regido pelo sistema
A solucéo que satisfaz a condicdo inicial dada é (x, y) = (¢ ' cos t, e ' sen t).

A trajetéria, em coordenadas polares, é a espiral p = e ', percorrida no
sentido anti-horario.



X

4. b) L}
N R R Y

‘ﬂJ‘EL} ELJ

Observe: lim T=-C I x Y
t——m |V 31

A,

/;;"L-
9 k = ()

.1‘.
A
o
~
.,
~
N
‘\
-

Ty

L/-:tfj

6. @) [j — 2 {kl [msﬁf —:,cn r} +k [cosﬁf + sen r}[

Il
iy
1
[ed =
| I
™

=
_|_
e
[
I
MR—

-
X

cos 1 2sent ||
x| _ 1 5 [cost—sent o B
?) L‘}_Et [ 2 cost } c) IllyT::: (1) = (0, 0).
Hll __r'\ {]‘lz

7. Sugestdo: Olhe para a equacdo caracteristica ‘ =0e

az) ap — A
observe que para as trajetorias serem elipses as raizes devem ser complexas
e ndo pode existir o fator e,

1 —A a
-1 —-1—-A

“¥
Tr= % onde 8 = Ja — L.

11.

‘=Az—l+a={):1 — < 0 ou seja a > 1. O periodo é

In 2

14. 1 =



15.a) T, = 20 cos 2t e T, = 20 cos 2t + 10 sen 2t que tém periodo 7.
3

=

¢) T =+/500 cos (2t — a) onde cos a= . Portanto, a temperatura

5
W o
maxima € 10./5 e a minima — 10./5.

d) A trajetéria é a elipse 732 + 4(T, — T,)* = 400

18. ¢c=2x x + 2y v = —6x" - 10y2 < 0. A distancia do ponto (x(t), y(t)) a
origem decresce quando ¢ cresce.

12.4

g . »
La)k [1|+hk | 1|e +hky| 0]
R 0 1

- ] .
byki| 1|e?+k| 1|e'+k|0]e
| 0 —1 1

0] sen f — cos ! —sen t —cost
)k |1|e + ko 3 cos t + k3 3sen i

2cost—sent 2sent+cost

1] o n o] 21
Ak |0 e+ k|1 |+t |0 + k0| +1|1]|+—|0]} €.
1 1 0 I [ 1{]_ o] 2|1 [

1 0 [ | )
Dk |—2|e M +hky 2] e + ks | 1| +1] 2| e
0 1 11 -2 [

—




0 0 1
£2) k] 1]|ef + kg 1| e + k_:, 0]et
I 3 0

X [—sen ] cos i
4. \v|=k | cost|+k; sen t | Conclua vocé!!
Z sen [ —cos t

] —1 —1 |
S lvl=k| lled+k| 0¥ +ks|1];
| 2] 0 1 1
lim  (x (f), (1), z(f)) = (5, 5, 5). Interprete voce!!!
t— +oo
12.5

cos sen f —1
2.a) K |:sen r:| + ko |:—c05 r:| +|: 2:|

) J2. J2 cos 42|
b) |kl Ve el V2 + ko V2 LDE;MQr | et +l|: 1:| elt
1 cos v 2t sen 2t [ 3L7<

N L P D 2] it [ 2] —aar , [2cost
(}k]|: Jr’ + k2 |:Jc? +|:_J d) ki |:"*"2:|{ + k> 2 € + sen f

CarituLo 13
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].6{']1-‘=J‘-‘1‘.§E‘.HJ.'+B~—£{J.'{E
’ 2 2
E'?}_";-‘=A|n‘m‘+ﬂ T ax<Z
| cos® x 2 2
c)y=A +BJ"_;':+“' dr, —1 < x < 1
|I.' — X

v=A+ B(arcsen x — .1,1;'1 —x?)
(1
d)y=A+ Barctgx E}}?=,4+B —I—lnt 0=<x=<1
2.y=1+arctgx

Joyv=—2(1+2In2)+ 4 |—+In .r|
\ X ]

7. Sugestdo: Se tivéssemos f ' (x,) = 0, terlamos f (x) = 0 para todo x, que €
impossivel. Entdo, f ' (x,) > 0 ou f'(x,) < 0. Suponha, para fixar o raciocinio,

f'(x,) > 0. Estude, agora, o sinal de f " nas vizinhangas de x,.

10. Sugestdo: Observe que o sinal de f " (xX) é o mesmo que o de f(x).
Suponha, por absurdo, que f se anule em x, e em x,, com x, < x,. Verifique,
entdo, que se ¢ € Jx,, x,[, com f(c) # 0, ¢ ndo podera ser ponto de maximo

ou de minimo de f no intervalo [x,, x,]. Logo, ...

14. E s6 observar que se f(x), x € R, for solucdo tal que f (0) = f (0) = 0
entao, ...

13.2

2

2
l.a)—x by —— c) —1
X

2. ¢) Nio



m . m m . T .
3. Para que f(x) sen x, B Eﬁgu}= L—E SxX< 2, sejam
solucoes as funcoes p(x) e q(x) devem satisfazer o sistema
[ —sen x + p(x) cos x + g(x) sen x =0
glxy=10
A equacgao
L] R — _E = = E
¥+ (tgx)y' =0, 5 < X< 5
admite as func¢des dadas como solugdes.
13.4
1. a) Sim b) Nio c) Nio d) Sim ¢) Nio ) Sim

2.a)y, =1ey, = In x sdo duas solugbes linearmente independentes. A

solucdo geral é

y=A+BInx,x>0

| B ~ . .
b) yy =xey; = — sdao duas solugdes linearmente independentes. A
X

solucdo geral é

y=Ax+ — x=0.

c)y=Ax+Bx’, x>0

TN
= |¥y=10,x>0. A solucdo geral é y = x(A + B

xX=J

f2 1
3V — | =41y +|[—+
X WX
ex).

4. Temos, para todo x € I,



Q) frx) + plx) f'(x) + glx) fix) =0

@ fix) g'lx) — f'(x) glx) = E‘_-I pix) dx.
Precisamos mostrar que, para todo x € I,
@) g'(x) + plx) g'(x) + g(x) gx) = 0.

Derivando, em relacdo a x, os dois membros de (2) vem:

@ ﬂﬂu'} g”{ﬂu'} _frrL,ll_} g{l} — _F{J.'} f—j Pl__Iflf;_T-
Tirando f'(x) em e (e - [ px)dx em (2) e substituindo em @), resulta (3).

5. A equacao € equivalente a

1 1
y' = V+ —5——y=0x=1
xInx x<In x
l
| ax
; =" In x

ou

cuja solucao geral é

y=kx+x J Lﬁ In x dx.
x<



Temos

jiﬁ In x dv = — Inx _ l

X~ X X

G" F
Fazendo k =0, y = 1 — In x é solucdo da equacdo dada. A solucao geral é

y=Ax+B(1+Inx).

8. Verifique que x(t) > 0 para todo t > 1. Conclua que x = x(t) é
estritamente crescente em [1, + oo[. Logo, para todo t > 1.

r()=>1

e, portanto,

JT x(f) dt = JTI dt

ou seja,
x(t)—-x(1)=>t—-1,t>1.
Logo,
lim  x(f) =+0o.
t— oo

9. Verifica-se por inspecdo que y = x é solucdo. A equagao € equivalente a

@ V= Lﬁ Vv o+ Lﬁ. y=0.

\- P
X~ X

Pelo Exercicio 4, qualquer solucao da equagao



X v
{ S =
® Y

é, também, solucdo de (1) e linearmente independente com a solucao y = x.
(2) é equivalente a

1 1

}_,: ——y== f.—[],"_r] )
X X

1/ 4 ~ P ~ 4
2 é solucdo de (7). A solucio geral é

Fica a seu cargo concluirquey = x e
y=Ax+ Bxe Y.

CariTuLo 14

14.1

5. Temos

}

ba | —

1
>

@ @'(x) = x> + cos @ (x), x € {—

¢(0) = 0.
Segue que ¢'(0) = 1. Para todo x em {—% ﬂ , existe 0 entre 0 e x tal que
e(x) = ¢(0) + ¢'(0) x + % &"(0) x*
ou seja,

|
elx)=x+ — fp”{ﬁ}.rz.



|

1
lp(x) —xl = — l"(O) X2,

=

ba | =
ba | —

Portanto, para todo x € [—

De (1) resulta
¢'(x) = 2x ~ ¢'(x) sen @(x)
e, portanto,
@"(x) = 2x — x2 sen @(x) — cos ¢(x) sen @(x).

Logo, para todo x em [—% ﬂ

1 9
lg"ol=1+ —+1=—.
¢ 3 3

Portanto,

o) —xl < 2 2 x £ [—L l}.
8
8. a) Pelo teorema fundamental do célculo
@'(x) = x@(x).
Assim, ¢(x) é a solucao de
y Xy

satisfazendo a condicdo inicial

0(0) = 1.



px
(Observacao. De De ¢(x) =1 + Jﬂ te (1) dr, Resolvendo a equacdo, obtemos

v = ‘._,.1:'2 /2
e, portanto,
elx)= e
_ ] Ix ] N X
b) plx) —I{ I E
c)glx) =1
i ,F'u
d) e(x)=tg|x+—
e =te [x+ )
9.a) f(x, y) y;, ) 1.
i+ =1+ f
x)=1+ i, thd=1+ (t) dt
@1 Jﬂf{ @0(t)) JG‘-P{I )
ou seja,
1+ [(1dar=1
x)=1+ r=14+ x
elx) Jﬂ ¢
sl X
LPEI[X}:]-FJ cp[{r}dr=]+J (14 1) dt
0 0
ou seja,
2
AMax)=14+ x + —.
©2 2
ox 2
e3(x) =1 +Jﬂ ‘..I Hrd |
ou seja,

2 3
) =1+x++21
]




Conclua.
10. fx, y) =X + ¥’ 9,(x) =0 = y.

X X a
g lx) =0+ jﬂ flt epl)) di = -[D t= dt:

logo,
3
X
x)="—,
el 3
xX ] f3 A a1 P rt“ A
2(x) =-[ t,— | dif = -+ — | dr
2 0! ‘ 7=, S ‘
logo,
3 7
X X
(x)=—+—.
e 3 6

X - { r.j' f? '-2
cPi.{.Y}=j -+ |—+— dt = ...
) 0 ‘ 3 63 ‘

Observacao. Seja y = y(x) a solucdo do problema
Y =x+y, y(0)=0.

Observamos que ¢,(x) € o polindmio de Taylor de ordem 7 desta solugdo,

em volta de x, = 0. (Verifique.)



ik =

10.

11.
12.

13.
14.

15.

16.

17.
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definidas em [32 e homogéneas, 244
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Mudancga de variaveis, 237

N

Nao homogeénea, 272
Numero de capitalizagées, 192

0]



Ortogonais, 228

Oscilacao forcada
com amortecimento, 287
sem amortecimento, 284

P

Péndulo simples, 242
Polin6mio trigonométrico, 458
Ponto fixo, 90

Principio da superposicdo, 290
Produto de Wallis, 9
Propriedade comutativa, 84

Q

Qualitativamente, 206
R

Raio de Convergéncia, 130
Reducao
de uma equagao diferencial linear de 2.* ordem do tipo § + p (t) v + q (t) y = 0 a uma da forma j =
g (t)y, 443
de uma equacao diferencial linear de 2.? ordem, a uma de 1.* ordem, 390
de uma equacdo diferencial linear de 2.? ordem, com coeficientes variaveis, a uma linear de 1.*
ordem, 384
de uma equacdo linear de 2.* ordem do tipo ¥ = g (t) y a uma equacao de Riccati, 442
Reduzindo uma equagdo auténoma de 2.? ordem a uma equagao de 1.* ordem, 200
Reordenacdo de uma Série, 83
Ressonancia, 285

S

Segunda lei de Newton, 186
Sequéncia, 1
de Cauchy, 86, 90
de fungoes, 97
de Picard, 418
limitada, 10
inferiormente, 10
superiormente, 10
monotona, 10
Série, 76, 77
alternada, 34



binominal ou de Newton, 145
de Fourier, 151
de fungoes, 114
de Gregory, 26
de poténcias, 129, 130
geométrica, 18
harmonica, 19
de ordem «, 19
numérica, 16
telescopica, 21
trigonométrica, 149
Sistema
de trés equacdes diferenciais lineares de 1. ordem, homogéneas, com coeficientes constantes, 338
de duas equacdes diferenciais lineares de 1.* ordem, homogéneas, com coeficientes constante, 306
Solugao, 174
de estado permanente, 289, 365
geral, 272, 309
de uma equacao diferencial linear de 2.* ordem homogénea e de coeficientes variaveis, 381
particular, 272, 292
Soma
de série, 16
parcial, 16
Sucessao, 1

T

Taxa
continua de juros, 193
de juros compostos, 191
instantanea, 193
nominal de juros, 191
Teorema
de Abel-Liouville, 312, 359
de existéncia, 453
de existéncia e unicidade, 311
para equacdo diferencial de 1.* ordem do tipo y' = f(x, y), 400
para equacdo diferencial do tipo y" = f(x, y, y"), 416
para equacdo do tipo y = p(x)y’ = q(x), 371
de Lerch, 299
de Riemann, 85
de unicidade, 454
do confronto, 3
Termo geral, 1



de uma série, 16
Trajetorias ortogonais a um campo vetorial, 216
Transformada de Laplace, 294
Transiente, 288

\%
Velocidade de escape, 207
W

Wronskiano, 292, 312, 374
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