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Prefacio

Os assuntos aqui abordados sdao os de limite, derivada e integral de funcoes
de uma variavel real, e os conceitos e teoremas apresentados sao sempre
que possivel acompanhados de uma motivacao ou interpretacdao geométrica
ou fisica. Alguns teoremas estdao com suas demonstracoes no final da secao
ou colocadas em apéndices, o que da ao leitor a opcdo de omiti-las em uma
primeira leitura.

Como o conhecimento das equacoes diferenciais é necessario para
resolver muitos problemas da Fisica, é de suma importancia que os
estudantes entrem em contato com elas bem cedo; para isso, neste volume,
no Capitulo 14, é possivel estudar as equacgdes diferenciais ordindrias de 1 ¢
ordem, de varidveis separdveis, e as lineares de 12 ordem. Foi deixado para
o inicio do Volume 2 o estudo das equagdes lineares de 2 ¢ ordem com
coeficientes constantes. Nos Volumes 2, 3 e 4 sdo estudados outros tipos de

equacoes diferenciais.

Seguem-se algumas observagOes importantes: para atender ao curso de
Fisica é provavel que o professor precise antecipar o estudo das integrais;
nesse caso seria mais pratico deixar o Capitulo 9, que trata do estudo das
variacoes das funcOes, para ser estudado apés o Capitulo 14. Observamos
que o 22 Teorema Fundamental do Calculo, bem como as integrais
improprias, serao vistos no Volume 2.

Os exemplos foram colocados em ndmero suficiente para a
compreensao da matéria, e os exercicios dispostos em ordem crescente de
dificuldade. Existem exercicios que apresentam certas sutilezas e que



requerem, para suas resolucoes, um maior dominio do assunto; os alunos
precisam estar cientes disso, e ndo devem se preocupar caso ndo consigam
resolver alguns deles: basta seguir em frente e retornar a eles mais tarde,
quando estiverem mais familiarizados com a matéria.

Agradecemos, pela cuidadosa leitura do manuscrito, as colegas Elvia
Mureb Sallum e Zara Issa Abud, assim como ao colega Nelson Achcar,
pelas sugestbes e comentarios que muito contribuiram para o
aprimoramento das apostilas precursoras deste livro.

Hamilton Luiz Guidorizzi
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Material
Suplementar

Este livro conta com os seguintes materiais suplementares, disponiveis no
site do GEN | Grupo Editorial Nacional, mediante cadastro:

Videoaulas exclusivas (livre acesso);

Videoaulas com solugdo de exercicios selecionados (livre acesso);
Pré-Calculo (livre acesso);

Problemas e desafios (livre acesso);

Manual de solucdes (restrito a docentes);

Planos de aula (restrito a docentes);

Ilustracoes da obra em formato de apresentacao (restrito a docentes).

Como ter acesso aos materiais suplementares:

Professor: Acesse o site do GEN e, na pagina do livro, clique no botao
“Material Suplementar”.

Outros leitores: Faca seu login e clique em GEN-IO, no menu superior do
lado direito. Uma aba nova sera aberta. No menu retratil, apos inserir os
caracteres da orelha do livro no campo “Cupom/PIN”, sera possivel acessar
os conteudos disponiveis.

Caso haja alguma mudanca no sistema ou dificuldade de acesso, entre em
contato conosco (gendigital@grupogen.com.br).
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GEN | Informagéo Online

GEN-IO (GEN | Informagao Online) é o ambiente virtual de aprendizagem do
GEN | Grupo Editorial Nacional, maior conglomerado brasileiro de editoras do
ramo cientifico-técnico-profissional, composto por Guanabara Koogan, Santos,
Roca, AC Farmaceéutica, Forense, Método, Atlas, LTC, E.PU. e Forense Universitaria.
Os materiais suplementares ficam disponiveis para acesso durante a vigéncia das

edigoes atuais dos livros a que eles correspondem.
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O que ha de novo nesta 6 2 edicdo

Recursos pedagogicos importantes foram desenvolvidos nesta edicdo para

facilitar o ensino-aprendizagem de Calculo. Sao eles:

Videoaulas exclusivas. Videos com conteido essencial do tema
abordado.

Videoaulas com solucao de exercicios. Conteido multimidia que
contempla a solucdo de alguns exercicios selecionados.

Pré-Calculo. Revisao geral da matematica necessaria para acompanhar
o livro-texto, com exemplos e exercicios.

Problemas e desafios. Questoes relacionadas diretamente com
problemas reais, nas quais o estudante vera a grande importancia da
teoria matematica na sua futura profissao.

Planos de aula (acesso restrito a docentes). Roteiros para nortear o
docente na preparacao de aulas subdivididos e nomeados da seguinte
forma:

« Calculo 1 (volume 1),
* Calculo 2 (volumes 2 e 3) e

+ Calculo 3 (volume 4).
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Como usar os recursos pedagogicos deste
livro

® Videoaulas exclusivas



S
2
2

Funcées

XY Fungdes de uma Variivel Real a Valores Reais

Entendemos por wma fungio fuma tems
(4. B a~k

em que 4 e B sdo dois conjunios e @ ~—» b, 1ma regra que nos peruite associar
nde.imnim'm.ﬁdeﬂ.ﬂcunﬁmdéodmﬂirlﬁadgfeinﬂica—sepnrﬂpissi.mA= - Oton-
junto B é o contrademinio de f. O imico b de B associado a0 elemento a de 4 & indicado por fa)
(leda: Fde a); diremos que f{a) & o valor gue fassume em a ou que fa) & o valor gue fassociaa a.

Uma fingio fde dominio 4 e contradominio B € usnalmente indicada por f - 4 — B (leia:
de 4 em B).

Uma fungdo de uma varidvel real a valores reais ¢ uma fincio f . 4 — B, em que 4 e B sdo
subconjuntos de M. Ate mencio em confrario, 5o rataremos com fiuncdes de uma varidvel real
a valores resis.

Sejaf - 4 — B wmna fimgio. O conjunto

G,=dlx, flx)|xe A

denomina-se grdfco de f; assim, o grafice de ffé um subconjunto do conjunte de todos os pares
ordenados (¥, y) de nimeros reais. Mumindo-se o plano de um sistema artogonal de coordenadas
cartesianas, o grafico de fpode entdo ser pensado como o hgar geometrico descrito pelo ponte
{x, f(x)) quando ¥ percorrs o dominio de -

Y

- /

{x, flx))

f

® Videoaulas com solucao de exercicios

Videoaulas
exclusivas (acesso
livre): o icone
indica que, para o
assunto destacado,
ha uma videoaula
disponivel online
para complementar
o contendo.



Videoaulas )
- Capitule 13
com solucao
. 404
de exercicios EZZTT) calcule o volume do sélido cuja base é o semicirculo  + 37 = 77, 33 0, e cujas
selecionados segiies perpendiculares 20 eixo x sio quadrados.
(acesso livre): o Solugiio )
icone indica que a Afx) = (fr* = ¥ F. N o
50111;5,0 deta]hada volume = J‘I'[."r' — P ar = Jhl(r' — x? padl
do exercicio esta o sea, >
disponivel online. yotume =2 (* - )t = 1[;--..- - T 1 _ 4T =
2. Calcule o x
a0 eiXo X 5
@ 3. Caleule o volu}*3
do sélido cuja base & o semicironlo x* + 3* = #2, y = 0, e cujas segdes

a0 eixo x 530 tridngulos equildteros.

do solido cuja base & a regifio 4x* + 37 = 1 e cujas segbes perpendicnlares

hune do sélido cuja base & o quadrado de vértces (0, 0), (1, 13, (0, Ly e (1, 0) e

perpendiculares o eixo x sdo tridngulos isdsceles de altara x — x2.

4. Calcule o vohone do solido cuja base é um tridngalo equilitero de lado | e cujas seqdes
perpendiculares a um dos lados sio quadrados.

4. Calcule o vol
perpendi

@EX Y Area de Superficie de Revolugio 'E Fomong

Sabe-se da geometria que a drea lateral de um tronco de cone circular rete, de peratriz g, raio
da base maior R e raio da base menor r, € igual 4 area do mapézio de almra g, base maior 2xR e
‘base menor 2

lateral do tronco = w(R + ¥)g

N

Figuras em formatado de
apresentacio (acesso restrito a
docentes): slides com as imagens da
obra para serem usados por docentes
em suas aulas/apresentacoes.

m Preé-Calculo



O conjunto I
— .

Pré-Calculo
(acesso livre):
Revisao geral
de Matematica,
com exemplos e
exercicios.

& Pre-Calculo

Conjuntos Numéricos

Conjunto dos Nimeros Maturais

N={1,1 3 4 3 .}échamado conjunto dos mimerns natarais & ¢ denotado por F.
Comjunee que possul o | e todos 0 505 sacessores.

E¥ Conjunto dos Himeros Inteiros
O comjumto = {4 -3, -2, -1,0,1, L 3.4, .} & chamado comjunto dos mimeros intsires &
& denetado por Z. Esse conjumio € a exiens®o do conjunto dos Dmeros Daturals, acrescentando
05 ebemenins Degatives & 0 Zer.
Conjunto dos Nimeros Racionais
{0 conjumio dos mimerns racionais é denotado por ). Um nimeno racional & quabquer mimena da
forma & emquea, b = Zed =0, ousa,

h

q:{%p—,n. z,n:u}.

quz:q.pdsmdnnimhﬂémapudmmmthfm%
Conjunto dos Nimeros Irracionais
0 comjumts dos nimerns imacionais & denedado por L & & formado pelos mimeros Teais que nip
podemn 8T eXpIessos tﬁnm%, emquea,befeb=0

Eseanpo: Provar ue V7 # e
Salngie: Suponha que.f7 Eq,mmsim..ﬁ:PmmIemum

=2

(5]
L
I3
=gt

2
E

m Problemas e desafios




Problemas

e desafios
(acesso livre):
Exercicios
desafiadores
que testam a
aprendizagem.

Capitulo 10 Byl

1. Calcule as segmmtes 1

Problemas e Desafios

Primitivas

2. Calmle a5 seguintes inmtegrais.
o [[JF . ’—]d-
B [e=de
&) JI52 +3 com{3x))ds

a ,l x‘;x

= Planos de aula (acesso restrito a docentes)




® Plano de Aula - Calculo 1

Calculo 1 - Aula 11

Denvabilidade e cos

Eegras de dervacao.

Referéncia

Volume 1, Secdes
teorema: Se ffor denvavel em p, entio fsera continna em p.
u Seyjam fe g dervavels em p e seja b uma constante. Entio as segumtes afumagdes sdo vahdas:

« (f+g)(p)=r"(pi+g'(p).
= (EV(p)=]"(p).

= (fgY(py=(pleip)+ f(p)e'(p)
. (f Juﬂ= £(Pap) - [P (p)

.glp)= 0.

z (P

= Lembrar da notagio de Leibmiz: Seja y =f(x), 2 derivada de fé denotada por

’ tioy
= fim 2

® Se.ffor contiza em p n3o implica que fserd derivivel em p.

® Afimglo f(r)=| x| é derivvel emp =07 E contima em p = 07 Por qué?
= Caleular a derivada de f(x) = ©* + L +4/x.

- Sejzy=f.Cal:ulzr%,p-ethﬁnig":u.

Planos de
aula (acesso
restrito):
Roteiros
destinados aos
docentes na
preparacio de
aulas.



Va alem das
paginas dos livros!

A LTC Editora, sempre conectada com as
necessidades de docentes e estudantes, vem
desenvolvendo solugoes educacionais para o
avango do conhecimento e de praticas inova-
doras de ensino e aprendizagem.

Conheca, por exemplo, os nossos cursos online de Calculo
¢a P [Pl

produzidos cuidadosamente para que o estudante possa
assistir, praticar e consolidar conhecimentos. Sao eles:

Pre-Calculo Calculo 1 Calculo 2 Calculo 3 Calculo 4

Trata-se de videoaulas completas com duragao e didatica
especia|mente p|anejac|as para reter a atengso ea motivagao
do estudante.

Para rnais inforrnagses, acesse

www.grupogen.com.br/videoaulas-calculo.
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CAPITULO

Numeros Reais

O objetivo deste capitulo € a apresentacao das principais propriedades dos
numeros reais. Nao nos preocuparemos aqui com a definicdo de nimero
real, que é deixada para o Apéendice F. No que segue, admitiremos a
familiaridade do leitor com as propriedades dos nimeros naturais, inteiros e
racionais. Mesmo admitindo tal familiaridade, gostariamos de falar
rapidamente sobre os niimeros racionais. E o que faremos a seguir.

Os Numeros Racionais

. ; . , ol ] ]
Os numeros racionais sao os numeros da forma ;—, sendo a e b inteiros e b #
7

0; o conjunto dos numeros racionais € indicado por Q, assim:

no qual Z indica o conjunto dos niimeros inteiros:



Z=A{...,-3,-2,-1,0,1,2, 3, ...}.
Indicamos, ainda, por N o conjunto dos niimeros naturais:
N={01,23,...}.

Observamos que N é subconjunto de Z, que, por sua vez, é subconjunto de
Q; isto é, todo numero natural é também numero inteiro, e todo inteiro é

também numero racional.
. a E-.‘ . . . .
Sejam > ¢ — dois racionais quaisquer. A soma e o produto destes
]

racionais sao obtidos da seguinte forma:

a ¢ _ad+bc

b d  bd
a ¢ _ac
b d bd

A operacdo que a cada par de nimeros racionais associa a sua soma
denomina-se adi¢do, e a que associa o produto denomina-se multiplicagdo.

. . o . ..
O namero racional 5 se diz positivosea-b € N;sea-b& Nea#0,
¥
a

entao 7, se diz estritamente positivo.
7}

Sejam r e s dois racionais; dizemos que r é estritamente menor que S
(ou que s é estritamente maior que r) e escrevemos r < s (respectivamente s
> r) se existe um racional t estritamente positivo tal que s =r + t. A notacao
r < s (leia: r menor ou igual a s ou simplesmente r menor que s) é usada
para indicar a afirmacdo “r < s ou r = s”. A notacao r > s (leia: r maior ou
igual a s ou simplesmente r maior que s) é equivalente a s < r. Observe que
r positivo equivale a r > 0. Se r < 0, dizemos que r € negativo.

A quadrupla (Q, +, -, <) satisfaz as seguintes propriedades (x, y, z sdo
racionais quaisquer):

Associativa



(A1)

(A2)

(A3)

(A4)

(M4)

(D)

(O1)

(02)

(03)

(04)

(OA)

x+y)+tz=x+(+M1) (xy)z=x(y2)

z)

Comutativa

X+ty=y+x (M2) xy = yx

Existéncia de elemento neutro

x+0=x M3)x-1=x (1#0)

Existéncia de oposto

Para todo racional x existe um unico racional y tal que x + y = 0. Tal
y denomina-se oposto de x e indica-se por —x. Assim, x + (—x) = 0.
Existéncia de inverso

Para todo racional x # 0 existe um unico racional y tal que x - y = 1.

] .
L ou —. Assim, x -

X

Tal y denomina-se inverso de x e indica-se por x ~

xt=1.
Distributiva da multiplicagcdo em relacgdo a adigdo
x(y +z) = xy + xz.

Reflexiva

Antissimétrica

xX<yey<x=x=y
(leia-se:sex<yey<x,entdo X =youx < yey<ximplicax =y).
Transitiva

x<yey<z=>x<z.
Quaisquer que sejam o0s racionais x e y

x<y ou y<x.

Compatibilidade da ordem com a adig¢do

xX<y=>x+tz<y+z

(Somando-se a ambos os membros de uma desigualdade um mesmo



ntimero, o sentido da desigualdade se mantém.)
Compatibilidade da ordem com a multiplicagdo
(OM) x<ye(O<z=xz<yz

(Multiplicando-se ambos os membros de uma desigualdade por um
mesmo numero positivo, o sentido da desigualdade se mantém.)

Observacio. Seja [, um conjunto qualquer com pelo menos dois elementos e suponhamos
que em [ estejam definidas duas operacdes indicadas por + e -; se a terna ([, +, -) satisfizer
as propriedades (A1) a (A4), (M1) a (M4) e (D), diremos que (¢, +, -) é um corpo. Se, além
disso, em [} estiver definida uma relacao (<) de modo que a quadrupla (i, +, -, <) satisfaca
todas as 15 propriedades anteriormente listadas, entao diremos que (¢, +, -, <) € um corpo
ordenado. Seque que (Q, +, -, <) é um corpo ordenado; entretanto, (Z, +, -, <) ndo é corpo
ordenado, pois (M4) ndo se verifica.

Os numeros racionais podem ser representados geometricamente por
pontos de uma reta. Para isto, escolhem-se dois pontos distintos da reta, um
representando o 0 e o outro o 1. Tomando-se o segmento de extremidades 0
e 1 como unidade de medida, marcam-se os representantes dos demais
numeros racionais.

Se o ponto P for o representante do nimero racional r, diremos que r é a

abscissa de P. Na figura acima, S€a abscissa de A; 5 é a abscissa de B.

i

Todo numero racional r é abscissa de um ponto da reta; entretanto, nem
todo ponto da reta tem abscissa racional. Antes de construir um ponto da



reta que ndo tem abscissa racional, vejamos os seguintes exemplos.

Seja a um ndmero inteiro. Prove: (i) se a for impar, entdo a 2 também

sera impar; (ii) se a > for par, entdo a também sera par.

Solucéao

(i) Como a é impar, a é da forma a = —k + 1, k inteiro. Entao:
2 _ 2 _ 1.2 _ 2 .
a“=Qk+1)° =4k +4k+1=22k*“ +2k)+1;

como 2k ? + 2k é inteiro, resulta a * impar.

(i) Por hipotese, a > & par; se a fosse impar, por (i), terlamos a 2
também impar, que contraria a hipotese. Assim,

a’ par = a par.

A equacao x 2 =2 ndo admite solucdo em Q.

Solucéao

De fato, suponhamos, por absurdo, que exista uma fracao irredutivel

a a | «
— tal que [E] = 2 entao:

b

3

o ) 7 )
— = 2= a- = 2b- = a- par = a par:




sendo a par, sera da forma a = 2p, p inteiro;

a’ =2k 1A 2 — 2
a=2pIm4p 20 = 2p° = b

Assim, b 2 g par e, portanto, b também o é; sendo a e b pares, a
o

fracao b

é redutivel, contradicao.

Vejamos, agora, como construir um ponto da reta que nao tenha abscissa
racional.

P é a intersecio do
eixo ¥ com a circunferéneia
de centro 0 e raio 4.

|
|
|
1<I
|
|

I
I
I
I
I
I
I
TI
1

0 F X
Pelo teorema de Pitagoras, d 2=1%2+1%=2 (veja figura acima);

assim a abscissa de P deveria ser d que nao € numero racional (Exemplo 2).

Admitiremos que todo ponto da reta tem uma abscissa x; se x nao for
racional, diremos que x é irracional. O conjunto formado por todos os
numeros racionais e irracionais € o conjunto dos ntimeros reais que sera
indicado por R.

Os Numeros Reais

Como dissemos na secdo anterior, o conjunto dos numeros reais sera
indicado por R. R contém (), isto é, todo niimero racional é um niimero



real. Os numeros reais que ndo sdo racionais denominam-se irraciondais.

Em R estdo definidas duas operacoes, adicdo (+) e multiplicacdo (-) e
uma relacdao (<). A adicdo associa a cada par (x, y) de nimeros reais um
unico numero real indicado por x + y; a multiplicacdo, um unico real
indicado por x - y. As operacoes de adicdo e multiplicacdo definidas em [,
quando restritas a (, coincidem com as operacdes de adicio e de
multiplicacdo de Q; o mesmo acontece com a relacao (<).

Admitiremos que a quadrupla (R, +, -, <) é um corpo ordenado, isto é,
satisfaz todas as 15 propriedades listadas na secdo anterior: (Al) a (A4),
(M1) a (M4), (D), (01) a (O4), (OA) e (OM). Reveja tais propriedades.

Os exemplos que damos a seguir mostram como obter outras
propriedades a partir das ja mencionadas.

Quaisquer que sejam os reais x, y, z, w

X=y o
c Tr= X T IS YT oW

I=W

(Somando-se membro a membro desigualdades de mesmo sentido,
obtém-se outra de mesmo sentido.)

Solucao
Pela (OA)

X<y=>x+z<y+z

Zzsw=>y+tz<y+tw.

Pela transitiva (O3)




xXtzsy+z -
. =X +tz=y+ w
ytz=sy+ H-} !
Portanto,
e }'} =x+z=sy+w
I=w

Como observamos anteriormente, a adicao associa a cada par de
numeros reais um unico nimero real; assim, sex =yez=w,entaox + z =y
+ w; em particular, se x =y, entdo x + z =y + z para todo z, o que significa
que, somando a ambos 0s membros de uma igualdade um mesmo nimero, a
igualdade se mantém.

(Lei do cancelamento.) Quaisquer que sejam os reais x, y, Z.

Xtz=y+z=>x=y.

Solucao

Somando-se —z a ambos 0s membros da igualdade x + z =y + z, vem:

(x +2) + (=2) = (y + 2) + (~2).
Pela associativa (A1),

Xx+[z+ (D] =y+[z+ (2]
Dai,

x+0=y+0




ou seja,

Assim,

Xtz=y+z=x=Yy.

Quaisquer que sejam os reais x, y, z, w

c

Irr
L 4

o

U =) = 1w
0= H.} = XI = VW

(Multiplicando-se membro a membro desigualdades de mesmo
sentido e de numeros positivos, obtém-se desigualdade de mesmo
sentido.)

Solucéao

=
I

= XZI = YW

fi

}(UM] = }{03)

h
o

i
= =t
t
Tt
2 0

oo
I

[}

Vamos, agora, fazer uma lista de outras propriedades dos reais que
podem ser obtidas das 15 anteriormente listadas e que nos serao uteis no
decorrer do curso.

Quaisquer que sejam os reais x, y, z, w, tem-se:

a)x<yextz<y+az



byz>0ez 1 >0.
c)z>0e —z<0.
d)sez>0,x<y¢ xz<yz.

e)sez<0,x<ye xz>yz.

(Multiplicando-se ambos os membros de uma desigualdade por um mesmo
numero negativo, o sentido da desigualdade muda.)

f)

OD=x=<1vy
c B ) = XZ < VW.
O=z<w .

L
g)[]{."f{j‘ﬁr[]{;{ —.
X

h) (Tricotomia.) Uma e somente uma das condi¢Oes abaixo se verifica:
x<youx=youx>y.

i) (Anulamento do produto.)
xy=0ex=00uy=0.

(Um produto é nulo se e somente se um dos fatores for nulo.)

Exemplo 4

Suponha x > 0 e y > 0. Prove:

a) x<y=>x2 <y2,

b) x<y=x?<y?.
2

C) X<yex <y2,

Solucéao




a)
0=x<y

= x* < v°. (Veja i 3 ,
0=y < y} vo. (Veja item f do Exemplo 3.)

b) Faca voce.

¢) Por (a), x <y = x? < y2. Suponhamos, agora x? < y2; se
tivéssemos x > y, por (b) teriamos x 2 > y 2, contradicdo. Assim,
x? < y 2= x< y. Fica provado, deste modo, que quaisquer que

sejamosreaisx>0ey >0

.><<y4ivx2 <y2.

Resolva a inequacao.

5x +3<2x+7.

Solucéao

Sx+3<2x+7 =&5r<<2x+ 4

&3y << 4

Sx< 4
X< —.
3

Assim, { xeR|x< %} € o conjunto das solucOes da inequacao dada.

Exemplo 6



Estude o sinal da expressao x — 3.
Solucéao
x—3>0ex>3;x-3=0ex=3;x-3<0ex<3.

Assim,x—3>0parax>3;x—3<0Oparax<3ex—3=0parax
= 3. Esta discussao sera representada da seguinte forma:

-0 +
x=3 1 |
3
Exemplo 7
: x+3
Estude o sinal de :
x—2
Solucao
- - 0 + + + + +
x+3 .
-3
- = - = 0 + +
x — 2 t
2
X+
Parax < —3,x+3<0ex — 2 <0, logo, j:}{}.
X — <
,ox+3
Para -3 <x<<2,x+3>0ex— 2<0.dai j{f}.
X — 4
x o+
Parax > 2, x+ 3>0ex— 2 >0, logo. j::-D.
X — 4
x+3 x+3 , .
Parax = —3, S = 0; para x = 2, a expressdo 5 nao esta definida.
X — £ X — <




-
+
ad

e 4 =

I
bt =1 bl

(A = ndo existe.)

Conclusdo
x+3
5 =0parax < —3oux =2
X — &
x+3
< Qpara —3 < x << 2;
x—2
-+ 3
! = 0 parax = —3.
x—2
Exemplo 8
. . 2x+1
Resolva a inequacao < 0.
x—4
Solucéao
. . 2x +1
Inicialmente, estudaremos o sinal de e
5 —
- 0 + + +
2x + 1 I
_ 1
2
= - 0 o+
xr — 4 |
4
2x +1 } (,} B % {
I I
r—4
1 ,
2




b | —

Assim, {_r eR|——<x< 4]» é o conjunto das solucdes da inequacao

dada.

Resolva a inequacao — = 5.
+ 2
Solucéao
- - -
3x l;;j c}Sx 1;_35[3: 2]{,1;:?&—2}.
x+2 x+2 x+ 2
31—]—51—1{};[1
x+2
—2x — 11
e
x+2

Multiplicando por —1 ambos os membros da ultima desigualdade,
resulta:




0.
x+2
- 0 + +
2y + 11 I
_1
2
- = 0 +
x + 2 I
—2
- 1
2x +11 | F,H
x +2
_1 -
2
. 2x + 11 11
Assim, e = ) —— =y < =2 Logo,
x+2 < 2 ! &
{ xelR]| —12—1 < x < —2; é o conjunto das solucdes da inequacao dada.
CUIDADO!
3x—-1_ .
= 5 ndo € equivalente a 3x — 1 = 5(x + 2)!!
x+2

A equivaléncia sera verdadeira para x > —2, pois, x > -2 = x + 2 >
0; multiplicando, entdo, ambos os membros da desigualdade por x +
2, o sentido se mantera; assim, para x > —2,

3x — 1
x+2

=5 —1=5x+2).

{

Por outro lado, para x < -2,

3x —1
x+2

=5 3x — 1= 5(x + 2).(Por qué?)



Exercicios 1.2

1. Resolva as inequacoes.
a)3x+3<x+6
byx-3>3x+1
c)2x—1>5x+3
dyx+3<6x-2
e)1-3x>0

f)2x+1>3x

2. Estude o sinal das expressoes.
a)3x-1
b) 3 —x
c)2-3x
d)5x+1

xr—1
x—-2

e)

) 2x+1)(x-2)

2—3x

x+2

g)



i) (2x — 1)(3 + 2x)
J) x(x=3)

[) x(x — 1)(2x + 3)

m) (x — 1)(1 + x)(2 — 3x)

n) x(x 2 + 3)

0) (2x—1)(x? + 1)

p) ax + b, em que a e b sio reais dados, com a > 0.

q) ax + b, em que a < 0 e b sdo dois reais dados.

Resolva as inequacoes.

2x —1
a) 0
x + 1
] ..... X
b) —— =0
3 X
X
c) < =0

x2x—-1)=>0



g9 (x=2)x+2)>0

2x — 1
h =5
y —
) x -
I =
2x — 3
x —
7) S =<1

Dx2x-1)(x+1)>0
m)(2x—-1)(x-3)>0

n) (2x —3)(x % +1)<0

Dividax> —a? por x — a e conclua que x 3

—a? =(x—a)(x2 +ax +
a2).

Verifique as identidades.

a)x2 —a? =(x—-a)(x+a)

b)x3—a3 =(x—a)(x2 +ax+az)

c)x4—a4 =(x—a)(x3 +ax 2 +a2x+a3)

d)><5—c15 =(x—c1)(x4+ax3+a2x2 +613x+a4)



x"—a"=(x-ax"" ! +ax""

a" ') em que n # 0 é um natural.

Simplifique.

a) -

)

xX 9
2 x—3

2



1) S
X -p
D,
x+ h)y —x?
n &
h
1
m) x +1 X
h

LI
n) (x + h) X
h

0) (x + h)? —(x — h)

h

Resolva as inequacoes.

a)x?-4>0
b)x2—1£0
C)X2>4
d)x?>1
e) ! _qc:(}
x +1
x? —4
f) 0




g Rx-1(x*-4)<0

h) 3x % > 48

i)x? <r?, em quer >0 éum real dado.

j)x2 2r2,emquer>0éumrealdado.

Considere o polindmio do 2 ° grau ax 2 +bx +c, em quea#0,bec
sdo reais dados.

a) Verifique que

, b\ A 3
ax*+bx+c=al||x+— | ———|,emque A = b — 4dac.
2a a-

b) Conclua de (a) que, se A > 0, as raizes de ax 2 + bx + ¢ sdo dadas
pela formula

----- bENA
X =
2a
c) Sejam , — "H—@ ex, = Mm‘ = ()) as raizes de ax? +
! 2a - 2a
bx + c. Verifique que
C
X +x,=—— e xx,=—.
a a

2

Considere o polindmio do 22 grau ax“ + bx + ¢ e sejam x1 € X5

como no item (c¢) do Exercicio. Verifique que



ax ° +tbhx+tc=ax—x{)(x—x5).

10. Utilizando o Exercicio 9, fatore o polindmio do 2 ¢ grau dado.
a)x? —3x+2
b) x 2 _x-=2

C)X2—2X+1

d)x2—6x+9
e)2x2—3x
f2x? —3x+1
g)x?-25
h)3x2 +x—2
4x? -9
j)2x? —5x

11. Resolva as inequacoes.
a)x?-3x+2<0
b)x% —5x+6>0
C) X 2 _3x>0

d)x?-9<0



12.

13.

@xz—x—ZZO
f3x%+x-2>0
g)x2—4x+4>0
h)3x2—x£0
4x? —4x+1<0
j)ax? —4x+1<0

2+bx+cesuponhaA<0.

Utilizando o item (a) do Exercicio 8, prove:

Considere o polindémio do 2 ¢ grau ax

a) se a > 0, entdo ax 2+bx+c>0 para todo x.

b) se a < 0, entdo ax 2+bx+c<0 para todo x.

Resolva as inequacoes.
a)x?+3>0

byx? +x+1>0

x> +x+1<0
d)x?1=<0

e) (x-3)x% +5)>0
NERx+ 1% +x+1)<0

Pxx>+1)=0



h) (1-x)(x? +2x+2)<0

Iy — 3
H=—>0
x° +1
X i
= (
/) 2 +x+1
14. Prove:
5x + 3 o
- — =5 e 53250 1)
xXe -

15. A afirmacao:

“para todo x real, x # 2. - >3ed+x+1>3x -2 é

falsa ou verdadeira?

Justifique.

16. Suponha que P(x) = agx™ +a;x™ 7}

+...+da,» x+a, sejaum
polinomio de grau n, com coeficientes inteiros, isto é, ay, # 0, a, a,,
..., 4, SA0 numeros inteiros. Seja a um numero inteiro. Prove que se a

for raiz de P(x), entdo o sera um divisor do termo independente a ,,.



17.

18.

19.

Utilizando o Exercicio 16, determine, caso existam, as raizes inteiras
da equacao.

a)x3 +2x% +x—-4=0
b)x3—x2 +x+14=0
C)X4—3X3 +x2 +3x=2
d)2x3-x%-1=0

e)x3 +x%+x-14=0

Nx3+3x%—4x-12=0

Seja P(x) um polinomio de grau n. Prove:

a é raiz de P(x) & P(x) é divisivel por x — «.

(Sugestdo: dividindo-se P(x) por x — a, obtém-se um quociente Q(x) e
um resto R, R constante, tal que P(x) = (x — a) Q(x) + R.)

Fatore o polindmio dado.
a)x3 +2x% —x-2
b)x4 —3x3 +x%+3x-2

c)x3 +2x% - 3x



20.

21.

22.

23.

d)x> +3x% —4x—12
e)x> +6x° +11x+6

Dx3—1

Resolva as inequacoes.
a)x>-1>0

b)x3 +6x2 +11x+6<0
)x> +3x% —4x-1220

d)x3 +2x% -3x<0

A afirmacao:

2 25

“quaisquer que sejam 0s reais x e y, x <y & x° < y~” ¢é falsa ou

verdadeira? Justifique.

Prove que quaisquer que sejam os reais x e y, x <y < x 3 < y 3.

Neste exercicio vocé devera admitir como conhecidas apenas as
propriedades (A1) a (A4), M1) a (M4), (D), (O1) a (0O4), (OA) e
(OM). Supondo x, y reais quaisquer, prove:

a)x-0=0.



b) (Regra dos sinais)
(=X)y = =xy; x (-y) = =xy; (%) (=) = xy.

c)x2 > 0.
d)1>0.
e)x>0<i»x_1 > 0.

f) (Anulamento do produto)
xy=0ex=0o0uy=0.

g)x2 =y2 SX=youx=-y

h)Sex20eyZO,x2 =y2 X =Y.

M6dulo de um Nimero Real

Seja x um numero real; definimos o modulo (ou valor absoluto) de x por:

Ix|={ ¥ s¢ x=10
] —x se x<0.

De acordo com a definicdo acima, para todo x, isto ¢, o modulo de um
numero real € sempre positivo.

a) |5|=5.
b) |-3|=—(=3)=3.




Mostre que, para todo x real,

X% =x7
Solucao
Sex=0.|x| =xedailx] =%
Sex <0, |x|=—xedai|x| = (—x)P =2

Assim, para todo x real, |x| 2 =x?

Lembrando que ./, indica a raiz quadrada positiva de a (a > 0),
segue do exemplo anterior que, para todo x real,

vxr =|x|

Suponha a > 0. Resolva a equacgao
| x| =a.
Solucéao

Como |x|>0ea>0,

|x|=a=>|x|2=a2.
Mas|x|2 =x 2, assim
|x|=a41>x2

=a?’ & (x—a)(x+a)=0ex=aoux=-a.
Portanto,




|Xx|=ae x=aoux=-a.

Exemplo 4

Resolva a equacao | 2x + 1 | = 3.
Solucao

2x+1=3 x=1
2x +1|=3 & ou = ou
2x+1=-3 x=—-2

Assim,

|2x+1|=3ex=1oux=-2.

Sejam x e y dois numeros reais quaisquer. Definimos a distancia de x a y
por Sendo P e Q os pontos do eixo Ox de abscissas x e y, e u 0 segmento de
extremidades O e 1, | x — y | é a medida, com unidade u, do segmento PQ.

v

X ¥

De segue que é a distancia de x a 0.

Seja r > 0; o proximo exemplo nos diz que a distancia de x a 0 é menor
que r se, e somente se, x estiver compreendido entre —r e r.

Suponha r > 0. Mostre que



| x| <re-r<x<r.

Solucéao
|x|<r<i>|x|2 <rfex?<r?
mas,
x2<r? S(x-r)(x+r)<0e-r<x<r.
Portanto,

|x|<re-r<x<r.

Resolva a inequacao | x | < 3.

Solucéao

Pelo Exercicio 5,

| x| <3 e -3<x<3.

Exemplo 7

Elimine o modulo em
|x—p|<r(r>0).
Solucéao

|x—p|<re-r<x—-p<rep-r<x<p+r.




Assim,
|x—p|<rep-r<x<p+r.

(A distancia de x a p é estritamente menor que r se, e somente se, X
estiver estritamente compreendido entre p—rep +r.)

Mostre que quaisquer que sejam 0s reais x e y

[xy [=1x]yl
(O modulo de um produto é igual ao produto dos modulos dos
fatores.)
Solucéao

P =) =a2 = [xP|yF =(x||y]) .
Como | xy|>0e| x| y|=0resulta

[xy | =1x]lyl.

Antes de passarmos ao proximo exemplo, observamos que, para todo
x real,

x<|x|e—x<|x]|. (Verifique.)

Exemplo 9



(Desigualdade triangular.) Quaisquer que sejam 0s reais x e y
(xtyl=slx+]y]

(O modulo de uma soma € menor ou igual a soma dos modulos das
parcelas.)

Solucéao
Sex+v=0,|x+ty|=x+yv=|x +|y.
Sex+y<Oxty|l=—-@x+y)=—x—-y=|x[+]|y].

Assim, quaisquer que sejam 0s reais x e y.

(X +yl=slx|+{y].

Exemplo 10

Elimine o moduloem | x—1|+|x—2]|.

Solucao




Parax < —2.x— 1 <<0ex + 2 <0, assim
x—1+|jx+2|=—x—-1—(x+2)=—2x— 1

Para —2=x<1l.x—1<<0ex+ 2 =0, assim
x—1|+|x+2|=—x—-1)+ (x+2)=3.

Parax=1.x—1=0ex + 2 =0, assim
x—1+|x+2|=x—-1+(x+2)=2x+ 1.

Conclusdo
—2x—1 sex<-2
|x —1|+|x+2|=9 3 se —2=x<|
2x +1 sex =1
Exercicios 1.3

1. Elimine o modulo.
a) |=3|+|[—2]
by |-5+8§|
c) |—al,a=0
d) lal,a<0
e) |~al

f) 12a|—|3a



2. Resolva as equacoes.
a) |x|=2
by |[x+1|=3
c) |[2x —1|=1
d |[x—2|=-1
e) [2x +3|=0

flxl=2x+1

3. Resolva as inequagoes.

a) x| =1

b) [2x — 1| <3

c) [3x—1|< -2
1

d) |3x —1|< =
3

e) |2x* — 1| <1

) lx—3<4

g) |x|=3



h|x+3>1

i |2x —3|=3

N l2x—1]<x

D |x+1]<|2x—1|

m) |x -1 —|[x+2|=>x
n jlx—3<x+1

o) [x =2 +|x—1>1

4. Suponhar > 0. Prove:

x| =rex< -—roux>r

5. Elimine o modulo.
a) |[x+ 1]+ |x]|
b) |[x —2|—|x+1|
c) |[2x—1|+ |x—2|

d) [x|+[x =11+ |x—2]



6. Prove:

xtyl=lxl+|ylew=o0

7. Prove:
a) | x—y|l=|x|—|y
by [x—y|=|y| —|x

o) |lxI=Iy|=lx~y

Intervalos

O objetivo desta secdo é destacar certos tipos de subconjuntos de R, os
intervalos, que serdo bastante uteis durante todo o curso.

Sejam a e b dois reais, com a < b. Um intervalo em R é um subconjunto
de R que tem uma das seguintes formas:

[a.b]={xe R|a<=x< b}
Ja.b[ = {x e R|a <x <D}
Ja.b]={x e R|a <x=D}
[a.b[ = {x e R|a =x< b}
|—=.a[ = {x e R

x <aj} (—e2 = menos infinito)

Observacdo. —oo Nd0 é nimero, —oo é apenas um simbolo.



]—=.a]l= {x e R|x =a}

= {
= {

[a. +o] ve R|lx =a}
Ja. +[ = {x e R|x = a}
]—o. +oo = R.

Os intervalos Jla, b[, |-, a[, ]a, +oo[ e ]—o, +oo[ sdo denominados
intervalos abertos; [a, b] denomina-se intervalo fechado de extremidades a
eb.

Expresse o conjunto {x e R|2x —3<x+ 1} em notacdo de
intervalo.
Solucéao
2x—3<x+1ex<A4
Assim,
xeR[2x —3<x+ 1} =]—= 4
Exercicios 1.4

1. Expresse cada um dos conjuntos abaixo em notacdo de intervalo.



a) {xe B|d4x — 3 < 6x + 2}
by {xeR||x| <1}

c) xeR||2x =3 =1}

d) {xreR|3x+1<

|
¥

X
3

2. Determine r > 0 de modo que ]4—r,4 + r[ < ]2, 5.
(Lembre-se: A © B & A é subconjunto de B.)

3. Sejam a < b dois reais e p € ]a, b[. Determine r > 0 de modo que ]p —
r,p+r[ < ]a, bl.

4. Expresse o conjunto das solucoes das inequacoes dadas em notacao de
intervalo.

a)x2—3x+2<0

2x — 1
B ——— >0

X+ 23

)x%+x+1>0
d)x?-9<0

Propriedade dos Intervalos Encaixantes e
Propriedade de Arquimedes

A seguir destacaremos duas propriedades fundamentais dos nimeros reais e
cujas demonstracOes serao apresentadas no Apéendice A.



Propriedade dos Intervalos Encaixantes. Seja[a,b o], [a1,b1],[a;,b0,5], ..., [a,,
b ,1, ... umasequéncia de intervalos satisfazendo as condicoes:

(Vlag,bgl>[aq,011210a,,0,]12...2a,,b,]1D...
(ou seja, cada intervalo da sequéncia contém o sequinte);

(ii) para todo r > 0, existe um natural n tal que
b,-a,<r
(ou seja, a medida que n cresce o comprimento do intervalo [a ,, b ,, ] vai tendendo a zero).

Nestas condicbes, existe um tnico real a que pertence a todos os intervalos da
sequéncia, isto &, existe um dnico real a tal que, para todo naturaln,a , <a<b .

Propriedade de Arquimedes. Se x > 0 e y sao dois reais quaisquer, entdo existe pelo
menos um ndmero natural n tal que

nx>y.

: 1
a) Para todo x > 0, existe pelo menos um natural n tal que — < x.
)

b) Para todo real x existe pelo menos um natural n tal que n > x.

Solucéao
a) Como x > 0, por Arquimedes, existe um natural n tal que nx > 1 e,

]
portanto, — << x.
1

(Observe: nx>+=n#0.)




‘ b) Como 1 > 0, por Arquimedes, existe um natural n tal que n > x.

Existéncia de Raizes

Inicialmente, observamos que se [ay, bgl, [a, b{], [a,, b>1, ..., [a,,
b,l, ... for uma sequéncia de intervalos satisfazendo as condicOes da
propriedade dos intervalos encaixantes e se para todo n, a,. 0 e b, > 0,
entdo a sequéncia de intervalos [a;, b;]. [a?, B7]. [a2, b1, ... [a . 7], ...
também satisfara aquelas condicGes (verifique).

Antes de apresentar o proximo exemplo, lembramos que por um digito
entendemos um natural pertencente ao conjunto {0, 1, 2, 3, ..., 9}.

Mostre que a equagao x 2

= 2 admite uma unica raiz positiva a.

Solucéao

Seja A o o maior natural tal que

dai

Ag +1)%2>2(Ag+1=2,2°>2),

Facamos, agora,ay, =A, eby =A, + 1. Seja A o maior digito
tal que

(An +%] <2(4 =4 (147 <2< (L5)).




Facamos:

A A +1
a=A,+—¢ch=4 +—.
Assim,
al =2 < b

(Observe:a, =1,4eb; =1,5.)

Seja A, o maior digito tal que

4 4
A+ L+ = =24, =1 (1,41 <2< (1,42)%).
Facamos:
. , +
AR BN P A . Sk
’ 10 100~ 10 10°

(Observe:a, =1,41eb, =1,42.)
Assim,
a’ =2 < b

Prosseguindo com este raciocinio, obteremos uma sequéncia de
intervalos [ay, bgyl, [ay, b1]l, ..., [a,, b,] satisfazendo as
condicOes da propriedade dos intervalos encaixantes (observe que

b —a, = e quando n cresce b, — a, tende a zero). Assim,

L

existe um unico real a tal que, para todo n,



e, portanto,
7 e gyl = R2
a=oa =b.

Mas a° é o dnico real tendo esta propriedade, pois,

[a;

2

bil, [af. b7, ....[a;, b’]. ... também satisfaz as condi¢Oes daquela
propriedade. Como, para todo n,

al=2<p
segue-se que o 2 = 2. Fica provado, assim, que existe um real o > 0

tal que o 2 =2 Vejamos, agora, a unicidade. Suponhamos que 3 > 0
também satisfaca a equacdo; temos

%iig}:glzﬁ:'::a:ﬁ.

Teorema. Sejam a > 0 um real e n > 2 um natural. Entdo existe um tnico real a > 0 tal que
a” =a.

Demonstragdo

E deixada para o leitor [sugestdo: siga o raciocinio utilizado no exemplo
anterior].

Notacao



Sejam a > 0 um real e n > 1 um natural. O tnico real positivo « tal que a "

positiva de a.

Sejam a > 0 e b > 0 dois reais, m > 1 e n > 1 dois naturais e p um
inteiro. Admitiremos a familiaridade do leitor com as seguintes
propriedades das raizes:

o Ya b =ab
@) ar ==
& {xla ="
@ a<be ta<ip

Seja a um real qualquer. Mostre que se n for impar, n natural, entao

existe um tnicoreal a " = a.

Solucao

Se a > 0, pelo teorema anterior, existe um tinico a > 0 tal que a " = a.
Por outro lado, para todo f < 0, 8" < 0 (pois estamos supondo n

impar). Segue que o « acima é o tinico real tal que a " = a.

Se a < 0, existe um unico real ftal que " =—aedai (-B)" =a
(lembre-se de que (-B) " = —B"). Assim, -8 é o tinico real tal que (-

B)" =a




Notacao

Se n for impar e a um real qualquer, o tnico a tal que a " = a é indicado

por ¢/ 4.

Calcule.

a) \/—_3

» {16

Solucéao

a) Y-8 = —2 [(—2)° = —8]
p) 16 =2

(Lembre-se: ¢/ |¢ indica a raiz positiva de ordem 4 de 16.)

Verifique que

a-b=Ra-Ip A& +ab+ v

Solucéao




a—b ={{/_ﬁ]'1 - {%)l
=3 — 3 (x = \"/; e V= ﬁ]

=(x — :L"]{I: + xy + y?)

Assim:

a—hzfil/_—%‘!('\:/;-l-mﬂ-{/;),

Observacdo. Vleja uma forma interessante de fixar a identidade acima:
a’>-b>=(@-b)(a’+ab+b?)

agora, extraia a raiz cubica de todos os termos desta identidade.

Ja vimos que a equacao x > = 2 ndo admite solucdo em N como JE é
raiz de tal equagdo, resulta que ,/» ndo é racional, isto é, /7 é um nimero
irracional.

Observe que x2 = 2 ter solucdo em R é uma consequéncia da

propriedade dos intervalos encaixantes; como esta equacdo nao admite
solucdo em N, isto significa que o corpo ordenado dos racionais nao
satisfaz tal propriedade. Esta é a grande falha dos racionais. A grande
diferenca entre o corpo ordenado dos reais e o dos racionais é que o
primeiro satisfaz a propriedade dos intervalos encaixantes e o segundo, nao.

Os dois proximos exemplos mostram-nos que entre dois reais quaisquer
sempre existem pelo menos um racional e pelo menos um irracional.



Sejam x e y dois reais quaisquer, com x < y. Entdo, existe pelo menos
um irracional ¢ tal que x <t <y.

Solucao

x € racional ou irracional; suponhamos inicialmente x irracional.
Temos

x<yey-—-x>0.

Por Arquimedes, existe um natural n tal que

] . ]
— <y—xdaix + — <y
1 n

] ] ]
Como — > 0,x <x + —;tomando-set = x + —tem-se x <t <y
m H s

com t irracional (a soma de um racional com um irracional é
irracional). Suponhamos, agora, x racional. Por Arquimedes existe

ﬁ

p)
um natural n tal que X = .. _ .. tomando-se ; —  + = tem-se x <
n ' ' n

t <y, com t irracional.

Sejam x, y dois reais quaisquer com x < y. Entdo existe pelo menos
um racional r com x <r <y.

Solucao




12 Caso: 0<x<y

Por Arquimedes existe um natural k, com k > y; ainda, por
Arquimedes, existe um natural n tal que

—=y—Xxe—=ux
I L

: : : : : : : f >
0 a, X ¥ k=a_

: k 2k Jjk
Sejam a, = —,a, = —, a, L= —, ..
no- n i n ’ n

o maior indice tal que a; < x; assim aj. ; > x e como

La =k seja j

k
=a, + - <x+ (v —x) =yresultax <a;,; <ytomando-se

t=a; 4, tem-se x <t <y, com tracional.

f{r’+1

292 Caso:x<0<y

Basta tomar t = 0.

32 Caso:x<y<0
x<y<0e0<-y<-x
Pelo 1 2 caso, existe um racional s tal que
—y <s<-x.
Portanto,
X<-—-—-s< y

com —s racional.

42 Caso:x=0o0uy=0



Faca voce.

Exercicios 1.6

Prove que a soma de um racional com um irracional é um irracional.

O produto de um racional diferente de zero com um irracional é
racional ou irracional? Justifique.

Prove que € irracional.
-
a) Vo

b) V2 ++3

v=132-+/5 + 32+ 5 éracional ou irracional? Justifique.

Verifique as identidades em que x >0 e y > 0.

a) x—y= N;—\f(;}(\f; +\/;}
B x—y={x —{ndx + ey + ot + )




10.

11.

12.

Determine uma aproximacao por falta, com duas casas decimais exatas,

Prove: se para todo r > 0, r real, |a— b| <r, entdao a = b.

Sejam x, y dois reais quaisquer com x > 0 e y > 0. Mostre que

x + v

2

[
N XY=

Sejam x, y dois reais quaisquer, com 0 < x <y. Prove

Seja € > 0 um real dado. Prove que quaisquer que sejam 0s reais
positivos x e y, tem-se:

x—yl<eé=|x—y|<e

Sejam x, y dois reais quaisquer, com 0 < x <y. Prove

A afirmacao:



(13
paratodoreal y = g v = +/ ¢

é falsa ou verdadeira? Justifique.

1.7 Poténcia com Expoente Racional

. m . ..
Sejam a > O umreal e = —, n > 0, um racional. Definimos
H

i
i

a =ar=va".

Tendo em vista a propriedade (2) das raizes, segue que tal definicao nao

i
depende da particular fracao —. 1 = 0. que tomamos como representante do
i

racional r.

Sejam a > 0 e b > 0 dois reais quaisquer e r, s dois racionais quaisquer.
Das propriedades das poténcias com expoentes inteiros e das raizes seguem
as seguintes propriedades das poténcias com expoentes racionais e cujas
demonstragoes sao deixadas como exercicios:

(Da"-a*=a""".

@@ =a".



() S=a

(4)(ab)" =a'b".
(5)Sea>1ler<s,entdoa’ <a°’.

(6)Se0<a<ler<s,entdoa’ >a’.
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CAPITULO

Funcoes

Funcdes de uma Variavel Real a Valores Reais

Videoaulas |
() video 1.1




Entendemos por uma funcao f uma terna
(A, B,a b)

em que A e B sdo dois conjuntos e a ~ b, uma regra que nos permite associar a
cada elemento a de A um tnico b de B. O conjunto A é o dominio de f e indica-
se por D, assim A = D (. O conjunto B é o contradominio de f. O tnico b de B
associado ao elemento a de A é indicado por f(a) (leia: f de a); diremos que f(a)
é o valor que f assume em a ou que f(a) é o valor que f associa a a.

Uma funcgao f de dominio A e contradominio B é usualmente indicada por f
: A - B (leia: fde A em B).

Uma fungdo de uma variavel real a valores reais é uma fungdo f: A - B,
em que A e B sdo subconjuntos de R. Até mencdo em contrario, s6 trataremos
com funcdes de uma variavel real a valores reais.

Sejaf: A —» Buma funcdo. O conjunto

G, ={(x, f(x)) |x e 4]
denomina-se grdfico de f; assim, o grafico de f é um subconjunto do conjunto
de todos os pares ordenados (X, y) de nimeros reais. Munindo-se o plano de um
sistema ortogonal de coordenadas cartesianas, o grafico de f pode entdo ser
pensado como o lugar geométrico descrito pelo ponto (x, f(x)) quando x
percorre o dominio de f.



Observacao. Por simplificacao, deixaremos muitas vezes de explicitar o dominio e o contradominio
de uma funcdo; quando tal ocorrer, ficard implicito que o contradominio é R e o dominio o “maior”
subconjunto de R para o qual faz sentido a regra em questao.

E usual representar uma funcao f de uma variavel real a valores reais e com
dominio A, simplesmente por

y = f(x), x € A,

Neste caso, diremos que x € a varidavel independente, e y, a variavel
dependente. E usual, ainda, dizer que y é funcao de x.

Sejay = f(x), f(x) = x 3. Tem-se:
a) Df = R.

b) O valor que f assume em x é f(x) = x 3. Esta funcdo associa a cada

real x o numero real f(x) = x 3

A f-1)=(-1)°=-1;f0)=0%=0;f(1)=1> = 1.
d) Graficode f




G, ={(x,y)|y=x" xeR}.

Suponhamos x > 0; observe que, a medida que x cresce, y também

cresce, pois y = x 3

, sendo o crescimento de y mais acentuado que o de x
(veja: 2 3 =8;33 =27 etc.); quando x se aproxima de zero, y se
aproxima de zero mais rapidamente que x((1/2) 3 = 1/8; (1/3) 3 =1/27
etc.). Esta analise da-nos uma ideia da parte do grafico correspondente a

x > 0. Para x <0, é so observar que f(—x) = —(x).

L

by — tu|-—~ = w|-—~ —_ b
e — rx-|-—-c .':ao|-—-—~ oo

Seja f a fungdo dada por fx) = \/; _Tem-se:

@) D, = {x e R|x=0}.
D) f ﬂ4) = 4/ 4 = 2 (o valor que fassume em 4 € 2).
o) f(H) = \./r_’ = | t].

dy fix +3)=x+3, x= -3,

¢) Grafico de f.




A fungdo f é dada pela regra x+—=y.y = \]; . Quando x cresce, y

também cresce, sendo o crescimento de y mais lento que o de

_r{\/i =2.416 =4, 464 = 8etc.); quando x se aproxima de zero,

y também se aproxima de zero, sO que mais lentamente que

L L =—e‘rcj

()~ = =
' 2’

=
N o= = o ﬁ

.r.xH.r.x|—-::

_— e — ——

0

oW

Considere a funcdo g dada por y = l Tem-se:
X

a) Dg:{xER|X¢O}.

b) Esta funcdo associa a cada x # 0 o real g(x) = —

c) glx+h)= X #F —h

x+h
d) Grafico de g.

Vamos olhar primeiro para x > 0; a medida que x vai aumentando,

1 ) .
y=— vai se aproximando de Zero
X




] 1
(x=10—y= 0% 100 —y = ——cefc.). 3 medida que x vai se

| 100
aproximando de zero,y = 1 vai se tornando cada vez maior
1 1 1 A s
r=—r=y=2ix=—+—=y=10x= —+ y = 100 etc.). Voce ja
( 5 0 00~ Y ) J

deve ter uma ideia do que acontece para x < 0.

[y

R VoA
X X '
2L
5 1
2 |
1 1 ; | L
L 2 .H T lT
2 . _l_l__
| 3
1 —- -1
> - i
l 1 12
3 1
2

Exemplo 4

Dada a funcdo f(x) = —x ® + 2x, simplifique:

a) S =/

x—1
p SO+ = fx)
h
Solucéao
a) f(x)— f(I) _ (—x* 4+ 2x) — 1 _ —(x — 1)
x—1 x—1 x—1

assim




Jx)— /) _

x—1

—(x = 1), x # 1.

Observe: f(1) = -1 2+2=1.

b) Primeiro vamos calcular f(x + h). Temos

fix+h)=—(x+h)? +2(x+h)=—x2 —2xh—h > +2x + 2h.

Entdo
flx+h)— f(x) = xt = 2xh =W+ 2x + 2h — (—x* + 2x)
h h
_ =2xh—h +2h
h
=—=2x—h+2
ou seja,

f+h) = f(x) _
h

—2x—h+2,h#0.

(Fungdo constante.) Uma funcao y = f(x), x € A, dada por f(x) = k, k
constante, denomina-se funcdo constante.

a) f(x) =2 é uma funcdo constante; tem-se:
(i) Dy =R (ii) Grafico de f

G, ={(x, f()[xeR}={(x,2) | x e R]}.

O grafico de f é uma reta paralela ao eixo x passando pelo ponto (0, 2).




Vo4

2
—.f
1 @

=Y

0

b2 = S = 2
o b2 b b2

b) g :[-1, +o[ - R dada por g(x) = —1 é uma funcao constante e seu
grafico é

v

] X

. lsex =0
Seja f(x}:{—l scfc{iﬂ

Tem-se:
a) Df =R
b) Grafico de f




L 4

] X

Observe que (0, 1) pertence ao grafico de f, mas (0, —1) nao.

Exemplo 7

(Fungdo linear.) Uma funcao f: R — R dada por f(x) = ax, a constante,

denomina-se fungdo linear; seu grafico é a reta que passa pelos pontos
(0,0) e (1, a):

a>=0 ' V= a=0

v

y=ax

Se a = 0, o grafico de f coincide com o eixo x.

Exemplo 8

Esboce os graficos.



a) f(x)=2x.

b) g(x) =-2x.
c) h(x) =2|x|.
Solucéao

a) O grafico de f é a reta que passa pelos pontos (0, 0) e (1, 2).

VoA

L ity

y=2

b

b) O grafico de g é a reta que passa pelos pontos (0, 0) e (1, -2).

.L: F

X y=g(x)

b

c) Primeiro eliminemos o médulo




(Fungdo afim.) Uma funcao f: R - R dada por y = ax + b, ae b
constantes, denomina-se fungdo afim. Seu grafico é a reta que passa pelo
ponto (0, b) e é paralela a reta y = ax.

Exemplo 10

Esboce o graficode f(x) = | x— 1] + 2.

Solucéao

Primeiro eliminemos o modulo

oy x—1+2 sex=1 _ ) x+lsex=1
J) {—{_1'—])-%25&,1:*:21Ouf(x)_{—x+35cx{1,




Agora, vamos desenhar, tracejadas, asretasy =x+ l ey =-x + 3 e, em
seguida, marcar, com traco firme, a parte que interessa de cada uma:

| % Vo
p=—x+3
"  y=x+l /
~ 7
~ ’
\ s
b //
\‘HJ /,
2 _\_ '
rd
A1 I \\\
J, ! \ . .
# - » s
S 0] 1 N X X
rs

parax > 1, flx)=x+1
parax <1, flx)=-x+3

Sempre que uma fung¢do for dada por vdrias sentencas, vocé poderd
proceder desta forma.

Outro modo de se obter o grafico de f é o seguinte: primeiro desenhe
tracejado o grafico de y = o grafico de y = obtém-se do anterior
transladando-o para a direita de uma unidade; o grafico de f obtém-se
deste ultimo transladando-o para cima de duas unidades.

VoA




(Fungdo polinomial.) Uma funcdo f: R - R dada por

1

fX)=apgx"+ax" " +...+a, ;x+a,

em queag #0,aq, a,, ..., a, sdo nimeros reais fixos, denomina-se

fungdo polinomial de graun (n € N).

a) flx) =x 2 _4éuma funcdo polinomial de grau 2 e seu grafico é a
parabola

-
Ty
—

-
e

b

b = D e
=T R R —

O grafico de uma funcdo polinomial de grau 2 é uma parabola com
eixo de simetria paralelo ao eixo y.

b) g(x) = (x — 1) é uma funcdo polinomial do grau 3; seu grafico é
obtido do grafico de y = x 3, transladando-o uma unidade para a
direita.




-

) flx)=x 4 _1éuma funcao polinomial do grau 4; seu grafico tem o
seguinte aspecto:

VA y=xt-1

L

N

(Fungdo racional.) Uma fungdo racional f é uma funcao dada por

flx)= px) em que p e g sao duas funcdes polinomiais; o dominio de f é

q(x)

o conjunto {x € R | g(x) # 0}.



x+1

a) f(x) = é uma funcdo racional definida para todo x # 0.
Como f(x) =1+ l: segue que o grafico de f é obtido do gréfico de
X

y = ! . transladando-o uma unidade para cima (veja Exemplo 3).
X

bl

b) g(x) = é uma fungdo racional com dominio {x € R | x # 0}.

X

Observe que g(x) = x + l A medida que vai crescendo, ! vai se
X X

aproximando de zero e o grafico de g vai, entdo, “encostando” na reta
y = x (por cima se x > 0; por baixo se x < 0). A medida que x se

: g : 1
aproxima de zero, o grafico de g vai encostando na curva y = —.
X



¢) h(x) = > é uma funcdo racional com dominio {x € R | x # —
X L
2}. O grafico de h é obtido do grafico de y = l, transladando-o duas
X
unidades para a esquerda.
L

X hix)

3 1 |y o= .

1 1 3 s x +2
1 ' I1 0 g

ﬂ ? - X




Determine A e B para que a terna (A, B, x B y) seja func¢do, sendo a regra

x + y dada implicitamente pela equacao xy 2=x-1.
Solucéao

x—1
X

w=Ex—ley==%

Para se ter funcao, é preciso que a regra x P y associe a cada x € A
um unico y € B. Basta, entdo, tomar

A={xeR a =0l={xeR|[x<0oux=1}
X

B={yeR|y=0}.
Temos assim a funcdo f: A — B dada por

x—1

Jx) =

Observagdo. A escolha de A e Bacima ndo € a nica possivel. Quais as outras possibilidades?

Exemplo 14

O conjunto H = {(x, y) € R 2 |2x + 3y = 1} é grafico de funcao? Em caso
afirmativo, descreva tal funcao.

Solucao




W+ 3y=ley= : segue que H é o grafico da funcao dada por
1 —2x
y= -

-~
3

Notacdo

O simbolo R? é usado para representar o conjunto de todos os pares
ordenados de nimeros reais, B> = {(x, y) | x, v e R}.

Observacdo. Sejam H um conjunto de pares ordenadose A={x € R | dy € R com (x, y) € H}.
Entdo H é grafico de funcdo se e somente se para cada x em A, existe um Unico y, com (x, y) € H.

L 3 L Y

H [

//h -

/ 0 X 0 X X

E grifico de fungio Nio ¢ grafico de funcio

v

Antes de passarmos ao proximo exemplo, lembramos que a distdncia d
entre 0s pontos (x,Y o) € (x 1,y 1) é definida por

d= J (x, —x,)0 + (v, — »)

Veja



d? = Y =Y y+ (x,

[
|
0 X,

d | Y1 = Yo Pelo teorema de Pitagoras
- 2
Xg)”

Pois bem, a circunferéncia de centro (a, b) e raio r (r > 0) é, por definicao,

o lugar geométrico dos pontos do plano cujas distancias a (a, b) sdo iguais a r.

Assim, a equacado da circunferéncia de raio r e centro (a, b) é

(x—a)* +(y-b)*=r=.

Esboce o grafico da funcao f dada pela regra x & y, em que x s y
y=0.

Solucéao
x*+y*=ley=0=y=,41—x". Afuncio f¢ dada por

y=4l-x,-1l=sx=1.

2

grafico de f é a parte desta circunferéncia correspondente a y > 0.

Como x 2 +y2 =1<i’(x—0)2 +(y—0)2 =12,segue—sequex

2 -1,

2 4

y“ =1 é a equacdo da circunferéncia de centro na origem e raio 1; o



Vi

=Y

Exemplo 16

O conjunto H = {(x,y) € R? | x? +y? —2y = 0} é grafico de funcdo?

Por qué?

Solucéao

x? +yz—2y=0<ibx2 +yz—2y+1=1‘i>x2 +(y—1)2 =1 que

é a equacao da circunferéncia de centro (0, 1) e raio 1. Temos

4

X+ yv-1P=ley=1x,1—-x.

Assim, para cada x € ] —1, 1[ existe mais de um y, com (x, y) € H; H
ndo é grafico de funcao.




;.{1F

Exercicios 2.1

1. Calcule.

a) f(—1)e f[%] sendo f(x) = —x% + 2x

X

b) £(0).£Q2)e g(v2) sendo g(x) =
f(a+b)= f(a=b)

xr =1

c) p sendo f(x) = x? eab # 0
a
d) fla+b) _bf(ﬂ' —b) sendof(x) =3x+ leab#0
a
2. Simplifique j(x; : ; (p) (x # p) sendo dados:

a)f(x)zx2 ep=1

b)f(x)=x2 ep=-1



¢) f(x) = x 2 e p qualquer
d)f(x)=2x+1ep=2
e)f(x)=2x+1lep=-1
Nfx)=5ep=2
g)fx)=x>ep=2

h) fx)=x> ep=-2
i) f(x) = x> e p qualquer
|
N J=—ep=1
X
]
h f)=—ep=2
X
m)f(x)=x2 —-3xep=-2
m.ﬁﬂ=%4p=3
xX-

0) f&) =~ ep=-3
X~
1

p) fX)=—epF0
X

1
q) f(x)= 2 &P 0

flx+h)+ f(x)

3. Simplifique (h # 0) sendo f(x) igual a

a)2x+1



g)x2—2x
h)x2—2x+3
i)—2x2 +3
D2x? +x+1
l)x3

m)x3 + 2x

n)x3 +x2 —x

0) 5

1
r) —

X
q)2x3—x
) L

X-

1
5
: x + 2

4. Deé o dominio e esboce o grafico.



a) f(x) = 3x

b) g(x) = —x
c)h(x)=—x+1
d)fx)=2x+1
e) g(x) =—2x +3
) gx)=3

g) fix) = -2

hy hix)= %_r + %

X

[

) fe)=-

xsex=2
D &w= {3 se x = 2

2x sex =—1

) f(x):{—x—i-] sex = —|
m) h(x)=|x—1

m fe) = |x+2]

— 1

A
X’
x—1

0) hx) =
p) g ==
X

q) gx)=—



x— 1

x—1

r) glx)=

L 2x + 1
2x + 1

Considere a funcao f(x) = | x—1 |+ |x—2|
—2x+3 sex=l|

a) Mostre que f(x) = 1 1 sel<x<2
2x —3 sex =2

b) Esboce o grafico de f.

Esboce o grafico.
a) f(x) = x| +|x—-2]

b)g(x) =|x|-1
) .1'=||:c —I|

d) f) =|x+1]-]x]

Olhando para o grafico de f, estude o sinal de f(x).
a)fx)=x-3

b)f(x)=-2x+1

o)fx)=3x+1

d) f(x) = —3x 2



e) f(x)=x+3
Nfx)=-8x+1

g) f(x) = ax + b (@ > 0)
h) f(x) = ax + b (a <0)

. Estude a variacgao do sinal de f(x).

a) f(x) = (x=D(x + 2)
b) f(x) = (2x + 3)(x + 1)
¢) f(x) = x(1 = x)

d) f(x) = (=x + 2)(x = 3)

=1

e) fl)= : g

N =222
8 S0 =57
i o=

D k)= X{i—l :
N orw =2

D) f(x) = (2x = 3)(x + 1)(x - 2)



2x — 3

m IO = T 0=

Determine o dominio.

1

a) flx)=
x—1
X
b) y=—
N\ 2x
c) g 21
X
2 }__1'+2
e) h(x)= . x+2
_ x +1
) 8=
_ x—1
&) x +1
") 1f=4x:c-3




10.

m)y v=¢s

— | ow

) y=45-20
D y=yr—1+3-x
) y=+yl-+x

) y=+x—5-2¢
W y=yx-x

Esboce o grafico.
a) f(x) = x *
b)y =x2+1
c)y =x?-1
dy=x-1)°
e)y=(x+1)"

Ny=&-1°+1



Py=Kx+1)% -2

h)y=-x?
Ny=-(x-2)"
Dy=Ix*-1|
Hy=x*
my=(x+1)°
n)y=-x°
0)y=(x-2)"
p)y=x|x|
Qy=x"|x|

x* se x = |
2—(x—2) sex=>1

{
{x—l se x =0

sex =10

11. Considere a funcio f dada por f(x) = x * + 4x + 5.
a) Mostre que f(x) = (x + 2) 2+ 1,
b) Esboce o grafico de f.

¢) Qual o menor valor de f(x)? Em que x este menor valor é atingido?

12. Sejaf(x)=ax? +bx+c,a#0.



13.

o ( b ’ A .2
a) Verifique que f(x)=a/ x+—| — —,emque A=b" —4ac.

\ 2a 4a
b) Mostre que se a > 0, entdo o menor valor de f(x) acontece para
x=— Zi Qual o menor valor de f(x)?
a
- [ b)) A .
c) Mostre que se a <0, entdo | ——— | = ——— € 0 maior valor assumido
2a | 4a
por .

d) Interprete (b) e (c) graficamente.

Com relacdo a funcao f dada, determine as raizes (caso existam), o maior
ou o menor valor e esboce o grafico.

a)f(x)=x? —3x+2
b)fx)=x* -4

Q) f(x)=x° —4x +4
d) fx)=x% +2x+2
e) f(x) =2x2 +3

f f(x)=2x? - 3x

g9) f(x) = —x? + 2x

h) fx)=—x*+4

i) f(x)=-4x? +4x -1

J) fx)=-x* —4x-5



14. Olhando para o grafico, estude a variagao do sinal de f(x).
a)fx)=x° -1
b) f(x) =x% —5x+6
C)f(x)=x2 +x+1
d) f(x) = —x 2 ¥ 3x
e)f(x)=—x2 —2x—1
]‘)f(x)=x2 +6x+9
9) f(x) = —x* +9
h) f(x)=x° +2x—6
Df(x)=2x> —6x+1

j)f)=—=x*+2x-3

15. Dé o dominio e esboce o grafico.

) f@ =2
X

by y= 2
x—1

c) v= 2
x + 1
|
d v=1+ —
X



/)

g)

h)

7)

p)

q)

1
y=--
X
1
V=
) x+ 2
1
1':
) x—2
1
V= —
. Fr"\
1
y=-—
2
1
y=
(x — 1)
2
y=
(x = 1)
_ 1
(x +1)°
1
y=1+—=
x*
1
v=—x+ —
x
y=lxl+ -
y=qx—1
y=4x+2



1
16. Lo T | — . )
a) Verifique que v 1+ x x| = - Conclua que a medida
) aue q | x|+ 41+ x° a

que | x | cresce a diferenga ,/] 4+ x> — | x| se aproxima de zero.

b) Esboce o gréfico de y = /] + x

17. Dé o dominio e esboce o grafico de f(x) = /x> — 1.

(Sugestdo: Verifique que a medida que | x | vai crescendo, o grafico de f vai
“encostando”, por baixo, no graficode y = | x |.

18. Dé o dominio e esboce o grafico.

a) y=+42+x?

by v=4x"—4



19.

20.

21.

22.

Seja fdada porx P y,y >0, ernquex2 +y2 =4.

a) Determine f{(x)

b) Esboce o grafico de f

Esboce o grafico da funcdo y = f(x) dada implicitamente pela equacao.

b)x—y2 =0,y>0

C)(x—l)2 +y2 =4,y>0
d)x® +y? +2y=0,y>-1
e)x2 +y2 +2x+4y=0,y<-2

y

N
v

=xx+F1

Considere a fungdo f(x) = max l X, ! ‘>
X |

a) Calcule f(2), fl-1) e ;[%]

b) Dé o dominio e esboce o grafico.

Considere a funcao f(x) = max{n € Z | n < x}. (Fung¢do maior inteiro.)



23.

24.

25.

26.

(1 (5). (1
a) Calcule __I(E}f(l)- f[zj € f[ ;]

b) Esboce o grafico.

Calcule a distancia entre os pontos dados.
a)(1,2) e (2,3)

b) (0, 1) e (1, 3)

¢) (-1,2) e (0, 1)

d) (0, 2) e (0, 3)

e) (=2, 3) e (1, 4)

N1 1)e(22)

Seja d a distancia de (0, 0) a (x, y); expresse d em funcdo de x, sabendo

que (x, y) € um ponto do grafico de y = l
X

Um moével desloca-se (em movimento retilineo) de (0, 0) a (x, 10) com
uma velocidade constante de 1 (m/s); em seguida, de (x, 10) a (30, 10) (em
movimento retilineo) com velocidade constante de 2 (m/s). Expresse o
tempo total T(x), gasto no percurso, em funcao de x. (Suponha que a
unidade adotada no sistema de referéncia seja o metro.)

(x, y) é um ponto do plano cuja soma das distancias a (-1, 0) e (1, 0) é

igual a 4.



27.

28.

2 32

a) Verifique que % + Y = 1.

b) Supondo y > 0, expresse y em funcdo de x e esboce o grafico da funcao
obtida.

Sejam F ; e F, dois pontos fixos e distintos do plano. O lugar geométrico
dos pontos (x, y) cuja soma das distancias a F; e F, é sempre igual a
2k(2k > distancia de F; a F,) denomina-se elipse de focos F; e F, e

semieixo maior k.

. e _1.': e , ~ .
a) Verifique que — + ]— = 1 € a equacdo da elipse de focos (—c, 0) e (c,
a’ b
0) e semieixo maior a, em que b 2=q?-c”.

b) Verifique que 1— + ;— = 1 é a equacao da elipse de focos (0, —c) e (0,
o ¥

) e semieixo maior b, em que a 2=p2_¢?.

c¢) Desenhe os lugares geométricos descritos nos itens (a) e (b).

Determine o dominio e esboce o grafico.
f )

a) v=+4—3x"

b) fx) = —y1— 4x*

c) v= V{rﬂr — x?

d) gx)= N."rZ — 3x*



29.

30.

31.

32.

Vocé aprendeu em geometria analitica que y—y, = m(x —x ) € a equagao
da reta que passa pelo ponto (x(, Yo) e que tem coeficiente angular m.
Determine a equacdo da reta que passa pelo ponto dado e tem coeficiente
angular m dado.

a)(1,2)em=1
b)(0,3)em=2

c)(-1,-2)em=-3

1
d) (2.—lem= —3
e)(5,2)em=0
N (=30 3
J) | .)em—E

A reta r intercepta os eixos coordenados nos pontos A e B. Determine a
distancia entre A e B, sabendo-se que r passa pelos pontos (1, 2) e (3, 1).

A reta r passa pelo ponto (1, 2) e intercepta os eixos coordenados nos
pontos A e B. Expresse a distancia d, entre A e B, em funcdo do coeficiente
angular m. (Suponha m <0.)

Na fabricacdo de uma caixa, de forma cilindrica, e volume 1 (m 3),
utilizam-se, nas laterais e no fundo, um material que custa $1.000 o metro
quadrado e na tampa outro que custa $2.000 o metro quadrado. Expresse o
custo C do material utilizado, em funcao do raio r da base.



33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

Expresse a area A de um triangulo equilatero em fungdo do lado 1.

Um retangulo esta inscrito numa circunferéncia de raio r dado. Expresse a
area A do retangulo em funcao de um dos lados do retangulo.

Um cilindro circular reto esta inscrito numa esfera de raio r dado. Expresse
o volume V do cilindro em funcdo da altura h do cilindro.

Um movel € lancado verticalmente e sabe-se que no instante t sua altura é

dada por h(t) = 4t —t 2. 0<t<4. (Suponha o tempo medido em segundos
e a altura em quilometros.)

a) Esboce o grafico de h.

b) Qual a altura maxima atingida pelo movel? Em que instante esta altura
maxima € atingida?

Entre os retangulos de perimetro 2p dado, qual o de area maxima?

Divida um segmento de 10 cm de comprimento em duas partes, de modo
que a soma dos quadrados dos comprimentos seja minima.

Um arame de 10 cm de comprimento deve ser cortado em dois pedacos,
um dos quais sera torcido de modo a formar um quadrado e o outro, a
formar uma circunferéncia. De que modo devera ser cortado para que a
soma das areas das regioes limitadas pelas figuras obtidas seja minima?



40.

41.

42.

43.

Um arame de 36 cm de comprimento deve ser cortado em dois pedacos,
um dos quais sera torcido de modo a formar um quadrado e o outro, a
formar um tridngulo equilatero. De que modo devera ser cortado para que
a soma das areas das regioes limitadas pelas figuras obtidas seja minima?

Coloquenaforma(x—a)2 +(y—b)2 =r?.

a)x2 +y2—2x=0
b)x2 +y2—x—y=0
c)2x2 +2y2 +x=1

d)x2 +y2 +3x—-y=2

Determine a para que as retas dadas sejam paralelas.
a)y=axey=3x-1
byy=(@+1)x+1ley=x

2x + 1
c) v= 3 ey =2ax +1

dyy=—xey=3ax+4
e)2x+y=1ley=ax+2

Ax+ay=0ey=3x+2

Determine a equacao da reta que passa pelo ponto dado e que seja paralela
a reta dada.



a)y=2x+3e(1,3)
b)2x+3y=1e(0, 1)
cAx—-y=2e(-1,2)

d)x+2y=3e (0, 0)

44. Justifique geometricamente: y = mx + n(m # 0) e y = m{x + n; sdo

perpendiculares se e somente se mm ; = —1.

45. Determine a equacdo da reta que passa pelo ponto dado e que seja
perpendicular a reta dada.

a)y=xe(l,?2)
byy=3x+2e(0,0)
cy=-3x+1e(-1,1)
d)2x+3y=1e(1,1)
e)3x—-2y=0¢e(0,0)

)5x+y=2e(0,1)

E¥] Funcdes Trigonométricas: Seno e Cosseno

Videoaulas |
(B)videos1



Com os elementos de que dispomos até agora, ficaria muito trabalhoso definir
e, em seguida, demonstrar as principais propriedades das funcdes seno e
cosseno. Observamos, entretanto, que apenas cinco propriedades sdo
suficientes para descrever completamente tais funcdes. O teorema que
enunciamos a seguir e cuja demonstracao sera feita apés estudarmos as séries
de poténcias resolvera completamente o problema referente a tais funcées.

Teorema. Existe um Gnico par de funcdes definidas em [R, indicadas por sen e cos, satisfazendo as

propriedades:
(1)sen0=0
(2) cos0=1

(3) Quaisquer que sejam os reaisa e b
sen(a—b)=senacosb—senbcosa
(4) Quaisquer que sejam os reaisa e b

os (@—b) =cosacosb+senasenb



(5) Existe r > 0 tal que

Sen X
G{isenx{x{‘rgx[tgx= )

COSX

para0 <x<r.

Vejamos, agora, outras propriedades que decorrem das cinco mencionadas no
teorema acima. Fazendo em (4) a = b = t, obtemos

cosO=costcost+sentsent

ou seja, para todo t real,

(6) cos’t+ sen’ =1

Deste modo, para todo t, o ponto (cos t, sen t) pertence a circunferéncia x 2
+y 2 =1,

_____ P=(cost, seni)

sen f
1

] —y— A X




Para efeito de interpretacdo geométrica, vocé podera olhar para o t da
mesma forma como aprendeu no colégio: t é a medida em radianos do arco /;r_‘-p
Lembramos que a medida de um arco é 1 rd (rd = radiano) se o comprimento
do arco for igual ao raio da circunferéncia (1 rd = 57°16").

A proxima propriedade sera demonstrada no Apéndice B.
(7) Existe um menor nimero positivo a tal que cos a = 0. Para este a, sen a = 1.

O numero a acima pode ser usado para definirmos o numero 7.

Definicdo. Definimos o nimero 77 por 7 = 24, em que a é 0 numero a que se refere a propriedade

(7).

E |

Je

. , . T ,
Assim — € 0 menor numero positivo tal que ng = 0. Temos, também,
T
sen— = 1.
7

et

Seja f uma fungao definida em R. Dizemos que f é uma fungdo par se, para

todo x,
f(=x) = f(x).
Dizemos, por outro lado, que f é uma fungdo impar se, para todo x,
f(=x) = —f(x).

Mostre que
a) sen é uma funcdo impar.

b) cos é uma funcao par.

Solucéo




Fazendo em (3) a = 0 e b = t, resulta sen (—t) = sen 0 cos t — sen t cos
a) 0, ou seja,

sen (—t) = —sen t.
b) Fazendo em (4) a =0 e b = tresulta cos (—t) = cos t.

‘L-‘ F 3

Mostre que quaisquer que sejam os reais a e b

cos (a+b)=cosacosb—senasenb

sen (a + b) =sen a cos b + sen b cos a.
Solucéao

cos (a + b) = cos [a — (-b)] = cos a cos (—b) + sen a sen (-b) = cos a cos
b —sen a sen b.



sen (a + b) = sen [a — (-b)] = sen a cos (-b) — sen (-b) cos a = sen a cos
b + sen b cos a.

Mostre que, para todo x,

COS 2X = COos X —sen >x e sen 2x = 2 Sen X COS X.

Solucéao

COS 2x = Cos (X + X) = COS X COS X — Sen X Sen X = COS 2x —sen %x.

sen 2x = sen (X + x) = sen x cos x + sen x cos X = 2 sen x CoS X.

Exemplo 4

Mostre que, para todo x,

. 1 |
COos*x =—+ —cos 2x

sen’y = i — lcns 2x
2

Solucéao
cos 2x = cos 2x — sen 2x = cos 2x — (1 —cos 2x)

logo

Cos 2x = 2 cos >x — 1 ou cos? x = % “+ %ccs 2x.




- - , 11
Verifique vocé que sen’x = 3 = Cos 2x.

—

Calcule.
T

a §—.
) cos 2

b) senE‘
4

C) COsT.

d) senm.

Solucéao

N i
Provaremos mais adiante que cos x > 0 e sen x > 0 em ]0, E{.




a) cos’x = ! + ! cos 2x; fazendo x = il
2 2 4

canE =—+ lcn%£

4 2 2

, . TT T
dai. cos” Z = & COI0 cnsz = (. resulta

!
2
V2

=

T
COo5— =
4

T 2
) sen— = — (verifique).
) A 5 ( que)

T
c) Fazendo x = E em cos 2x = 1 — 2 sen’x, obtemos
cos = —1.
T
) Fazendo x = E em sen 2x = 2 sen x cos x, resulta

sen T = 0.
Interprete geometricamente os resultados deste exemplo.

Deixamos a seu cargo verificar que, para todo x,

sen(x + 27) = senx

cos (x + 27) = cosx

As funcgodes sen e cos sao periddicas com periodo 27t.

Os graficos das funcOes sen e cos tém os seguintes aspectos:



Solucéao

Esboce o grafico da funcao dada por y = sen —.

N 2
Primeiro vamos estudar o comportamento de y para x = —.
i
2
—=0<
i

. 2 1 N . 1 .
Assim, para x = —, sen— = 0. A medida que x aumenta, — vai se
T

: 1
aproximando de zero, o mesmo acontecendo com sen—. Para x

. I .
sO observar que sen — € impar.



[a—
1

0

= |to T

2
X=—,y=sen
Observe que para T

: 1 2
Vejamos, agora, o comportamento de sen— para 0 << x << —,
X T



1 ] T 2

sen— =1 — =2kn + — & x = —  (k inteiro)
Y X 2 dkmr+m
2 2 2 2
x — — — — — 0
T sm 91 131
] 1 1 1 1
] ] 1
sen—=0 —=ltex=—
X X km
I R TS TS N
b 2 R 4
] 0 0 0 0
1 1 3 2
scn—=—1c>—=2k9r-’~£{:-x=—
X X 2 4km + 3w
|2z 2 2
! R i 117 15m -0
] —1 —1 —1 —1

. 2 1. .
Quando x varia em 0, —], sen— fica oscilando entre 1 e —1.
T x



Vo

Exercicios 2.2

1. Esboce o grafico.
a) f(x) = sen 2x

b) y =2 cos x

X
) V= cos—
2

d) f(x) =|sen x|
e) y = sen mx

D f(x) = x sen x




1
g) glx) = —senx
X
1
h) v=uxsen—
X
, 1
i) v= Xx‘sen—
x

J) g(x) = x + sen x

2. Sejam a e b reais quaisquer. Verifique que
a) senacosb= % [sen (a + b) + sen (a — b)]
b) cosacosb= % [cos (a + b) + cos (a — b)]
c) senasenb = % [cos (a — D) — cos (a + D)]

As Funcobes Tangente, Cotangente, Secante e
Cossecante

Videoaulas
(Fvideos 4.2 e 4.3




. senx _ ~ (.
A funcdo tg dada por tg x = cosx denomina-se fungdo tangente; seu dominio é

o conjunto de todos os x tais que cos x # 0. O grafico da tangente tem o
seguinte aspecto:



tQ|H

0

Geometricamente, interpretamos tg x como a medida algébrica do
segmento AT, no qual T € a intersecdo da reta OP com o eixo das tangentes e
4 p 0 arco de medida x rad.

o~
!
—

=
%
La

~ Eixo das
Med AP = x rad tangentes

Os  triangulos OMP e OAT sao semelhantes. Assim:

T T P .. senx
A AT MP e

MP  OM 1 OM cosx
As funcodes sec (secante), cotg (cotangente) e cosec (cossecante) sao dadas
por

1 COsS XY 1
. Cﬂ_‘ltg X = 2 COSCCXY .
COsS X senx sen x

SCCx =



O grafico da secante tem o seguinte aspecto:

VoA

ek
=

Exercicios 2.3

1. Determine o dominio e esboce o grafico.

a) f(x) = cotg x

b) g(x) = cosec x

2. Verifique que sec °

X
3. Mostre que, para todo x, com cos— ¥ 0. tem-se:

—

x=1+tg %X para todo x tal que cos x # 0.

=%



2tg *
a) senx = -
[+ g2
2
L X
| — tg” 5
b) cosx = =
, X
| — [g—
2

E¥] Operacdes com Fungdes

Sejam f e g duas fungdes tais que D n D, seja diferente do vazio. Definimos:

a) A funcao f + g dada por
(f+ 9)x) = f(x) + g(x)

denomina-se soma de f e g. O dominio de f+ g é Dy n D . Observe que f

+ g é uma notacdo para indicar a funcao dada por y = f(x) + g(x).

b) A funcao f - g dada por
(f- 9)x) = f(x) - g(x)
denomina-se produto de fe g. O dominiode f- gé D n D,.

c) A funcao / dada por
g

denomina-se  quociente de f e g Q) dominio
A e{xeD.N D, |g(x)# 0}.
g J ;

d) A funcao kf, k constante, dada por
(kf)(x) = kf(x)

de



e o produto de f pela constante k; D ¢ = D ¢.

Sejam f(x) = /7 —x eg(x) = 4/ x — 2.

a) (f + g)x) = -\/? —x + -Jx —2.Odominiodef+g¢[2.7]=D,ND,.

b) (f - @)®) = 7 —x - /x— 2.0 dominio de fg é [2. 7] = D, N D,

7=
c) [ij{x} = i Lx €2, 7]
g x—2

Sendo fuma funcéo, definimos a imagem de fporIm f = {f(x)|x e D, }.

Defini¢do (de fungdo composta). Sejam f e g duas funcdes tais que Im f < D ;. A funcdo dada
por

y=g(fx),x €Dy,

denomina-se fungdo composta de g e . E usual a notacio g ° f para indicar a compostade g e f-

Assim,

(9°N(X) = g(fx)), x € D

Observe que g ° f tem 0 mesmo dominio que f.

Sejam f e g dadas por f(x) =2x + 1 e g(x) = x 2 + 3x. Determine gefef®
g.

Solucao




g° N =g(fx)) =[] % +3[ f)] = (2x+ 1) ? +3(2x + 1), x € R =
Df.
(F° () = flgk) = fix* +3x9)=2(x* +3x) +1,xe Dy =R.

Sejam o(y) = /. Determine g ° fe f° g.

Solucéao

Imf=R, eD, = R, . assimImfC D,. (Notagao: R, ={xeR[x=0})
(€)= g(f@) = f(x) =Vx* =[x, x e R=D,
Img=R, eD.=R, logoImg C D..

(fo)®) =fe®) = f(x) = Wx) =x.x e R, =D,

Definicdo (de igualdade de funcaes). Sejam as funcdesf:A — Reg:A" — R.Dizemos quefé

iqual a g, e escrevemos f= g, se os dominios de fe g forem iquais, A=A’, e se, para todo x € A, f(x)
=gl).

Exemplo 4

Sejamf: A - Reg:A - R duas funcées. Prove que f+g=g +f.
Solucéao
Dfig=A=Dg sy

Por outro lado, para todo x em A,




(f+ 9)x) = f(x) + g(x) = g(x) + f(x) = (g + NX).
Assim,
frg=g+f.

Observe que f(x) + g(x) = g(x) + f(x), pois f(x) e g(x) sdo numeros reais e,
em R, vale a propriedade comutativa.

As fungbes f e g dadas por f(x)= J: Jxr—1egk) =, x* —x sdo

iguais?

Solucgéao

f#g,poisD;#D  (Df=[1,+o[eD g =]-00] U [1, +oo).

Exercicios 2.4

£
f

1. Deé os dominios e esboce os graficos de /' + g ¢



a) fx)=xegr)=x>—1
1
b) f()=xeg)= T

c) fix)=legx)=+x—1

|
d) () =1eg) = 5

L) lsexe@ . J-lsexe@
¢) ﬂﬂ_{—lscx&@ © g(lj_{ | se x &

Verifique que Im f © D, e determine a composta h(x) = g(f(x)).

aAgx)=3x+lef(x)=x+2

b) g0)=Vxef@)=2+x

x+1

c) glx)= ef(x) =x>+3

x—=2

d)g(x)=-x> +3x+1ef(x)=2x-3

~

i

e) glx)= ef(x)=x+1,x#1

x—=2

X
x +1

f) gx)=

x + 1 e f(x) =
x —1

g) gx)= J: ef()=x*—x,x<0oux=1

x+1 2x + 1
ef(x)=

x—2 x—1

h)y gx)=

Determine o “maior” conjunto A tal que Im f © D ;; em seguida, construa

a composta h(x) = g(f(x)).



"

i

a) glx)= ef:A—-R.f(x)=x+3

x+ 2
b) gx)=x—lef:4—-R. f(x)=x

c) g)=\Jx—lef:4-R fx)= 2x +3I
X =

d) gx)= l efiA—-R f(x)=x—x
X
e) glx)= -Ji ef AR f(x)=x2—2

Determine f de modo que g(f(x)) = x para todo x € D ¢, sendo g dada por

1
a) gx)=—
X

x+2
b ==

) elx) o

)gx)=x%,x20

d) gx) =x* -2x,x> 1

3
e Y)=2+ ——
) g(x) .

f)g(x):X2—4X+3,x22
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Limite e Continuidade




Neste capitulo, vamos introduzir dois dos conceitos delicados do calculo: os
conceitos de continuidade e de limite.

Intuitivamente, uma fung¢do continua em um ponto p de seu dominio é uma
funcao cujo grafico ndo apresenta “salto” em p.



g

O grafico de f ndo apresenta “salto” em p: f é continua em p. Observe que a
medida que x se aproxima de p, quer pela direita ou pela esquerda, os valores
f(x) se aproximam de f(p); e quanto mais proximo x estiver de p, mais préximo
estara f(x) de f(p). O mesmo nado acontece com a funcao g em p: em p o grafico
de g apresenta “salto”, g ndo é continua em p.

Na proxima secdo, tornaremos rigoroso o conceito de continuidade aqui
introduzido de forma intuitiva.

Consideremos as funcdes f e g dadas por

lsex =1

J@) =xegl = {2 se x> |

2F O—

v

- — 33— —

X 0




Vemos, intuitivamente, que f é continua em todo p de seu dominio. Por
sua vez, g ndo é continua em p = 1, mas € continua em todo p # 1.

Intuitivamente, dizer que o limite de f(x), quando x tende a p, é igual a L
que, simbolicamente, se escreve

lim f(x)= L

X—+

significa que quando x tende a p, f(x) tende a L.

VoA VoA
/ s
Jx)
fp)
Jx) X >
Quando x tende a p, f(x) tende a (Quando x tende a p, f(x) tende a
Sp) lim fix)=f(p) L:lim flx)=L
X—p X—p

Utilizando a ideia intuitiva de limite, calcule I_im(x +1).

Solucéao




V &
flx)=x+1
¥ y + 1 ¥ x+1
2 3 0,5 1,5 I
1.5 Hily 0,9 1.9 |
1,1 3 g9 1% }
i 0,999 1,999 |
1,001 2,001 | I | }
| I 1 2 | |
1 2 ] 1 |
/ool x 1 X
lim(x+1)=2
x—|
Utilizando a ideia intuitiva de limite, calcule lim@.
=1 x =

Solucéao
Seja f(x) = — _I . ¥ # 1:fndo estd definida em x = 1.
Parax # 1
VoA
-
f)="—""=x+1.
x—1
o
lim>—— = lim(x + 1) = 2.
x=l ¥y —1 x—+]




Intuitivamente, é razoavel esperar que se f estiver definida em p e for
continua em p, entao, [1_{“3‘ (x) = f(P). e reciprocamente. Veremos que isto
¢

realmente acontece, isto é, se f estiver definida em p

S continua em p & lim f(x) = f(p).

Veremos, ainda, que se Eliﬂf (x) = L e se f ndo for continua em p, entdo L
¢

sera aquele valor que f deveria ter em p para ser continua neste ponto.

fndo esta definida em p.

lim /(x) = L.

L € o valor que fdeveria ter em p para ser continua em p.

lim f(x) = L. festa definida em p, mas L # f(p).

L € o valor que fdeveria ter em p, para ser continua
em p.

Com toda certeza



lim fp+h)— f(p)

fr— f]

€ o limite mais importante que ocorre na matematica, e seu valor, quando
existe, é indicado por f(p) (leia: f linha de p) e é denominado derivada de f em

p:

1) = tim LD =S @),

Este limite aparece de forma natural quando se procura definir reta tangente ao
S(p+h)— f(p)
h

grafico de f no ponto (p, f(p)). O quociente ., chamado as

vezes de razdo incremental, nada mais é do que o coeficiente angular da reta s
que passa pelos pontos M = (p, f(p)) e N = (p + h, f(p + h)) do grafico de y =
f(x)

fp+h)—f(p)
fip)

-
v

Observe que a equacdo da reta s é

y=fp)=m(x—-p)

VAV ), Quando h tende a zero, o ponto N vai se

h
aproximando cada vez mais de M, e a reta s vai tendendo para a posicdo da reta

em que m_= Jp+

T de equacao
y—fp) =f) x-p).



A reta T é denominada reta tangente ao grafico de f, no ponto (p, f(p)).

NOTA HISTORICA. Por volta de 1630, Pierre de Fermat (1601-1665)
estabeleceu dois métodos: um para se determinar o coeficiente angular da reta
tangente em um ponto qualquer do grafico de uma funcao polinomial e o outro
para se determinar os candidatos a pontos de maximo ou de minimo (locais) de
uma tal funcdo. Pois bem, a ideia que acabamos de utilizar para definir reta
tangente é essencialmente a mesma utilizada por Fermat. Por outro lado, para
Fermat os candidatos a pontos de maximo ou de minimo (locais) nada mais
eram do que as raizes da equacado f(x) = 0. (Veja Historia da Matematica, p.
255, de Carl Benjamin Boyer, editoras Edgard Bliicher Ltda. e Universidade de
Sao Paulo.)

Exemplo 4

Seja f(x) = x 2. Utilizando a ideia intuitiva de limite, calcule f(1).

Solucao

O que queremos aqui é calcular f'(p), com p = 1.

/(1) = lim F(1+h)— f(1)
f— .r{?
Temos
fa+hm-/@ _ad+h" - _, (h#0)
h h
Segue que

F()y=Im(2+ h)=2.

=1}




Seja f(x) = x 2. Utilizando a ideia intuitiva de limite, calcule f (%).

Solucéao
e flx+h) = f(x)
S0 =lim =
Temos
JSx+h) - f(x) _(x+h) —x =2x+h(h#0)
h h
Segue que

(= 11111 2x + h) =

Ou seja, a derivada, em x, de f(x) = x 26 f(x) = 2x.

Como veremos, outro modo de expressar f(p) é através do limite

X p xX—p

(Observe: fazendo x — p = h recaimos no limite anterior.)

Seja f(x) = x 3. Utilizando a ideia intuitiva de limite, calcule f(2).
Solucéao

f(‘r] /(2)

@)= -




Temos

)

- (" 3
.Jf{'l} J“:“} :"IL =x*4+2x+4, xF 2.
x =2 X

(]

(Lembre-se: a 3_p3= (a—b)(a >+ab+b 2).)
Assim,

£/(2) = lim(x* + 2x +4) = 12.

A derivada é um limite. Entdo, para podermos estudar suas propriedades,
precisamos antes estudar as propriedades do limite. E o que faremos a seguir.

Antes de passar a proxima secdo, queremos destacar as fungdes de uma
variavel real que vao interessar ao curso; tais fungoes sao aquelas que tém por
dominio um intervalo ou uma reunido de intervalos. Portanto, de agora em
diante, sempre que nos referirmos a uma fung¢dao de uma variavel real e nada
mencionarmos sobre seu dominio, ficard implicito que o mesmo ou é um
intervalo ou uma reunido de intervalos.

Exercicios 3.1

1. Esboce o grafico da funcao dada e, utilizando a ideia intuitiva de funcdo
continua, determine os pontos em que a funcdo devera ser continua.

a) f(x) =2
b)fx)=x+1

¢) fx) = x°



d) fx) = {xz se x =1

2sex =1

l -
o) fxy=1{zselxI=]

X’
2se|x|<1

N =x*+2

Utilizando a ideia intuitiva de limite, calcule

a) lim(x + 2)

i1

b) lim(2x + 1)

c) lim(3x + 1)

r—i)

d) lim(x? +1)

i—32

o) limvx

r—1

X
) llmx a
=2 x + 3

g limix

n) nn;.(\/} +x)

Esboce o grafico de f(x) = 4; _1] . Utilizando a ideia intuitiva de limite,

X -
.4t -1
calcule lim - .
-.—3'1_!__' . A 1




4. Utilizando a ideia intuitiva de limite, calcule

2
a) lim = 4
=2 x —2
2
b) limx X
x= x

]im\/;_l @

=l oy —1

o
limx 4x + 4
x—=2 xrx—2
x* =1
=-1 xy +1




f) limsenx

a—ll

Defini¢cdo de Funcgido Continua

Sejam f e g funcdes de graficos



Observe que f e g se comportam de modo diferente em p; o grafico de f ndao
apresenta “salto” em p, ao passo que o de g, sim. Queremos destacar uma
propriedade que nos permita distinguir tais comportamentos.

Veja as situacOes apresentadas a seguir.

Y VoA

flp)+e
fip)
flp)—e

flp)+e
f(p)
flp)—e¢

\-

A funcado f satisfaz em p a propriedade



para todo & > 0 dado, existe > 0 (0 dependendo de ¢), tal que f(x) permanece entre f(p) — € e f(p)
+ £ quando x percorre o intervalo Jp — 6, p + d[, com x no dominio de f.

ou de forma equivalente

@

para todo € > 0 dado, existe 6 > 0 (6 dependendo de ¢), tal que, para todox € D ¢,
p-o6<x<p+6=flp)—e<flx) <flp) +e.

Entretanto, a funcdo g nao satisfaz em p tal propriedade:

L g

g(p)te
g(p)
gip)—«

"5

para o € > 0 acima, ndo existe § > 0 que torne verdadeira a afirmacao
“WxeD.p—o0<x<p+o=gp —e<gk)<gp +e".

Qualquer que seja 0 6 > 0 que se tome, quando x percorre o intervalo ]Jp — 6,
p + d[, g(x) ndo permanece entre g(p) — € e g(p) + €.

A propriedade @ distingue os comportamentos de f e de g em p.
Adotaremos a propriedade @ como definicdo de fungdo continua em p.



Definicdo. Sejam fuma fungdo e p um ponto de seu dominio D ;. Definimos:

Para todo £ > 0 dado, existe 6 > 0 (dependendo de &),
f continua em p < 1 tal que, para todo x € D_ £
Po=x-pto s f(n-E- N f(plFE

Observacgdo. Sabemos que

x—pl<dep—-0<x<p+o

)~ f(p)l<ee f(p)—e< [(x)< f(p)te

A definicdo anterior pode, entdo, ser reescrita, em notacao de modulo, na
seguinte forma:

Para todo € > 0 dado. existe § > 0 tal que, para todo x em D,

[ continua em p & {
lx—pl<d=|f(x)— f(p)|<e

Dizemos que f é continua em A < D se f for continua em todo p € A.
Dizemos, simplesmente, que f é uma funcgdo continua se f for continua em todo
p de seu dominio.

Prove que f(x) = 2x + 1 é continua em p = 1.



Solucao

Precisamos provar que, para cada € > 0 dado, conseguiremos um 6 > 0 (6
dependendo apenas de ¢), tal que

1-6<x<1+6=f1)—e<f(x)<f(l) +e

O ¢ > 0 é dado, queremos achar § > 0. Devemos determinar § > 0 de
modo que f(x) permaneca entre f(1) —ce f(1) + eparaxentre 1 —de 1 +
6. Vamos entdo resolver a inequacao

(D) —e<f(x)<f(1) +e
Temos
f(H—e<fx)<f(l)+ee3-e<2x+1<3+e¢
Somando —1 aos membros das desigualdades e dividindo por 2, resulta

{::n.'{l—l-g.

S —e<f)<f()+te=1-

b3 |

(qualquer 6 > 0 com o < %

.-

Entdo, dado ¢ > 0 e tomando-se ¢ =

[

também serve!), resulta
1-6<x<1+6=2f1)—e<f(x)<f(l) +e

Logo, f é continua em p = 1.

O exemplo acima pode também ser resolvido em notacao de médulo.
Neste caso, precisamos provar que dado € > 0, existe 6 > 0 tal que

x—1<d=|f(x)— f()<e
Temos

|f[x}—j'[l]|=i£<:s|2x+1—3|{£¢:>|2,t—2|<::£m|x—l|{:%,



Assim, dado € > 0 e tomando-se ¢ = 5

x=1<é=[f(x)= f(D)|<e

Logo, f é continua em p = 1.

A funcdo constante f(x) = k é continua em todo p real.

Solucéao

| f(x)— f(p) = |k — k| =0 para todo x e todo p; assim, dado € > 0 e
tomando-se um ¢ > 0 qualquer

x=pl<é=[f(x)- f(P)=|k—k|<e&

Logo, f é continua em p, qualquer que seja p. Como f é continua em todo
p de seu dominio, resulta que f(x) = k é uma func¢do continua.

A funcao afim f(x) = ax + b (a e b constantes) é continua.
Solucéao

Se a = 0, f é constante, logo continua.

Suponhamos, entdo, a # 0. Temos:

S0 = f(p)|=|ax +b—ap—b|=|alx— p|.




Assim, para todo € > 0 dado

| f(x) = f(p) {E@lx—m-—i'%,

- £
Tomando-se, entdo, © = —

la|
x—pl<o=|fx)— flp)|<e

logo, f é continua em p. Como p foi tomado de modo arbitrario, resulta
que f é continua em todo p real, isto é, f é continua.

Os dois préximos exemplos poderdo facilitar as coisas em muitas ocasides.
Antes, porém, observamos que se p € ]a, b[, a e b reais, entdo existe 6 > 0, tal
que Jp — 6, p + 6 < la, b[; basta, por exemplo, tomarmos é = min {b —p, p —

at.

Veja

. a ‘ a r

J » f; L o=h-— P

a p—0 b=p+d

a o a .
1 . . [ d=p-—a
i p p+o L
p—0 =a h

Em qualquer caso, 6 = min {b — p, p — a} resolve o problema.

Exemplo 4




Prove que, se para todo € > 0 dado existir um intervalo aberto I = ]a, b[,
com p € I, tal que para todo x € D ¢

x€Il=f(p)—e<f(x)<flp) +e

entdo f sera continua em p.

Solucéao

Pela hipétese, para todo € > 0 dado existe um intervalo aberto I = ]a, bl,
com p € [, tal que

® x € Ja, bl = f(p) — & < f(x) < f(p) + &.
Tomando-se 6 =min {b—p,p—a}, Ip—6,p + 6[ < la, b[. Assim,
XE|p-6,p+dél=xE€ ]aq,bl.
Segue de © que

x€lp—6,p+dl=flp)-e<flx) <flp) +e

Logo, f é continua em p.

Seja r > 0 um real dado. Suponha que, para todo € <r, € > 0, existe um
intervalo aberto I, com p € I, tal que para todo x € D

x €= f(p)—e<f(x) <flp) + e

Prove que f é continua em p.

Solucgéao

Precisamos provar (tendo em vista o exemplo anterior) que, para todo € >
0, existe um intervalo aberto I, com p € I, tal que para todo x em Df




x€I=f(p)-e<f(x)<flp) +e

Pela hipétese, se € < r, existe tal intervalo.
Suponhamos, entdo, e>r. Seja0 <e <r.

Pela hipotese, para o € ; dado, existe I tal que

xeI=fp)—e; <fx)<f(p) +e;.
Para este mesmo I teremos, também,

x€I=f(p)—e<f(x)<flp)+e

pois, f(p) —e <f(p) —€1 e f(p) + €1 <f(p) + €. (Interprete graficamente.)

Assim:

para f ser continua em p, basta que, para cada € <r, &€ > 0 (em que r > 0 é fixado a
priori), exista um intervalo aberto /, com p € /, tal que, para todoxem D ¢,

x € 1= f(p) —e<flx) <flp) +¢.

Mostre que f(x) = x 3 é continua em 1.




Solucéao

Precisamos mostrar que dado ¢ > 0, existe um intervalo aberto I,
contendo 1, tal que

x€I=f(1)-e<flx) <f(1) +e.

Vamos resolver a inequacao f(1) — e < f(x) <f(1) + ¢.

Temos

fHh—-e<f(x)<f(h+eesl-c<x<lt+teeaJyl-e<x<{l+e.

Tomando-se 1 = ]{/1 — ¢, {/1+e[._ 1 el
x €I=f1)—e<flx) <f(1)+e

Logo, f(x) = x 3 é continua em 1.

Observacgdo. Tomando-se & = min {%J l+e—1L1—31—- E}

1-6<x<1+6=2f1)—e<f(x)<f(l) +e



Exemplo 7

Prove que f(x) = x 2

é continua.
Solucéao

Precisamos provar que f € continua em todo p real (D f = R).

Primeiro vamos provar que f é continua em 0. Convém, aqui, usar a
definicdo em notacdo de modulo. Vamos provar, entdo, que dado € > 0
existe 6 > 0 tal que

x—=0|<éd=|x*—-0"|<e&

Para se ter | x | ° <&, basta que se tenha | | < /¢, Tomando-se 5 — /¢
x—=0|<éd=|x*—-0"|<e&

Logo, f(x) = x 2 é continua em 0.

Vamos provar, agora, a continuidade de f em todo p # 0. Temos

flp)—e<fix)<fl(p)+eep’ —e<x*<p° +e

Para£<p2,8>0,

pPoe<x<plteep—e<|x|<|p +e.

Se p > 0, tomamos | = ]\/Pl +£. \/pf + g, assim

xEI=>p2—g<x2<p2+g,

Se p <0, tomamos | = ]_\/pé + £, _\/pf — g[, assim

xEI=>p2—g<x2<p2+g_




Logo, f(x) = x 2 é continua em todo p real. (Interprete graficamente.)

fx) = {IZ se x =1

se x < |
é continua em p = 1? Justifique.

Solucéao

Intuitivamente, vemos que f ndo é continua em p = 1, pois o grafico
apresenta “salto” neste ponto. Para provar que f ndo é continua em p = 1,
precisamos achar um & > 0 para o qual ndo exista & > 0 que torne
verdadeira a afirmacao

“Vx €D 1-6<x<1+6=f(1)-e<flx)<f(1) +¢e"
Como f(x) = 1 parax < 1 e f(1) = 2, tomando-se ¢ = % (oul<e<1),
para todo § > 0,

1-6<x<+=fx)=1

S(1)=2 -—+ 4= f
(] T —
U B
ﬁjl
|
!

=Y

|
|
u]




e 1 ndo esta entre f(1)— % ef(1) + % Logo, ndo existe § > 0 que torna

verdadeira a afirmacao

A =—o<x<1+0o=f(1)— % < fx)<f(1)+ %

“Wx e Df

Portanto, a funcdo dada ndao é continua em p = 1. Observe que f é
continua em todo p # 1.

O proximo exemplo destaca uma propriedade importante (conservacdo do

sinal) das funcoes continuas. Tal propriedade conta-nos que se f for continua
em p e f(p) # 0, entdo existira um 6 > 0 tal que f(x) conservard o sinal de f(p)

parap—6<x<p+é,x€Dy.

Vo
1 VoA
I
p—o
______ j P -'l- o
. p
f(p) Pl N
., 0L N1 ¥
| . P ==/
= p ptad X
p—o
Jfcontinua em pe f(p) = 0, Jcontinuaem pe f{p) <0,
existe d = 0 tal que existe d = () tal que
p-d<x<p+d=flx)=0 p-od<x<p+d=flx)<0

Seja f continua em p e f(p) > 0. Prove que existe 6 > 0 tal que, Vx € Dy,

p—-6<x<p+d=flx)>0.

Solucéo




Como, por hipotese, f é continua em p, dado € > 0, existira 6 > 0 tal que
Vx € Df

@ p—6<x<p+é=f(p)-e<fx)<f(p) +e

Como para todo € > 0 existe § > 0 tal que ® ocorre, tomando-se, em
particular, € = f(p) (por hipétese f(p) > 0), existira um § > 0 tal que, Vx €
Dy,

p-6<x<p+d=f(p)-fp) <f(x) <f(p) + f(p)
e, portanto,
p—-6<x<p+d§=flx)>0.

De modo analogo, prova-se que se f for continua em p e f(p) < 0,
entdo (neste caso basta tomar € = —f(p)) existira 6 > 0 tal que

p—-6<x<p+d=flx)<O0.

Exercicios 3.2

Prove, pela definicao, que a funcao dada é continua no ponto dado.
a)f(x)=4x—-3emp =2

b)f(x)=x+1emp=2

c)f(x)=-3xemp=1

d)f(x)=x3 emp =2

e)f(x)=x* emp=-1



) fx)=+vxemp=4

g) flx)= qu emp =0

h) fx)=+xemp=1

Prove que f(yx) = — € continua em todo p # 0.

1
X
Seja n > 0 um natural. Prove que f(x) =x" é continua.
Prove que r(y) = *\’f; é continua.

Tv : =1, , o
f(x) = {‘1“ f’f ; ~ ]l é continua em 1? Justifique.

Dé exemplo de uma fungao definida em R e que seja continua em todos os
pontos, exceto em —1, 0, 1.

Dé exemplo de uma funcao definida em R e que seja continua em todos os
pontos exceto nos inteiros.

Seja f dada por f(x) = {_ } :Z ': E S Mostre que f é descontinua em todo

p real.



9. Determine o conjunto dos pontos em que a fun¢do dada é continua.
a) fx)= I[\]I eI que I[u]l = max {n € /| n = x} (Fungdo maior inteiro.)

b) f@)=x— ]

x sexe@

c) flx)= {—x sex e

) x*—1lsexeQ
d) flx)= {_x: +1lsexe@

10. Dé exemplo de uma funcdo definida em R e que seja continua apenas em
-1, 0,1.

11. Determine L para que a funcdo dada seja continua no ponto dado.

Justifique.
v — 4
se x 2
a) fx)y=4 x—-2 e emp = 2
L se x =2
xt=x
by f=4 ", 3¢ 'lioemp:{]
L sex=0

12. Dé o valor (caso exista) que a funcao dada deveria ter no ponto dado para
ser continua neste ponto. Justifique.

.l

x*—4

a) g = emp = 2

x—=2



13.

14.

15.

by fl(x)=- . al emp =0

c) f(.r)-"—ﬂenlp—{]
X
- g
L se x #3
d f(x)=4x-3 emp =
-+ sex =
x sex <1
e) gx)=11 x| EMP=
X
X — 2|
) flx)= S emp =
X — &

Sabe-se que f é continua em 2 e que f(2) = 8. Mostre que existe 6 > 0 tal
que para todo x € D ¢

2-0<x<2+6=>f(x)>7.

Sabe-se que f é continua em 1 e que f(1) = 2. Prove que existe r > 0 tal que
paratodo x € Dy

q
l—r{xﬂil—l-r:»%{f{x}{l.

Seja f uma funcdo definida em R e suponha que existe M > 0 tal que | f(x)
—f(p) | < M | x — p | para todo x. Prove que f é continua em p.



16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Suponha que | f(x) - f(1) | < (x—1) 2 para todo x. Prove que f é continua
em 1.

Suponha que | f(x) | < x 2 para todo x. Prove que f é continua em 0.

x L) x sexeldg :
Prove que a fungéo r(y) = {—x cere0® continua em 0.
Sejam f e g definidas em R e suponha que existe M > 0 tal que | f(x) — f(p) |

<M | g(x) — g(p) | para todo x. Prove que se g for continua em p, entdo f
também sera continua em p.

Suponha f definida e continua em R e que f(x) = 0 para todo x racional.
Prove que f(x) = 0 para todo x real.

Sejam f e g continuas em R e tais que f(x) = g(x) para todo x racional.
Prove que f(x) = g(x) para todo x real.

Suponha que f e g sdo continuas em R e que exista a > 0, a # 1, tal que

para todo r racional, f(r)=a’ e g(r) =a". Prove que f(x) = g(x) em R.

Seja f(x) = x + l Prove
X



a) | flx)— f(hH] = [I + §}|x—l|parax}ﬂ

b) |f(-’f}_f[|]|£3_r—l|pal~ax;}%

c¢) fecontinnaemp =1

24. Seja f(x) = x* + x. Prove que
a) | f(x)— f(2)|=20|x—2|para0=x=3

b) f é continua em 2

25. Prove que f(x) = x + L é continua em 1.
. e
26. Prove que flx)y=x+ ! é continua em todo p > 0.
X

27. Sejam f(x)zx3 ep#0.
a) Verifique que |x* — p*| =7 p*|x — p|para|x| =2 |p]

b) Conclua de (a) que f é continua em p

EE] Definicdo de Limite

Videoaulas |
() video 6.2




Sejam f uma funcdo e p um ponto do dominio de f ou extremidade de um dos
intervalos que compdem o dominio de f (veja o final da Secdo 3.1).
Consideremos as situacoes a seguir:



P -
X X
fﬂ S %
/ !
|
|
|
: |
! o r X

Na situacdao (a), f ndo esta definida em p, mas existe L que satisfaz a
propriedade:
@

para todo € > 0 dado, existe § > 0 tal que, para todox € D ¢,

p-6<x<p+bxzp=>L-e<fix)<l+ec

Na situacdo (b), f esta definida em p, mas ndo € continua em p, entretanto
existe L satisfazendo @; observe que neste caso a restricdao x # p é essencial.



Na situacdo (c), f é continua em p, assim L = f(p) satisfaz ®@. Finalmente, na
situacdo (d), ndo existe L satisfazendo @ em p.

A propriedade @ é equivalente a

para todo € > 0 dado, existe 6 > 0 tal que, paratodox € D ¢,

0<|x—p|<d=|f(x)—L|<e.

Observeque 0 <|x—p|<dep-6<x<p+4,x#p.

Vamos provar a seguir que existe no maximo um numero L satisfazendo a
propriedade anterior. De fato, suponhamos que L ; e L, satisfacam, em p, a
propriedade acima; entdao, para todo € > 0 dado, existem 61 >0 e 6, > O tais
que

0<|x—p|<8 =|flx)—L|<e

0<|x—p|<o,=|f(x)— L,

tomando-se 6 =min {8 1,6, }
0<[x—pl<d=|f)-L|<ee|f(x)-L|<e

Das hipoteses sobre p e sobre o dominio de f, segue que existe x, € Dy

com 0 <|xq—p|<6; temos:

|L1 - L.‘- [ = | L_ o .f{xra] + f{-‘-'u;) - L.‘ = |L| - f[-""'u}. + |f{""'|} - L? :



Assim, para todo € > 0,
|L,— L,|<2e

LOgO,Ll :Lz.

De acordo com a definicdo que daremos a seguir, o tinico namero L (caso
exista) satisfazendo @ é o limite de f(x), para x tendendo a p: il_{'}f (x) = L.

Definicdo. Sejam f uma fun¢ao e p um ponto do dominio de fou extremidade de um dos intervalos
que compoem o dominio de £. Dizemos que ftem limite L, em p, se, para todo € > 0 dado, existir um

6> 0tal que, paratodox € D,

0<|x—p|<d=|f(x)—L|<e.

Tal nimero L, que quando existe é tinico, serd indicado por ll_{l;lf (x).

Assim,

Ve > 0,38 > 0 tal que, para todo x € D,

.!.“T}.f["ﬂ:’tﬁ{ 0<|x-p|<é=|f(x)-L|<e

R
=W

lim f(x)=L lim f(x)=L(L#f(p)

X—+p X—sp



Vo
VoA
/ f
V |
|
> | R
X } P X

_YIEI}; Jx)=1{p) fnio tem limite em p

Observacées.

1. Suponhamos f definida em p. Comparando as definicdes de limite e
continuidade, resulta

f continua em p < lim f(x) = f(p).
'.'—.‘.I‘.?‘

2. O limite de f em p ndao depende do valor (caso f esteja definida em p) que f
assume em p, mas sim dos valores que f assume nos pontos proximos de p.
Quando estivermos interessados no limite de f em p, basta olharmos para os
valores que f assume em um “pequeno” intervalo aberto contendo p; o
conceito de limite é um conceito local.

3. Sejam f e g duas fungdes. Se existir r > 0 tal que f(x) = g(x) parap —r < x <
p+r,x#p,ese 11_1'}} £(x) existir, entdo Elf:lf (%) também existird e

lim f(x) = lim g(x). (Por qué?)
X—4p

X —+

Calcule {'ﬂ}k (k constante).

Solucéo




O que queremos aqui é !1_{';1»" (x)no qual f é a fungdo constante f(x) = k.

Como f é continua em todo p real

limk = lim f(x) = f(p) =k

X— |I'.ﬁ
isto é,

limk =k

X—

(O limite de uma constante é a propria constante.)

Calcule [1_1’2(31 —2).

Solucéao

f(x) = 3x — 2 é uma funcdo afim, logo, continua em todo p real, em
particular em p = 2; assim

lim(3x — 2) = f(2) = 4.

Calcule lim

=] ¥ =

x2—1

Solucéao
xr—1

x—1
lin}{x +1) = g(1) = 2.

—y+1 para x # 1; g(x) = x + 1 é continua em 1, logo




Como

x2—1

— 1

= g(x)parax # 1

segue da observacao 3, que

x =1

lim = lim(x + 1) = 2.
=l oy — 1 x=l

xr—1

(2 é o valor que f(x) = deveria ter em 1 para ser continua neste
X =

ponto.)

Exemplo 4
xt—1

Calcule M /(X) em que f£(y) = { x|
3 se x = 1.

se x #1

Solucéao

2

= y 4+ 1:assim

Parax# 1, f(x) = -
x—1
lim /(x) = lirr?g = lim(x +1) = 2 # f(1).
X=3 X=F f" — X =k

(Observe que f(1) = 3.) Pelo fato de lim f(x) # f(1) segue que f ndo é
continua em 1.




As fungBes dadas por f(y) = yieg(x) = ¢/x (n = 1 natural) sdo
continuas. (Verifique.) Assim

limx" = p" para todo p real,

X—:

lim 4/ x = {/; para todo p no dominio gy = o

X— p

Provaremos, na Se¢do 3.6. que se lim f(x) = L, e limg(x) = L,. entdo
X— P X—p
a) im[ f(x) + g(x)] =L + L, = lim f(x) + lim g(x).
X x—=p Y—p

(O limite de uma soma é igual a soma dos limites das parcelas.)

by limk f(x) = kL = klim f(x) (k constante).
X—s Xx—p

c¢) lim f(x)g(x) =L - L, = lim f(x)lim g(x).
x—sp X— [ ¥—

(O limite de um produto é igual ao produto dos limites dos fatores.)

. X L
lim /) _ —*, desde que L, # 0.
X=rp g[_x) L =

iy
-

Por enquanto, vamos admitir tais propriedades e usa-las.

Calcule lim(5x* — )

Solucéao
lirry{Sx“L —8) = lim5x* + lim(— 8)
= Sl_iH}.x" + l_in} —8
=5-22-8=32

Assim,




lim(5x* — 8) = 32.

Exemplo 7

Calcule iy ‘/_ _ ‘/_

=3

Solucéao

Como lim(x —3) = 0. a propriedade (d) ndo se aplica.

J__\/_ J__\/_ parax # 3
=3 i) f_J_

lim !

e o

segue-se que

Jx—43 I
lim—— = lim

=3 r—3 T—tlﬁ_F\/_ 2\/5

Deixamos a seu cargo verificar, por inducdo finita, que
lim f(x) = L. lim f,(x) = L,. ... lim f (x) =
X—+p x—=p 7 = X—+

L. .~
" entao

lim[f(x)+ fi(x)+..+ f(x)]=L +L +..+L

[ /;(x)£,(x) .. £, (] = LL, ... L,

se



para todo natural n > 2.

A
Calcule lim a 2x +1 )
wl ot 4 3x 41

Solucéao
Como lim [* —2x+ 1] =0elim [* + 32> + 1] = 5 # 0, pela
propriedade (d),

Coxt=2x+1 0
lim — . =—
=lxt +3x+1 5

Calcule lim — ]

-l x? 4 4y + 37

Solugéao

lim (x* + 4x + 3) = 0, logo a propriedade (d) ndo se aplica. Como —1 é
raiz de x> + 1 e de x 2 + 4x + 3, estes polindmios sdo divisiveis por x +
1:

x3 +1=(x+1)(x2—x+1)ex2 +4x+3=(x+1)(x+ 3).

Assim




x4+ . ox2=x+1 3
11111— im-—--—=—.
xo-lx? +4x+3 -1 x4+ 3 2
Pox+t 2+ Pex ]
Ohserve:limx—xl—ieﬂi =1 tal que—l—Lpara
r—r—I x+3 2 xX- +4X‘+‘3 I+3
xt+1 . ox*—x+1 3
—2 <x < 0.x # —1: pela observagdo 3, lim ————— = lim ————— = —
=lx? +4x +3 w1 x4+ 3 2

Exemplo 10

Calcule ‘/_ -2 1

'c—?-"‘ 1—2

Solucéao

y—2=@Rxy - @2y =@x V@ - Yox + 4.

Assim

J'__J_ : arax # 2.
=2 Jwdm+da’

Segue

|
s
ﬁ

imY* ~ V% _ lim 1

I _
a2 nadn e W

O proximo exemplo mostra-nos que soma, produto e quociente de funcoes
continuas sao continuas.

=z



Sejam f, g continuas em p e k uma constante. Entao f + g, kf e f - g sdo

continuas em p; A também sera continua em p, desde que g(p) # 0.
4

Solucéao
Como fe g sdo continuas em p, [i_;ﬂ}f(x] =f(p)e Ei_;n;lag(x} = 2(P)- Segue

das propriedades (a), (b) e (c¢) dos limites que

lim [f(x) + g()] = lim f(x) + Iim g(x) =f(p) + g(p).
. — —

X—

lim kf(x) = k lim f(x) = kf (p)
—p

X—+ X

lim f(x)g(x) = lm f(x) im g (x) = f(p)g(p):
X —+ X —+ X —+
logo, f+ g, kf e f - g sdo continuas em p.

Sendo g(p) # 0

P ACIVAV.),
—rg(x)  g(p)

logo é é também continua em p.

Deixamos a seu cargo verificar que se f{, f», ..., f, (n = 2 natural) forem

continuas em p, entdo f{ + fo + ... +f, ef1 - f>» - f3 - ..., f, também o

serao.

Toda fungao polinomial é continua.



Solucao

Sendo f uma fungdo polinomial, existem n € N e nimeros reais a, a 1,

..., a , tais que

f)=agx"+a.x" "'+ . +a,_x+ta,;

assim f é soma de funcdes continuas, logo f é continua.

f dada por f(x) = 31° — % ¥+ 42y + \E é continua, pois se trata de

uma funcdo polinomial. (Lembre-se: dizer que f é uma fungdo continua
equivale a dizer que f é continua em todos os pontos de seu dominio.)

Exemplo 14

Toda funcao racional é continua.

Solucéao
Sendo f uma funcdo racional, [ = % em que g e h sdao funcgoes

polinomiais. Assim, f é continua em todo p que ndo anula o
denominador, isto é, f é continua.

3 +6x+1, .
f) == > 2 é continua em todo % +./3.

Solucao




f ¢ uma fungdo racional, assim f é continua em todo p de seu dominio,
isto é, f é continua em todo p = +./3.

Exemplo 16

Prove que
lim f(x) =0 lim| f(x)|=0.
\’—}lﬂ r—pn
Solucéao
: Ve>0,36 >0 tal que Vxe D
1 =0 ’ !
fim /(x) {U{ﬂx—pi{ﬁ:ﬂf(x)—m{s

Ve >0,30 >0 tal que Vx € D_J,.
0<|x—pl<d=|f(x)|-0<e

< Im| f(x)[=0.

Exemplo 17

Prove que

lim f(x)=L < Liﬂf[p+h)= L.

X—p

Solucéao

Suponhamos [i_{f;lf (x) = L; assim dado € > 0 existe § > 0 tal que
0<|x—p|<d=|flx)—L|<e

dai




0<|h|<d=20<|(p+h)—p|l<déd=|f(p+h —L|<e,
ou seja,
0<|h|<déd=|f(p+h—L|<e.

Assim

lim f(p+ h)= L.

=)

Verifique vocé a reciproca.

Exemplo 18

(Conservacdo do sinal.) Suponha que _Ei_{l;{f(-‘»‘] = L. com L > 0. Prove

que existe § > 0 tal que, Vx € Dy,
p-6<x<p+8,x#p=f(x)>0.

Solucéao

Sendo .!i_;rr;{f{x] = L. para todo & > 0 dado existe § > 0 tal que, Vx € D,
p—0<x<p+éx#Zp=>L-e<f(x)<L+e.
Para € = L, existe § > 0 tal que, Vx € D £

p—-6<x<p+8x#p=>L-L<f(x)<L+L,

ou seja,

p-8<x<p+6 x#p=f(x)>0.




Exercicios 3.3

1. Calcule e justifique.

a)

b)

c)

d)

€)

/)

g)

)

7)

lim x?

i—2

lim(3x + 1)

v—s1

lim (4x + 1)

y——12

lim 5
y—s 0]

lim 50

N——9

lim(—=x* — 2x + 3)

¥ ——]

lim v/ x

¥ —id

lim ¥ x

K— 3




o) lim
=l oy == 1
}Imgf_l
P e
mlmf_ﬁ
=3 i 3
Ix =33
r)  lim
r=3 X —
Ix -2
5)  lim—
x=2 X —
f limxﬁ + 3x —1
=0 yi 42

w) lim

Jx -1
=i Jax+3 -5

Determine L para que a funcdo dada seja continua no ponto dado.
Justifique.

ﬁ se x ¥2
) f@W={x—2 ¥ emp=2 @
L se x =2




(Jx -3
b f(x)=1" ;3 se x +3 em p =3
L sex =3

i

' = sex F5 B

) S ={[x+5-10 om p=S
L

sex =95
¥ Hx 41
5. f(x)=1 x+1 se X € continua em — 1?7 E em 0?7 Por que?
2 sex =—1

sendo /" dada por

4. Calcule lim Jx hj — /)

B0
a) flx) =x*

b) f(x) = 2x 2 +x
) fx) =5

d) fix) =—x> +2x



e f(x) = %

NDfx)=3x+1

Calcule.

a)

b)

)

g)

h)

J)

Coxt 41
lim
x=r—| _1'2 —_ l

i x4+ x?
lim —
=0 3% + x* + x

lim(x* + 3xh)

fr—1)

I — 3
lim (x+h) —x
=l h

lim

X— ¥

; M(F;ﬁ-ﬂ}
xX=p

. xP—=5x* +8x—4
lim

=2 xt =5y —6

. x3 -1
l]m—
x=1 x" -+ 3_1_' — 4

lim Vx =7
x4+ 7 V14




p)

q)

3 3

¥ o p

lim
x=p oy — p
4 _ 4
[ —
i=p ¥ — p
lim>——2 (n = 0 natural)
x=p X — p
Iimx;\/;
X—p X — p
1_1
lim
=2 oy =
i O =SB 2 L
K= x— p x
]imM em que g(x) = 1
A= .x' —_ p xz
+ _
Eil’l}lj S(x h; S(x) em que f(x)=x*—3x

Prove que existe 6 > 0 tal que

. ] . ]
l—5ix{l+é=2—§ir+x{2+?

Prove que existe 6 > 0 tal que

I x*+3x 1
1—5{x{1+3=2——ixﬁ31§2+—
2 x +1 2




10.

11.

12.

13.

14.

Sejam f e g definidas em R com g(x) # 0 para todo x. Suponha que
lim )
= g(x)

= 0. Prove que existe 6 > 0 tal que

0<[x—p|<é=|/(x)]<|gx)].

Suponha que Elf:lf (x) = L. prove que existem r > 0, o e [} tais que, para
todox € D s

0<|lx—pl<r=a<f(x)<p.

Interprete graficamente.

Suponha que 11_1:':'3‘ (x) = L. prove que existem r > 0 e M > 0 tais que, para

todox € D¢,

0<|x—p|l<r=|f(x)|= M.
Prove: lim f(x) = L& lim [ f(x) — L] = 0.
X— X

Prove: lim f(x) =L & lim| f(x) — L| = 0.
X— Y —+

Prove: lim J(x) =0« lim J(x) = (.
Srx—p ey p)

Suponha que existe r > 0 tal que f(x) > 0O para 0 < |x —p | <r e que
lim f(x) = L. Prove que L > 0.

(Sugestdo: Suponha L < 0 e use a conservacao do sinal.)



15. Suponha f continua em R e f(x) > 0 para todo x racional. Prove que f(x) > 0
para todo x.

m Limites Laterais

Sejam f uma funcdo, p um nuimero real e suponhamos que existe b tal que ] p, b
[ D f- Definimos:

lim f(x)=L &

x=p'

Ve > 0,36 >0 tal que
p=x<pto=|f(x)—L|<e

O namero L, quando existe, denomina-se limite lateral a direita de f, em p.

VoA ~Jf'
LL———
1 _l____l_ B Quando x tende a p, pela direita,
Jix) | f(x)tende a L: lim f(x)=L
| x—spt
I I
P
1 I =
P X X
—

Suponhamos, agora, que exista um real a tal que ]a, p[ < D . Definimos

Ve > 0,36 >0 tal que

Iim f(x)=L & {p —0<x<p=|f(x)-L|<e

X=p

O numero L, quando existe, denomina-se limite lateral a esquerda de f, em



Quando x tende a p, pela esquerda,
f(x) tende a L: lim_ Sflx)=L

X—[2

=Y

E uma consequéncia imediata das definicdes de limite e de limites laterais
que se Ei_ﬂg(ﬂ =L e se, para algum r > 0, f(x) = g(x) em lp, p + r[, entdo
lim f(x) = Ei_{TJ})E(I] = L. Se ocorrer f(x) = g(x) em lp — r, p[, entdo

X—s

lim f(x) = limg(x) = L.

X ¥ X—p

oy sendo Flx) = 41X sex <1
Calcule lim f(x) & lim 7(x), sendo f(x) {2;; se x > 1.

Solucéao

1ir‘1|1 flx)= l_in‘ll 2x=2e¢lim f(x) = l_iI_I'le2 = 1.

p—+1

Calcule lim Ix] e lim |i|
=0t x r=0" ¥

Solucéao




IxI_J 1 sex=0
X -1 sex<<0.

limm=1iml=le limm=lim—l=—1.

v= 0" X x—ll = X x—

Teorema. Sejam fuma fungdo, p um nimero real e suponhamos que existam a e b tais que Ja, p[ e
Ip, b[ estejam contidos em D ;. Entdo,

Hm M) =L =5

i x—p :

f admite limites laterais a direita e a esquerda em p
e litn (e}l =lim i) = I

Demonstra¢do

Deixamos para o leitor.

Observacées.
| x|

E: e L : ~
L. se hmlU e lim—. existirem e forem diferentes, entdo

r—0t r=0" ¥

Im f(x) e lim f(x)n30 existira.
X —»

n.—'r|rl'

2. Se existirem a e b tais que ]a, p[ e Ip, b[ estejam contidos em D e se, em
p, um dos limites laterais nao existir, entao !1_{':' J(x) ndo existira.

3. Se existirem reais r > 0 e b tais que IJp, b[ € Dpelp—r,pl N Dy = ¢,
entao El_{[:'f (x) = ILIT‘ J(x); desde que o limite lateral a direita exista. Se
ocorrer 1b, p[l © Dy e lp, p + r[ N Dy = ¢, entdo Ei_;rr;{f(x] = ILIT‘ J(x).

desde que o limite lateral a esquerda exista.



lim— x| existe? Por quée?
=y
Solucéao
. |x . . |x :
l1mu=111n1=1e lrmu=]1m—l=—L
x=0" x r—l =0 x T—l
[x] x] [x]
Como lim # lim , segue que lim nao existe.
=07 x =0 x r—l y
Exercicios 3.4

1. Calcule, caso exista. Se ndo existir, justifique.

: —1
o limX—L
e X — I
: —1
b) lim | |
= X — I

2x sex <1

c) ]imMEIHQHEf(I)E{x+I sex =1

x—=1 X -
a) limyx

. |x —1]
e) lim

=l oy =

2x sex <1

x=l

1) limf[rj ’f()emquef(x)z{x"‘l sex =]



g) lim
y—2! X — 1
h) iim'x — 1
=3 y - ]
f(‘f) f(l) _Jx sex =1
2 .r—ﬁl em que f(x) = 2x =1 sex>1
g(x) — g(2) Y, sex=2
L e R L
2
2
nH  lim g ~ g(2) sendo g a funcdo do item (j)
x— 27 -
m) lim g ~ 8(2) em que g € a funcdo do item (j)

x=2 X -
A afirmacado

“Iim f(x)= lim f(x)= f continua em p”

¥— I|':'" ¥—» I|':'
é falsa ou verdadeira? Justifique.

Dada a fungdo f(x) = i’(ﬁz, verifique que lﬂlll J(x)

X —

Pergunta-se: f é continua em 1? Por qué? @

= li11|1 f(x).




4. Dé exemplo de uma funcao definida em R, que ndo seja continua em 2,
mas que 1211 f(x) = 1Lm f(x).

5. Suponha que exista r > 0 tal que f(x) > 0 para p < x < p + r. Prove que
111? J(x) = 0 desde que o limite exista.

6. Sejam f uma funcdo definida em um intervalo aberto I e p € I. Suponha

que f(x) < f(p) para todo x € I. Prove que lim J) = Jp) _ 0 desde que o
=P X p

limite exista.

(Sugestdo: Estude 0s sinais de e de

lim S~ J(p) e de lim

Y= p x—1 =P

J(x)— f(p) )
x—1 1



m Limite de Funcdo Composta

Sejam f e g duas fungdes tais que Im f < D 4, em que Im f é a imagem de f, ou
seja, Im f= {f(x) | x € D |}. Nosso objetivo é estudar o limite

lim g(f(x)).

Supondo que 1Im f(x) = @ é razoavel esperar que
X—

I

—_—

) lim g (f(x)) = limg(u)

desde que 11_131 g(u) exista (observe: u = f(x); u — a para x — p). Veremos @
que a se verifica se g for continua em a ou se g nao estiver definida em a.
Veremos, ainda, que se g estiver definida em a, mas nao for continua em a
(lim g(u) # g(a)) @ a se verificard desde que ocorra f(x) # a para x proximo de
p. Os casos que interessardo ao curso sao aqueles em que g ou € continua em a
ou ndo esta definida em a. O quadro que apresentamos a seguir mostra como

iremos trabalhar com o limite de fun¢ao composta no calculo de limites.

%im Flx)=7

Suponhamos que existam fungdes g(u) e u = f(x), no qual g ou €é continua em @ ou nao esta
definida em g, tais que

F(x) = g(u) em que u = f(x),x € D,, lim f(x) = a (u — a parax — p)

e que 1im g(u) exista. Entdo

—

lim F(x) = lim g(u).
X —



Vamos antecipar alguns exemplos e deixar para o final da secdo a
demonstracdo da validade de ©.

Calcule lim — l.
x—l xr—1
Solucéao
T P ]
i IZJ;elnqlleu:x L= —1x+ 1.
x—1 X =
.oxt —1
Ilrrll T 2eg(u)= \G € continua em 2.
= x —
Assim,
lil‘I‘Il al _ll - lim\/; = \/E
x—% X — u—2
N VI
Calcule lim G=x) 16,
sl x- .___I
Solucéao
3

Facamos u = 3 —x °; assim

G-x) —16  u* —16

.comu=3—x.x#1,
xt =1 2—u




Parax —» 1,u - 2. Entao:

. (3=x) =16 . ut—16
lim = lim
x=+l xl' — 1 w2 2 —
— 2 + ’
— lim (0 — 20w + 2)u 4)
=2 2 —u

= —lim(u + 2)(v° + 4) = =32,

Calcule , V¥ +2 =T

x=r—] x + l

Solucéao
Facamos j; = §/x + 2: assimx =u> - 2.

frr2-1_w-1 s L

x+1 w —1
1.,3||'x+2—| ou—1
A =lim

=1 x+1 u=1 g4 — 1

u—1
im -
=1 (w— D +u+1)

_1
3
Assim,
. oyxt+t2 -1 |
llm —_— = —
x=r—]| x+ l 3

Exemplo 4



Se lim f(x) = L. entdo lim [ f(x)]* = L.
= p Y=

Solucéao

2

Como h(u) =u “ é continua (veja Exemplo 7-3.2)

lim [ f(x)) = _lin} u =17,

¥—3

Suponha g(x) # 0, paratodox € D, L #0 e Ei_;n;l)g(x] = L. Prove que

1
lim =1
x=p g{x} L
Solucéao

l 1
= —_emqueu =g(x).x e D_.
g(x) u . =

I , . , .
Como /(1) = — é continua em todo u # 0 (veja Exercicio 2-3.2), segue-se
1

que

. 1 ] 1
lim =lim—=—.
x=p f.{{‘f} w=L gy L

Observacéo. Se {E!;l g(x) = L.[#0, pela conservacio do sinal, existe r > 0 tal que

gx) = 0para0<|x—-p|<rx€D,.

Como o conceito de limite é um conceito local, segue-se que a

hipotese g(x) # 0 que aparece no Exemplo 5 é dispensavel. Assim,



| |
Img(x)=L,L+0= lm =—.
X= [} X !ﬁg{_‘{'} L

Vamos, agora, demonstrar @ no caso em que g é continua em a.
Teorema 1. Sejam fe g duas fungdes tais que Im f < D 5. Se I'm f(¥) = @ g continua em g,
entao,

lim g( f(x)) = lim g(u).
X— H—+ T

Demonstracdo

Sendo g continua em a, lim g(#) = £(@). Precisamos provar que, para todo & > 0

WH—a

dado, existe 6 > 0 tal que
0<|x—pl<d=gla)—e<g(f(x)<gla)+e

Como g € continua em a, dado € > 0, existe 6 ; > 0 tal que

@ a—d6,<u<a+do =gla—s<gu<gl)+es
lim f(x) = a. : :
Como -, para o 6 ; > 0 acima existe 6 > 0 tal que
©) 0<|x—p|<d=>a—06 < f(x)<a+d,.

De @ e @ segue-se que

0<|x—p|l<d=gla)—e<g(f(x)<gla)+e



Observacio. 0 Teorema 1 conta-nos que, se g for continua em a e _!i_{f;{f(x] — ¢ entdo
lim g(f(x)) = g(@) = g(lim 7(x)). o que nos mostra que os simbolos M (7 (x)): e g

podem ser permutados em }1_{1}3_ g(f(x)):

y_r;; il = gqi_r}; ak

O préximo exemplo nos diz que composta de funcdes continuas é continua.

Sejam f e g tais que Im f © D 4. Se f for continua em p e g continua em

f(p), entdo a composta h(x) = g(f(x)) sera continua em p.
Solucao

lim g(f(x)) = g({Lﬂ;f’i.r)) = g(f(x))

logo, h(x) = g(f(x)) é continua em p.

Teorema 2. Sejam f e g duas fungdes tais que Im f = D o, im /() = a e limg(u) = L.

Nestas condicdes, se existir um r > 0 tal que f(x) a para 0 < | x — p | <r, entéo }E}} g(f(x)

existird e

lim g( f(x)) = lim g(u).
X— H—+ T



Demonstra¢do

Como li_l’}‘l g(u) = L. dado € > 0, existe § ; > 0 tal que

) 0<|u—al<d =|gu)—L|<e
Como !Lrg,f{x] = d.para o 6 1 > 0 acima existe 6 , > 0 tal que

@ {_}r:|_r—p|{§:=>|f(x]—ﬂ|*’i5|.

Tomando-se 6 = min {6 5, r}, segue de @ e da hipotese

©) 0<|x—p|<d=20<|f(x)—a|<é,.
De @ e @ resulta

O0<|x—pl<d=|g(f(x) - L|<e.
Assim,

limg(f(x)) = L = lim g(u).

H—

Observacao. Se g ndo estiver definida em a, segue-se da hipotese Im f < D ;, que fix) = a para
todox € D ;. Assim, neste caso, a condicdo “existe r > 0 tal que flx) Zapara0 < |x—p|<r"é

dispensdvel. Entretanto, se g estiver definida em a, mas ndo for continua em g, tal condicdo é
indispensavel como mostra o proximo exemplo.

Sejam f e g definidas em R e dadas por f(x) =1 e g(u) = {“ +1 seuvl

3 seu=1

Temos



lim f(x)=1e lin}g(u) = 2.

N— i

Como ¢g(f(x)) = 3 para todo x, segue que

u—+1

lim g( f(x)) # lim g(u).

Este fato ocorre em virtude de ndo estar satisfeita a condicao “existe r >
Otalquef(x)#1paraO<|x—p|<r”.

Exercicios 3.5

Calcule
. x4+

a) lim3; vt
=y x+1

by fimdX T3 2
x=1 I_:(E — ]

x+7 -2

¢) lim !
x=1 X — ]

& lim y3x+5-2
x=l I_:(E — ]

2. Seja f definida R. Suponha que lim T _ 1. Calcule

x—l) X




b lim )

x=0 X

0 imd =D
= oy —1

i (7%
=0 3x

3. Seja f definida em R e seja p um real dado. Suponha que

limZ X TP _ 1 careule
.I—ip x —_— p

lim 22 M= f(p)

h—ll h

a)

p lm TINS5

=) h




lim flp+h)y— f(p—h)

Cj hr—0) h
@) lim flp = f?; — J/(p)

m Teorema do Confronto

Teorema (do confronto). Sejam f, g, h trés fun¢des e suponhamos que exista r > 0 tal que

f(x) < g(x) < h(x)

para 0 < |x—p| <r. Nestas condicdes, se
lim f(x) = L = lim A(x)
x—.*p — Ir:l
entao

limg(x) = L.
.'V—.*p‘

Demonstra¢do

(Veja Secao 3.9.)

Seja f uma funcao e suponha que para todo x

[ f(x)] = x.




a) Calcule, caso exista, !1_1’1{11 J(x).

b) fé continua em 0? Por qué?

Solucéao

a) |fx)<x®e—=x?<flx)<x’.

_ PP
Como 111}“0 — 1= = 0 = limx* segue do teorema do confronto que

=1l

lim f(x) = 0.

r—i)

b) Segue de (a) que f sera continua em 0 se f(0) = 0. Pela hipotese, | f(x
| <x 2 para todo x, logo, < 0 e, portanto, f(0) = 0. Assim,

lim /(x) =0 = £(0),

=) "

ou seja, f é continua em O.

O proximo exemplo nos diz que se f tiver limite 0 em p e se g for limitada,
entdo o produto f - g tera limite 0 em p.

Sejam f e g duas fungdes com mesmo dominio A tais que lim /(x) = O e
| g(x)| < M para todo x em A, em que M > 0 é um ntumero real fixo. Prove
que

lim f(x)g(x)=0.
X—




Solucéao
| f(x)g() | =] f(x) || glx)|= M| f(x)]
para todo x em A. Dai, para todo x em A
M| f(x)|= f(x)gx) = M| f(x)].
De .Ei_an}f(x] =0 segue que 11—{1}3 Mjx)=o0e EI_I;I}; ~ M|f(x)|=o.

Pelo teorema do confronto

lim f(x)g(x)=0.
X— p

Calcule lim x* - g(x) em que g (x) = { 1 sexe@

—1 sexe@Q
Solucéao

lim x* = 0: como limg(x) ndo existe (verifique) ndo podemos aplicar a

=1l X

propriedade relativa a limite de um produto de funcdes. Entretanto, como
g é limitada, (| g(x)| < 1 para todo x) e 11_1"""' X* = 0, pelo exemplo anterior

limitada
lim \2 /g =0,
X — D \\_ /.l
0o -

Exercicios 3.6



1. Seja f uma funcdo definida em [R tal que, para todo x # 1,

x — 1 . -
2 - 3 < —— Calcule Im f(x) e justifique.
o+ 3= fx) < ] — J q @

2. Seja f definida em R e tal que, para todo x, | /(x) — 3| = 2|x — 1|. Calcule
lim f(x) e justifique.

3. Suponha que, para todo x, | g(x) | < x *. Calcule lim 8x) :
x—ll X

- . |
4. a) Verifique que lim sen— ndo existe.
r—1l X



b) Calcule, caso exista, lim x scnl.. (Justifique.)

r=3l

L{?m em que f é dada por
X =

Calcule, caso exista, lim
X _—

, |
flx)=4{¥ sen; sex #0
0 sex =0

a)

|
by f(x)=1" sen; sex #0
0 sex =0

Sejam f e g duas funcoes definidas em R e tais que, para todo x, [g(x)] ot
[ f(x)]* = 4. Calcule e justifique.

a) limx'g(x)

—=1)

Seja f definida em R e suponha que existe M > 0 tal que, para todo x, | f(x)
~fp) | <M|x-p|*.

a) Mostre que f é continua em p.

b) Calcule, caso exista, lim Jx) = J(p) .
=P X p

Sejam a, b, c reais fixos e suponha que, para todo x, | a + bx + cx 2 | <|x

|3.Provequea=b=c=0.



Prove: idl_{f‘f).f(-‘»‘] =L= {i_l:[i|f[_\‘]| = |L|.

(Sugestdo: verifique que || f(x)|—|L || =|/(x)— L| e aplique o teorema

do confronto.)

10. A afirmacao

11.

12.

“lim| /(x)| = | L|=> lim f(x) = L”

é falsa ou verdadeira? Por qué?

Dé exemplo de uma funcao f tal que 151;1 | /(x)| existe, mas ii_{'f)f(x] nao

exista.

Prove: lim JU) _ 0 < lim J(h)

=0 _ITT =) Eh

= 0.

Continuidade das Fun¢ées Trigonométricas

Lembrando que sen (—x) = —sen x, segue da propriedade (5) da Secdo 2.2, que

existe r > 0 tal que, para todo x, com | x | <r,

®

|senx|=|x|.

(Interprete geometricamente esta desigualdade.)

Vamos, agora, utilizar @ para mostrar que



@ |senx —senp|=|x — p|

para | x —p | < 2r. Temos

— + X — x+
|senx —senp|= 2sen—2 cos L | = 2| sen Plleos T =2

2 2 2

De | €08 ‘ =L segue
xX—p
senx —senp|=2|sen .
5 | | ‘
De @ segue que, para | x—p | <2r.
xX—p xX—p
sen =|—=|.

De @ e @ resulta
|senx —senp|=|x — p|

para |x—p | <2r.

Fica a seu cargo mostrar que
® [cosx — cos p| =[x — p|

para|x—p | <2r.

Teorema. As fungdes sen e cos sao continuas.

Demonstra¢do



Seja p um real qualquer. Por @,

|lsenx—senp|<|x—p]|
para | x —p | <2r. Como 11_‘?}“ — P) = 0.segue, do teorema do confronto, que

lim(senx — sen p) = 0,

N — ¥
ou seja,

limsenx = sen p.

N—+

Logo, sen x é continua em p. Como p foi tomado de modo arbitrario, resulta
que sen x é continua em todo p real, isto é, sen x é uma funcdo continua. Fica a
seu cargo a demonstracao da continuidade da funcao cos.

Deixamos a seu cargo provar, como exercicio, que as fungdes tg, sec, cotg e
cosec sao, também, continuas.

m O Limite Fundamental limw

x—=0 X
Videoaulas |
(#)video 7.5



Pela propriedade (5) da Secdo 2.2 (veja justificacdo geométrica ao final da
secdo) existe r > 0 tal que

0<senx<x<tgx
para 0 < x <r. Dividindo por sen x

X ]
| = <
senx COSX

e, portanto, para 0 <x <r,

Por outro lado,

- senx(—x) _
—P"~’~».r{ﬂ::»{]f:—_\:f:;':*.»ms{—,\:){—]ehjt
—X
sen(—x) senx
Como €0s(—x) =cosxe = .
—X X
_senx
—r<x=<0=cosx < = |



Assim, para todo x, com 0 <|x|<r,

Senx

CosSx <
T

< 1.

Como 1'_)11’10 cosxy =1= lm 1. pelo teorema do confronto,

T

Observe
senx

X

Calcule lim

r=all

Solucéao

ou seja,

Calcule lim

r=all

Solucéao

que,

T

lim
r==2l X

senx

l.

sensx

X

. sensx . sensx
lim = lim5-
=0 T x=0 S5y
=
[
. sendx
lim
=0l X

| —cosx

xX-

para modulo de x

suficientemente

= 10X = SN X 1hiarprete geometricamente.

. senu
=1lim 5 =35,
ti =1l i

=J.

pequeno,

ou



. 1—cosx . 1 —cos’x ] . sen’x 1 1
lim——— = lim . - = lim——- =—_,
=+ x° =30 x° l + cosxy =0 x? 1 +cosx 2
... sen‘x . ] |
pois. lim =lelm—— = —.
=31l x- T :-fl] + CIJ."I,Y 2

Justificagdo geométrica da propriedade (5) da Secao 2.2:

: senx gx : :
area AOAP = 5 e area AOAT = E‘T (Veja figura a seguir.)

Por uma regra de trés simples calculamos a area a do setor circular OAP:
2n rad — area

Tx
{x —— e
2

b | =

x rad — area o

Portanto, area do setor circular OA4AP =

b2 | =

. T p .
Assim, para 0 <x < (x é a medida em rad do arco AP),

sen.x
2

tex
_lgx

X
=< —
2 2

ou



sen x < x <tgx.

1. Calcule.
=l
b) lim——
=0 gen x
¢ lim sen3x
x=0 x
A lim—t
ST Y — I
2
e) lim al
=0 gen x
. 3x*
f} ljﬂ tgx SENn X
tg 3x

8 1]—13 sen 4x @




h)

7

D)

q)

. 1 —rcosx

lim
=0 x
.1 —senx
111'11—
ot 2x—m
2
. 1
limx sen—
=0 x

lim EEZL) g

s=p X2 — p?

. 2
Hmsen(x P)
= p x —p

SEﬂ{xz + 1} — sen
X
lim

x—0 x

. X +senx
lim————
=0 x? —genx

]jmx—tgx
x—}ﬂlx-l-%x

. senimTx

= oy —1]



a) Prove que existe r > 0 tal que

senxy

cosxy — | < —1=<<0

X

para0 <|x|<r.

. X — sen’
b) Calcule llmx—tr
r=21l x-
Calcule.
& lim senx — sen p
X—p X—p
b) lim COSX — COS p
X—p X—p
c) lim igx~gp
X—p X — p

secCx — sec p

d) lim

X p X—p

Propriedades Operatdérias. Demonstracao do
Teorema do Confronto

Teorema. Se kfor uma constante, lim /(x) = L e lim g(x) = L. entdo
a) lim [ f(x) + g(x)] = L + L, = lim f(x) + lim g(x).
X—pn Xx—p Xx—=p

b) limkf(x) =kL =k Ei_I’I}?f{x).

X—p
c¢) lim f(x)g(x) = LL, = lim f(x) lim g(x).
Xx—=pn X— X—p

( L
d) lim J&x) _ & desde que L, # 0.

~rg(x) L




Demonstrag¢do

a) | f(x)+gx)—(L+L)=|f(x)— L|+]|g(x)— L |.Da hipétese, dado € >
0, existe 6 > 0 tal que

[ f(x)—L|<
0<|x—pl|<d=>

|g(x) — L | <

ra|mta|m

dai
0<|x—p|<8=[[f(x)+gx)]—(L+L)|<e
b) Se k=0, kf(x) =0 para todo x € D, logo
lim &f (x) = 0 = k lim 7 (x).

Se k # 0, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que

Ga:|x—p|~:::3=:.|ﬂx)—;,|a:|%
dai

O0<|x—p|<d=|kf(x)—kL|<e.
1
c) f(Dglk) = 1 [(f(x) + g(x))* = (f(x) — g(x))?] (verifique).
lim [ f(x) + g()]* = [lim (f(x) + g(x)]* = (L + L,)* (veja Exemplo 4-3.5)

ll_I}}? [f(x) — g = [11_1}11” (fx) — g = — L)



Dai

- ]' 7 ¥
lim f()g() = 3 [(€ + L) = @ = L)1 = LL,,

. f(x) L ] L
lim= = lim f(x) - =L-— = —.
Ve~ L L
Demonstrag¢do

(Veja Exemplo 5 da Secdo 3.5.)

Demonstragdao (do Teorema do Confronto)
Como, por hipétese, }E}}} f)=L= }1_1’1!1? h(x). dado € > 0, existem § ; >0e §,
> 0 tais que

O0<|x—p|<é=>L—-e<f(x)<L+e

0<|x—p|<d,=>L—-e<hx)<L+e.
Tomando-se 6 = min{6 {, 8 ,, r} vem:
0<|x—pl<d=L-e<fx)=g(x)=hx)<L+e¢

logo,



0<|x—p|l<d=L—-e<gx)<L+e,

ou seja,

limg(x) = L.
X—=p

OceanofPDF.com
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CAPITULO

Extensoes do Conceito de Limite

Limites no Infinito
Nosso objetivo, nesta secdo, é dar um significado para os simbolos

lim f(x)=1L

§— e

(leia: limite de f(x), para x tendendo a mais infinito, é igual a L) e

lim f(x)= L.

¥——ea

Definicdo 1. Seja fuma fun¢do e suponhamos que exista a tal que Ja, +oo[, < D ;. Definimos

: - Ve > 0,36 > 0, com é > a, tal que
R Lﬁ{x}ﬁﬁL—E{f(x){L-f-E.



=¥

Definicdo 2. Seja fuma fun¢do e suponhamos que exista a tal que ]—oo, a[, < D ;. Definimos

~ - Ve> 0,38 > 0, com — é < a, tal que
L L@{x{:—az}L—E{_f'(_x)c:,ws.

Calcule lim 1 e justifique.

X =3 o x
Solucéao
. o L1 ]
Quanto maior o valor de x, mais proximo de zero estara —: lim — = 0..
.I X =s oo x
Justificagdo

-1
Dado £ > 0 e tomando-se ¢ = —
£

. ]
x2o=0<—<¢
X

e, portanto,

. ]
x>o0=20—ee<—<0+e&
X




1
Logo, Iim — = 0.

K = 3 x

0+g

0

e e e

Deixamos para o leitor as demonstracdes dos seguintes teoremas:
Teorema 1. Sejam fe g duas fungdes tais queImf < D ; e im f(x) = a
a) Se g for continua em g, entao
lim g(f(x)) = lim g(u).
b) Segno estiver definida em a e se 1im 2(2) existir, entéo

lim g(f(x)) = lim g(u).

Teorema 2. Seja k uma constante e suponhamos que iirp_f{x} =Le _iir}} g(x) =L,.

Entao



a) lim [f(x) + g@] =L +L,

b) lim kf(x) = k lim f(x) = kL.

& BTl e e N

: i
d) lim ial —  desdeque 2 £ 0

mgx) L

Observamos que os teoremas acima continuam validos se substituirmos “x
N +m” por “X N _m”.

. . .
Calcule lim —. no qual n > 0 é um numero natural dado.

dom
X= }‘

Solucao

lim S = lim [l] = limu" =0,

¥—ptes x ¥ —+teo w—l}

x4+ x4+

Calcule lim ———.
v=+em 27 4y 4+ ]

Solucéao
Vamos colocar em evidéncia a mais alta poténcia de x que ocorre no
numerador e proceder da mesma forma no denominador. Deste modo,

- : N : 1
irdo aparecer no denominador e numerador expressoes do tipo — que
‘{-.'?

tendem a zero para x — +o0, o que podera facilitar o calculo do limite.




Exercicios 4.1
1. Calcule.
1

a) lim —

x=rter ye

1

b) Ilm—3
J’—P—WI

c) lim 5+l+iq]

X—= m_ X xe
[
dy lim|2-— —]
X—= Im_ X
. 2x+1
e) lim i
x=tm x4 3
2x +1
lim
f) x=p—m ¥ o4 3
) lim x2—2x+3

x=-e 3x? 4+ x + 1

S5x* = 2x +1
im
xotm 4yt 4 3x + 2

)




X

lim—
I-) x—!t+wx2+3x+l

D 2L
I—b—wﬁ +2x +3

. 2
)] hm5+;®

X—te=

x=s—=\ x2 4+ 3

x*+1
Xt 3x+2




oA+ 2x—1
o) lm
Xt A x

P)  lim —\E * d:

x=s+o Iz + 3
3

q) EHJ‘
0 x5
5) llm[\jx—i-l—\fx—kiﬁ]

x—+

Sejam f e g definidas em [a, + oo[ e tais que IIT . }} =0, lim g(x)=0¢
N g e ]

g(x) # 0 para todo x > a. Calcule, caso exista, Im f(x).

3 S
a) Calcule lim sl 3“_‘ :
X =t 2_'_(-"' —_ f]x -4 1

b) Mostre que existe r > 0 tal que

] x4 3x —1 3
X=F=—< << —
4 2xt —6x +1 4

a) Calcule lim Y—H
x=to 3 4 Py — ]

b) Mostre que existe r > 0 tal que

r>ro0<—xr3 1
»*+2x-1 2



5.

Sejam f e g definidas em [a, +oo[ e tais que f(x) > 0 e g(x) > 0 para todo x >

a. Suponha que lim J(x)
S g{?(}

= L, L > 0. Prove que existe r > 0, r > a, tal que

para todo x > r
L . 3L
5 &) < () < =7 g(x).

Conclua daf que se lim g(x) = 0, entdo lim f(x) = 0.

m Limites Infinitos

Definicdo 1. Suponhamos que exista a tal que ]a, +oo[, < D ¢. Definimos

. R Ve = 0,36 =0, com § > a, tal que
Gl e e @{xﬁﬁ:j'(x)}&
Ve = 0,36 =0, com § > a, tal que
x=d= f(x)<-—=e

(b) _1111'1“ f(x)=—o0 & {

Definicéo 2. Sejam fuma funcao, p um nimero real e suponhamos que exista b tal que ]p, b[, <
D ¢. Definimos

Ve > 0,36 > 0,com p + & < b, tal que

lim _f(x]:+m¢>{p{,t‘{P+§:*f{x)}E‘

x=p'



A e
|
T
|
||
L] I
0 PI X p+o X

Deixamos a seu cargo definir lim f(x) =—c0, lim f(x) = +=. lim f(x) =—20, lim f(x) =
N —3 —sa Xy

t—}.r!' N —3 —ee

+o0, lim f(x) = -, lim f(x) = +=ce lim f(x) = —=.
i=2p X

XN

Calcule lim 1 e justifique.

v—w:,'l‘x
Solucéao
L I 1 ”
* 2 10 100 1000
L: I 2 10 100 1000 — +w
lim LI
x— x
Justificagdo

1
Dado € > 0 e tomando-se § = —
£




1
I<x<d=-—>=¢
X

Logo,

Calcule ﬂm X e justifique.

oo

Solucéo

Dado € > 0 e tomando-se 6 = €
X>0=>x>¢.

Logo,

lim x = + oo,

¥ —%Tea



Teorema

(lim f(x)=+e [ lm[f(x)+g(x)]=+eo
DY lim g0 = +o0 = | lim f(0)g() = e
b'giﬂnszmm lim f(x)g(x) = +eo se L>0
)\ lim g() = +o lim f()gx)=—e  seL<0
[ lim f(x)=—oo
€) 3 '\.l_i}r:g(x] — 4o = lim f(x) - g(x) = —oo
(lim f(x) =L, L real
e e iael o
lim f(x)=L,Lreal
s 2 = 0=

[ dim S == [lm[£() +g ()=~
| lim g(x) = —e0 = | lim f(x)g(x) = +eo
'@Rﬂn:Lme lim f(x)g(x) = —o se L>0
o i‘lg(ﬂ = -Tl_if}jmf(x)g(x) = el =)

Demonstrag¢do

Para as demonstracoes de (a) e (b), veja os Exemplos 13 e 14.

demonstracoes dos demais itens ficam a cargo do leitor.

As



Observamos que o teorema anterior continua valido se substituirmos “x —

»

+ a—
+00” por “x — —00” ou por “x — p ”oupor “x - p~ 7 oupor “x - p”.

Observacéo. 0 teorema anterior sugere-nos como operar com 0s simbolos +oco e —oo; 400 +
(+00) = 400, —00 + (—00) = —00, [ - (+o0) = +oc0se[ >0, : (+00) = —cose [ <0, L - (~o0) =~
cosel>0,[-(—c0) =+oosel <0, + (+o0) =+ocosel € R,[ + (~o0) = —cose [P [, +oo-
(400) = +o00, (—00) + (—00) = +00 & +00 - (—00) = —o00,

Indeterminagoes

400 — (4o0), —o0 — (—o0), 0+ o0, — % 1=, 0", oo,

Calcule lim x°.
Solucéao

lim x* = lim x - x = + oo,

¥—¢tea ¥—steo

Exemplo 4

Calcule lim (3x* — 5x + 2).

Solucéao

lim (3x* —5x + 2) = lim 13[3—£+£q:|=+m-3= + oo,
X—p e X—tea x xX-




K —
Caleule fim 22—

X Hx+1
Solucéao

x31+31—],
.o x 4+ 3x -1 i x? ;
llm — = lim =
¥te Jpd x4 x

3 1
X I+=-= ]
= limx- —% X = 4o0-— =+oo
Ste 1 1 r—3tes 1 1 2
X[2+ =+ — 24—+ —
X X X xX-
O préximo exemplo conta-nos que, se f(x) tende a zero parax — p = e se f(x) >
]
0, entdo = tende a +oo parax — p
X

Exemplo 6

Suponha que EE- J(x) e que existe r > 0 tal que f(x) > O parap <x <p +
r. Prove que

. ]
him =

+ oo,
et f(x)

Solucéo

Pela hipotese, dado € > 0, existe 6 > 0, com 6 <r, tal que




dai

Logo,

Exemplo 7

Calcule lim
A 1

Solucéo

—1>0parax>1e ..

Interprete graficamente.

Exemplo 8

Calcule lim
=" x — 'E

Solucéao

—1<Oparax<le,.

p{,r{p-l-ﬁ:(]{f{x]{l
£

1
p<x<pt+é= > E.
J(x)
1
lim —— oo,
x> p° f(xJ
lun{x 1) =0, logo
lim ] =+oo
x—=1t oy —
lun{x 1) =0, logo



lim
y—=1" r —

Interprete graficamente.

Sejam f e g duas funcdes tais que ll}’f} f(x) =L.L#0, limg(x) =0 ¢

X

que existe r > 0 tal que g(x) # 0 para p < x < p + r. Prove que, nestas

condigbes, ou lim S _ +o0 ou lim AC —0 ou lim JO)
e g{'{'} x=p g{f} r=p g{x’}
existe.
Solucéao
Basta provar que lim 'f{" ; ndo pode ser finito. Se tal limite fosse finito,
= g(x
teriamos
lim f(x)= lim Mg(x} =0
= p =g g(x]

que é uma contradicao.

Exemplo 10

Calcule lim u
y—21 _1;'2 — 4

Solucéao

lim(x? +3x) =10 ¢ lim(x* —4) =0.

At
e 4

Pelo exemplo anterior, o limite proposto ou é +oo, ou —c0 ou ndo existe.
Vejamos o que realmente acontece. Inicialmente, vamos separar o fator




que é responsavel pelo anulamento do denominador.

x? + 3x ] x? + 3x

¥ —4 x—2 x+2

. .oxt 4+ 3x
Como lim = +we liIm— = —, resulta
=2ty =/ r— 2 X + 2 2
. oxt 4+ 3x : 1 x* +3x
lim ——— = lim .

=2t x2 =4 =2 x =2 x+2

5
=40+ — =40,
2

S 4+

Calcule lim f—l
=1t x? = 2x + 1
Solucéao
Como 1 é raiz do numerador e denominador vamos, primeiro,
simplificar.
=1 (x—=Dx*+x+1) ¥ t+x+l
x*=2x+1 (x — 1) x—=1

Entio:

: =1 : 1 .

lim ——— = lim (x*tx+ )=+ 3=+tee

>l x2 —2x +1  xol' x — 1

3o 2
Calcule fim XX +1
v 2x? + 1

Solucéao




Suponha que lim f(x) = +=ce lim g(x) = +. Prove
a) lim (f(x) + g(x)) = +=0.
p) lim f(x)g(x) = +=.

Solucéao

a) Segue da hipotese que dado € > 0 existem 61 > 0e §, > 0, tais que

x>8 = (0>

x:::ﬁz::-g(x}}g,

Tomando-se 6 = max{d,6,}

x::=3=>f(x)+g(x):::-§+§=£,

Logo, lim [f(x) + g(n)] = +e=.



b) Segue da hip6tese que, dado € > 0, existe § > 0 tal que

x}ﬁ::,f(x):vﬁex}&:g(x)}\/g

dai

x> 6= f(x)g(x) > ¢,
ou seja,

lim f(x)g(x) = +oe.

Exemplo 14

Suponha que lim f(x) = L.[ real, e lim g(x) = +0. Prove

a) lim f(x)g(x) = +ose L = 0.
b) 1ir11 f(x)g(x) = —ose L <0,

Solucéao

a) Segue da hipétese que, dado € > 0, existem 6 ;1 >0 e &, > 0 tais que
: L 2€
x>0, :sj(x):}Ecx‘;}sz ::-g[x)::-rf.

Tomando-se § = max{6, 6, }

x> 6= f(x)g(x) > €.




lim —f(x) = —L > 0. Pelo item a), }_{QL—f (x)g(x) = +<0. Entdo, dado €

b) > (0, existe 6 > 0 tal que

x> 8= —f(x)g(x) > e.
Logo,

x> 6= f(x)g(x) < —e.

Exercicios 4.2

1. Calcule.

a) lim (x*-3x + 2)

¥ — e

b) lim (5—4x + x?—x)

¥ — e

) lim@G3x*+2x+1)

¥ —F—e=

d) lim (x* —2x + 3)

¥ — e

. Syt —6x+1
)  lim -
r—+e Qx4+ 2
. Syt —6x+1
lim
7) r—+e Gx2 + x + 3
) lim SxP 4+ Tx—3
g X=¥+oe _1:'; - 2.1:' + 3
o 2x+3
i) lim '

x=—m x =+ ]



_Iim
. 5—x
lim
j} r=—m 3 4+ Dy
. x+1
lim
D xX=+oa 1_"’ — 2
. 2+
m) lim i
x=4em J 4 X

2. Prove que lim {E = +o, NO qual n > 0 é um natural.

X¥—»tea

3. Calcule.

d)y lim(x —4/3x" +2)

e) linlﬁm{x —4fx? +3)
) dim (= x+3)

g lim(x+vx —Jx—1)

¥ —tea



ny lim (x = {2+ 3x)

Calcule.
a) lim
) s—3 3 — y
. 4
b) lim
=3 X —
c lim
) L 2x —1
1
d) lim—
v={~ X
. 2x+1
e) lim .
=07 X
. ox—3
/) lim—=
X 3
g lm-——
X 3
h) }11_’%1 g
H  lim 3xj+l
v 4xt — 1
. 2x +
7)) lim X+ 3
x—1 x2 —1
. 2x+3
o lim=—=—



x? —3x

m) o
=3y —hx + 9
) Hm25+1
=1 x4 x
0) ]im2;:+l
=0 x4 x
) 3x —5
=1t xt +3x — 4
9 lm—t 4
=2yt —4x + 4
3x* —4
?') xl—i—l" l—xz

SENnXx

9 P—fﬂn*x"—xz @




5. Dé exemplo de funcgoes f e g tais que

lim f(x) =L.L#0, 11m g(x) = 0,mas lim IEY; nao existe.
-— w=p g(x

6. Deé exemplo de fungoes f e g tais que
lm f(x) = 4. lim g(x) = +ece lim [f(x) - g(x)] # 0

7. De exemplo de funcgoes f e g tais que
lm f(x) = +eo, 1m rr{'c} = +we 11111 J(x) # 1.
e e g(X)

8. Seja fi(x) = ax> + bx? + cx + d, em que a > 0, b, ¢, d sdo reais dados.
Prove que existem nimeros reais x ; e x, tais que fix ;) <0ef(x,)>0.

9. Sejam f e g duas funcoes definidas em ]a, +oo[ tais que 11111 J(x) _ +w e

= g(x)
g(x) > 0 para todo x > a. Prove que existe r > 0 tal que para todo x > r, f(x)

> g(x).

¥E] sequéncia e Limite de Sequéncia

Uma sequéncia ou sucessdo de nimeros reais ¢ uma funcdo n - a,, a valores
reais, cujo dominio é um subconjunto de N. As sequéncias que vdo interessar
ao curso sdo aquelas cujo dominio contém um subconjunto do tipo {n € N | n
> q} no qual g é um natural fixo; s6 consideraremos tais sequéncias.



A notacdo a ,, (leia: a indice n) é usada para indicar o valor que a sequéncia

assume no natural n. Diremos que a,, é o termo geral da sequéncia.

Seja a sequéncia de termo geral a,, =2 ". Temos

00220,611:21,02:22,...

Seja a sequéncia de termo gerals,, =1+ 2+ 3 + ... + n. Temos
s1=1,s,=1+2,s3=1+2+3etc.

Sejam m < n dois naturais. O simbolo

H
E i,
&
k= mi

(leia: somatoria de a, para k variando de m até n) € usado para indicar a

soma dos termos d ,, A+ 1, Am+2s -+ A -

nt

Z ai' :a.lu + ﬂ.lu+] ++ a

k=m




g
a) ZG& =a, ta, ta, +a,.
k=2

D) YR=P+2+3 +4+85,

k=1

c}zl:l+]+]+...+l.
= k+1 0+1 1+1 241 n+1

Exemplo 4

Seja a sequéncia de termo geral 5, = Z T Temos
k=1

1
s=Y-l

k=1

H

Considere a sequéncia de termo geral s, = Z ", t# 0 et#1 Verifique
k=1

que

Solucéao

= 2 -1
@ s =1+t+e2+ . +r-l4pm




Multiplicando ambos os membros por t, vem
@ s =t+r+Ee+ . +a+rtL
Subtraindo membro a membro © e @, obtemos
s,(1-t=1-t" *1

logo,

Definicdo. Consideremos uma sequéncia de termo geral a , e seja @ um numero real. Definimos

- L Para todo € > 0, existe um natural », tal que
(1) lima =a&
Nt 7 n=n Sg E=g = dFE

. Para todo £ = 0, existe um natural », tal que
(i) lim g = 4o < 4 q
noste n>=n,=a =E&.

e Para todo £ = 0, existe um natural #, tal que
(iii) lim g = —o0 & 1 &
e n>= n, =da, < —E,

Se lim a = a. diremos que a sequéncia de termo geral a , converge para a
H— tea

ou, simplesmente, que a, converge para a e escrevemos d, — d. Se

ul_lﬂl_#__ a, =+, diremos que a, diverge para +o e escrevemos d, - +oo, Se
.,I_lm.. d, = —%. diremos que a , diverge para —.

Observamos que as defini¢cGes acima sdo exatamente as mesmas que demos
quando tratamos com limite de uma funcdo f(x), para x — +oo; deste modo,



tudo aquilo que dissemos sobre os limites da forma “ lim /(x)” aplica-se aqui.

Calcule lim 2n + 3.
n=+w g “+1
Solucéao
3
2+ =
. 2n+3 .
1111|1 H+ = lllll'l T =2,
" 14—

n

Exemplo 7

Suponha que existe um natural n, tal que a, > b, paratodon > n.

Prove que se lim b = +=. entgo lim a = +.
e H— s

Solucéao
Como lim b, =+, dado € > 0 existe um natural n, tal que
n>n, =b, >e.
Tomando-se ny = max{n, n, } resulta
n>ng=a,>b,>c¢

logo

lim a = +ee.

H—tea




Suponha a > 1. Mostre que

lim g" = + oo,

H—tea

Solucéao

a=1+h, h> 0. Pela féormula do binomio de Newton

(1+h)y =1+ [”)h +(”th +,__+[”jh”
| 2 n

dai
(1+hy =1+ (T)h para n = 1,
ou seja,
a" >1+nhparan=>1.
Como h >0, im (1 +nh) =+ logo

lim a" = +e  (a>=1).

H—stoa

Supondo 0 < b <1, calcule lim 5".

Solucéao

) .
Inicialmente, observamos que se lim s = +. entdo lim — =0

e ] 1 = f=r g
L

(verifique).




[

De 0 < b < 1, segue que i  entdo

lim 5" = lim 1 =0

H—¥ b = es l "
b
(1Y
pois, lim (—] = +oo (Exemplo 8).
Exemplo 10
In
Calcule lim — i I.
n— 4w 30 4+ 7
Solucéo
n l+ 1
2" +1 2 n
im s = +[§]' 2220
- 1+ —
3n

1= e

pois lim (2] = 0 (Exemplo 9). lim % =0e liIP m = 0.

H—+te=

k
Calcule |im Z[%] )

= F=a
" k=0

Solucéao




4+l

2 g I n 9
] + ..+ [;] = —— (veja o Exemplo 5).

b | —

53] =3+

~ n+l
Como |im (l] = 0. resulta

H—4 oo

A igualdade

-
li111 z[%J =2

k=10
é usualmente escrita na forma

PRI I |
2 2 21.1

Exercicios 4.3

Calcule.
o T
a) lim 2n =3
n=ste g4 ]
b)) lim n* +3

H—t=a



n+1

c¢)  lim

1=+ 1

) 142
d) lim 1

n=+a 2_}13 - n-— 1

e) lim [(_ r + 2]

H—p = H

) lim 3+[§]

n=sta | pp

o lm LES
bt D 4 I

h) lim Z[l]
Rphes S 3

1) lim Zr”f noqual 0 <r<<1
n—}-l-wA:U

Supondo 0 < a < 1, mostre que

I
lim Za* = .
n—>+mk=] l— P

| | 1
Calcule lim |1+ —+ —+ ...+ —|.
[ 5+ 3 ] ®

H—¥t=a H-




: + ...+ : :}%parakzo.

.1
Sugestdo: — +
(Sug 24 28 + 1 281 —1] 2

4. Sejaf(x)=x,x P[0, 1]. Considere a sequéncia de termo geral

( _
S = '[i]l + _f'[z}l + f| 5]1 T _f'[ . E]i )
nlhn H_ n R?I n n n n

a) Calcule S 3. Observe que, geometricamente, S 3 pode ser interpretado

como a soma das areas dos retangulos hachurados.



i

0 1

b) Calcule ul_lf}}w S,- (Pensando geometricamente, qual o valor esperado para
o limite?)

.1
9. Calcule lim — Y k2.

n—+= g Py

~ g 1
(Sugestdo: Verifique que 17 +2*+ 32+ . +n?=—_n(n+ 1)2n + 1).
3

Veja Secdo 17.2.)

6. Sejaf(x)=x 2 x € [0, 1]. Considere as sequéncias

o P T o PR L
L P?_ L n R n F

S, = f[i]l | _,f{E]l +o _;"[H - ')l 1)~
.f’.’_ L n)n n n 1




Calcule

a) lim S
H—staa !

by lim s,
H—tea

(Interprete geometricamente tais limites.) (Sugestdo: Utilize o Exercicio
5.)

Uma particula desloca-se sobre o eixo Ox com aceleracao constante a, a >
0. Suponha que no instante t = 0 a velocidade seja zero. A velocidade no
instante t é, entao, dada por v(t) = at. Divida o intervalo de tempo [0, T]

em n intervalos de amplitudes iguais a E;
L

| | | | |
0 1 2T ir (n—1)T il
H H H H

al’

. T . . , 2T , 2aT ,
No instante — a velocidade sera , 1o instante —, sera etc. Supondo #n suficiente-
M R H 1
. . T 2T . .
mente grande, o espaco percorrido entre os instantes — e = serd aproximadamente
1 n
al" T ] . 2T 2T , . ,
—— * — (por que?); enfre os instantes — e — o0 espaco percorrido sera aproximadamente
M M M
2aT T
- — ete.
n 7

@) Calcule lim

H—ptaa

{{IT r 2al" T (n—1)al" T
L4 S o L

n n 1 n 1 i

b) Interprete cinematica e geometricamente o limite acima.

Suponha que a sequéncia de termo geral a ,, n natural, seja crescente (isto

€, quaisquer que sejam os naturaisnem,n<m = a, <da,) e que exista



M real tal que a, < M para todo natural n. Prove que existe e que J_ﬂ'ﬂ a,

existe e que ]l_iﬁ'l: a, = sup[a, | n e N]. (Veja Se¢do A.4.)

9. Considere a sequéncia de termo geral

1 I 1
a =1+—+—+_. —.
L 2‘ 3_ ”_

a) Prove que a ,, é crescente.

b) Prove que para todo natural n > 1

5 3 7
Fj —3 e i 2

. 1 | 1 . .
c) Prove que lim |1+ — + — + ..+ — | existe e que é menor que 2.
n?

(Compare com o Exercicio 3.)

1 | 1

(Sugestdo para (b): Verifique que (27)? + 2" + 1) + ...+ m = ;.}

¥} Limite de Funcdo e Sequéncias

Seja f uma funcao tal que Elf:lf (x) =Legq , uma sequéncia que converge a p,

coma, € D¢ea, #p para todo natural n. E natural esperar que

lim f(a, )= L.

H—T=a

De fato, sendo lim /(x) = L. dado & > 0, existe § > 0 tal que

@ 0<|x—p|<d=|f(x)-L|<e

Comoa, — p,parao 6> 0 acima existe um natural n ; tal que



”}Hﬁl:‘|du_p|{:6
e como a, # p, para todo n,

@ n>n, =0<|a —p|<é.

n>n,=|fla)—L|<e¢

lim f(a, )= L.

H—toa

Em particular, se f for continua em p e se a,, convergir a p, coma, € Dy

para todo n, entdo .,I_iﬂ_. fla,) = f).

Do que vimos acima resulta que se existirem duas sequéncias a,, e b,
com a, # p e b, # p para todo n, que convergem a p e se
j|_l>m fla,) # |_lﬂ’1 J(b,). entdo Em’? J(X) ndo existira. Frequentemente, usa-se
J +-a i o — P

este processo para mostrar a ndo existéncia de limite de uma funcdo em um
ponto.

oy 2258

Prove que para todo real p, lim /(x) ndo existe.

Solucéao

Para todo natural n # 0, existem a, e b,, a, racional e b, irracional,

tais que

1 1
p<a <pt+t—ep<bh <p+-—.
n n



Segue, pelo teorema do confronto, que

lima =pe limb = p.

H—s+os H—st=

Como lim f(a,) = 1. pois f(a,) = 1 para todo n # 0, e lim f(5,) = 0.
pois f(b ;) = 0 para todo n # 0, resulta que El_‘:?f (¥) ndo existe.

Exercicios 4.4

seia 109 = {_F 120

a) Calcule lim /(x).

b) Mostre que, para todo p # 0, El_{f'f () ndo existe.

Seja a sequéncia de termo geral a ,,, com a,, > 0 para todo natural n. Sabe-

. 1
se que llm a =a. g real, e que a,,, = para todo n. Calcule a.

H—3 toa I + (!..-




Sejam f uma funcdo, p um numero real e suponha que existam duas

sequéncias a, e b, convergindo a p, com a, e b, pertencentes a D

para todo n, tais que

lim f(a,)=Le lim f(b)=L.

Podemos, entdo, afirmar que lim /(x) = L? por qué?

Sabe-se que a sequéncia a,

convergente. Calcule |_’}'Pw da,-

Sabe-se que a sequéncia .,JE?,;';H;E.JE__ \124-1,{'24‘\/5,....

convergente. Calcule seu limite.

. | S
Prove que lim sen— nao existe.

=1l x

= wG a, = x,l'ZJE._ a; = \fﬂ\[ﬁ,

(>

[©°



m O Ndmero e

Nosso objetivo, nesta secdo, é provar que a sequéncia de termo geral

é convergente. Definiremos, entdo, o ntimero e como o limite de tal sequéncia.

, 1Y
Im|l+—| =e¢
H—++=a H

Para provar a convergéncia de tal sequéncia, é suficiente provar que ela é

crescente e que existe M > 0 tal que a,, <M para todo n > 1 (veja Apéndice A).

"

| 1) (H]I [”J] (H)I
1+=| =1+|"|=+|"|=+|"|=+..+|"|—
[ n] [Jn 2/ \3)n n)n"
_ — — 1
:l+l+n{n.l)+l+n{n USH 2].l+___|_”‘.1

. . l m
Primeiro, vamos provar que [I + —] < 3 para todo n > 1. Temos

e

n- 2! " 3! nn!

dai

1) 11 1 ﬂ
[I+;] _~I+I+E+i+_..+ﬁ(pmque.}.

|
Como 2" < (n + 1)! para todo n > 1 (verifique), resulta que = —
(n+1)!  2n

para todo n > 1, dai

[I+l] £|+I+l+iﬁ+iﬂ+...+ !
2 32 2_\

M er 1

€ como



1+l+i+...+i+...:2
s >

resulta

l L
[I + —] << 3 para todo n = 1.
n

Vamos provar, agora, que tal sequéncia é crescente. Sejam n e m naturais >
1 tais que n < m. Temos

. ) ) o !
[I+l]:]+l+l?(n?l}_l+1'r(n D=2 1, nt 1

M n 21 ' 3! n'  nl
e
- i _ . . 1
L) M=) L men—Dm=2) 1wt 1
m m’ 2! m’ 3! m"  m!

De n < m resulta



1 — <1-
n m
e dai
n(n — 1) - m(m—1)
Hi m2
nin—1)(n—2) - mim — 1(m — 2)
"’ n’
Observe: m{m—l}fm—Z) ~mm_ 1l m-2 =[I —l](l
m’ m m m m

Segue que
1+ ! <| 1+ 1
n m

se n < m. Assim, a sequéncia € crescente.

OceanofPDF.com
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CAPITULO

Teoremas do Anulamento, do Valor
Intermediario e de Weierstrass

Os teoremas do anulamento (ou de Bolzano), do valor intermediario e de
Weierstrass sao fundamentais para o desenvolvimento do curso. Neste capitulo,

apresentaremos seus enunciados e faremos algumas aplicacoes; as
demonstracoes sdo deixadas para o Apéndice B.

Teorema (do anulamento ou de Bolzano). Se f for continua no intervalo fechado [a, b] e se
f(a) e f(b) tiverem sinais contrdrios, entao existira pelo menos um c em [g, b] tal que f(c) = 0.

v 4

-———n




Mostre que a equacao x 3 _4x + 8 = 0 admite pelo menos uma raiz real.

Solucéao

Consideremos a funcao f(x) = x 3 _4x + 8; temos f(0)=8,f(-3)=-7efé
continua em [-3, 0] (os nimeros 0 e —3 foram determinados por
inspecdo), segue do teorema do anulamento que existe pelo menos um ¢
em [-3, 0] tal que f(c) = 0, isto é, a equacao x 3 _4x + 8 = 0 admite pelo
menos uma raiz real entre -3 e 0.

Teorema (do valor intermediario). Se f for continua em [a, b] e se y for um real compreendido
entre f(a) e f(b), entdo existird pelo menos um c em [q, b] tal que f(c) =Y.

VoA

=¥

Observe que o teorema do anulamento ¢ um caso particular do teorema do
valor intermediario.



Teorema (de Weierstrass). Se f for continua em [a, b], entdo existirdo x ; e x , em [q, b] tais

que flx 1) < f(x) < fix ;) paratodo x em [g, b].

VoA

O teorema de Weierstrass nos conta que, se f for continua em [a, b], entao
existirdo x; e x, em [a, b] tais que f(x ;) é o valor minimo de f em [a, b] e
f(x ») o valor mdximo de f em [a, b]. Ou de outra forma: se f for continua em
[a, b], entdo f assumira em [a, b] valor maximo e valor minimo. Chamamos sua
atencao para o fato de a hipotese de f ser continua no intervalo fechado [a, b]

ser indispensavel; por exemplo, f(x) = l x € ]0, 1], é continua em ]0, 1], mas
- X

nao assume, neste intervalo, valor maximo.

Prove que o conjunto

admite maximo e minimo.




Solucao

1, , :
f(x) = x* + — é continua em | —, 2]; segue, do teorema de Weierstrass,
X

1

5
: 1 : . .

que existem x; e x, em 5 2 | tais que f(x ;) é o valor minimo de f em

1 L. . .
{E . 2} e f(x ,) o valor maximo de f neste intervalo. Assim

1

: . , 1
flx,)=mixqx* +— | —==x=2
. 1 x |2
e
DU TP N I
f(x,) = min{x +— Eﬂ_»x_ui
Veremos, mais adiante, como determinarx ; e x,.
Exercicios

Seja f(x) = x >+ x+ 1. Justifique a afirmacdo: f tem pelo menos uma raiz
no intervalo [-1, 0].

Prove que a equacao x 3 _ 4x + 2 = 0 admite trés raizes reais distintas.

Seja a a menor raiz positiva da equacgao x 3 _ 4x + 2 = 0. Determine

intervalos de amplitudes %, é e 1 e que contenham a.



4. Prove que a equacdo x* —

admite ao menos uma raiz real. @

5. Prove que cada um dos conjuntos abaixo admite maximo e minimo.

X
A= —2=x=2
e {l-i-.vn:2 * }
By A= E <=
1+ x?

x4+ x
1+ x?

6. Sejaf [-1, 1] — R dada por f(x) =



10.

11.

a) Prove que f(1) é o valor maximo de f.

b) Prove que existe x ; € ]-1, 0 [ tal que f(x ;) é o valor minimo de f.

a) Prove que todo polinomio do grau 3 admite pelo menos uma raiz real.

b) Prove que todo polinomio de grau impar admite pelo menos uma raiz
real.

Seja f: [a, b] - R uma funcdo continua e suponha que f ndo seja constante
em [a, b]. Prove que existem numeros reais m e M, com m < M, tais que
Im f=[m, M].

(Observacao: Imagem de f=Im f= {f(x) | x € [a, b]}.)

Seja f: I - R continua, em que I é um intervalo qualquer. Prove que a
imagem de f é um intervalo.

Suponha que f: [0, 1] —» R seja continua, f(0) = 1 e que f(x) é racional para
todo x em [0, 1]. Prove que f(x) = 1, para todo x em [0, 1].

Seja f: [0, 1] —» R continua e tal que, para todo x em [0, 1], 0 < f(x) < 1.
Prove que existe c em [0, 1] tal que f(c) = c.



12. Seja f continua em [a, b] e tal que f(a) < f(b). Suponha que quaisquer que
sejam s e t em [a, b], s # t = f(s) # f(t). Prove que f é estritamente
crescente em [a, b].

(Observacao: f estritamente crescente em [a, b] ©® V' s, t em [a, b], s <t =

f(s) < f(©).)

13. Suponha f continua no intervalo I e que f admita neste intervalo uma tnica
raiz a. Suponha, ainda, que existe x ; em I, com x 5 > q, tal que f(x,) > 0.

Prove que, para todo x em I, com x > a, f(x) > 0.

14. Considere a funcao f dada por

f(x)=2x" = x* +3x.

a) Verifique que f é continua em [0, +oo[.

b) Mostre que 1 é a unica raiz de f em ]0, +oo[, que f(2) > 0 e que
1)

(1)<

¢) Conclua que f(x) > 0 em ]1, +oo[ e que f(x) <0 em ]O, 1[.

15. Suponha f continua em I e sejam a e b pertencentes a I, com a < b, as
Unicas raizes de fem I. Sejam xy,x; ex, emIcomxg <a,a<xq; <be
b <Xx,. Estude o sinal de f em I, a partir dos sinais de f(x ), f(x ;) e f(x ).

Justifique.
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CAPITULO

Funcoes Exponencial e

Logaritmica
Poténcia com Expoente Real
Na Secdo 1.7 definimos poténcia com expoente racional a’,—: S R -

estudamos suas principais propriedades. Nesta secdo, vamos definir poténcia
com expoente real.

Observamos, inicialmente, que, se f e g sdao duas funcOes definidas e
continuas em R tais que f(r) = g(r) para todo racional r, entao f(x) = g(x) para
todo real x, isto é, se duas funcdes continuas em R coincidem nos racionais,
entdo elas sdo iguais (veja Exercicio 21, Secao 3.2).

Seja, agora, a > 0 e a # 1 um real qualquer. Se existirem funcoes f e g
definidas e continuas em R e tais que para todo racional r

fry=a’egw=a’

entdo f(x) = g(x) para todo x real. Isto significa que podera existir no maximo
uma funcdo definida e continua em R e que coincide com a” em todo racional
r. O proximo teorema, cuja demonstracao é deixada para o Apéndice C,
garante-nos a existéncia de uma tal fungao.



Teorema. Sejaa > 0 e a = 1 um real qualquer. Existe uma tnica funcdo f, definida e continua em

R, tal que fir) =a " para todo racional r.

Damos, agora, a seguinte

Definicédo. Sejam a > 0, a = 1, e f como no teorema anterior. Definimos a poténcia de base a e

expoente real x por

A funcio f, definida em R, e dada por f(x) =a”, a > 0 e a # 1, denomina-se

fungdo exponencial de base a.

Sejam a > 0, b > 0, x e y reais quaisquer; provaremos no Apéndice B as

seguintes propriedades:
D a*a? =a* 7.
)@Y =a”.
(3) (ab)* =a*b*.
(4)Sea>lex<y,entdoa”™ <a”.

(5)Se0<a<lex<y,entdoa” >a”.

A propriedade (4) conta-nos que a funcdo exponencial f(x) =a”*, a > 1,
estritamente crescente em R. A (5) conta-nos que f(x) = a*, 0 <a < 1,

estritamente decrescente em R.

O grafico de f(x) = a * tem o seguinte aspecto:

[°D

[©°



a=>1 0<a <l

- W

0 0

Avalie 7V2

Solucéao

Como f(x) =2* é continua em />
a=+2=20 =20,

De \E = 1.4142 Segue 2V2 = 714142 = ) 465,
Como 1 4142 < \E _resulta que 2 1,4142

T

22
,

Esboce o grafico de

é uma aproximacao por falta de

a) f(x)=2%

Ly
b) f(x) = [5] :

Solucéo




)

R tq|._n .p.,|._- b

b)

14— — ==
0 1 2

I
I
I
| =
I
1

R J

A funcdo exponencial de base e (e = 2,718 281), f(x) = e”*,
desempenhara um papel bastante importante em todo 0 nosso curso.

Como e > 1, o grafico de f(x) = e * tem o seguinte aspecto



Jlx)=¢*

_/

0

Suponha a > 1. Verifique que

a) lim a* = oo,

N— Te=

by lim a* = 0.

¥ ——es

Solucéao

a) Javimos (Exemplo 8 da Secao 4.3) que

lim a" = +eo,

H—staa

Assim, dado ¢ > 0 existe um natural n  tal que

n>ng=a" >e

Como a* é crescente (a > 1), resulta

=Y



x>ng=a">¢

logo
lim a* = +eo.
. _ ) - . ]
by lm g* = lim a™* = lim = (.
X = —i0 = oo =3 o0 ar:
Exercicios 6.1
1. Calcule.
a) lim3
b) lirp 5
¢) lim e

d)y lim (0,13)"

¥ — +oe

e) lim[2" —3"]

e ]
. 1=27
f) .Tl—l)qlm 1 — 3x @




g) lim 2™

X—rte=

m  lim[2 +27]

A= te=

i) lim 2

X—p—es

» o lim[2 +27)

X—p—ee

. Esboce o gréfico.

a) fix)=3"

b) g(x) = (0,12) "
o) fx)=e™
d)ygx)=1+e™
e)fx)=—e™

Ng)=1-e~



gfix)=e* +e™
h) g(x) = e ™ sen x
i) fx)= e

2
—X

Ngx)=e

(] Logaritmo

Teorema. Sejama > 0, a = 1 e > 0 dois reais quaisquer. Entao existe um tinico y real tal que

a’=8.

Demonstra¢ao

Suponhamos, primeiro, a > 1. Como lim a* =+ee lim a* =0, segue que

¥ —p —ma

existem reais u e v, com u < v, tais que
a“ <B<a’.

Como f(x) = a™ é continua no intervalo fechado [u, v], segue do teorema do
valor intermediario que existe y em [u, v] tal que

flyy=Boua’ =B.
A unicidade de y segue do fato de f ser estritamente crescente.

O caso 0 < a < 1 deixamos a seu cargo.



Sejam a > 0, a # 1 e 8 > 0 dois reais quaisquer. O tnico nimero real y tal
que

a¥=p

denomina-se logaritmo de [ na base a e indica-se por y = log , . Assim

y=log, & a’=p

Observe: log , B somente esta definido paraf>0,a>0ea # 1.

Calcule.
a) log, 4
D) lo 1
g, -
c) logs 1
Solucéao

a) x =log, 4 2 =4 < x =12 Logo

1
b) x = lnggg{:}?f = — & x = —1.Logo

!
2

c) logs 1= 0, pois 5% = 1.

Observagdo importante



a¥=pey=log, B

assim

ahl;_;ﬂ I'_‘i — ﬁ

O logaritmo de 3 na base a é o expoente que se deve atribuir a base a para
reproduzir 5.

O logaritmo na base e é indicado por In, assim, In = log ,. Temos entdao
y=Inxee” =x.

Da observacao acima, segue que, para todo x > 0,

Sejama>0,a#1,b>0,b# 1, x> 0e > 0 reais quaisquer. Sao validas
as seguintes propriedades:

(1) log, a B =log, o + log, .
(2) log, af = Blog_c.

(3) log, % = log, a — log, B.

(4) (Mudanca de base)

log, o

log, o= .
log, a

(5)Sea>1ea<p, entdolog, a<log, f.

(6)Se0<a<1lea<p,entdolog, a>log, B.

Vamos demonstrar (1), e as demais ficam a seu cargo.



Demonstragdo de (1).

X=logaa@a:ax

Y=log,BeB=a’

Assim, a f§ = a*a’¥; pela propriedade (1) das poténcias com expoentes

. X Y X +Y
reals,a a =d , segue que

O(B=aX Y oouXx+ Y=Ilog, ap.
Portanto,

log, a+log, B=1log, ap.

Sejaa > 0, a # 1. A funcdo f dada por f(x) = log, x, x > 0, denomina-se
fungdo logaritmica de base a.

A propriedade (5) conta-nos que se a > 1, a funcdo logaritmica f(x) = log ,
x, x > 0, é estritamente crescente. Da propriedade (6) segue que se 0 <a<1,a
fungdo logaritmica f(x) = log , x, x > 0, é estritamente decrescente.

Esboce o grafico

a) f(x) = log, x.
b) f(x) = log, x

Solucéao

a) Dominiode f={x € R | x> 0}.



v=logx
x log,x
1
o A
1
5 - 1
1 0
- 1
4 2 -2

b) Df = ]O, +OO[.

VoA

Suponha a > 1. Calcule e justifique.



a) lm log  x.

§— e

p) lim log_ x.

="

Solucéao
a) X | a @ @ .. = +w
log,, x ‘ 1 2 3 — +w®

Se o limite existir, devera ser igual a +oo:

lim log x = +ee.

Justificagdo (por € e 6)

Dado ¢ > 0, precisamos encontrar § > 0 tal que x > 6 = log , x> €.

Tomando-se § =a ¢

x>8§=>x>a’=log, x>

log, x

R 4

0 & =0

Portanto,

lim log, x = 4o (a > 1).

¥ —s toe



b) Vamos mostrar que

a) lim log  x.

¥ —3 oo

De fato,

. : I .
lim log, x = lim log, — = Iim —log, u = —co

H=3+o i W= o

pois, lim log u = +eo.

H— tea

Deixamos a seu cargo a prova de que f(x) = log , x é continua.

Exercicios 6.2

1. Calcule.

(1) IOg 10 100

b) log, 16
c) log, \E
d) log,\/3

e)log o 1
f) logs (-5)
glog,1(a@a>0ea=#1)

h) log 5 243



Determine o dominio.
a) f(x) =log, (x + 1)
b)g(x)=In (x> - 1)

¢) g(x) = In (=x)

d) f@)=log, |x
) f(x)=1In X+
x—1

) g(x) =log 3

Ache o dominio e esboce o grafico.
a) f(x) = log 3x
b) g(x) = In x

c) flx)=log, x

3

d)gx)=In(x-1)
e) f(x) = In (=x)

f) &) =In|x]|
g) f)=|Inx|

h) gx)= ‘Inlxl|



4. Calcule.

a) lim log, x

X tee

x—i

b) limlog, x
3

c) limlnx

a0t

X

2 r]—jv]?'-lmhlx+l @

e) lim[In(2x + 1) — In(x + 3)

P ]im]nxz_l
x=1 x—]_




g) lim[xIn2 —In(3" +1)]

¥ — +om

m O Limite lim (1+ 1)

X oo X

. . 1Y
Ja provamos que a sequéncia de termo geral a_ = [I + — | converge para o
" n

nuimero e (veja Secao 4.5), isto é,

1 ] n
lim [I + —] =g,
= Too . n

lim {1 + i] =g,
R \

Sejam n > 0 um natural qualquer e x > 0 um real qualquer.

Vamos provar, agora, que

1
n=x<ntl=—=

dai

1
nEx{H+I:‘=[I+—

=

ou seja,



n x n+l
_|_
@® n=x<n+lo|1+4| sl S+ A ntl
_ n n X n+1 n+2

" |
. 1Y'n+1_ 1 +1
Como lim | 14— | 2 = lim |1+ A = e, segue de (1) que
n n A—ye n+1 n+2

]

lim (1 + l] =e.
¥ —3 o= X

Verifique que lim (1 + lJ =e

¥—p—es X

Solucéao

Fazendo x = —(t + 1), t > 0, vem

x - —-f=] !
[Hl] =[,_¢] =[1+1]i+
X 1 +1 ! !

Parax —» —oo,t — +00, assim

X i +
lim (1 + l] = lim [I +l] u =e.

¥ — —oa

Verifique que

I

a) lim(l+ k)i =e

h—=0F

1
b) lim(1+ h)r = e.

h—=




Solucéao

@) Fazendo h = 1 (h— 0" = x — +o0) VEm
X

h—=0F =t x

| .
lim (1 + &) = lim [I + l] =e.

b) Faca vocé.
Segue do Exemplo 2 que

1
lim(1 + k)" = e.

fr—1)

|

Mostre que lim - =1.
fr=al h

Solucéao

Fazendou=eh—1ouh=ln(1+u)vem

e’ —1 u 1

o In(1 + ) B In(1 + H]:—r
(h - 0=u - 0); assim
"
lim &L = fm— =L =1,
fr—ai) =l Iﬂ€

In(1 + u)»




1. Calcule.
i AN
a) lim|1+ 2
x_H“'h. x)
. 1\:+2
b lim|1+—
LX)
i 1 .
c) lim|1+ —}
x—:+w,\ 2_‘,\:
e \Ix+|
dy  lim|1+—
x_H“'\. x)
[ AN
x+2
lim
e) .7¢'—>+=-=|kA ¥ +1 ®




) lim(l+ 2x)*

r—)

g) lim(l + Z_r)-:

¥—=1]

¥ —#tea

X

2x
1 ]

h) lim [I + —

Sejaa > 0, a # 1. Mostre que

Calcule.
a) lim et~
r=10 X
by lim
x—sll X
.5 =1
c) llmS
x=3il X
) S ]
d) lim &

v=0t

lim
h=0

a" =1

=Ina.
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Derivadas

748 Introducao




Sejam f uma funcdo e p um ponto de seu dominio. Limites do tipo

i S ) = (p)

K= v‘f _ p

ocorrem de modo natural tanto na geometria como na fisica.

Consideremos, por exemplo, o problema de definir reta tangente ao grafico
de f no ponto (p, f(p)). Evidentemente, tal reta deve passar pelo ponto (p, f(p));
assim a reta tangente fica determinada se dissermos qual deve ser seu
coeficiente angular. Consideremos, entdo, a reta s, que passa pelos pontos (p,

f(p)) e (x, f(x)).

[ Y Jf
)
JQ) p=—mmm— |
[ S-S (p)
f(p) f-— 4 ————I
— I x=p |
0 P * v
f(x)— f(p)

Coeficiente angular de 5=
xX—p

Quando x tende a p, o coeficiente angular de s, tende a f'(p), em que

£'(p) = lim I =)

X—p xX—p




Observe que f'(p) (leia: f linha de p) é apenas uma notacao para indicar o
valor do limite. Assim, a medida que x vai se aproximando de p, a reta s, vai

tendendo para a posicao da reta T de equacao

@® y—f(p)=f"(p)x — p)

W

E natural, entdo, definir a reta tangente em (p, f(p)) como a reta de equacao
Q@.

Suponhamos, agora, que s = f(t) seja a equacdo horaria do movimento de
uma particula vinculada a uma reta orientada na qual se escolheu uma origem.
Isto significa dizer que a funcao f fornece a cada instante a abscissa ocupada
pela particula na reta. A velocidade média da particula entre os instantes t( et
é definida pelo quociente

f() = 1(@,)

t—t,

A velocidade (instantanea) da particula no instante t, é definida como o
limite

v(z,) = lim w



Esses exemplos sdo suficientes para levar-nos a estudar de modo puramente

abstrato as propriedades do limite lim J(x) = 1(P) .
X—pr X — p

Derivada de uma Funcéo

A1
Videoaulas
() video 10.2

Definicdo. Sejam fuma fun¢do e p um ponto de seu dominio. O limite

ORI

X— e p




quando existe e é finito, denomina-se derivada de f em p e indica-se por f'(p) (leia: f linha de p).
Assim

Fp) =

X—p

e i
x—p

Se fadmite derivada em p, entao diremos que € derivdvel ou diferencidvel em p.

Dizemos que f € derivavel ou diferenciavel em A < D se f for derivavel
em cada p € A. Diremos, simplesmente, que f é uma funcdo derivdvel ou
diferencidvel se f for derivavel em cada ponto de seu dominio.

Observacao. Seque das propriedades dos limites que

Hx fip) Hpl ) .f'{p}‘

lim = |lim
X—=+p I — p =i h
Assim
F(0)=lim LD =SB oy ) lim Jp T h; —J(2)
X—p Ty — p h—s ()

Conforme vimos na introdugdo, a reta de equacao

e iipl = i n e pl

é, por definicdo, a reta tangente ao gréfico de f no ponto (p, f(p)). Assim, a derivada de f, em p, é 0
coeficiente angular da reta tangente ao grdfico de f no ponto de abscissa p.

Seja f(x) = x 2. Calcule.



a) f)
b) f(x)

c) f(=3).
Solucéao

a) f(1)= lin}—f{x} — 'If{l) x* 1
ol oy —

= lim———=lim(x + 1) = 2.
a=lox — 1 Tl

Assim
f(1)=2.

(A derivada de f(x) = x 2 em p=1,¢éiguala?2.)

h=0 h h=l h
Como
(x +hP —x> _2xh+ M 2t h%0
h h
segue que
f(x)= }im}{?x + h) = 2x.
Portanto,

fx)=x?% = f(x) = 2x.



Observe que f(x) = 2x é uma formula que nos fornece a derivada de

f(x) =x 2 em todo x real.

c) Segue de (b) que
f(=3) = 2(-3) = -6.

Seja f(x) = x 2. Determine a equacdo da reta tangente ao grafico de f no
ponto

a) (1, f(1)).

b) (-1, f-1)).

Solucéao

a) A equacao da reta tangente em (1, f(1)) é

@ y—f)=rmE -1

fy=1r=1
£'(p)=2p (Exemplo 1, item b) = (1) =2




y=2x-1
-—— — (1, /(1))
>
X
p=-2x-1

substituindo em ®© vem

y—1=2(x—-1)ouy=2x-1.
Assim y = 2x — 1 é a equacao da reta tangente ao grafico de f(x) = x 2,

no ponto (1, f(1)).

b) A equacao da reta tangente em (-1, f(-1)) é
y—f=1D)=f(-Dx-(-1))

ou
y-f=D=fD) x+1)
{f(—l) = (-1 =1
f(p)=2p=f(-)=-2

substituindo estes valores na equacao vem
y—1=-2(x+1)ouy=-2x-1

que ¢ a equacado da reta tangente pedida.



Seja f(x) = k uma funcdo constante. Mostre que f(x) = 0 para todo x. (A
derivada de uma constante é zero.)

Solucéao

v e f(x+h)— f(x)
J'(x) = lim . :

1
—0

Como f(x) = k para todo x, resulta f(x + h) = k para todo x e todo h, assim

£'(x) = lim = 1im0 = 0.

hi—0 f} h—=0

Exemplo 4

Seja f(x) = x. Prove que f(x) = 1, para todo x.
Solucéao

1.

f'(x) =lim Sx+h) = f(x) _ “mm B

h—0 h h—0

Assim:

f)=x=f()=1.

Seja f(y) = \/; Calcule f'(2).

Solucéao




— 2
7@ = lim f{x) £2) Hzf V2
Assim:
/'(2) = lim Vx =42 = lim L
= (Wx = V2)x +42) '*\/;Jr\/_ 22
isto é,
@) =—
w2

Seja

, 1
fx)=1{* senx sex #0
se x = (.

Calcule, caso exista, f'(0).

Solucéo
S-S0 _ S L
x—10 X x
Assim,
0 - Iimil‘.ada
F'0) = lim SO =FO _ lim / TR,cn l =0.
x—0 *r—0 x—0 4 X

Y

Logo, f'(0) existe e f(0) = 0.




Exemplo 7

Mostre que f(x) = | x | ndo é derivavel em p = 0.

Solucéao
S = fO) _[x]_] T1sex=0
x—0 x —lsex<<0
dai
lim —j (x) = /(9) =]le lim Jx) = J(O) =—1.
y—0 X — y—( r -
JS(x) — f(0)

logo, lim ndo existe, ou seja, f nao é derivavel em 0. Como
=il

X =
f(0) ndo existe, o grafico de f(x) = | x | ndo admite reta tangente em (0,

f(0)).

Sejam f uma funcdo e (p, f(p)) um ponto de seu grafico. Seja s, a
reta que passa pelos pontos (p, f(p)) e (x, f(x)). Se f(p) existir, entdao o
grafico de f admitira reta tangente T em (p, f(p)); neste caso, a medida
que x se aproxima de p, quer pela direita, quer pela esquerda (sé pela
direita, se f ndo estiver definida a esquerda de p; sé pela esquerda, se f
nao estiver definida a direita de p), a reta s, tendera para a posicao da
reta T.

=V




Por outro lado, se, a medida que x tender a p pela direita, s, se
aproximar da posicdo de uma reta T; e se a medida que x se aproximar
de p pela esquerda, s, se aproximar da posicdo de outra reta T,, T, #
T ¢, entdo o grafico de f ndo admitira reta tangente em (p, f(p)), ou seja, f
(p) ndo existira.

Vo

f ndo e derivavel em p.
O grafico de f apresenta “bico”

em (p, f(p)).

O proximo exemplo destaca uma propriedade importante da reta
tangente.

Suponha f derivavel em p e seja p (x), x € D ¢ e x # p, dada por

fx) = f(p) + f(P)(x = p) + p (X)(x = p).

Mostre que

lim p(x) = 0.

X—3

Solucéao




fx) = flp) — f(p)Xx — p)

plx) = X p
r=p
Dai
lim p(x) = lim S = P f'(p) |
X—p T p xX—p
De !_imj f{J? : J(p) = f'(p). segue

lim p(x) = 0.
X—*

Observacao. Se definirmos p (p) = 0, a igualdade que aparece no Exemplo 8 serd valida
em x = p e a funcao p (x) tornar-se-a continua em p.

Facamos no exemplo anterior E(x) = p (x)(x — p). Entdo, E (x) sera o
erro que se comete na aproximacao de f pela reta tangente em (p, f(p)).

!

Quando x tende a p, evidentemente E(x) tende a zero. O Exemplo 8
nos diz mais: nos diz que quando x tende a p o erro E(x) tende a zero
mais rapidamente que x — p, isto €,

lim E(x) =
x—=p Yy — p

0.




Fica para o leitor verificar que, entre todas as retas que passam por (p, f(p)),
a reta tangente em (p, f(p)) é a unica que aproxima f(x) de modo que o erro
tenda a zero mais rapidamente que x — p. (Sugestdo: Suponha que E(x) seja o
erro que se comete na aproximacdo de f pela reta passando por (p, f(p)), com
coeficiente angular m # f'(p), e calcule o limite acima.)

Exercicios 7.2

1. Sejaf(x)=x?% + 1. Calcule
a) f'(1)
b) '(0)
¢) f(x)

2. Seja f(x) = 2x. Pensando geometricamente, qual o valor que vocé espera

para f'(p)? Calcule f(p).

3. Sejaf(x) = 3x + 2. Calcule
a) f(2)
b) f(0)
c) f'(x)



4. Calcule f(p), pela definicao, sendo dados
a) f()=x*+xep=1

by f(x)= J: ep=4

c) flx)=5x—3ep=-3
|

d fix)=—ep=1
X

e) f(x)= J: ep=23

2

|
f) 1@ =—ep
9 f)=2¢-ep=1

N f@=1Yxep=2

5. Determine a equacao da reta tangente em (p, f(p)) sendo dados
a) f(x)=x*ep=2
1
by f(x)=—ep=1
X
c) f(x)= J: ep=29

d) f(x)=x>—xep=1

6. Calcule f(x), pela definicao.



a) f(x)=x>+x
by f(x)y=3x—1
o) flx)=x

Q) f@)=—

X
e) f(x)=5x

f) fx=10

X
g) f(x)__x+1




10.

11.

12.

13.

N ) = =
xX-

Dé exemplo (por meio de um grafico) de uma funcao f, definida e
derivavel em R, tal que f(1) = 0.

Dé exemplo (por meio de um grafico) de uma funcao f, definida e
derivavel em R, tal que f(x) > 0 para todo x.

Dé exemplo (por meio de um grafico) de uma funcao f, definida e
derivavel em R, tal que f(0) < f(1).

Dé exemplo (por meio de um grafico) de uma funcao f, definida e continua
em R, tal que f(1) ndo exista.

Dé exemplo (por meio de um grafico) de uma funcao f, definida e
derivavel em R, tal que f(x) >0 parax <1 e f(x) <0 parax > 1.

Dé exemplo (por meio de um grafico) de uma funcao f, definida e
derivavel em R, tal que f(x) >0 parax <0, f(x) <Opara0<x<2ef(x)>
0 para x > 2.

Dé exemplo (por meio de um grafico) de uma funcao f, definida e
derivavel em R, tal que f(0)=0e f(1) =0.



14. Mostre que a funcao

_J2x +1 se x < |
g(x}_{—x+4 sg x = |

ndo é derivavel em p = 1. Esboce o grafico de g.

. ¥ +2 sex <
15. seJag(_.ﬂ:{;xH ::;:-_311

a) Mostre que g é derivavel em p = 1 e calcule g'(1).

b) Esboce o grafico de g.

16. qq _)2 se x =10
Seja f(x) = {_1.: +2 sex<0

a) Esboce o grafico de f.

b) f é derivavel em p = 0? Em caso afirmativo, calcule f(0).

. x + e X ==
esang =[] 1S

a) Esboce o grafico de g.

b) g é derivavel em p = 1? Por quée?

18. Construa uma funcdo f: R - R que seja continua em R e que seja
derivavel em todos os pontos, exceto em —1, 0 e 1.



19. Construa uma funcdo f: R — R que seja continua em R e derivavel em
todos os pontos, exceto nos numeros inteiros.

Derivadas de x" e V;




Teorema. Seja n # 0 um natural. Sao validas as formulas de derivacao:

a) f(x) = x"= f'(x) = na" "1,
b) f(x) =x"=f'(x) = —nx " Lx#0.

i 1 L
o) fxX)y=x"=f'(x)=—x» l, em que x > 0 se n for par e x # 0 se n for impar (n = 2).
n

Demonstrag¢do
] + [ — 1
@ £ =1lim T2

Fazendo x + h = {(f — x quando i — 0) vem

Fi Fi

. B : . .
S(x) =lim————=Tlim| "' + " *x + " x> + .+ x" ]:|.

t—=x f—x 1—x -

n parcelas
Assim,

j"'(x] = x" I _I_xn EI + x" 3x.'.' ++“ + X" I

n parcelas

ou seja,



f(x)=nx""",

| 1

) ) + i b Ii) ) + [ J— M
by f'(x)=1lim (x+h) Y= im - (x+ ) = >t : .

=0 fi—0 h (x + h)wxn

+ [T — 2 H ) 1
Por (a). llm( ") A nx" ', Como lim l = ——, resulta
h—0 h fr— (x + h}ll x" xin
1
f(x)y=—mx""" — = —nx ",

Portanto.

) =x"=f"(x) = —nx7"" L,

c) flx)= x% = d: Temos
I e FN e g

X
1= e t—x
Fazendo u = {’E ev= {’.G (f = x = u— v)resulta
u—v : 1 1
f'(x)=1lm = lim = .
=y gt — " =y gt — " T I
u—v

Assim, para x # 0 e x no dominio de f,

!(I —
1= ——

ou seja.

f(x)= —r" X

Seja f(x) = x 4. Calcule.



a) f'(x)

b) I[%J

Solucéao

a) f)=x*=fx)=4x*", ouseja,

f(x)= 4x 3.

b) Como f'(x) = 4x 3 segue _f'*[%] = 4[%] , OU seja,

(1)1
3)-+

Seja f(x) = x 3,
a) Calcule f'(x).

b) Determine a equacdo da reta tangente ao grafico de f no ponto de
abscissa 1.

Solucéo




a) Como f(x) = x>, segue f(x) = 3x °.

b) A equacao da reta tangente no ponto de abscissa 1 é
y—fH)=fMkx-1)

fy=1=1
() =3 = f(1)=3

Assim,y—1=3(x—1)ouy = 3x — 2 é a equacao da reta tangente no
ponto (1, f(1)).

Calcule f(x) sendo

a) f(x) =x"3.

) 1) ==

Solucéao

a) f(x) =x3=f"(x) = =313 1 = =3x % assim. f'(x) = —3x7%.

b) f(x) = LI assim f'(x) = —5x~% ou seja. f'(x) = _2

x* x®
Exemplo 4

Seja f(x) = \/; Calcule

a) f()




b) (3.

Solucéao
! I 1
a) f(x) = Vx ¥ =[x = %Il | e %I 2
Como L | ! segue que f'(x) 1
, —x 2 = _ = , 5eg )= ——.
2 227 2x 2/x

1 1
b) Def'(x) = resultaf'(3) = —.
2x NE

1.

Determine a equacao da reta tangente ao grafico de flx) = ";/; no ponto

de abscissa 8.

Solucéao

A equacdo da reta tangente no ponto de abscissa 8 é
y—1f(8)=f(8)x—-8)

s®) =8 =2
i =l _i — 1 J =i
flx)=3x 3'\"‘1{;:}‘{(8] B

. 4 .
Assim, vy — 2 = 1—12(,\' —8ouy = éx + 3 € a equacado da reta tangente ao grafico de

flx) = \]’)G no ponto (8, 2).

Exercicios 7.3

Seja f(x) = x > Calcule



a) f(x)
b) f(0)
)f(2)

Calcule g'(x) sendo g dada por
a) g(x)=x°
b) g(x) = 1%

c) gx)= -

d) gx)==x’

: ~ - 1
Determine a equagdo da reta tangente ao grafico de f(x) = — no ponto de
X

abscissa 2. Esboce os graficos de f e da reta tangente.



: ~ - 1
Determine a equagdo da reta tangente ao grafico de f(x) = — no ponto
xX-

de abscissa 1. Esboce os graficos de f e da reta tangente.

a) f(x)
b) f(1)
c) f(=32)

Calcule g'(x), sendo g dada por
a) ex)=x
b) gx)=1x
c) gx)= Vx
d) gx)= {I“rx

Determine a equacdo da reta tangente ao grafico de f(x) = {;‘r'.; no ponto
de abscissa 1. Esboce os graficos de f e da reta tangente.

: - 1 : -
Seja r a reta tangente ao grafico de — no ponto de abscissa p. Verifique que
X

r intercepta o eixo x no ponto de abscissa 2p.



9. Determine a reta que é tangente ao grafico de f(x) = x e paralela a reta y

=4x + 2. @

Derivadas de e* e In x

Teorema. 530 validas as formulas de derivacao

a) f(x) =ée" =f'(x) =¢e".
D)y g(x)=lnx=g'(x) = l, x=0.

Demonstra¢do



v+h X h {/ J—

a) f'(x)= limE——X = lime* - T = ¢* pois. limﬂTl = | (Exemplo 3-6.3).

i) h h—0 sl

In(x + A) —Inx 1 [ ;‘:]
=lim—In| 1+ —
X

b) g'(x) = li
) g { ‘) .'|I—IIIZ' ,!'-.r h—0 h

| [
=limIn(l + @)= = lim iln(l + ) = !
X

wi—=) =0y

pois. lim(1 + u)» = ¢ (Exemplo 2-6.3).

u—)

(e") = e

(Inx) = l x =0
"

Exercicios 7.4

1. Determine a equagdo da reta tangente ao grafico de f(x) = e * no ponto de
abscissa 0.

2. Determine a equacao da reta tangente ao grafico de f(x) = In x no ponto de
abscissa 1. Esboce os graficos de f e da reta tangente.

3. Sejaf(x)=a”,emquea>0ea#1éumreal dado. Mostre que f(x) =a”
In a.

4. Calcule f(x).



a) f(x) =2~
b) fx)=5"
¢) fx)=n*
d) fx)=e”

5. Seja g(x) = log, x, em que a > 0 e a # 1 é constante. Mostre que
1

g'w) = g’ ®»

6. Calcule g'(x)



a) g(x) = log 3 x
b) g(x) = log 5 x
¢) g(x) = log  x
d) g(x) = In x

Derivadas das Func¢ées Trigonométricas

Teorema. 530 validas as formulas de derivacao.
a) sen’x = CoS X.

b) cos'x = —sen x.

() tg'x = sec 2 x.

d) sec’x =secx tg x.

e) cotg'x = —cosec 2 x.

f) cosec’x = —cosec x cotg x.

Demonstracio



5 h 2x+ h
, . sen(x + h) —senx . sen’, cos
a) sen’x = lim = lim
h—0 h—) h
S o +h
= lim = Cos = COSX.
=0 h 2
2
—2sen h sen 2x +
, . cos(x + h) —cosx . 9"
b) cos'x = lim ( ) = lim -
b0 h—1) h
sen h
: 2 2x + h
=lim — sen = —senx.
2
, . te(x + h)—tex
c) tg'x = lim &l )t .
h—10
Fazendo f =x + h (f - x quando h — 0)
sent  senx
S tgt—tgx 7 OO
tg'x = lim g EX _ |jp COST__ cosx
f=sx 'f - X t=sx r‘ - X
. Senfcosx — senxcost 1
= lim . i
t—x f—x COStCosX
. senfcosx —senxcost .. sen(/ — x)
Como lim =lim——————=1e
f=x f—x f=sx i —x
X 1 ] ,
lim = ——— =sec’ x, resulta
=r COSICOSX  COS” X
' — 2
tg'x = sec “ x.

(d), (e) e (f) ficam a seu cargo.

Exercicios 7.5



1. Seja f(x) = sen x. Calcule.

a) f'(x)

AT
s

2. Determine a equacdo da reta tangente ao grafico de f(x) = sen x no ponto
de abscissa 0.

3. Seja f(x) = cos x. Calcule.

a) f'(x)
b) f'(0)

A
e

4. Calcule f(x) sendo
a) f(x) = tg x
b) f(x) = sec x @



5. Determine a equacdo da reta tangente ao grafico de f(x) = tg x no ponto de
abscissa 0.

6. Seja f(x) = cotg x. Calcule.

a) f'(x)

EW

7. Seja g(x) = cosec x. Calcule.

a) g'(x)
|
4

Derivabilidade e Continuidade



A funcdo f(x) = | x | ndo é derivavel em p = 0 (Exemplo 7-7.2); entretanto, esta
funcdo é continua em p = 0, 0 que nos mostra que uma fungdo pode ser
continua em um ponto sem ser derivavel neste ponto.

L

S =]x]

f(x) = | x| € continua em 0,
mas ndo € derivavel em 0.

=Y

Deste modo, continuidade ndo implica derivabilidade.
Entretanto, derivabilidade implica continuidade, como mostra 0 seguinte
teorema.

Teorema. Se ffor derivavel em p, entdo f sera continua em p.

Demonstracio

Pela hipétese, f é derivavel em p, logo lim J) = J(p)
.'u'ﬁll'.i v‘c J— p

Precisamos provar que f é continua em p, isto é, que !1_1’}1 J(x) = f(p). Temos

existe e é igual a f'(p).



f) - f(p) = LRI (v #p,
xX=p
dai.
tim[ /) = /(p)] = lim KL= ime ) = 7p) 0= 0
ou seja,
lim[ f(x) = f(p)] =0
e, portanto,

lim /(x) = /(p)

Observacao. Seque do teorema que, se fndo for continua em p, entdo f ndo podera ser derivavel
emp.

A funcdo f(x) = {

x* sex=1

é derivavel em p = 1? Por que?
2 sex>

Solucéao
f ndo é continua em 1, pois lﬂlll f(x) =2 é diferente de lﬂlll flx) =1

Como f ndo é continua em 1, segue que f ndo é derivavel em 1.

o f(x) = ¥ sex =1
Seja /() {I se x =1

a) fé continua em 1?




b) fé diferenciavel em 1?

Solucéao

@) li11|1_ flx) = li11|1 f(x) = 1= f(1). logo, fé continua em 1.

D) Como fe continua em 1. fpodera ser derivavel ou ndo em 1. Temos

-

f("') J() Iﬁ_ll se x =1

x—1 T
0 sex = 1.

Assim,

im LD =D o iy S ZTD iy =2

v— 1" X - K=l X - r—]

logo, limmj;{(l) ndo existe, ou seja, f ndo é derivavel em 1.
x=l y —

f& continua em 1. mas néo e derivavel
neste ponto: o grafico de fapresenta

L f =
/I ; um “bico” no ponto (1. f(1)).
I

1

=W

S ﬁxEL
eJa{Zr—l se x = |

a) féderivavel em 1?



b) fé continua em 1?

Solucéao
fo - 2T ex<i
f'.'} x—1 - X -
2 sex = .
linlul Jx)— ) lin|1 f(x)— ,lf{lJ _ 9
K — _‘_||_' — r— __‘L' —

Logo, f é derivdavelem 1 e f(1) = 2.

b) Como f é derivavel em 1, segue que f é continua em 1.

Exercicios 7.6

1. x4+l sex =<2
S :
eja{l sex =2

a) f é continua em 2? Por qué?

b) f é derivavel em 2? Por qué?

Seja f x* sex=0
|-

sex >0

2.

a) f é derivavel em 07? Justifique.

b) f é continua em 07 Justifique.



-

3. Seja{—x—l-?: sc:a‘ii}I
x—3 sex=3

a) f é derivavel em 3? Justifique.

b) f é continua em 3? Justifique.

Regras de Derivacédo

Teorema 1. Sejam fe g derivdveis em p e seja k uma constante. Entao, as funcoes f +g, kfe f-g sao
derivaveis em p e tém-se

(D) (F+9)'(p) =F(p) + 4'(p).
(D2) (kf)'(p) = kf (p).
(D3) (f- g)'(p) =f(p)g(p) + fip) ¢'(p).



Demonstrag¢do

@)+ e[ F(p) +ep)]

xX—=p

1) (f +g)(p) = lim

X—=p

xX—p xX—p

_ ,im[_f'(x) ~/(p) , g(x) ~ &(p)

=/'(p) +&'(p)
(Em palavras: A derivada de uma soma é igual a soma das derivadas das
parcelas.)

02) (FY(p) = lim D =R WD) _ o S0 = 1)
o xX—p x=p X —=p
(kY (p) = kf"(p).

(Em palavras: A derivada do produto de uma constante por uma fungdo é igual

= kf"'( p), ou seja.

ao produto da constante pela derivada da fungdo.)

D3) (f - gY(p) = lim LX) 8X) = J(p) &(p)
_ lim —

— i L X8() = f(p)e(x) + f(p)g(x) — f(p)g(p)

x—=p X — p
_ Iim[_f'(x] — J(p)  o(x) + f(p)- g(x) — H(P)]
= p xX—p X—p

= f'(p) g(p)+ f(p)g'(p).

Observe que, pelo fato de g ser derivavel em p, g sera continua em p, e,
assim, Ei_;n})g(x] = g(p).

(Em palavras: A derivada do produto de duas fungdes é igual a derivada da
primeira multiplicada pela segunda mais a primeira multiplicada pela
derivada da segunda.)



Teorema 2. (Regra do quociente). Se f e g forem derivaveis em p e se g(p) # 0, entdo / serd
g

derivavelemp e

(D4) {iJ (p) = ILipiE(o) ffp}g{ﬁ’l
g [e(p)]

(Em palavras: A derivada de um quociente é iqual a derivada do numerador multiplicado pelo
denominador menos o numerador multiplicado pela derivada do denominador, sobre o quadrado do
denominador.)

Demonstracdo
| f(x)  f(p)
{i].(p) i £ glp) _ Sgp) = (p)gx) 1
g Fp xX—=p rop xX—p g(x]g{p)

Somando e subtraindo f (p)g(p) ao numerador resulta

[i] (p) = Iim[-”"” L0 BRI () lut {1:) IR S
¢ LT x=p | gxglp)

e, portanto,

[i] (p) = L' 2)&p) = F()E'(P)
le(p))



(O [£(x) + 2] =1'(x) +£'().

(D2) [l @]’ = k' @).

(D3) [f(@gW)]' = f'(X)g) +f)g' ().

m@[f(q f'(x)g) = f()g'(x)
(x) ()]

Observacéo. A notacdo [f(x)]' é usada com frequéncia para indicar a derivada de f(x) em x.

Seja f(x) = 4x 3 +x 2. Calcule.
a) fx).

b) f(1).

Solucéao

0 70 = [ + 27 2 @y + 62y,
Pela (D2), (4x3)y =4-(x3) =4-3x2 =12x°.
Segue
f(x)=(@x3) +(x?) =12x 2 +2x,
ou seja,

f(x)=12x 2+ 2x.




‘ b) Como f(x)=12x? + 2x, segue f(1) = 14.

Calcule g'(x) em que g(x) = 5x 4+ 4.
Solucéao
g'(x) = [5x Y14y = (5x 4)’ +(4).

Ja vimos que a derivada de uma constante € zero, assim, (4)" = 0.

Como (5x 4)' = 20x 2 resulta

g'(x) =20x 3.
Calcule f(x) em que f(x) = 2x +3 .
¥ +1

Solucéao

Pela regra do quociente

f'(x) = [21 - 3] _ Qx4 - Qe+

x? +1 (x? +1)°

Como
(2x+3) =2e(x? +1) =2x

resulta




(1) - (2x +3)2x
A (x> + 1)
ou
v —2xt —6x + 2

Exemplo 4

Seja f(x) = (3x 2 + 1)e *. Calcule f(x).
Solucéao

Pela regra do produto

fx)=0CBx%2+1)ye* +(3x? +1)(e”).

Como
(Bx% +1)y=6xe(eX)=e”
resulta
fx)=6xeX+@Bx2+1)e”,
ou seja,

f(x)=(Bx? +6x+1)e™.

5€
X

Seja h(x) = % Calcule h'(x).

Solucéo




Pela regra do quociente

(senx)(x + 1) —senx(x + 1) _ (cosx)(x +1) —senx

H(x)= - .
(x + 1) (x + 1)

Assim.

_ (x +1)cosx —senx
(x +1)° ‘

H(x)

Seja f(x) = x 3 +In x. Calcule f(x).
Solucéao
j-p(l.) — (I.'i + lnx}F = {x'!-)f + (lnx}r — 311 + l,
X

ou seja,

f(x)=3x* + l
X

Exemplo 7

Sejam f{,f», ..., [, n = 2, funcdes derivaveis em p. Prove, por inducao

finita, que f1 +fo + ... + f,, é derivavel em p e que
(i + o+t L) ()= f(p) +..+ fi(p).

Solucéao
i) Para n = 2 é verdadeira (D1).
ii) Seja k > 2. De

fi+fo+ . +fe+fe s1=f1+f2+ .+ l+fk +1




segue que se a afirmacado for verdadeira para n = k também o sera para n
=k+ 1.

Calcule a derivada

a) f(x)=3x"+ %x“ +x + 2.

I
) g(x)=x’ "‘—,,"‘\/;.
2
Solucéao

) J'(x) :{k‘ + %x* +x + 2] =(3x%) + [%ﬁ} + (x) +(2) =15x* + gf +1.
Assim,

i 4
S(x)=15x* -l—;x-‘ +1.

» g;{x;.z[xz .1.4_1,\/;} :(xm[ij] cWaymax s 2
x° x° X’ 2\/’1—}

ou seja,

2 1
gx)=2x——+

x? 2\/; '

Exercicios 7.7

1. Calcule f'(x).



a) f(x)=3x>+5
by f()=x+x>+1
) f(x)=32—-2x+ 4

d) f(x)=3x+ \/:

e) f(x)=5+3x"7

N 1@ =2x
1

9 f@ =3+
X
n o fw=2+2

2 .
i flx)= ;x + le

» f@=Yx +Vx

1 1
N f=2x+ —+—
x X

m) f(x)=6x"+ Ix

n) f(x) = 5x* + bx® + ex? + k. em que b. ¢ e k sdo constantes.

: 1 : ~ -
2. Seja g(x) =x> + —_ Determine a equacdo da reta tangente ao grafico de g
X

no ponto (1, g (1)_).



Seja f(x) = x> + l
X

a) Determine o ponto do grafico de f em que a reta tangente, neste ponto,
seja paralela ao eixo x.

b) Esboce o grafico de f.

Sejaf(x)=x3 +3x% + 1.
a) Estude o sinal de f(x).
b) Calcule e lim f(x) e lim f(x).

c¢) Utilizando as informac0es acima, faca um esbog¢o do grafico de f.

Mesmo exercicio que o anterior, considerando a funcao f(x) = x S +x?% -

5x.

Seja f(x) = x> + 3x.

a) Determine a equacdo da reta tangente ao grafico de f no ponto de
abscissa 0.

b) Estude o sinal de f'(x).

c¢) Esboce o gréfico de f.

Calcule F'(x) em que F(x) é igual a

X

a
) x4+



b)
x +1
3x* + 3
c)
5x—3
Jx
9 r + 1
X
e) Sx+

X
2 +1

Seja g(x) =

a) Determine os pontos do grafico de g em que as retas tangentes, nestes
pontos, sejam paralelas ao eixo x.

b) Estude o sinal de g'(x).
¢) Calcule e lim g(x) e lim g(x).

d) Utilizando as informacdes acima, faca um esbogo do grafico de g.

Calcule f'(x) em que f(x) é igual a

a) 3x>+ 5cosx



b)

f)

g)

h)

7

D)

q)

COsSX
x +1

Xsenx

xtgx

x +1
tgx

3
senx + cosx

Secx
3x + 2

cosx + (x2 + 1) senx
\/;secx

Jcosx + Ssecx

X cotgx

4 secx + cotgx

X+ 3xtgx

x? +1

S5eCXx

x+1
X senx

X

CoOseCx

(* + \/; ) cosec x



10.

11.

12.

X +senx
X —COosXx

Seja f(x) = x 2 sen x + cos x. Calcule:
a) f(x)

b) £ (0)

c) f(3a)

d) f(x*)

Seja f(x) = sen x + cos x, 0 < x < 2.
a) Estude o sinal de f'(x).

b) Faca um esboco do grafico de f.

Calcule f'(x).
a) flx)y=x*é
by f(x)=3x+5Inx

c) f(x)=e"cosx

| + e
] —¢*

d) flx)=

e) f(x)=x’Inx + 2



+1
N == ®

xlnx

g) f)=4+57Inx

_ &

W =
D ey ="x
X

e

»F@=—

13. Sejam f, g e h fungdes derivaveis. Verifique que



[ {(x)g()h()T = F(x)g(x)h(x) + f(x)g'(x)h(x) + f(x)g(x)h'(x).

14. Calcule F'(x) sendo F(x) igual a
a)xe” cosx
b) x *(cos x)(1 + In x)

c) e* sen x cos x

d (1+ \./;}e‘tgx

Funcdo Derivada e Derivadas de Ordem Superior

Sejam f uma fungdo e A o conjunto dos x para os quais f(x) existe. A funcao f'"
A » R dada por x » f(x), denomina-se fungdo derivada ou, simplesmente,
derivada de f; diremos, ainda, que f é a derivada de 1 ordem de f. A derivada

de 12 ordem de f é também indicada por f M

A derivada de f denomina-se derivada de 2 ¢ ordem de f e é indicada por ["
ou por f @ assim, f" = (f)'. De modo anélogo, define-se as derivadas de ordens
superiores a 2 de f.

Seja f(x) = 3x 3 _6x + 1. Determine f,fef".

Solucéao
f'(x) = 9x* — 6. para todo x; assim D, = R,
f(x) = 18x, para todo x; D = IF{

S(x) = 18, para todo x; Difm = R.




. 2 . - =
seja 1= {17221}

Esboce os graficos de fef.
Solucéao

Parax <1, f(x) = x 2 daf f(x) = 2x.
Parax > 1, f(x) =1, dai f(x) = 0.

Em 1 devemos aplicar a definicdo (se vocé ja desenhou o grafico de f,
deve estar prevendo que f(1) ndo existe).

x? =1
— e x =l
S =) _Jx—1 :{x—i-l se x <1
x—1 1 —1 x> 1 0 sex =1
x—1

dai

p SO =S e S0 = S

v— 1! X = v—| X -

Logo, f ndo é derivavel em 1, isto é, f(1) ndo existe. Portanto

veon_ J2x sex <1, _m _ M
f(.x)—{ﬁ scx}]'Df" R —{1}.




1. Determine f,f' e f".

a) f(x)=4x*+ 2x

b 1®== ®




c) f(x)= 52— L

X

d) f(x)=3x—6x+1
e) flx)= x[x]

N Jxt+3x sex=1
RAL {Sx — 1 se x =1

Esboce os graficosde f, f e f".
a) f(x)=x*|x|

N Jxt+3x sex=1
b @ {5}: — 1 sex =1

Determine a derivada de ordem n.
a) fx)=e”

b) f(x) = sen x

c} f(x) = cos x

d) f(x)=Inx



Notacdes para a Derivada

Frequentemente, usamos expressoes do tipo y = f(x), s = f(t), u = f(v) etc. para
indicar uma funcdao. Em y = f(x), y é a varidvel dependente e x a varidvel
independente; em s = f(t), s é a varidvel dependente e t a varidvel
independente.

Se a funcdo vem dada por y = f(x), a notacdo, devida a Leibniz, @ (leia:

X
derivada de y em relacdo a x) é usada para indicar a derivada de f em x:
X v _ f'(x). De acordo com a definigdo de derivada
' ¥ X+ — fix
L~ i) = i L2 BT

Observe que o simbolo Ax (leia: delta x) desempenha aqui 0 mesmo papel
que o h em lim At h; —J ('ﬂ. Fazendo Ay = f(x + Ax) — f(x) resulta

h—=0

dyv . Ay
— = [im —.
d_l' Ay =) ﬂx

v

dy av
Anotagdo — ¢ usada para indicar a derivadadey = f(x) emx = x, 1 —- =f"(x,)-
e |x =x, dx |x =x,
: _df . W . df .
Usaremos, ainda, a notacdo d para indicar a funcédo derivada de vy = f(x) : d_ = f'. A deri-
X X

df

vada de y = f(x). em x, sera entdo indicada por ﬂx () = =—(x).
dx dx



af

Se a funcao f for dada por s = f(t), as notacoes % e —(t) serao usadas para
dt

indicar f'(t). Pela defini¢ao de derivada

ds As
— = lim —, As = f(t + Ar) — f(1).
" Iim v em que As = f{( ) — (D)

Sejay = 5x 3 +x 2. Calcule a derivada.

Solucéao
ﬁ = i(5:4.'-‘ +x)=05x" +x*) =15x" + 2x.
dx dx
Assim,
ﬁ =15x% + 2x.
dx
d

Observe que o simbolo dx aplicado a 5x 3 + x 2 indica a derivada de

2 em relacdo a x. Da mesma forma, a notacdo (5x 3+ x 2)’

2

5x3 + X

indica a derivada de 5x > + x

Calcule ﬁ sendo 5 = ﬁSt .
dt 41

, em relacao a x.

Solucéao

ds _d| 5 |_[ 5t I: (5)'(¢* +1)—5¢(t + 1)
r*+1 * +1 (" +1)

d.r_E




ou seja,

ds _ 5-50°

dr (12 +1)2°

5 r
Aqui as notacgoes daf_ o ! indicam a derivada de
di\ " +1 1 +1

St
t* +1

Sejay=u 2. Calcule % . pela definicao.
u

. em relacdo a t.

Solucéao

Facamos f(u) = u 2. Assim,

Y _ f'(w) = lim S+ Au) = fQu) _ i T Au)* —u’

Pe il An—0 A A0 A

= 2u.

v

Assim, y = u® = — = 2u.

du
Exemplo 4

Calcule.

d ., .
a)y — | X — 2X|.
}dx[ ]

d
by — [cos 1].
}dr[ ]

d 2
c) — [us — Sul.
}du[ ]




d

dy — [utgul.

: du Lt 1]

Solucéao
d . ,

a)y — [x* — 5x] = (x* — 5x)) = 2x — 5.
dx

b) 4 [cos ] = (cos f)' = —sent
dt '
d ,

¢) — [ — Su]l = (* — 5u)’ = 2u — 5.
du

d
d) d_ [utgu] = (utgu) = tgu + usec u.
u

Seja x = t 2 sen t. Calcule.
a) ﬁ
dt
n &
dt |y =r.
Solucéao
a)  _ i(ﬁ senf) = 2tsent + 1 cos 1.
df  dt
Assim,
dx
— = (2 sent + tcost).
dt
dx >
b) — =—x".
dt|f=n




E muito comum a notacdo y = y(x) para indicar uma funcao; observe que
nesta notacao a letra y esta sendo usada para indicar a funcdo e ao mesmo
tempo a variavel dependente.

Sejam u = u(x) e v = v(x) fungdes derivaveis num mesmo conjunto A.
Segue das regras de derivacao que para todo x em A, tem-se
dv d du dv
ﬂ) '1:=If+v;‘>—y=—[H+V]=—u+—‘l,
de  dx dx  dx
dv d du dv
Dy y=uww=—=—[w]=—v+u—.
dx  dx dx dx
du o dv
_u_dy _dlu|_ @ " |
c) y=—=>—"—=—|—|="——">emtodox € 4, com v(x) # 0.
v de  dx| v v

Exemplo 7

Sejay =u 2 em que u = u(x) é uma funcao derivavel. Verifique que

dv . du
dx dx
Solucéao
v d d d
y=u-u=>i=—[u-:.r]=iﬂ+yi,
de  dx dx dx
Assim,
dy du




Calcule ;,i em que y = (x s 3x) 2
X

Solucéao

Facamos u = x 2 + 3x. Assim,

y=u2,emqueu=x2 + 3x.

Pelo exemplo anterior,

@ _ Enﬁ.
dx dx
du d .
Como — = — [+ + 3x] = 2x + 3. segue que
dre  dx
dy ,
— =2(x* + 3x)(2x + 3).
e 51 f T)( r? )
u du
cx

Observacéo. Vlimos, no Exemplo 7, que sendo y = u 2 com u = ulx) derivavel, resulta
qr . di

— = Ju—.
dx dx
Por outro lado, v = ? = v _ i[?ﬁ] = 2. Assim,
] du du
dy _ dv du
© dx  du dx

y N
em que d_ deve ser calculado em u = u(x). Provaremos mais adiante que
1

esta regra @, conhecida como regra da cadeia, é véalida sempre que y =
y(u) e u = u(x) forem derivaveis.




‘ A seguir, provaremos @ num caso particular.

(Regra da cadeia: um caso particular.) Sejam y = f(u) e u = g(x) funcoes

derivaveis e tais que, para todo x no dominio de g, g(x) pertenca ao
dominio de f. Suponhamos, ainda, que

Au=gx+Ax)—g(x)#0

para todo x e x + Ax no dominio de g, com Ax # 0. Nestas condicoes, a
composta y = f(g(x)) é derivavel e vale a regra da cadeia

& _dvdu
dx  du dx
dy _
em que % deve ser calculada em u = g(x).
1
Solucéao
dy  _ lim Sflg(x + Ax)) — f(g(x))
dx ar—l Arv
~ lim flglx + Ax)) — f(g(x)) g(x + Ax) — g(x)
=0 g(x + Ax) — g(x) Ax ‘

Temos

. g(x + Ax) — g(. . A 1
lim g )~ gl lim == = ££,
Ar= Ax Av— Ay dx‘

Fazendo Au = g(x + Ax) — g(x) resulta

L Slele + A) — f(g() _ St Aw)) — [ (u)
A= oy + Ax) — g(x) Bu—0 Ax

. Ay dy
= lIm — = —
A0 Agy el




em que ? deve ser calculada em u = g(x). Assim
1

dy . Ay .. Au_ dydu
— = lim — lim — =
(_.{1_' a0 gy Ac= ﬂx d” dx

Observagcio. De Y _ f'w)e ciiy 2'(x) temos, também,
du dx

d!
d—i = fuw)g'(x), u = g(x),

ou seja,

[ AlgC]" = f(g(x))g' ().

Seja y = f(x). A notagdo i *: = di ﬂ] sera usada para indicar a derivada
2

‘.l

de segunda ordem de f, em x, isto é, = f"(x). A derivada de 32 ordem

LR =2
sera, também, indicada por ) = i[d—'}J e assim por diante.

det dx | dx?
Exemplo 10

Sejay = 3x > — 6x + 2. Calcule

d’y
9 dx’
by 4
dx* |y =,




Solucéao

a) Y _ i[3.1r3 —6x+2]=9%m2—6
dx X
d'{’ = 9 ow — 6] = 18x.
dy®  dx
Assim,
9V 18
dx”
d’y _ ’ .
b) F = 0. que é o valor da derivada segunda em x = 0.
X x=0.

Sejay = t3x em que x = x(t) é uma funcdo derivavel até a 22 ordem.

Verifique que

a) Y _ 3t + r-’*ﬁ,
dt dt
by DY — 6+ 62 4 pd X
dt* dt dt-
Solucéao

a) Observe que x é uma funcdo derivavel de t. Pela regra do produto,




d . . dx
b _ —(t'x) = i(r-‘} X+ —
di dt dlt dt
ou seja,
P _ 3t*x + tjﬁ,
dt dt
b) Temos:
yood d| . d b d L
d;} = Spex)+ S r S =6+ 30 +3r3—x+r-’d T
dt dr| drt dt dt dt*
ou seja.
e L3
dt* dt dt*
Exercicios 7.9

1. Calcule a derivada.

a) v=>5c+6x—1

b) 5={G+%




u+1

e) v=
Inu

) x=re

g) s=etgt
4]

h y= !
senx

) v= \If; sec u

J) x=§+%
t t

) x=¢écost

m) u=5.1|-'1-|—i4
v

4_

ny V=-—mr
3
1

0) E=—v?

) 2

L
p) E= Eﬁw*, m constante

. a
q) U= —; — —-.aebconstantes
x©x

3

Seja v = — . Calcule.
x + \/-.;

dy

a
)cﬁ:



Sejay = t?x, em que x = x(t) é uma funcdo derivavel. Calcule -ﬂi
=1

supondo % =2ex=3parat=1(istoé, x(1) = 3).
tle=1

Considere a fungdo y = xt3, na qual x = x(t) é uma funcao derivavel.

Calcule & sabendo que dx =3 eque x(2) =1 (isto ¢, x =1
parat = 2).

. ~ t ‘ ~ . s
Considere a funcdo y = — > na qual t = t(x) é uma funcdo derivavel.
v +

sabendo que d =4 e que t = 2 para x = 1.
x=1 dx |y =

(Observe que t esta sendo olhado como fungao de x.)

Calcule fﬂ’i
dx

Seja v L Verifique que xﬂ + 2y =0.

B dx

1 dy

: - ) ,
Seja y = — - constante. Verifique que — — x3* = 0,

x4+ dx

Calcule a derivada segunda.



a yv=x+2—3

by x=rfsent

1
o) y=x"+—
X

d v=rtlnt
e) x=¢ecost

) y=

e*
X

9. Sejay=x? —3x. Verifique que x Iy _ & _ 3.

dx? - dx

10. Seja y = l Verifique que xlﬂ _ Gﬂ
-x dx’ dx

il

dy
IE

11. Seja x = cos t. Verifique que +x=0.

12. Sejay =e* cos x. Verifique que 4y _ 2ﬁ + 2y = 0.
jay que que —= —2-- + 2 ®»




13.

14.

15.

16.

Sejay =te . Verifique que ﬂ - 2ﬁ + v =0.
dt” de

Suponha que y = y(r) seja derivavel até a 2 ¢ ordem. Verifique que

d v ; d*y
— [f'3+!‘)—J =(2r+]}ai+[r3+r] 1
dr dr dr -

dr

Seja y = x 2. em que x = x(t) é uma funcdo derivavel até a 22 ordem.

Verifique que ﬂ =2 & + 2x d?
dt’ dr dt”

Suponha que x = x(t) seja derivavel até a 2  ordem. Verifique que



(f[,ﬁdr] de | d’x
a —|t— |=2—+t—F.
d 2
b) -EE—(.Y-EEE-] = [ féE-J + 1‘£{i§:+
dr\ dt dt dr’
Regra da Cadeia para Derivacdo de Funcéo

Composta

Sejam y = f(x) e x = g(t) duas fungbes derivaveis, com Im g < D . Nosso
objetivo, a seguir, é provar que a composta h(t) = f(g(t)) é derivavel e que vale
a regra da cadeia

© H(@®) =g ).t € D,

Antes de passarmos a demonstracdo de @, vejamos como fica a regra da
cadeia na notacdo de Leibniz. Temos

dy dx
—_— = 'rl_' —_— Flr.
i fl(x)e ~ g'(1)

Sendo a composta dada por y = f(g(t)), segue de @ que

ﬂf‘b’ ot r
— = ["e)g'(0)
ou
dy
=== [(x)g(¢), em que x = g().
dt

Assim,



dv _ dy dx

dt  dx dt

em que ;ri deve ser calculado em x = g(t).
X

Suponhamos y = f(x) derivavel em p, x = g(t) derivavel em t,, com p =
g(tp), eIm g < Dy. Seja h(t) = f(g(t)). Vamos provar que

h(to)=F(9(to)) g'(to)

Para isto, consideremos a fun¢do T dada por

T(x) = f(p) + f (P)(x - p).

=V

Observe que o grafico de T é a reta tangente ao grafico de f, em (p, f(p)).
‘Temos

flx) = T(x) + E(x)
ou

@ f@®) = f(p) =f'(p)x —p) + E().x € D,.



em que E(x) é o erro que se comete ao aproximar f(x) por T(x). Conforme
vimos no Exemplo 8 da Secdo 7.2, E(x) = p(x)(x — p), x € Dy, em que
EEPL“ = 0=p(0). Fazendo em @ x = g(t) e p = g(ty) e, em seguida,

dividindo ambos os membros por t—t, (t # t o ), obtemos

f(g() — f(eg())

t—1,

[F) ~ E;'[fu] . E(e)

r—1,

= f'(g(t,)=

I'r

Temos

g{}—gt )

0

Ilmf (g(1,)) = f'(g(t,)g'(1,).

Por outro lado, de E(x) = p(x)(x — p) segue E(g(t)) = p(g(9))(g(t) — g(t))
Temos

lim p(g(1) = lim p(x) =

Dai
lim E{ ﬂD im p(g(1) - Li“”] =0-g'(t,)=0
Portanto
Ht,) = limM — lim J(g(®) — f(g(s,)) _ T2 )e (1),

=i I — fn =i I — fn

Aplicacdes da Regra da Cadeia

Pelo que vimos na secao anterior, sendo y = f(u) e u = g(x) derivaveis, com Im
g © Dy, entdo a derivada da composta y = f(g(x)) € dada por

dy

d_ = f(g(x)g'(x)



ou
dy ) ,
d; = f(u)g'(x), em que u = g(x)
X

ou

dv _ dv du

dx  du dx

em que ? deve ser calculada em u = g(x).
i

Calcule a derivada.

a) y=€3x.
b) y=sent?.
Solucéao

a) y=e", em que u=3x. Pela regra da cadeia

dv _dy du
dx  dudv
Como ﬁ =gl e ﬁ = 3, resulta
du dx
& =¢" -3 ou & = 3e'",

E dx




b) y=senx, em que x =t 2. Pela regra da cadeia

1y 1x
Como &~ — cosxe — = 2t, resulta

dx dt

dy
— =cosx * 2t
dt

ou seja.
dy
— = 2tcosi’,
dt

) . . . .
Poderiamos, também, ter obtido i aplicando diretamente a férmula

[ (g = f(g(©)g'(©. Veja:

& = [sen ]’ = sen’ *(?) = 2fcos F.
dt

Calcule f(x), sendo
a) fly=0Ex*+1)°.

b) f(x) = cos 3x.




Solucéao

a) fix)=u>,emqueu=3x? +1. Temos

(1)—5[&' ]ﬂ—&u %—3{3 + 1)*(6x),

ou seja,

f(x) = 18x(3x s 1) 2

b) f(x)=[cos 3x]' = cos' 3x - (3x)' = -3 sen 3x.

Calcule ﬁ sendo y = In(x 2+ 3).

dx
Solucéao
y=lnu,u=x2 + 3.
P _ = i[l .t.t]ﬁ = l2.}:
dx  du dx  u
ou seja,
dy _ 2x
de  x?+3

Exemplo 4



Seja f: R —» R uma funcao derivavel e seja g(x) = f(cos x). Calcule

T 1
"I — |supondo {'| — | = 4.

Solucéao

Pela regra da cadeia
g'(x) = f'(cos x) (cos x)’
ou seja,

g'(x) = —sen x f'(cos x).

Entao

Suponha g derivavel. Verifique que

0) [5] = esg! (x).
b) [ne@)] = £
g(x)
c) [cos g(x)]" = —g'(x) sen g(x).
d) [sen g(x)]" = g'(x) cos g(x).

Solucéao

a) y=e" u=g).



dv  dv du d du

;=;_=_[€rr]_1
dy  dudc  du dx

Assim,

dv

E—E'gh} u=g(x),

ou seja,

[e9d (X)]r =e9 (X)g'(x).

b) y=Inu,u=g(x)

& _4d ﬁm_ g
dx  du [In ] dx &)= g(x)

(c) e (d) ficam a seu cargo.

Seja y = x 2e > Calcule a derivada.

Solucéao
Pela regra do produto,

Como (x %) =2x e (e >) = e >*(3x)' = 3e ** resulta

dy
2 = oxe™ + 32>
dx




ou seja,

b _ xe[2 + 3x].
dx

Exemplo 7

Seja y = xe ~*. Verifique que
d*y fy
2142 gy =
dx? dx
Solucéao
dy .
;t — E.—?.r + x(e—_}.r )J' — e—h' — EIE—ZJ
dx
2 ;
i‘; -1 o [E,—E.'l']' — [er—zx]f — _2€—3.'l' — [28—3\‘. _ 4I€—]1‘]
X~
=—de > + 4xe?*,
Entao
dtf + 4£ + 4y =[—de ™ +dxe |+ 4le* — 2xe ] + dxe ™
ey dx X
= —de " +dxe ™ +de? — Bye " +dxe ™ =0

Calcule 4y sendo y = cos 5x.
dx*

Solucéao




— = —5 sgen Sx.
dx
dy = —35[sen 5x]" = —25 cos 5x
dx?’
Exemplo 9
Calcule ﬁ
dx
4
x+1
n) v= "
[x‘ + l)
by y=3x*+3
Solucéao
+ 1
a) y=utu= i
x? +1
3 W
; x + +
D gy XL [ 2FL Y
dr dx Rl R |
Como
x+l ’=xz_|_1_(x-|—])2x=—x2—21'+l
X+ 1 (x* +1y (x* £1)7
resulta
@_4 x+1 3—:4:2—2x-|-1
dx XH1) (A1)




1
by v = u?, emque u = x> + 3.
dx 3

Sdu 1 e
= (2 3 3 (x + 3).
dx 3H ) 2 )

Assim,

dy 2x

@ 3l +3p

Exemplo 10

Seja g derivavel e n # 0 inteiro. Verifique que

a) [(g))]" = n(gt)" ™" g' ().
b) [(g)'] = i(g(l‘JJ”—]g’(ﬁi}(ﬂ = 2).

Solucéao

a) y=u",u=g(x).

afv — d L ﬁ_ =l ' 4
dx dy{y }dx g (x)

ou seja,

dy ot
e n(g(x)) " g'(x).

b) Fica a seu cargo.




Seja f: R - R uma funcdo derivavel até a 22 ordem e seja g dada por
gx) = f(x 2 ). Calcule g"(2), supondo f(4) =2 e f'(4) = 3.

Solucédo
g =fxH)x?y =2xf(x?).
g'(x) = [2x F(x )T = (2x) F(x ) + 2x[F(x 2)].
Como [f(x *)]' = f'(x *)(x *)' = f'(x *)2x, resulta
g'x) =2 Px?)+4x? P(x?).
Entao,
g'(2)=2f(4) + 16 f'(4)
ou seja,

g"(2) = 52.

A fungdo diferenciavel y = f(x) é tal que, para todo x € Dy,

xf(x) + sen f(x) = 4.

Mostre que

v —f(x)
S = X + cos £(x)

para todo x € D ¢, com x + cos f(x) # 0.




Solucéao
[xf(x) + sen f(x)]' = 4'.
[xf(x)]" + [sen f(x)]' = 0.
f(x) + xf (x) + [cos fx)] - f(x) =0

dai
f()lx + cos f(x)] = —f(x),
ou seja,
v —f(x)
S0 = x + cos f(x)

em todo x € D ¢ com x + cos f(x) # 0.

Sejay = x 3 em que x = x(t) é uma funcdo derivavel até a 2 ¢ ordem.

Verifique que

Solucéao




ou seja,

Como

resulta

ou seja,

Exercicios 7.11

dt  dx dt

ﬁ=3ﬂfzﬁ,

dt dt
dy _d[,,dx|_d ., d ., dfa
=232 2 | = £ (352 Iz | =
dr’ d:[ m} i ":d(dr]

e MDA Yo R N A - R
dt dx

dr o Sdi\di ) ar
2., R 2
dy _ 6rdi£ + 3x3d—f
dt’ dt dt dt’

2 ' : 2
d—%ax[ﬁ] f3edX
4 dlrn

Determine a derivada.

a) y = sen 4x
b) y = cos 5x

o) flx) =e **
d) f(x) = cos 8x



e)y=sent>
g =In2t+1)
g)x:e sent
h) f(X) = COS ex
l)y: (Senx+ CoS X) 3

mx=In(t* +3t+9)
0) fix) =e &~

p) y = sen (cos X)

Q) g©=@*+3*

r) f(X) = COS (X2 N 3)
. \

t)y:tg 3X

u) y = sec 3x

Seja f: R — R derivavel e seja g(t) = f(t > + 1). Supondo f(2) = 5, calcule

g'(1).



3. Sejaf R - R derivavel e seja g dada por g(x) = f(e ). Supondo f(1) = 2,
calcule g'(0).

4. Derive.

a) y=xe*

by v=e"cosx

c) v=e “senx

d yv=e sen3t

) fx)=¢* +In(2x + 1)
e.i‘_ =1

N e=—"

e + et



CcosSx

& r= sen2x
b f()=(*+e)
) y=rte

H g@®=e"ln+ Vx)

I) v = (sen3x + cos 2x)°
m) v=,je* +e*

n v=In(x+ x> +1)

0) yv=+yx"+ e

p) v=xlhn(2x+1)

q) v=[nx*+DJ
) v=In(secx + tgx)
5) vy = cos’x’

nJw= ::151;
_ te*
0 I0= In(3 + 1)

Calcule a derivada segunda.



a) v =sens5t

by v =cos 4t
€) x = sen @f, o constante
d) y=e>
e) y=e
E'I
) y=
x+1

g y=h+1

m y=

) y=e*—e*

J) v=e*cos2x

X
[ V=
b x4+
3x +1
m) v=—
x- +x
_sen3x
n yv=
e’

0) y=xe =
P) v =sen(cosx)

4x + 5

xr =1

Q) fO=

X+ x+1

) g(f)y=+t*+3
u)y y= xm



6. Sejag: R — R uma funcdo diferenciavel e seja f dada por f(x) = xg(x 2).

Verifique que
F(x)=g(x*)+2x*g'(x*).

7. Sejag: R — R uma funcio diferenciavel e seja f dada por f(x) = xg(x 2).
Calcule f'(1) supondo g(1) =4 e g'(1) = 2.

8. Sejag: R - R diferenciavel tal que g(1) = 2 e g'(1) = 3. Calcule f(0),
sendo f dada por f(x) =e ™ g(3x + 1).

9. Sejaf R - R derivavel até a 22 ordem e seja g dada por g(x) = fle ).

Verifique que
g'x¥) =de [ fe¥)+eXf'(e ™).

d-y

2

10. Sejay=e X Verifique que — 4y =0.

11. Sejay = xe ZX. Verifique que % — 4% + 4y = 0.
e I

12. Determine o de modo que y = e ™ verifique a equacéo

2

2 — 4y = 0.

)
e




13. Determine o de modo que y = e®  verifique a equacdo

dy 3£ N
dx’ dx

2y =0.

14. Sejay = e ™, em que o é uma raiz da equacio A° +aA +b =0, coma e b
constantes. Verifique que

L‘T—i-aiu-l-by = (.
dx’ dx '

15. Seja g uma funcao derivavel. Verifique que
a) [tg g()I' = sec *g(x) -g'(x)
b) [sec g(x)]' = sec g(x) tg g(x) *g'(x)
¢) [cotg g(x)]' = —cosec 2 gx) -g'(x)

d) [cosec g(x)]' = —cosec g(x)cotg g(x) -g'(x)

16. Derive.
a)y=tg 3x
b) y = sec 4x
C) y = cotg x 2

d) y = sec (tg x)

e)y=secx3

fy=e®



17.

18.

19.

20.

g) y = cosec 2x
h)y=x3 tg 4 x

i) y =In (sec 3x + tg 3x)
Hy=e *secx?
l)y=(x2 +C0th2)3

m)y=x2 tg 2 x

Seja y = cos wt, o constante. Verifique que

d*y —o.
dr’
Sejay=e * cos 2t. Verifique que
d*y dy o
rfr‘ Tt
Seja y = Xt 1 Verifique que
v —
/* d
(-T2 @
dx? dx

Seja y = f(x) derivavel até a 2 2 ordem. Verifique que



de) 7 odx

22. Seja y = y(x) definida no intervalo aberto I e tal que, para todo x em I,

dy " :
—_ = x- + J_l*- ]
dx

Verifique que, para todo x em I,

ay_ 2x + 2x7y + 2y,

.

dx?’

23. Seja y = f(x) uma funcdo derivavel num intervalo aberto I, com 1 € I.
Suponha f(1) = 1 e que, para todo x em I, f(x) = x + [ f(x)] 3,

a) Mostre que f"(x) existe para todo x em 1.
b) Calcule f'(1).

c) Determine a equacdo da reta tangente ao grafico de f no ponto de
abscissa 1.

24. Sejay = y(r) derivavel até a 2 ¢ ordem. Verifique que



25.

26.

27.

28.

29.

Seja v =

- em que x = x(t) é uma funcdo definida e derivavel em R.
X

Verifique que, para todo t real,

: 4 . N i :
Seja y = —, em que x = x(t) € uma fungado derivavel num intervalo aberto
X

I. Suponha que, para todo t em I, x(t) # 0 e % = f. B constante. Verifique

X it
que L2 — 55
dt” X

Seja f uma fun¢do diferenciavel e suponha que, para todo x € D, 3x 2 +x
_ bx +sen f(x)
xcos f(x)

sen f(x) = 2. Mostre que f'(x) = . para todo x € D f> COM X

cos f(x) # 0.

A fungdo diferenciavel y = f(x) € tal que, para todo x € Dy, o ponto (x,
f(x)) é solucao da equacao xy3 + 2xy2 + x = 4. Sabe-se que f(1) = 1.
Calcule f'(1).

Seja f: ]-r, r[ » R uma funcao derivavel. Prove
a) Se f for uma funcao impar, entdo f sera par.

b) Se f for funcao par, entdo f sera impar.



30. Seja g: R - R uma funcado diferenciavel tal que g(2) = 2 e g'(2) = 2.
Calcule H'(2), sendo H dada por H(x) = g(g(g(x))).

Derivada de f(x) 9%

Sejam f e g duas funcdes derivaveis num mesmo conjunto A, com f(x) > 0 para
todo x € A. Consideremos a funcao definida em A e dada por

y= 9.

Aplicando In aos dois membros obtemos

Iny = g(x) In f(x)

e, assim,
y=e9 ) Infeg
ou seja,
69 9K = p 9 O Inflx)
Entdo,

I:.:“'(-"if)'“”'”]r = o2/ [g(x) In £ (x)]

e, portanto,

I:,f[.*f}"“”'”:lf = f(x)2g(x)In f(x)]

Calcule a derivada.

a y=x*,



b) y=3*.
Solucéao
a) Xx:exlnx
(x*) =e* " (xInx) =x*(Inx + 1),
ou seja,
(x*) =x*(1 +Inx).
b) 3x:exln3.
(3x),:exln3(xln3)y'

Como In 3 é constante, (x In 3)' =x"In 3 = In 3. Assim,

3%y =3%1n3.

Seja a > 0, a # 1, constante. Mostre que, para todo x,
(@)Y =a”Ina.
Solucao
aX=eX Ina
(@*) =e*'" (xlna).

Como (xIn a)’ =x"In a = In a, resulta

a*=a*Ina.




Seja a uma constante real qualquer. Mostre que, para todo x > 0,
x*)Y=ax*?!.
Solucéao
xT=ed In x
(x %) =e ™ (xInx).

o
Sendo o constante (o In x)" = a(ln x)’ = —. Assim,
X

(14 -
(Xa),:xa ':ZO(XO( 1.

Exemplo 4

Calcule a derivada.

a) f(x) = x?

b) y=8% +1log, x.
Solucéo

a) /@) = V237, x> 0.

b) Pela formula de mudanca de base,

1
log,x=—1Inax.
257 2

Entao,




i . |
8+ log,x) =8 In8 + )
( =2 ) xIn2

Exercicios 7.12

1. Calcule a derivada.
a) f(x)=5% +log 3 x
byy=2" +32
) g()=3*"" +log, (x* +1)
dy=Q@x+1*
) flx) = x>
f) g(x) = (3 + cos x) ™
g)y=x"senx
h)y:szﬂ
i)y =(1+1) ", i constante
j)y=10% -10~*
)y = (2 +senx) >

m)y=1In(1+x7%)



p)y=x"+n*

Qy=(1+x°"

Sejam f e g derivaveis em A, com f(x) > 0 em A. Verifique que, para todo x

em A, @

[f(x) ] = f(x)*g'(x)In f(x) + g(x) f(x)* f'(x)

o

@ @

Observe: (1) é a derivada de f(x) 9%, supondo f constante; (2) é a derivada

de f(x) 969 supondo g constante.




3. Utilizando o resultado obtido no Exercicio 2, calcule a derivada.
Ay=@x+2)"
byy=(1+e*)*
c)y = (4 +sen 3x)*
dyy=(+3)*
)y=G+m*

Ny=@*+D"

Derivacdo de Funcédo Dada Implicitamente

Consideremos uma equacao nas variaveis x e y. Dizemos que uma funcdo y =
f(x) é dada implicitamente por tal equacao se, para todo x no dominio de f, o
ponto (X, f(x)) for solucdo da equacao.

Seja a equacao X

+ y? = 1. A funcdo y = [;— 2 é dada

implicitamente pela equacao, pois, para todo x em [—1, 1],

A= x) =1L




Observe que a fungdo y = — /] — y2 é, também, dada implicitamente por
tal equacao.

Determine uma funcdo que seja dada implicitamente pela equacao y <+
xy—1=0.

Solucéao

A funcao

é dada implicitamente pela equacdo. E claro que

—x —qx* +4
y= Zl .,IE[R‘

é outra funcdo dada implicitamente por tal equacao.

Mostre que existe uma unica funcdo y = f(x), definida em R, e dada
implicitamente pela equacdo y 3 y = x. Calcule f(0), f(10) e f(-2).

Solucéao




A funcio g(y) = y> + y é estritamente crescente em R (verifique),
continua, com _I_“]TI]MU"; +¥) = 40 e _I_“]TILU"; +¥) = -0, Segue do
teorema do valor intermediario que para cada x real existe ao menos um
numero y tal que

=
4

-y
Il
=

®

Como g € estritamente crescente, tal y € o Unico nimero real
satisfazendo (1). A funcao f, definida em R, e que a cada x associa f(x),
em que f(x) é o unico real tal que

(017 + ) = x,

é a tnica funcdo definida em R e dada implicitamente pela equacao.

Cdlculo de f(0)
[f(0)]° + f(0) = 0 & fO)[(f(0)) * + 1] =0;
assim,
f(0) = 0.
Cdlculo de f(10)

[f(10)]° + f(10) = 10;

deste modo, f(10) é raiz da equacdo y 3+ y = 10. Como y = 2 é a unica
raiz, resulta f(10) = 2. Cdlculo de f(-2)

f(—2) é a tinica raiz da equacao y d y = —2. Assim,

f(-2)=-1.



Exemplo 4

Seja y = f(x), x € R, a fun¢do dada implicitamente pela equacao y S y =

x. Suponha que f seja derivavel.
1

a) Mostre que f'(x) =

3P +1
b) Determine a equacdo da reta tangente ao grafico de f no ponto (10,
f(10)).
Solucéao

a) Como y = f(x) é dada implicitamente pela equagdo y 3 y = X, segue

que, para todo x,

[f001° + f(x) = x

dai
d oo g d
— () + f(0) = —= (),
Assim,
312 F() +f(x) =1
e, portanto,

1
3[f()F +1

f(x)=

Poderiamos, também, ter chegado a este resultado trabalhando

diretamente com a equacdo y > +y = x:

d . d
— [+ y]=—[:
dx Ly v dx Lx]




ou

d dy
—_— !_}3 + = = ]
dx L dx
d_,_d_ .. dv L dy
J— 1- [ — - o = 3 1< —_ 1
Como T [v'] dy [v] I Yy e vem
dv  dy
3 2 T _|_ - —
Y dy  dx
e, portanto,
dp 1
de  3y° +1

b) A equacao da reta tangente ao grafico de f em (10, f(10)) é:

y — f(10) = f(10)(x — 10)
'f(lﬂ) = 2 (veja exemplo anterior)

ey — 1 _ 1
ftm}_3Lﬂumf+1 13°

Substituindo na equacao acima, obtemos

16

1 I
2= —(x—10)ou y= —x + 2.
Y 10 ouy=rat g

A funcao y = f(x), y > 0, é dada implicitamente pela equacao x
4.

2 4y2 =




@) Determine f(x).

aj:

b) Mostre que x + }:d— = 0, para todo x no dominio de f.
x
¢) Calcule ﬂ
dx

Solucéao

a)y X+ =4sy=x /4 x2,

Como y = 0. resulta f(x) = /4 — x?, =2 <x <2

b) Para todo x no dominio de f

d d
—[x* + y*] =—[4].
dxl el dxl |
¢ d dy dy
Como —[y*] = —[y*]— = 2y——, vem
w1 TRV T
2x + 2;-ﬂ =0,
dx
ou seja,
x + 1ﬂ = 0.
dx
c) Dex + 1ﬂ = 0 obtemos ﬂ = — i. Assim,
dx dx v
dy —X _ 1
= = =, pois, v = 4/ 4 — x°.
ol reeal sl v
. ~ . T ~ p
Consideremos a equacdo sen y = x. No intervalo [— > ;} a funcdo sen y é

estritamente crescente e continua. Assim, para cada x € [—1, 1] existe um

tinico y € [—%, %} tal que sen y = x. Pois bem, a funcdo y = y(x) definida

-



implicitamente por essa equacdo e que a cada x & [-1, 1] associa y &€

272

T T, . o L s .
- é denominada fung¢do arco-seno e é indicada por y = arcsen x. Assim,

o |8
AR

Seny = X ¢ y = arcsen Xx.
Observe que o dominio da fungdo arcsen é o intervalo [—1, 1] e a imagem o

. T . .
intervalo |:—;, ;} No préximo exemplo, vamos calcular a derivada de y =

-

arcsen x supondo que tal derivada exista. (Veremos mais adiante que y = arcsen
x é de fato derivavel em ]-1, 1[.)

Supondo que y = arcsen x seja derivavel em ]-1, 1[, calcule d—'}
Ix

Solucéao
no b/
P =arcseny &= seny=x —— ==
‘ ‘ ( 2 7 2 ]
Temos
d - d
- lsenyl = —=x]

dai




dv
g V) — = I
(cos ) }dx

dx  cosy 2

cos ¥ = 4/1 — sen”y. Lembrando que sen y = x, resulta

dy 1 T T R T T
e, portanto, — = ——= <y 5 De cos? vt+sency=1leyve 5 5 , segue

&L i<x<l.
v J1—x°
Assim,
, |
(arcsenx) = ———, -1 < x <1
1= x?
. ~ . T
Consideremos, agora, a equagao tg y = x. No intervalo }—;, 5|:’ a
funcdo tg y € estritamente crescente e continua. Além disto,
limtgy = +>xe lim tgy = —=

" o " Segue que para cada x € R existe

um Unico y € }—%, %[ tal que tg y = x. A funcdo y = y(x) definida

E

implicitamente por essa equacdo e que a cada x € R associa y €

T T . ~ Lo 1
}—:, E[ é denominada fungdo arco-tangente e é indicada por y = arctg

E

. T I
x. Assim, paray € }—E, 5[,

tg y = x & y = arctg x.

No proximo exemplo, vamos calcular a derivada de y = arctg x supondo

que tal derivada exista. (Veremos mais adiante que y = arctg x é derivavel em
R.)



Exemplo 7

Supondo y = arctg x derivavel em R, calcule ﬂ .

dx
Solucéao
y=arctgy & gy =x T < y< z
2 2
Temos
d d
—[te y] = —|x
~oltey] =[]
dai
dy
sec’ y)— =1
(sec” y) i
e, portanto, E = soc? y' Lembrando que sec 2 y=1+tg 2 yetgy=x,
resulta
ay_ ]
de 1+ x?
Assim
arctg x)' =
(arctg x) | + x?

Exemplo 8



Calcule a derivada

a) y= 'x.,_..!
b) y = {/arcsenx
Solucéao

a) Vocé aprendeu na secdo anterior como derivar tal fungdo. Vejamos,
agora, outro processo para deriva-la.

X3

y =X @lny=x31nx(x>0)

3
o que significa que y = x* & dada implicitamente por In y = x 3 In x.

Temos
d d
—[Inx]=—[xInx
Ix [in-x} dxl J
dai
L =3y + 23—
V X
ou seja,
y =y[3x2 Inx+x2].
Portanto,
ﬁ = x"[3x* Inx + x?].
dx

_ 3 _ . ~ _ -
b) y = 3larcsenx © y° = arcsen x. Assim, a fungdo y = 3 aresenx €

dada implicitamente por y 3 = arcsen x. Temos

d .
Z“j = i[arcsenxj



dai

ey
dx | — x?
ou seja, V' = 1 _
3{](&1‘(:33111}3 . \/l —x°
Exercicios 7.13

Suponha que y = f(x) seja uma funcdo derivavel e dada implicitamente pela
equacao

xy2 +y+x=1.

—1 - [f(x))
2xf(x) + 1

Mostre que f'(x) = em todo x € D¢ com 2x f(x) + 1 # 0.

Determine uma funcao y = f(x) que seja dada implicitamente pela equacao

xy2 +y+x=1.

A funcao y = f(x) é dada implicitamente pela equacdao xy + 3 = 2x. Mostre

que 1ﬂ =2 —y. Calcule ﬁ .
Lf{l- {if,‘i.' xX= 2



4. Expresse ;i em termos de x e de y, em que y = f(x) € uma funcao
X

diferenciavel dada implicitamente pela equacao
a)x2 —y2 =4

b)y3 +x2y=x+4
c)xy? +2y=3

d)y> +y=x

e)x2 +4y2 =3
Nxy+y® =x
Qx’+y?+2y=0
h)xzy3 +xy =2
i)xe? +xy=3

Dy +In@? +y*)=4
) S5y + cos y = xy

m) 2y +seny =x

5. A fungdo y = f(x), y > 0, é dada implicitamente por x? + 4y2 = 2.
Determine a equagdo da reta tangente ao grafico de f, no ponto de abscissa

1.@



¥ =

: N < x* v
6. Determine a equacao da reta tangente a elipse — + f_ = 1. no ponto
a’ y

(X0,Y0) Y0 %0.

7. Verifique que y gx + xgy = 2 é a equacdo da reta tangente a curva xy = 1
no ponto (xy, ¥o), Xg > 0. Conclua que (x,, yo) € o ponto médio do
segmento AB, em que A e B sdo as intersecoes da reta tangente, em (X g,
Y o), com os eixos coordenados.

8. Suponha que y = f(x) seja uma funcdo derivavel dada implicitamente pela

equacao y o 2xy 2 +x=4, Suponha, ainda, que 1 € Dy.
a) Calcule f(1).

b) Determine a equacdo da reta tangente ao grafico de f no ponto de
abscissa 1.



.

9. A reta tangente a curva y3 4+ 1,3 = ] ho ponto (X, o), Xg >0eyg >0,

I

intercepta os eixos x e y nos pontos A e B, respectivamente. Mostre que a
distancia de A e B nao depende de (x o,y ).

10. A reta tangente a curva xy — x > = 1 no ponto (x¢, yo), X > 0, intercepta
0 eixo y no ponto B. Mostre que a area do triangulo de vértices (0, 0), (x g,
Y o) e Bnao depende de (x, y ).

11. A funcio y = f(x) é dada implicitamente pela equacdo 3y 2 + 2xy — x * = 3.
Sabe-se que, para todo x € D, f(x) > 0 e que f admite uma reta tangente T

paralela a reta 5y — x = 2. Determine T.

d
(14 Interpretacao de 4 como um Quociente.

dax
Diferencial

. .ody
Ate aqui, —

y tem sido visto como uma simples notacdao para a derivada de y =
X

P dy : :
f(x). O que faremos a seguir € interpretar — como um quociente entre dois

dx
acréscimos. Inicialmente, vamos olhar para dx como um acréscimo em x e, em

seguida, procuraremos uma interpretagdao para o acréscimo dy.

Sabemos que f'(x) é o coeficiente angular da reta tangente T, no ponto (x,

f(x)), e que j = f(x). Se olharmos, entdao, para dy como o acréscimo na

X
ordenada da reta tangente T, correspondente ao acréscimo dx em X, teremos

L=,




— =7(X) =tg o
“=re =1
ou
dy = f (x)dx
V & ,f
yv=flx+dx) f3——————— | T
Ay
| | L
y=rx) ——= l—_—_—_—_t—
—1T e | d | R
0 X x+dx x

Observe que

é o acréscimo que a funcao sofre quando se passa de x a x + dx. O acréscimo dy
pode entao ser olhado como um valor aproximado para Ay; evidentemente, o
erro “Ay — dy” que se comete na aproximacao de Ay por dy sera tanto menor

quanto menor for dx.

Fixado x, podemos olhar para a fungdo linear que a cada dx € R, associa
dy € R, em que dy = f(x)dx. Tal funcao denomina-se diferencial de f em x, ou,

Ay = f(x + dx) — f(x)

simplesmente, diferencial de y = f(x).

Sejay = x 2. Relacione Ay

com dy.



Solucéao

% = (x?)' = 2x.

Assim, a diferencial de y = x % é dada por

dv = 2x dx.

Por outro lado

Ay=(x+dx)2 -x?
ou seja,

Ay = 2x dx + (dx) 2

e, portanto, Ay — dy = (dx) 2. Observe que, quanto menor for dx, mais
proximo estara dy de Ay.




Seja A =mnr 2. Calcule a diferencial de A = A(r). Interprete.
Solucéao

j%f = A(r)=2nr.

A diferencial de A = 1ir 2 é dada por
dA = 2nr dr.

Interpretagdo

A=mnr? éaférmula que nos fornece a area de um circulo em funcao do
raio r; dA = 2nr dr é entdao um valor aproximado para o acréscimo AA na
area A correspondente ao acréscimo dr em r.

V &

r+dr

=Y

Observe que AA é a area da regidao hachurada e que dA = 2nr dr é a
area de um retangulo de comprimento 2nr (2nr é o comprimento da
circunferéncia de raio r) e altura dr. Vamos calcular o erro que se comete
na aproximacao
™ AA = 2mr dr.



Temos
AA=T[(r+dr)2 —nir ? =2T[rdr+T[(dr)2
dai
AA - dA = n(dr) 2.

Deste modo, 0 erro que se comete na aproximacio a é igual a n(dr) °,
que € a area de um circulo de raio dr.

Utilizando a diferencial, calcule um valor aproximado para o acréscimo

Ay que a funcio y = x % sofre quando se passa de x = 1a 1 + dx = 1,001.
Calcule o erro.

Solucao

A diferencial de y = x %, em x, é:

dy = 2x dx.

=




Emx=1

dy = 2dx.
Como dx = 0,001, resulta que

dy = 0,002

é um valor aproximado para o acréscimo

Ay = (1,001) % - 12,

O erro que se comete na aproximagao Ay = dy é igual a 0,000001.
Observe que 1 + dy = 1,002 é um valor aproximado para (1,001) 2, com

erro igual a 10 -,

Exemplo 4

Utilizando a diferencial, calcule um valor aproximado para ./1.0].

Avalie o erro.

Solucéao

Consideremos a fungao y = \f;

Primeiro vamos calcular dy para x = 1 e dx = 0,01.

VoA
"
Ay —| T T L=—‘1.|"r?I ah
o
~ 1 1 +dk X

Temos:



1

240 x

alx.

dy =
Emx=1,

dy = ! dx.
2

Portanto, dy = 0,01

= 0.005 para dx = 0,01. Assim, 1 + dy = 1,005 é um

valor aproximado (por excesso) de ,/1.0]. Como 1,004 é um valor

aproximado por falta ((1,004) 2 < 1,01) segue que

J1.01 = 1,005

com erro, em modulo, inferior a 0,001.

Exercicios 7.14

Calcule a diferencial.

a)yzx3

b)y=x2 - 2x

c) v= a
x + 1



2. SejaA=1%,1>0.
a) Calcule a diferencial.

b) Interprete geometricamente o erro que se comete na aproximacao de AA
por dA. (Olhe para A =1 % como a férmula para o calculo da area do
quadrado de lado 1.)

3. Seja ¥ = im"__ r = 0.

A
a) Calcule a diferencial.

b) Interprete geometricamente dV. (Lembre-se de que V é o volume da

. 2 - , ;. ;. .
esfera de raio r e que 4nir © é a area da superficie esférica de raio r.)

4. Sejay=x?% +3x.
a) Calcule a diferencial.

b) Calcule o erro que se comete na aproximacdo de Ay por dy. Interprete
graficamente.

Velocidade e Aceleracdo. Taxa de Variagédo

Suponhamos que uma particula se desloca sobre o eixo x com fungdo de
posicdo x = f(t). Isto significa dizer que a fungdo f fornece a cada instante a

posicdo ocupada pela particula na reta. A velocidade média da particula entre

e+ A — f(1)
At

f(t + At) — f(t) é o deslocamento da particula entre os instantes t e t + At. A

os instantes t e t + At é definida pelo quociente

,em que Ax =

velocidade da particula no instante t é definida como em que a derivada (caso
exista) de f em t, isto é:



_dy _
V(1) = ” 1)

Assim, pela definicdo de derivada,

Wty = lim 2020 = 1O
Ar— At

A aceleracdo no instante t é definida como em que a derivada em ¢ da
fungao v = v(1):

dv  d’x
a(t) =—=—-.
dr dt
Pela definicao de derivada,
a(f) = lim T A) ~ VD)
Ar—0 At

. vir + Arf) —v(t) | N , 1. )
O quociente ( ; () é a aceleracdo média entre os instantes t e t +
f

At.

Uma particula move-se sobre o eixo x de modo que no instante t a
posicdo x é dada por x = t2,t>0, em que x é dado em metros e t em
segundos.

a) Determine as posi¢des ocupadas pela particula nos instantes t = 0, t =
let=2.

b) Qual a velocidade no instante t?
¢) Qual a aceleracao no instante t?

d) Esboce o grafico da funcdo de posicao.

Solucao




oy
i 0 1 4
1 ! I I I I I >
2 4 t=10 t=1 1=2 X
3 9
dx : : : .
D) 7 = 2f. A velocidade no instante 7 € v(f) = 27 (m/s).
dt
: Iv . )
c) d x =2 aceleracdo no instante 7 €
dt dt

a(t) =2 (m/s 2)

A aceleracdo é constante e igual a 2.

d) X &

x=£

bafp—————
b

0 1

Uma particula move-se sobre o eixo x de modo que no instante ¢t a
posicdo x é dada por x = cos 3t, t > 0. Suponha x dado em metros e t em

segundos.
a) Determine as posicOes ocupadas pela particula nos instantes
T, T b 2
f=f:r.r=—_=r=—=r=—er=—x.
6 3 2 3

b) Qual a velocidade no instante t?

¢) Qual a aceleracdo no instante t?




d) Esboce o grafico da funcdo de posicao.

Solucéao
a
)
0 1
ws | 0 1 P L
Wit ] 4 e —" .
4 N 7 y) >
72 0 oo \
2n/3 1 L =L =0
3 6

A particula executa um movimento de “vaivém” entre as posicoes —1

el.
dx ,
D)y — = —3 sen 3fouv(f) = —3 sen 3f (ms).
dt
d*x . 5
¢) —— = —9cos 3roua(f) = —9 cos 37 (m/s-).
dr
Observe que a aceleracdo é proporcional a posicdo, com coeficiente
2
de proporcionalidade —9, isto é. j — = —Ox.
f_-
d) x4
xfFftos 3r
| ke—————— N ——————= oS -
| |
_ | |
73 | |
1 1 .
0 ] 2z \ | ;
a6\ | [z 3 |
| J 2 |
I - — el




Um ponto move-se ao longo do grafico de y = x 2 + 1 de tal modo que a
sua abscissa x varia a uma velocidade constante de 3 (cm/s). Qual é,
quando x = 4 (cm), a velocidade da ordenada y?

Solucéao

Facamos, por um momento, x = g(t) e seja t, o instante em que x = 4,

isto é, g(ty) = 4. O que se quer entdo é a velocidade da abscissa y no

. . dy .
Instante t o, ou seja, o .Como y =x 2 + 1, pela regra da cadeia,
=1

0

dv _dydx _ 5 dx

dt  dx dr * dt

Ix Iy
Como — = 3, “* = 6x. Como x = 4 parat =tg, resulta
dt dt

dv

= 24 (cmy/s).
o (cm/s)

(=1,

Deste modo, para x = 4, a velocidade da ordenada y sera 24 (cm/s).

Seja a funcdo v = fix). Arazdo G &;] mAC) é a taxa média de
X

variacdo de f entre x e x + Ax. A derivada de f, em x, é também

. . . dy
denominada taxa de variagdo de f, em x. Referirnos-emos a d_ como a
i
taxa de variagdo de y em relagdo a x.

Seja Ay = f(x + Ax) — f(x); para Ax suficientemente pequeno
Ay = f(x) Ax.

Assim, para Ax suficientemente pequeno, a variacdo Ay em y é
aproximadamente f (x) vezes a variacdo Ax em x.




O raio r de uma esfera esta variando, com o tempo, a uma taxa constante
de 5 (m/s). Com que taxa estara variando o volume da esfera no instante
em que r = 2 (m)?

Solucéao
Seja t o instante em que r = 2. Queremos calcular ” . Sabemos
1= 'Iri]
4 .
que ¥ = ?frr-‘. Pela regra da cadeia
v _dv dr
dt dr dt
dV L dr
Como — = 4m~ e — = 5, resulta
dr dt
ar = 20712,
dr
dV 3 .
Parat=t, r = 2; logo, > = 80n(m “/s). No instante em que r

_”

= 2, o volume estara variando a uma taxa de 80m(m 3/5).

Um ponto P move-se sobre a elipse 4x?% + y2 = 1. Sabe-se que as

coordenadas x(t) e y(t) de P sdao funcGes definidas e derivaveis em um
intervalo I. Verifique que

dy _ 4xdx

dr T dt
em todo t € I, com y(t) # 0.

Solucéao




d
df[ ]——(1}

dx d ., dy dy
C“crmn:-—zh"——ﬂr — =8xi— e —(y) = — =2y
(4 dr{ )dr dt dr‘(' ) dv( )df dt
resulta
8x—+2; d—'}—{}
dt dt

e, portanto,

ﬁ 4rdr
dt ¥ dr

em todo t € I, com y(t) # 0.

Exemplo 6

A funcdo x = f(t), t € I, é derivével até a 22 ordem no intervalo aberto I
e seu grafico tem o seguinte aspecto

X &

( b v g i
!

O que é mais razoavel esperar que ocorra: f'(t) <Oem I ou f'(t) > 0
em I7?

Solucéao



Vamos pensar cinematicamente. A medida que o tempo aumenta, a
particula, em intervalos de tempos iguais, percorre espacos cada vez
maiores, o que significa que a velocidade estd aumentando, logo, é
razoavel esperar que a aceleracdo seja positiva em I, ou seja, f'(t) > 0 em
L

—

Exercicios 7.15

Uma particula desloca-se sobre o eixo x com fung¢do de posicdao x = 3 + 2t
2
-t°,t>0.

a) Qual a velocidade no instante t?
b) Qual a aceleragao no instante t?
c¢) Estude a variagdo do sinal de v(¢).

d) Esboce o grafico da funcao de posicao.



Uma particula desloca-se sobre o eixo x com funcdao de posicao

]
r=—1+1.r=0.
2

a) Determine a velocidade no instante t.
b) Qual a aceleracao no instante t?

c) Esboce o grafico da funcao de posicao.

A posicao de uma particula que se desloca ao longo do eixo x depende do

tempo de acordo com a equacao x = —t 3 +3t2,t>0.
a) Estude o sinal de v(t).

b) Estude o sinal de a(t).

c) Calcule lim(—¢ + 3¢%).

f—rt=a

d) Esboce o grafico da funcao x = —t 3 +3t2,t>0.

Seja x = f(f). t = 0. tal que f(0) = 1, % >0e ji = 0 parat= 0. Como
ot [

vocé acha que deve ser o grafico de f ? Por qué?

A funcdo x = f(t), t € I, é derivavel até a 2 ¢ ordem no intervalo aberto I e
seu grafico tem o seguinte aspecto



] - y : i

O que é mais razoavel esperar que ocorra: f'(t) < 0 ou f'(t) > 0 em I? Por
que?

6. Sejax = (1), t > 0, tal que f(0) = 1 e f(1) = 2. Suponha, ainda, que % >0
it
para ¢ 2 0; % <Opara0 <t<1 e% > 0 parat > 1. Como vocé acha
[ 7

que deve ser o grafico de f ? Por qué?

7. Sejaf(t)=t3 +3t°.
a) Estude o sinal de f'(¢).

b) Estude o sinal de f"(t).

¢) Caleule lim (#* +3¢*) e lim (' + 31%),
d) Utilizando as informacodes acima, esboce o grafico de f.
t
8. Sejaf(f) = ——.
14, () fﬁ + 4

a) Estude o sinal de f'(t).



10.

b) Estude o sinal de f"(t).

¢) Calcule lim e lim
Fargreed ;

1+ 4

]

d) Utilizando as informacodes acima, esboce o grafico de f.

A posicao de uma particula que se desloca ao longo do eixo x varia com o
. V, _r ~
tempo segundo a equacdo x = ?"tl —e ™), t=0. em que v, e k sdo

constantes estritamente positivas.
a) Qual a velocidade no instante t?

b) Com argumentos fisicos, justifique a afirmacdo: “a funcdo é
estritamente crescente.”

c¢) Qual a aceleracdo no instante t?

d) Com argumentos fisicos, justifique a afirmacdo: “o grafico da funcao
tem a concavidade voltada para baixo.”

.V,
¢) Calcule lim - (1 — ™),
et

f) Esboce o grafico da fungao.

A equacdao do movimento de uma particula que se desloca ao longo do

eixoxéx=e 'sent, t>0.

a) Determine a velocidade e a aceleracdao no instante t.



11.

12.

b) Calcule lim e sen 1.

J—tea

c) Esboce o grafico da fungao.

d) Interprete tal movimento.

Um ponto P move-se sobre a parabola y = 3x 2 — 2x, Suponha que as

coordenadas x(t) e y(t) de P sdao derivaveis e que d—; # 0. Pergunta-se: em
ot
que ponto da parabola a velocidade da ordenada y de P é o triplo da

velocidade da abscissa x de P?

Um ponto P move-se ao longo do grafico de v =

] de tal modo que a
X =

sua abscissa x varia a uma velocidade constante de 5 (m/s). Qual a

velocidade de y no instante em que x = 10 m? @




13.

14.

15.

16.

Um ponto desloca-se sobre a hipérbole xy = 4 de tal modo que a

:  dy ~ :
velocidade de y ¢é &= B, B constante. Mostre que a aceleracdao da abscissa

e . dt
xé=21 = B— x?,
dr’ 8
Um ponto move-se ao longo da elipse x >+ 4y 2 = 1. A abscissa x estd

. . Ix
variando a uma velocidade % = sen 4t. Mostre que
dt

dy xsendt
dt 4y
b d’y _ sen’4t + 16xy” cosdt
drt* 16y°
Um ponto move-se sobre a semicircunferéncia X2 + y2 =5 y=>0.
Suponha % > (. Determine o ponto da curva em que a velocidade de y
ot

seja o dobro da de x.

Uma escada de 8 m esta encostada em uma parede. Se a extremidade
inferior da escada for afastada do pé da parede a uma velocidade constante



17.

18.

de 2 (m/s), com que velocidade a extremidade superior estara descendo no
instante em que a inferior estiver a 3 m da parede?

Suponha que os comprimentos dos segmentos AB e OB sejam,
respectivamente, 5 cm e 3 cm. Suponha, ainda, que 0 esteja variando a

1 . .
uma taxa constante de 5 rad/s. Determine a velocidade de A, quando

e
—

6= —rad.
21‘8

Lad
Lh

e A
0 (x,0)

v

Enche-se um reservatério, cuja forma é a de um cone circular reto, de agua

a uma taxa de 0,1 m >/s. O vértice estd a 15 m do topo e o raio do topo é
de 10 m. Com que velocidade o nivel h da agua esta subindo no instante
em que h =5 m.

15m




19.

20.

21.

O ponto P = (x, y) esta fixo a roda de raio 1 m, que rola, sem
escorregamento, sobre o eixo x. O angulo 0 esta variando a uma taxa
constante de 1 rad/s. Expresse as velocidades da abscissa e da ordenada de
P em funcao de 6.

L

L

Um ponto P move-se sobre a parabola y 2=x,x>0e y > 0. A abscissa x
esta variando com uma aceleracdo que, em cada instante, € o dobro do
quadrado da velocidade da ordenada y. Mostre que a ordenada esta
variando com aceleracdo nula.

Dois pontos P e Q deslocam-se, respectivamente, nos eixos x e y de modo
que a soma das distancias de P a R e de R a Q mantém-se constante e igual
a e durante o movimento, em que R = (0, h) é um ponto fixo. (Veja a figura
a seguir.)



Relacione a velocidade % de Q com a velocidade % de P.
ct ct

Problemas Envolvendo Reta Tangente e Reta
Normal ao Grafico de uma Funcao

Seja f uma funcdo derivavel em p. J& vimos que, por definicdo, f(p) é o
coeficiente angular da reta tangente ao grafico de f no ponto de abscissa p e que

v—=f(p)=r"(p)x —p)

é a equacao da reta tangente em (p, f(p)).

A reta que passa por (p, f(p)), e que é perpendicular a reta tangente anterior,
denomina-se reta normal ao grafico de f em (p, f(p)). Se f'(p) # 0, a equacdo da
reta normal no ponto de abscissa p sera

y—JI(p)=-— (x — p).

1
f(p)

Lembrete. Vocé aprendeu na geometria analitica que, sey =mx +ney =m (X
+ n ¢ sdo retas perpendiculares, entao os seus coeficientes angulares satisfazem

a relacao



1
mm, = —1 ou m; = —.
m

Assim, como f'(p) é o coeficiente angular da reta tangente em (p, f(p)), a
, desde que f'(p) # 0.

|
reta normal, neste ponto, terd coeficiente angular — (p)
JAp
Se f'(p) = 0, a equacdo da reta normal em (p, f(p)) sera x = p.

7

.L: .L: Y
S (p)#0 Fipm=0 Reta normal
—x=p
f(p) () / T
0 /o p X

Seja f(x) = x 2 — x. Determine as equacoes das retas tangente e normal no
ponto de abscissa 0.

Solucéao
Reta tangente no ponto de abscissa 0:
y ~f(0)=f(0)(x - 0)

{ £(0)=0
f(x)=2x—1= f'(0)=—1.

Substituindo na equacao acima vem

y-0=-1(x-0)ouy=—x.

Assim, y = —x é a equacao da reta tangente ao grafico de f no ponto de
abscissa 0.




Reta normal no ponto de abscissa 0:

|

y— f(0)y=— (x — 0).

10

=

Como f(0) =0 e f(0) = —1, resulta

y=X

que € a equacdo da reta normal no ponto de abscissa 0.

Seja f(x) = 2x + 1. Determine a equacdo da reta tangente ao grafico de f

no ponto de abscissa 3.

Solucéao
A equacao da reta tangente em (3, f(3)) é:
y=f3)=13)x-3)

{ f3)=17
f(x)=2= f'(3)=2.




Assim,y — 7 =2(x —3)ouy = 2x + 1, é a equacdo da reta tangente
em (3, f(3)). Observe que a reta tangente ao grafico de f em (3, f(3))
coincide com o grafico de f1!

Observacéo. A nossa definicao de reta tangente nao exige que a reta tangente “toque” a
curva em um Gnico ponto.

r é uma reta que passa por (1, —1) e é tangente ao grafico de f(x) = x 3 -
x. Determine r.

Solucéao

Supondo que r seja tangente ao grafico de f em (p, f(p)), a equacao de r

sera

y = fp) =f()(x — p)
{ﬂm=ﬁ—p
f(p)=3p* —1

e, portanto, y — p oy p=(@p 2 - 1)(x — p). O problema, agora, consiste
em achar p. Como r passa por (1, —1) (observe: x =1 =y =-1)

-1-p2+p=@p° - 11 -p)
ou
2p3 -3p2 =0

-

. . ~ ,
e, assim, p = 0 ou p = —. Portanto, a equacao de r serd
2




y—f(0)=7"(0)x —0)ouy— f[—] = .f’[—](x - —]

ou seja,

Pelo ponto (1, —1) passam duas retas que sao tangentes ao grafico de

Exemplo 4

Determine a equacdo da reta tangente ao grafico de f(x) = x 2

+ 3x e

paralela a reta y = 2x + 3.

Solucéao

Supondo que a reta procurada seja tangente ao grafico de f no ponto de
abscissa p, sua equacgao sera

y ~ fp) =f(®)x — p).




Pela condicao de paralelismo, devemos ter
f(p)=2o0u2p+3=2

1 ~ . L
e, portanto, p = 5 A equacdo da reta pedida sera entao

ST

ou
r + E = 2[1{ + l]
4 2
ou seja,
y =2x — l
4
Exercicios 7.16

Determine as equacOes das retas tangente e normal ao grafico da fungao
dada, no ponto dado.

a) f(x) = x? — 3x, no ponto de abscissa 0

by f(x)= \If; , 0 ponto de abscissa 8

c) glx)= no ponto de abscissa 1

-y ¥
-

1 :
d) g(x)=x+ —, no ponto de abscissa 1
X



Seja f(x) = x 2. Determine a equacao da reta que é tangente ao grafico de f

< ]
e paralelaaretay = X+ 3.

b

Sabe-se que r é uma reta tangente ao grafico de f(x) = x 3 +3xe paralela a
reta y = 6x — 1. Determine r.

Determine a equacdao da reta que € perpendicular a reta 2y + x = 3 e

tangente ao grafico de f(x) = x 2 - 3x.

Sabe-se que r é uma reta perpendicular a reta 3x + y = 3 e tangente ao

grafico de f(x) = x >. Determine r.

A reta s passa pelo ponto (3, 0) e é normal ao grafico de f(x) = x % no

ponto (a, b).
a) Determine (a, b).

b) Determine a equacao de s.

Sabe-se que r é uma reta que passa pela origem e que é tangente ao grafico

de f(x) = x 3 +2x? - 3x. Determine r.

Determine todos os pontos (a, b) sobre a curva y = x 4+ ox3 - 2x? +8x
+ 12 tais que a reta tangente em (a, b) seja paralela areta 8x —y + m = 0.



10.

11.

12.

Determine todos os pontos (a, b) sobre o grafico da funcao dada por y =
4x3 +x% - 4x - 1 tais que a reta tangente em (a, b) seja paralela ao eixo
X.

Sabe-se que r é uma reta que passa pelo ponto (0, 2) e que é tangente ao
grafico de f(x) = x >. Determine r.

Determine a equacdo de uma reta, ndo vertical, que passa pelo ponto

[ﬂ* %] e que seja normal ao grafico de y = x 3,

Determine todos os pontos (a, b) de R 2 tais que por (a, b) passem duas

retas tangentes ao grafico de f(x) = x 2. @




13.

14.

15.

Sejam A e B os pontos em que o grafico de f(x) = x > — ax, a real,
intercepta o eixo x. Determine o para que as retas tangentes ao grafico de f,
em A e em B, sejam perpendiculares.

Determine [ para que y = Bx — 2 seja tangente ao grafico de f(x) = x 3~ 4x.

Sabe-se que r é uma reta tangente aos graficos de f(x) = —x % ede g(x) =

b | —

+ x 2 . Determine r.

Exercicios do Capitulo

Calcule, pela definicao, a derivada da funcao dada, no ponto dado.

a) fix)= ! I emp =2

X

b) g(x)=2x+1lemp=20

() v=senmremp =1



d) f(x)=e"emp=0

|
12
&) g(x)= x¥sen = sex =0 emp = 0
0 sex=10

f) gx)=+x*+xemp=1

g) yv=cosx’emp =20

h) J'=«.,|'l+\/; emp = 1

I) y=x"emp =1 (Sugestdo: Veja Exemplo 3-6.3.)

Calcule a derivada

b) y=InGx+ 4/1+9x?)



d)

f)

g)

h)

i)

)

v=(2+ senx)*

1+ senx
] —senx

1= ¢ sen 3t

B

y=

-’3
NGRS
xtg3x
x =
/&) xt+ 4
1+ tg%
v=1In
1— tgE



P)

q)

s)

f
J5ECy X

glx) =

1
y= Etgl x+ Incosx

1l —x

2

¥ \/]—x—\/]—i-,\'
L2+ e - r):
.. 5

_ 2.1r —_— 2—.1.'
S = 23 4 Y-
ey = m—Vx

n—— =
| + scn\/;

v = e ¥ (cos 3x — sen 3x)

1
v = Ecmgl 5x + In sen S5x

T



Expresse j em termos de x e de y, em que y = y(x) € uma funcao
X

derivavel, dada implicitamente pela equacado dada.

a) y3 +senxy=1
b) e? +xy=x

X —_ .2
c) y*+x=y

d) xcosy+ycosx=2

Seja y = f(x) definida e derivavel num intervalo contendo 1 e suponha que f
seja dada implicitamente pela equacado y3 + x 2 y = 130. Determine as

equacoes das retas tangente e normal ao grafico de f, no ponto de abscissa
1.

Determine uma reta que seja paralela a x + y = 1 e que seja tangente a

curva x ° +xy+y2 = 3.

Determine uma reta que seja tangente a elipse X2 + 2y2 = 9 e que
. . 9
intercepta o eixo y no ponto de ordenada T
X A% L . ¢ ) y 3
Mostre que a reta T + |, - ¢tangente a curva | — | +|-=—| =2no
0 <0 Xy ) Vo J

ponto (x4, Y q)-



10.

11.

12.

13.

Determine uma reta paralela a x +y = 1 e tangente a curva y > +xy + x> =

0 em um ponto (xy,y ), comx, <0ey, <O0.

Os lados x e y de um retangulo estdao variando a taxas constantes de 0,2
m/s e 0,1 m/s, respectivamente. A que taxa estara variando a area do
retangulo no instanteem que x =1 mey =2 m?

A altura h e o raio r da base de um cone circular reto estdo variando a
taxas constantes de 0,1 m/s e 0,3 m/s, respectivamente. A que taxa estara
variando o volume do cone no instante em que h =0,5m e r = 0,2 m?

O volume V e o raio r da base de um cone circular reto estao variando a

. ih
taxas constantes de 0,1 m m 3/s e 0,2 m/s, respectivamente. Expresse ET
dt

em termos de r e h, em que h € a altura do cone.

Num determinado instante, as arestas de um paralelepipedo medem a, b, c
(m) e, neste instante, estdo variando com velocidades v ,, v}, e v, (m/s),
respectivamente. Mostre que neste instante o volume do paralelepipedo

estara variando a uma taxa de v ;bc + avc + abv . (m 3/s).

O raio r e a altura h de um cilindro circular reto estdo variando de modo a
manter constante o volume V. Num determinado instante h=3 cmer =1
cm e, neste instante, a altura esta variando a uma taxa de 0,2 cm/s. A que
taxa estara variando o raio neste instante?



14. Uma piscina tem 10 m de largura, 20 m de comprimento, 1 m de
profundidade nas extremidades e 3 m no meio, de modo que o fundo seja
formado por dois planos inclinados. Despeja-se agua na piscina a uma taxa
de 0,3 m 3/min. Seja h a altura da 4gua em relacdo a parte mais profunda.
Com que velocidade h estara variando no instante em que h = 1 m?

20 m

l m

. . T , . .
15. Num determinado instante 6 = Je esta variando, neste instante, a uma

taxa de 0,01 radiano por segundo (veja figura). A que taxa estara variando
o angulo o neste instante?

~ . . : s do
16. Com relacdo ao exercicio anterior, supondo 5 < O < 7, expresse T em
Z at
da

termos de 6 e —
dt

17. Considere as fungdes dadas por y = ax 2 e y=-X 2 + 1. Determine a para
que os graficos se interceptem ortogonalmente. (Os graficos se



18.

19.

20.

21.

22.

interceptam ortogonalmente em (x,, Y,) Se as retas tangentes aos
graficos, neste ponto, forem perpendiculares.)

Determine a para que as circunferéncias x 2 4 y 2=1e (x—a) 2+ y 2 =1
se interceptem ortogonalmente.

Mostre que, para todo a, as curvas y = ax Zex?+ 2y 2 =1se interceptam
ortogonalmente.

Suponha f: R — R derivéavel e considere a funcio dada por y = x 2 fix > +
1).

a) Verifique que ;ri =2 f(+ D +23 7+ 1)
X

d :
b) Expresse & em termos de f(2) e '(2)
dx |y =1

Seja ¢ a funcao dada por @(x) = x 2 + 1. Calcule.
a) ¢'(¢(x))
b) (¢(d(x))

Calcule ¢'(¢(x)) sendo ¢ dada por

a) ¢(x)=senx



23.

24,

25.

26.

b) ¢(x)= !

X

€) $(x)=In(x* +1)
d) ¢(x) = e”
Para cada ¢ do exercicio anterior, calcule (¢(¢(x)))'.

Dé exemplos de fungdes ¢ que satisfazem a condicao ¢'(¢(x)) = (¢(¢(x)))’,
para todo x no dominio de ¢.

Considere uma particula que se desloca sobre o eixo x com fungdo de
posicao x = cos 3t.

a) Verifique que a aceleracao é proporcional a posicao.

b) Calcule a aceleracdo no instante em que a particula se encontra na

- ]
posigdo x = —.

b

Considere uma particula que se desloca sobre o eixo x com fungdo de

posicao x = .
2t + 1

a) Verifique que a aceleracdo é proporcional ao cubo da posicao.

b) Qual a aceleracdo no instante em que a particula se encontra na

posigao y — /79



27.

28.

29.

Sejaf: R — R derivavel até a 2 ¢ ordem e seja h dada por h(t) = f(cos 3t).

a) Expresse h''(t) em termos de t, f'(cos 3t) e de f'(cos 3t).

bt | —
T
Il
W

T W1 .
b) Calcule M[E] admitindo que _f'[E] =4e f ”[

Suponha que y = y(t) seja uma fungdo derivavel tal que para todo t no seu

(ody )
dominio — = n~,
dt

a) Expresse d-:; " em termos de ¢ e de .
dt
d?y
b) Calcule y . supondo que (1) = 1.
g‘(_

=1

Seja y = y(x) definida e derivavel num intervalo I e tal que, para todo x em

I b =x+seny
" dx .

d’y
a) Expresse —— em termos de x e de y.
x
By T
b) Calcule d :’ admitindo que y(0) = —.
de’ | =p 4



30. Sejaf:R — R derivavel até a 2 ¢ ordem e tal que, para todo x,
f'(x) + 4 f(x) = 0.
Mostre que, para todo x,

i[f’(.ﬂ sen 2x — 2 cos 2x f(x)] = 0
X .

31. Sejam f : R - R derivavel até a 22 ordem e h dada por h(x) = f(f(x)).
Verifique que, para todo x, h"(x) = f'(fC))(F (X)) > + £ (%)) f'(x).

32. Considere o polindomio

P(X)=Ag+A i (x—xg)+Ay(x—xg) > +Az(x—xg)°>

emqueA,,A,A,,A; ex sdo numeros reais fixos. Mostre que

P(xy)

2!

P.w'-\x[] }
3!

P(x) = P(xy) + Pl(xg)x —xp) + (x —x)* + (x — x,)°.

33. Considere o polindmio P(x) =a, +a{x +a,x > +a 3 X 3 em que a 0,d715
a, e as sao reais fixos. Seja x ;o um real dado.
a) Mostre que existem constantes A, A, A, e A5 tais que
P(x)=Ag +A1(x=x0) +As(x—x0) " +A3(x—x0) .

(Sugestdo: Fagax = (x —x) + x¢.)

b) Conclua que



34.

35.

36.

37.

P"(xy)

2!

P.l'.l'.l"a\x[] }
3!

@ P(x) = P(x,) + P(x,)(x — x,) + (x — _r[]}l + (x — x, ¥,

(Dizemos que (1) a é o desenvolvimento de Taylor do polinomio P(x) em
poténcias de x — x.)

3

Determine o desenvolvimento de Taylor de P(x) = x° + 2x + 3, em

poténcias de (x — 1).

Generalize o resultado do Exercicio 33.

Determine o desenvolvimento de Taylor de P(x) = x 4 -3x?+x+1em
poténcias de

a) x—2

b) x+1

Sejam P(x) e Q(x) polindomios tais que P(x4) =0,Q (xg) =0e Q'(xy) # 0.
Mostre que

- P{T} _ PI{'EH}I
=X, {}{f} Qr‘\-\‘rr)

(Sugestdo: Desenvolva P(x) e Q(x) em poténcias de x — x; e simplifique.)



38. Sejam P(x) e Q(x) polindmios tais que P(xy) = P'(xy) =0, Q(xy) = Q

(x9) =0eQ"(xo) # 0. Mostre que lim QE ri gij

Generalize.

39. Utilizando os Exercicios 37 e 38, calcule.

.[_II'KI +I_2

a) lim——;
K= | IJ—J.
—x2—x+
b) limi—~ X1
e=l ' — Qx4+ 8x
9 1 X +3x+4
111
v=—1 x20 4+ 3x + 2
d) i x*=2x+2x—1
111

el — 6x® + 8x® — 3x?

40. Sejam f e g derivaveis em p e tais que f(p) = g(p) = 0. Supondo g'(p) # 0,
mostre que

lim f(x) _ f(p)
—rg(x)  g(p)

41. Utilizando o Exercicio 40, calcule.



_|,_
a) lim—l:]{)r )
=0yt + senx

Ix=m 'I

. e
b) lim
.7 2senx + senbx — 2

Coxyx+1
C} lim —_—
x=—1 SenmTx-

d) lim x + 4§ x* +sen3x

=0 In(x? +x +1)

e +x—1
e) lim————
=0 gt 4 3 — ]

sen(senrx)

lim
X 1
2 —Jx —x?

f)

. Seja f definida em R e derivavel em p. Suponha f(p) > 0. Prove que existe
r > 0 tal que

fx)>f(p) em Jp,p+rl

fix) <flp) em lp —r, pl.



43.

44,

45.

46.

47.

(Sugestdo: Lembre-se da definicdao de derivada e utilize a conservacao do
sinal.)

Seja f definida e derivavel em R e sejam a e b raizes consecutivas de f.
Mostre que

f(a) - f(b)<0.

Suponha f derivavel no intervalo I. Prove que se f for estritamente
crescente em I, entdao f(x) > 0 em I.

Suponha f derivavel em [aq, b] e tal que f'(a) - f(b) < 0. Prove que existe p
em ]a, b[tal que f(x) < f(p) para todo x em [a, b] ou f(x) > f(p) para todo x
em [a, b]. Interprete geometricamente.

Suponha f derivavel em [a, b] tal que f(a) - f(b) > 0 e f(a) = f(b). Prove
que existem x 1, X, € la, b[tais que, para todo x em [aq, b], f(x ) < f(x) <

f(x »). Interprete geometricamente.

Seja f: R — R uma funcao tal que quaisquer que sejam x e ¢

| f(x)— f(D)|=|x—t].

Calcule f'(x).



48. Sejam f e g definidas em R, com g continua em 0, e tais que, para todo x,
f(x) = xg(x). Mostre que f é derivavel em O.

49. Suponha f definida em R, derivavel em 0 e f(0) = 0. Prove que existe g
definida em R, continua em 0, tal que f(x) = xg(x) para todo x.

OceanofPDF.com


https://oceanofpdf.com/

17

Arquimedes, Pascal, Fermat e
o Calculo de Areas

CAPITULO

Quadratura da Parabola: Método de Arquimedes

Um dos criadores do Calculo Diferencial e Integral foi o grande matematico
grego Arquimedes, que viveu no século 3 a.C. em Siracusa. Uma de suas
inumeras descobertas foi a férmula para o calculo da area de um segmento
de pardbola. Nosso objetivo aqui é obter tal formula seguindo o raciocinio
rigoroso de Arquimedes. Vamos entdo considerar o segmento de parabola
limitado pela parabola y = x % e pela corda AB.



|
|
1
a a+m at2m

Lembrando que em um trapézio o segmento que liga os pontos médios

dos lados ndo paralelos é a semissoma das bases, resulta que a ordenada de
Mé (a+ 2m)” + a

2
Pela figura,

[(a + 2m)* + a° |
2

MN = —(a + m).

Ou seja,

MN = m?

(OK?)

A altura do triangulo AMN em relagcdao a base MN é m. Também, a altura do
triangulo BMN em relacdao a base MN é m. Como

MN =m?



altura em relacdo a base MN = m

segue-se que a soma das areas dos triangulos AMN e BMN é:

el el
, i m* - m me - m
area AAMN + area ABMN = - -+ - = m,

Portanto, a area do triangulo ANB é m 3. Vamos destacar este resultado

Area do triangulo ANB = m’.

Vamos entdo ao calculo da area do segmento parabdlico. A seguir,
suporemos A coincidindo com a origem do sistema de coordenadas.

B

Na figura, o valor de m é b/2. Assim, a area T do triangulo ANB é (b/2) 3 =
b>/8.



3

Area do tridgngulo ANB = 5 =T

A area do triangulo ANB é uma primeira aproximacao para a area do
segmento parabdlico ANB. Vamos melhorar esta aproximacdo. Vamos
somar a esta area as areas dos triangulos AN {N e NN ;B (veja a figura a
seguir).

Area AN,N = Area NN,B = (b/4)* = b’/64
Segue-se que

Area AN\N + Area NN,B = b%/32 = T/4.

Observe que a soma das areas dos triangulos AN;N e NN,B é

exatamente um quarto da area T do triangulo ANB.

Assim,

T+l —pl1+1
4 4

é uma sequnda aproximacao, e melhor, para o nosso segmento parabdlico.




N,

0 b/4 bi2 3b/2 b

Dividindo, agora, o intervalo [0, b] em 8 partes iguais e somando-se as
areas dos novos tridngulos obtidos, verifica-se que a soma dessas novas

areas é b>/128, que é exatamente um quarto da area anteriormente

acrescentada, que era de b 3/32.

Assim,

r+le Lol lse L
4 & 4 4

é uma terceira aproximacao, e melhor, para o nosso segmento parabdlico.

Continuando o raciocinio acima, é razoavel esperar que a féormula para
o calculo de tal area seja:

, : 1 1
Area do segmento parabélico = T{I + 2 + — + J




Entdo, para chegar a férmula para a area do segmento parabdlico, é s
calcular a soma da progressdao geométrica infinita de primeiro termo 1 e

razao % que sabemos ser % (De acordo?) S6 que Arquimedes nao

trabalhava com limites infinitos. Para chegar a formula

. B 4
Area do segmento parabolico = ET ,

Arquimedes primeiramente utilizou o seu METODO de descoberta:
verificou “por meio de uma balan¢a” que o peso do segmento de pardbola
era exatamente quatro ter¢cos do tridngulo ANB (veja referéncia
bibliografica 1 no final do capitulo). Em seguida, admitiu que o valor da

. 4 ~ :
area era ET e, por uma dupla reducao ao absurdo, provou a sua veracidade.

E o que faremos a seguir. Temos

_|_

3.1 3
4 4 4 4 4 4 4§

Continuando o raciocinio acima, obtém-se

3
=t —.

3 3
] = — -|- -
i | 43 43 4.'.' 4#

Somando 3 aos dois membros, em seguida dividindo por 3 e por ultimo
multiplicando os dois membros por T, resulta

4 T T T T T
—TIr=T+—+—+—+...+—+—.
3 4 4 4 47 34"




e , - 4
O objetivo € entdao provar que a area do segmento parabolico ANB ¢ —T. A

prova sera feita em duas etapas: na primeira, prova-se que a area do

- ~ 4 .
segmento parabolico nao pode ser menor que ET, e na segunda, que a area

do segmento parabodlico ndao pode ser maior que —T. Indicando por S a area

do segmento parabolico, sera provado entdo que S = ET'

Para a prova da primeira etapa, Arquimedes utilizou o seguinte
postulado: “A diferenca pela qual a maior de duas dreas excede a menor
pode, sendo somada a si mesma repetidas vezes, exceder qualquer darea
finita dada”, cujo enunciado moderno é: “Dados 0s nuimeros reais x e Y,
com x > 0, existe um natural m tal que mx > y”, que nada mais € do que a
nossa conhecida propriedade de Arquimedes.

Para a prova da segunda etapa, Arquimedes utilizou as duas seguintes
propriedades:

. “Dadas duas grandezas distintas, se da maior subtrai-se mais que sua metade, do restante mais
que sua metade, e assim por diante, acabard restando uma grandeza menor que a menor das
grandezas dadas.”

l.  “A reta tangente a pardbola y = x 2 o ponto de abscissa a + m é paralela a corda de

extremidades (a,a 2) e (a+2m, (a +2m) )" (Verifique.)

Observe que a area do triangulo XYZ é maior que a metade do segmento
parabdlico XYZ. (Vocé concorda?)



m at2m
o 4
Prova da Primeira Etapa. (S < ?T}

Suponhamos por absurdo que S < %T . Assim, %T — S§>0. Pela

propriedade de Arquimedes, existe um natural n tal que

34{%?—5}3?

e, portanto,
4
Ly D
3 3-4"
Dai,
oL o5
3 34
Ou seja,
T T T T

r+—+—+—+...+—2>8§
4 4 & 4"



que é contradicdo, pois para todo n

T+ E 4+ 3 + T + .+ i < §. (Vocé concorda?)
4 4 & 47

Prova da Segunda Etapa. (S > %T}

suponhamos, agora, S = %T . Das propriedades I e II acima, existe um

natural n tal que

S—[T+—+ +,.++£]{S—ET
2 4!: 3
e, portanto,
s—(rele Ly o T)as(raloly T, 1)
4 4 -+ 4 4 4 3.4
Segue que
T+E+T+...+£}T+E+T+...+£+ r ;
4 4 47 4 4 47 34"

que é uma contradicao.

Se a area do segmento parabolico ndo pode ser maior e tampouco menor

4 L 4 Al .
que ET , Tesulta que tal area é exatamente 3 T'. Em consequéncia, a area da

regido limitada pela pardbola y = x %, 0 < x < b, pelo eixo x e pela reta x = b

B
e —.

3

:F27) Pascal e o Calculo de Areas



Pela formula de Arquimedes para a area de um segmento de parabola,
segue, Como Vvimos na secao anterior, que a area da regido limitada pela

: b
curva y = x 2. 0<x<b, pelo eixo x e pela reta x = b ¢ ER Passados quase
dois mil anos dessa descoberta de Arquimedes, Bonaventura Cavalieri
(1598-1647) interessou-se pelo calculo da area da regido limitada pela
curva y = x kK 0<x<b, pelo eixo x e pela reta x = b, com k > 3 e natural.
Utilizando o seu método dos indivisiveis, Cavalieri provou, para k de 3 até

E+1

9, a formula para a area de tal regido e afirmou que a férmula era

valida para todo k. Nesta secdo, utilizando as ideias de Blaise Pascal (1623-
1662), vamos mostrar como chegar rapidamente e de forma maravilhosa a
esta férmula, e na proxima secdo veremos como Fermat brincou com esse
problema.

Para se chegar a formula, divide-se o intervalo [0, b] em n partes iguais

: . " b
e considera-se a soma S (n) das areas dos retangulos de base — e altura
n

Y
(mJ ,parai =1, 2, ..., n (veja a figura abaixo).
n



|1.:I 1

A

& k k X
S{H}J{EJ +£[2_b] +£[3—"”J +m+£[n_b],
n\n H n Hy H n .i‘:e‘_

E, portanto,

k1

S(n) =

prew (1F + 2% + 3" + ...+ #n").

k

Indicando por S, a soma 15+2%+3K+ . +n* resulta

S(n) = ht+1 S&

”.fcﬂ

: o S

Para resolver o problema, basta determinar o limite de ﬁ_"l para n
s

tendendo a +oo. E isto se faz utilizando a identidade de Pascal, que



estabelece uma relacdo entre as somas S, S,, ..., S; e que sera obtida a

seguir (veja p. 266 da referéncia bibliografica 2 deste capitulo).

Primeiro, vamos relembrar a férmula para o desenvolvimento do
bindmio de Newton. Chamamos de bindmio de Newton a expressao (A +
B) k. Observamos que, no tempo de Pascal, tal expressao ndo era, ainda,
conhecida como bindbmio de Newton; alias, na época em que Pascal estava
pensando nesse assunto, Newton deveria estar com mais ou menos 12 anos
de idade. Temos

(4 4+ B =42+ 24B + B>,
(4 + B =43+ 34’B + 34B*> + B?

e, de modo geral,

(A+ B)' = A +[ﬂf# 'B +{§Jx{* 'B? + ..,+[”‘]A-*- PBP + .+ [ﬁ : I]AB* '+ B
p -

] é o coeficiente binominal de ordem (k, p) e é dado por

[k]= k!
p) pik—p)

] nada mais é do que o numero de combinacgdes de k

[ k
em que
p

Observamos que {
P

elementos tomados p a p. No final da secdo, utilizando o principio de
indugdo finita, que foi praticamente estabelecido por Pascal (veja p. 265 da
referéncia bibliografica 2 deste capitulo), provaremos a férmula para o
desenvolvimento do bindomio de Newton.



Para obter a identidade de Pascal, vamos trocar k por k + 1, fazer B = 1,
substituir A sucessivamente por 1, 2, 3, ..., n e, em seguida, somar membro
a membro as igualdades obtidas.

/ 3
+ + ¢+
(I+ D=1+ : 1}1*+,.,+{k 111_'_[;.&1]“1&,,

i w.
B c + +
@m0 4 | K e [ K g [ F T e

k+1 k+1) . (k41 .
nt + ...+ n: -+ I L
I k— 1 k

Somando membro a membro as igualdades acima e observando que (1 +

{.F?+l:l'l"l=i?""]+[

1) **1 na primeira linhae 2%* %, (2 + 1) **! (ambos na segunda linha) e

3%*1 na terceira linha, ..., (n—-1)+1) k*1 na penultima linha e n ko+1

na ultima linha podem ser cancelados, resulta

k+ + c + +
(n+1F+1 =1+ A P e R L ]S.}+ e 4
1 ¢ 2 k—1)° ko)

que ¢ a identidade obtida por Pascal.

Da identidade anterior segue que, para k = 1,

,
{n+l)3=1+['|'}5| + n

5
e, portanto (lembrando que[ I J = 2),



:(Hr-l-l)j—{l—|—n):{n-|—l)ﬂ:n3-l—ﬁ
! 2 2 2

(n+17 =1+ [ﬂ‘i + stl + n.

Logo, S; é um polinomio de grau 2 na variavel n. Observe que S,

S

Para k = 2,

E assim por diante.

nada mais € do que a soma da progressao aritmética 1, 2, 3, ..., n. Como S ;
é do grau 2, pela identidade acima, S, sera do grau 3 na variavel n. Fica a
seu cargo verificar que S; é um polindmio de grau 4 na variavel n e, de
modo geral, Sy é um polinomio de grau k + 1 na variavel n. Esta
observacdo sobre o grau de S, sera fundamental no calculo do limite de

hgl . . . 7 ~ .
- - para n tendendo a infinito, e é esta observacdo que, para mim, torna

”l'l.
lindo o método de Pascal. Espero que vocé concorde comigo! Vamos,

entao, ao calculo do limite mencionado acima.

Primeiro, vamos dividir os dois membros da identidade de Pascal por

+
nk 1.Temos

n+1)" 1+n (k+1) S, k+1)8, k+1) S,
= + E_ 4 +..+ L
”I‘;I] f?‘ll.ll l }?."ulll 2 Hl‘ill k_] ”kll

N k+11 8,
k ”k+|'

De



(n+ 1)k+! n+1) " e
&I] - =]+ —
n n n

: + 1)F !

] HE Fl

segue que
1.

Como os grausde Sy -1,Sx -»,..., Sy €S sdo, respectivamente, k, k —
1,..,3e2,eograuden krlgk+a, segue que o limite, para n tendendo
para infinito, de

S.k 1 S.'E 2 S} S|

1 IR m
Hk+] ”k*l ”A'c*l ”h 1

k+1
é zero. (Vocé concorda?) Como{ | ] = k + 1, resulta

.S, 1
Im —— = :
el AR = o

Conclusao:

k+1
lim S(n) = lim b* *! 5% _ b .
Fi— oo H—yoa ”"f +1 k‘ + 1]

Observamos que S (n) é uma aproximacao por excesso da area da regiao

limitada pela curva y = x K 0o<x<b, pelo eixo x e pela reta x = b. Por outro
lado,

» . , -
s(n) =£[EJ +£[E] +£(2—b] +.,.+£[—(”_Ub]
n\n n\n n\ n n "




(veja a figura abaixo) é uma aproximacdo por falta da area em questdo.
Procedendo-se de forma analoga, prova-se que

k1

lim s(n) = (Verifique.)

— k+1

V4

R

0 b 2b (i—1)b m—1b b
H H H H

Fica assim estabelecida, pelo método de Pascal, a férmula para o
calculo da area acima mencionada.

A seguir, utilizando o principio de inducdo finita, vamos provar a
férmula para o desenvolvimento do bindomio de Newton. Antes porém
vamos estabelecer tal principio. No que se segue, P (k) indicara uma
proposicao (que pode ser falsa ou verdadeira) associada ao natural k. Por
exemplo,

2=k
k+1=k

1+2+3+...+k=@



sdo proposicoes associadas ao natural k. Qual o menor numero possivel de
condicOes que devemos impor a P (k) para que P (k) seja verdadeira para
todo natural k > a (a natural)? Evidentemente, a primeira condi¢do a impor
é que P (k) seja verdadeira para k = a. Suponhamos, além disso, que para
todo k>a

P(k)y=P(k+1).
Sendo entao P (a) verdadeira e como
P(@)=P(a+1),
resulta que P (a + 1) sera também verdadeira.
P(a+1)=P(a+?2)

logo, P (a + 2) também sera verdadeira. Prosseguindo com este raciocinio, é
razoavel que se conclua que P (k) seja verdadeira para todo k > a. Quem
nos garante que isto realmente acontece é o principio de indugdo finita, cujo
enunciado é o seguinte:

Principio de inducao finita (PIF). Sejam a um nimero natural dado e P (k)
uma proposicao associada a cada natural k, k > a. Suponhamos que

(i) P (k) sejaverdadeira parak =g;
(i) paratodonaturalk>a

P (k)= P (k+1).

Nestas condicoes, P (k) sera verdadeira para todo natural k > a.

Para a prova da férmula do desenvolvimento do bindmio de Newton,
vamos precisar, ainda, da seguinte propriedade dos coeficientes binomiais



kK [k k+1
. =
2 p+1 p+1
e cuja verificacdo deixamos a seu cargo. Vamos entao a prova de que para

todo natural k, k > 2, P (k) é verdadeira em que P (k) € a proposicao

-

. k| k
(4+ B) = A" +[]JA“ ‘B+[2JA‘- B + ...+

A*-PBr + .. + B
P

Para k = 2 a formula é verdadeira, pois,
, . 5 o[ 2 .
(A+ By =A4°+2AB+ B> = A° +[I]AB+B-,

Provemos entdo que P (k) = P (k + 1). Para isto, basta multiplicar os dois
membros de P (k) por A + B. Multiplicando o segundo por A e, em seguida,
por B e utilizando a propriedade dos coeficientes binomiais acima (e

k k
lembrando que 1 = (”J - (,{]) resulta:

_ A :
(E]A*-HL : A'B+..+ k]A”"P BH+‘..+(;‘JAB*+

0 1) p k
/o :
R N VS L P Sy 1o
0) p—1 k1

+ +1 c +
Ak +[k] 1]A*B+.._+[£{ ]JA“'" :% +...+[: I]AB* + Bt
p :

cuja soma é exatamente o desenvolvimento do bindmio de Newton (A +
B) k*1 Portanto, para todo k > 2, P(k) = P(k + 1). Fica, assim, provada a



formula do desenvolvimento do bindmio de Newton para todo natural k, k >
2.

iF2%) Fermat e o Calculo de Areas

L+1

Vejamos como Pierre de Fermat (1601-1665) obteve a formula

ara o
ﬁ:+lp

calculo da area limitada pela curva y = x kK 0o<x<b, pelo eixo x e pela reta
x = b, k natural. Fermat procedeu da seguinte forma: considerou um nimero
E, como 0 < E < 1, e dividiu o intervalo ]0, b] em infinitos subintervalos da
forma

..,[bE',bE" ~1], ..., [bE3, bE?], [bE ?, bE], [bE, b).

Observe que b, bE, bEZ, bE?’, e bE! ~ 1, bEi, ... € uma progressao

geométrica de razdo E e que E ' tende a zero para i tendendo a infinito, pois

0<E<I.

1_:' ‘

k

\

y=x

f
0 R/ bE"! DE* BE b x
s



A area do retangulo R ; dadoporbEi <X<bE! _1,0£ys(bEi _1)ké

greaR; =bE' "1 -Ep KD =pk *1q_EyEr *Hi ! =1,
2,3, ...

Segue que as areas dos retangulos R; formam uma progressao geomeétrica

. . + ~ + .
de primeiro termo b k '(1 - E) e razdo E k- * 1 Antes de prosseguir,
vamos relembrar as féormulas para as somas dos termos da progressao
geométrica finita e infinita de razdo g e primeiro termo 1:

l_qﬁ:—1
l+g+qg*+q° +...+g" :—I
—9q

(verifique por inducao finita) e para0 < g <1

l+g+q¢* +¢* +...+g"+...=——.

I—q
FazendquEk *1 asoma das éreas dos retangulos R ; é
. 1 | Pl - E
b1 (1—EY(l+g+q*+...+¢ +..)= I—E*"}'
De
\+E+ B+ B+, + B =1 E
1—E
resulta
i+

soma das areas dos retangulos R, = - -
|+ E+ E>+...+ E

Observamos que a soma das areas dos retangulos ¢ uma aproximacdo por
excesso da area da regido em questdo e que quanto mais proximo de 1



estiver E melhor sera a aproximacdo. Para E tendendo a 1 (em verdade,
Fermat simplesmente substituiu E por 1 na soma acima), a soma acima

E+1

tendera a . Nada mudaria se em vez de considerarmos aproximacao

k +1
por excesso considerassemos aproximacao por falta.

Vocé gostou? Se gostou mesmo, verifique que o método de Fermat
continua valido mesmo quando k é um numero racional! Mas se vocé
gostou muito mesmo, utilizando a progressao geométrica 1, E, E 2 , E 3, -
com E > 1, e supondo k natural, k > 2, mostre que a area da regidao limitada

pelo grafico de y = %: x = 1, pelo eixo x e pela reta x = 1 é dada pela
X
férmula .
k—1
Bem, por volta de 1670, Sir Isaac Newton (1642-1727) ja estava
m /n

calculando a area sob a curva y = ax , para x de 0 a x, utilizando a
o H (m + 0V ~
primitiva z = ax'" """ da funcdo. O Teorema Fundamental do

m+n
Cadlculo estava nascendo, e o Calculo Diferencial e Integral, nas maos de

Newton, se consolidando. (Veja referéncia bibliografica 2, abaixo, p. 290.)
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CAPITULO

Estudo da Variacao das Funcoes

Teorema do Valor Médio (TVM)

O objetivo desta secdo € apresentar o enunciado de um dos teoremas mais
importantes do calculo: o teorema do valor médio (TVM). A demonstracao é
deixada para o Cap. 15.

Teorema do valor médio (TVM). Se ffor continua em [a, b] e derivavel em ]a, b[, entdo existird
pelo menos um cem Ja, b tal que

@ f(b;—f(a}
—

=F(c] DU KO =) = (o) = o

Geometricamente, este teorema conta-nos que se s é uma reta passando
pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)), entdo existira pelo menos um ponto (c, f(c)),
com a < c¢ < b, tal que a reta tangente ao grafico de f, neste ponto, é paralela a



/)~ f(@)

reta s. Como o coeficiente angular de s e f(c) o de T,

6= 1@ _
b—a
VoA
5
Jb)
Ma)
0 ¢

Vejamos, agora, uma interpretacao cinematica para o TVM. Suponhamos
que x = f(t) seja a funcao de posicao do movimento de uma particula sobre o
J(b) — j(a)

b—a
= b. Pois bem, o TVM conta-nos que se f for continua em [a, b] e derivavel em

eixo Ox. Assim, sera a velocidade média entre os instantes t =a e t

la, bl, entdo tal velocidade média sera igual a velocidade (instantanea) da
particula em algum instante c entre a e b.

As situacOes que apresentamos a seguir mostram-nos que as hipoteses “f
continua em [a, b] e f derivavel em ]a, b[” sdo indispensaveis.

X & X f

|
|
|
|
| fla) = fib)
|

—
—

) - — —

0 p b

fnio ¢ derivavel de p, ndo Jfndo ¢é continua em [a, b], ndo
existe ¢ verificando (7). existe ¢ verificando (1).



Antes de passarmos a proxima secdo vamos relembrar as seguintes
defini¢cOes. Sejam f uma funcao e A um subconjunto do dominio de f. Dizemos
que f é estritamente crescente (estritamente decrescente) em A se, quaisquer
que sejam s e t em A,

s<t=f(s)<f)  (f(s)>f(V)).

Por outro lado, dizemos que f é crescente (decrescente) em A se, quaisquer que
sejam s etemA,

s<t=fs)<f(y  (f(s) = f(V)).

m Intervalos de Crescimento e de Decrescimento

Como consequéncia do TVM temos o seguinte teorema.

Teorema. Seja f continua no intervalo /.

a) Se f(x) > 0 para todo x interior a I, entdo f sera estritamente crescente
em I.

b) Se f(x) <0 para todo x interior a I, entdo f sera estritamente decrescente
em I.

Demonstra¢ao

a) Precisamos provar que quaisquer que sejam s e t em I, s < t = f(s) < f(t).
Sejam, entdo, s e tem I, com s < t.

! {

Da hipotese, segue que f é continua em [s, t] e derivavel em ]s, t[; pelo
TVM existe x < ]s, 1] tal que



f(0) = fls) = f'(xX)(t = 3).

De f'(x) > 0, pois x esta no interior de I, e de t — s > 0 segue

f)=fls)>0 ou f(s) <f(O).

Portanto,
‘ifs, tels<t=f(s)<f(D.

b) Fica como exercicio.

(Observacdo: x interior a I significa que x € I, mas x nao é extremidade de I.)

Determine os intervalos de crescimento e de decrescimento de f(x) = x 3

—2x % + x + 2. Esboce o gréfico.
Solucéao

f’(x)=3x2 —4x+1
R 1
x—4dx+1=0&x=1oux= E

Entao,




f'(x)>=0em ] —eo, é[ eem |l, +eo9

f'(x) < 0em ]%, 1.

(Variacido do

f ' sinal de /")

1
3
Como '€ continua, segue do teorema anterior que

. : 1
[ € estritamente crescente em | —eo, 5] e em [1, +oof

. : l
[ € estritamente decrescente em [5, 1].

SN S

1

L..-J|-—~__

Antes de esbocar o grafico de f vamos calcular os limites de f para x —

+ooeXx —» —o0o,



lim [x* — 2x? + x + 2] = lim x{l—g—kl—ki}:_km

x= oo X = oo X X X

lim[x* = 2x* + x + 2] = —eo,

¥—3 oo

VoA p=x3-2xT+x+2

Grafico de [

x f&x)
1 2
0 2
1 s 1, >
3 27 I X
|
1 2 |
|

|

|

l
b

N
A

Seja S = s

decrescimento. Esboce o grafico.

Estude f com relacio a crescimento e

Solucéao

3x° 4+ 2x — 1

AC (1+ 3x%)

Como (1 + 3x 2) >0 para todo x, o sinal de f é o mesmo que o do
numerador.




I

I

]
3+ 22— 1=0sx= —10ux=;
* . . * (Variacdo do
' ' sinal de )
1 1 ’
3

/

1
3

. . 1
f é estritamente crescente em |-oo, —1] e em {E +o{

, . ]
f é estritamente decrescente em [— 1, Ej|

Temos

Grafico de /

x| @)
1
..
0 ]
i1
3 3]
1 ]

-
I —

lim

= lim

1—

k—}l:cl+3‘r:-l Y —»tee l

.oxr=x 1
lim ——— = —.
oo 4322 3

-

12

1
x _1
43 3




Determine os intervalos de crescimento e de decrescimento

)= —

- . Esboce o grafico.
¥ —

Solucéo

D, ={xeR|x#tl}=R—{-1,1}.

oy 2%
e
Entao,
fl(x)=0em]—co,—l[eem |—1 0
f(x)<0em]0,1[ eem ]I, +eof.
+ +
I : : :
1 0 1
Segue que

1 € estritamente crescente em |—oo, —I[ e em |—1, 0]
f € estritamente decrescente em [0, 1] e em ]I, +oof.

7 /N \.

Cuidado: f ndo é estritamente crescente em ]—oo, O]!!!

Temos




hm = |lim =1
v=hlea s — ¥ bea
1=
32
2
. X
him =1.

X——ua _r: — ]

Os limites laterais de f em 1 e —1 fornecem-nos informacoes sobre o
comportamento de f nas proximidades de 1 e —1. Vamos entdo calcula-
los.

x? . | x?
= |lim

him

-

=1ty — ] =y =1 x+1




Suponha f'(x) > 0 em ]Ja, b[ e que existe ¢ em ]a, b[tal que f(c) = 0.
Prove que f é estritamente decrescente em ]a, c[ e estritamente crescente
em |c, bl.

Solucao
f € estritamente crescente em Ja, b[, pois, f'(x) > 0 em ]a, b[. Assim,
{f{-‘i’} < f'(¢)=0em Ja, ¢[
f'(x)= f'(c)=0em ], H.
Segue que

f € estritamente decrescente em a, [
f € estritamente crescente em Jc, 5.

+ + + + + +

) Jrf‘.l'.l'

/ N :
I (f"(c)=0)

Prove que g (x) = 8x 3 +30x % + 24x + 10 admite uma tnica raiz real a,
com -3 <a<-2

Solucéao




Vamos estudar g com relagdo a crescimento e decrescimento.
g'(x) = 24x % + 60x + 24

24x 2 +60x+24=0@x=—20ux=—%

g

ta

1
2

/NS

g

m|-— T

Como g[—%) = % >0, g estritamente decrescente em |:—2, —%} e

. 1
estritamente crescente em |:_E + m[__ segue que g (x) > 0 para todo x >

—2. Por outro lado, como 1_151 g(x) = —= e g estritamente crescente em |
—oo, —2], resulta que g admite uma unica raiz neste intervalo. Tendo em
vista que g(—3) = -8 e g(—2) > 0, segue que a unica raiz esta contida no
intervalo [—3, —2].

L Y

a(x) = 8x® + 300 + 24x + 10

= m|~c>




a) Mostre que, para todo x >0, e * > x.

b) Mostre que, para todo x = 0, &* > %

X

= o0,

¢) Conclua de (b) que lim

EJ
Solucao

a) Consideremos a funcéo f(x) = e”* — x. Temos

f0) = 1.
Se provarmos que f é estritamente crescente em [0, +oo[, seguira que,
para x > 0,

eX-x>1>0 ou e*>x

Como f(x)=e” — 1, parax >0

f(x)>0

e, portanto, f é estritamente crescente em [0, +oo[.

-

b) Seja o(x) = & — % Temos

gx)=e* —x.

Pelo item (a) g'(x) > 0 para todo x > 0. Assim, g(x)é estritamente
crescente em [0, +oo[; como g (0) = 1, segue que para todo x > 0

- W
i =

()1 —-—:_a-ﬂollc}' :}f
2 7

.-

c¢) Pelo item (b), para todo x > 0



.
X
_—
X 2
X
Como lim — = +=2. resulta
¥—tes
. e
lim — = + oo,
x—te ¥
Para x — +o, e tende a +oo mais rapidamente que x.

Vamos mostrar, a seguir, que, para X — +0o, e* tende a +o mais
rapidamente que qualquer poténcia de Xx.

Seja a > 0 um real dado. Observamos que

X

E‘l’x’ e'.___; 4 €r|

lim — = lim —— = lim — = + oo,
¥ —tea x‘ ¥ —%teo x f— +ea {xu
a’ M
o
Temos, agora,
i
X -
lim Im | €% | =limu® = +eo,
¥ty yde| T R
X
Assim,
x
lim =+oo(ax =0)
x—ston y

Para x — +, e tende a +o mais rapidamente que qualquer poténcia de x.



Suponha g derivavel no intervalo aberto I = ]p, g[, com g'(x) > 0 em I, e
tal que “lT}, g(x) = 0 Nestas condicdes, prove que, para todo x em I, tem-

i—3

se g(x)> 0.
Solucéao

Consideremos a funcao G, definida em [p, g[ e dada por

N Jeglx) sexe]p,q|
G(x) {U se x = p.

Como g é derivavel no intervalo aberto I, g é continua neste intervalo.
Logo, G é, também, continua em I. Por outro lado

IimG(x) = lim g(x) = 0= G(0)

=t X o
ou seja, G é continua em p = 0. Logo, G é continua em [p, g[. Para x € I,
G'(x) =g'(x) > 0. De G(p) = 0, segue G (x) > 0 para todo x € I, ou seja,
g (x) > 0 paratodo x € I.

Na Secdao 9.4, vamos estabelecer as regras de L’Hospital, que sao
ferramentas poderosas e que se aplicam ao calculo de limites que apresentam

. s R . .
indeterminagdes dos tipos 0 e —. Para demonstrar tais regras, vamos precisar

D0

dos dois exemplos que apresentaremos a seguir.

Sejam f e g duas funcdes derivaveis no intervalo aberto I = ]p, g[, com g’
(x) > 0 em I, e tais que

Iim f(x)=0e lim g(x)=0.
o p g




Suponha, ainda, que existam constantes o e [ tais que, para todo
J(x)
g'(x)
tem-se, também,

xel o<

< f. Nestas condicGes, mostre que, para todo x em I,

f(x)
g(x)

<p

Solucéao

Pelo exemplo anterior, temos, para todo x € I, g(x) > 0. Por outro lado,
para todo x em I,
S'(x)

o<——<=<f=ag(x)< f(x)< Bg'(x).
g'(x)

Segue que, para todo x em I,

@® ag'(x) = f(x)<0
e
@ Be'(x)— f'(x)=>0.

De _lil‘{:l_ lag(x) — f(x)] =0, _lil‘fll [Bg(x)— f(x)] =0,ede()e (2 segue

og(x) — f(x)<0 e Pglx)— f(x)>0
para todo x em I. Logo, para todo x em I,

o < JS(x)
g(x)

< f.

Exemplo 9



Sejam f e g derivaveis no intervalo aberto I = ]Jm, p[, com g'(x) > 0 em I,
e tais que

lim f(x)=+e e _lim g(x) = +ee,

Suponha, ainda, que existam constantes « e f3 tais que, para todo x em I,
S (x)
g'(x)
s, com s € ]m, pl, tais que, para todo x € ]s, pl,

o < << f5. Nestas condicOes, mostre que existem constantes M, N e

M o _f&)_,4. N

g(x) g(x) g(x)

Solucéao

De ll}'? 8(x) =+ gegue que existe s € ]m, p[tal que, para todo x € Is,

pl, tem-se g (x) > 0. Por outro lado, para todo x € I, tem-se

ag'(x) = f(x) <0

Bg'(x) — f'(x) > 0.

Segue que, para todo x € ]s, p[, tem-se

agx) — f(x)<ags)— f(s)

Bg(x) — f(x)=> Bg(s) — f(s)

Fazendo M = f(s) — ag(s), N = f(s) — Bg(s) e lembrando que g(x) > 0 em
I, resulta, para todo x € ]s, pl,



M iy f(x) _ N |
g(x) g(x) g(x)

Exercicios 9.2

Determine os intervalos de crescimento e de decrescimento e esboce o
grafico (calcule para isto todos os limites necessarios).

a) f(x)=x—-32+1

by fx)=x+22+x+1

|

) f)=x+
)
d) v=x —|—x
) yv=x+t —
X©

) f(x) =3 — 55



=
g o
‘_fﬁ
h T =
: 1+ ¢

D y=e
D f) = e

my g(t) = ef

n fay=2—2*1
0) f@)= %
p) g = xe

@) f)=—x*+43 — 42 +2



. 2 — v +1
) g(x) 1)
Inx
N fx)=-—
X

u) gx)=x—¢é"

Prove que a equacao x3 - 3x? + 6 = 0 admite uma unica raiz real.
Determine um intervalo de amplitude 1 que contenha tal raiz.

Prove que a equacao x3 + x% - 5% + 1 = 0 admite trés raizes reais

distintas. Localize tais raizes.

Determine a, para que a equagao

x2+3x%2-9x+a=0

admita uma unica raiz real.

Calcule.



b)

lim —
x— -+ 1'3

xt

lim =

x=tom ot

lim xex

y— 0

lim xex

x— ]

. Inx
Im —
x—te ¥

Determine os intervalos de crescimento

e de decrescimento e esboce o

grafico (para isto, calcule todos os limites necessarios).

a) f(x)=

®

E X
X2




by flx)y=xlnx

0 g@)= ;m

d gx)=xx>=0

Seja

f(x)= {e_% sex #0

0 se x = 0.

a) Calcule f(0), pela definicao

b) Determine f



c) Esboce o gréfico, calculando, para isto, todos os limites necessarios

8. Sejan > 2 um natural dado. Prove que x" — 1 > n(x — 1) para todo x > 1.

n

(Sugestdo: Verifique que f(x) = [x~ — 1] — n(x — 1) é estritamente

crescente em [1, +oo[.)

9. Prove que, para todo x > 0, tem-se

a) e>x+1

. x?
b) e‘}l—l-x—i-?

—

10. Mostre que, para todo x > 0, tem-se

a) cosx>=1-—

by senx>=x— a
3!

11. Mostre que, para todo x > 0, tem-se



12.

13.

14.

-3 -5

X .
a) senx<x— — + s
3! 5!

3 -5
by 0<senx— {x' - 1—:| X

(Sugestdo: Utilize o item (b) do Exercicio 10 e o item (a) acima.)

a) Mostre que, para todo x > 0,

Generalize tal resultado.

Suponha que f tenha derivada continua no intervalo I e que f nunca se
anula em I. Prove que f é estritamente crescente em I ou estritamente

decrescente em 1.

Seja f(x)=2x — x* + 3, xR

a) Verifique que f é continua em R



15.

16.

17.

18.

b) Verifique que f'(x) # 0 em R

c) Tendo em vista que f'(0) > 0, conclua que f é estritamente crescente

(Sugestdo: Veja Exercicio 13.)

Seja f uma funcao tal que f"(x) > 0 para todo x em ]a, b[. Suponha que
existe ¢ em ]Ja, b[tal que f'(c) = f(c) = 0. Prove que f é estritamente
crescente em |a, b[.

Suponha f derivavel no intervalo aberto I. Prove que, se f for estritamente
crescente em I, entdo f(x) > 0 para todo x em I.

Suponha f derivavel no intervalo I. A afirmagdo: “f é estritamente
crescente em I se e somente se f(x) > 0 em I” é falsa ou verdadeira?
Justifique.

Suponha f derivavel no intervalo I. Prove: f crescente em I < f(x) > 0 em
I.

(Lembrete: f se diz crescente em I se quaisquer que sejam se tem I, s <t

= f(s) <f(0).)



19. Sejam f, g duas funcoes derivaveis em ]a, b, tais que f'(x) < g'(x) x em ]a,
b[. Suponha que exista ¢ em ]a, b[, com f(c) = g(c). Prove que f(x) < g
(x)para x > c e f(x) > g (x)para x < c.

m Concavidade e Pontos de Inflexdo

Seja f derivavel no intervalo aberto I e seja p um ponto de I. A reta tangente em
(p, f(p)) ao grafico de f é

y=f)=f)x-p) ou y=f(p)+fP)x-p).

Deste modo, a reta tangente em (p, f (p)) é o grafico da funcdo T dada por

T() =fp) + f(P)x ~ p).

Definicdo 1. Dizemos que ftem a concavidade para cima no intervalo aberto / se
fix) > T (x)

quaisquer que sejam x e p em /, com x # p.

L V &

e

Definicdo 2. Dizemos que f tem a concavidade para baixo no intervalo aberto / se



flx) < T(x)

quaisquer que sejam x e p em /, com x # p.

Definicdo 3. Sejam f uma funcdo e p &€ D ¢, com f continua em p. Dizemos que p é ponto de
inflexdo de f se existirem ndmeros reais a e b, com p & Ja, b[ < D¢, tal que f tenha concavidades
de nomes contrarios em ]a, p[ e em ]p, bl.

Vo4
Vo
; \
A . | AN
/U P X 0 p I
p € ponto de inflexdo de / p ¢ ponto de inflexiio de /
(ponto de inflexdo obliquo) (ponto de inflexdo horizontal)

Teorema. Seja fuma funcio que admite derivada até a 2  ordem no intervalo aberto /.
a) Sef'(x) >0em/, entdo fterd a concavidade para cima em /.

b) Sef'(x) <0em/, entdo ftera a concavidade para baixo em /.

Demonstracio

a) Seja p um real qualquer em I. Precisamos provar que, para todo x em I, x #
p;

fx) > T (x)



em que T'(x) = f(p) + f(p) (x — p).

Consideremos a funcao g (x) = f(x)— T(x), x € I; vamos provar que g (x) >
0 para todo x em I, x # p.

fix)
I'(x)

el

Temos

dai

g =f'x)—f'p)xel

Como f'(x) > 0 em I, segue que f € estritamente crescente em I. Entdo,

g (x)=0 parax>=p
g(x)<0 parax<p.

Segue que g é estritamente decrescente em {x € I| < p} e estritamente
crescente em {x € I| x > p}. Como g (p) = 0, resultado

gx)>0
para todo x em I, x # p.

b) Fica a seu cargo.



Seja f(x) = o > Estude f com relagdo a concavidade e determine os

pontos de inflexao.

Solucéo

.T:
flix)y=—xe 2.

x

ff@=@-1e 2.

a
e

Como ¢ 2 = ( para todo x, o sinal de f"(x) é o mesmo que o de x? — 1.

[ 2

i - | | N (Variacdo do

L ] | sinal de /™)

f - : - : - (Concavidade
1 1 de /)

{f”{x} >0 em]—oo, —1[ eem ]I, +eoof
[y <0 em]-L1[

entao,

f tem a concavidade para cima em |—oo, — [ e em ]I, + o9
f tem a concavidade para baixo em |—1, 1]

Pontos de inflexao: —1 e 1.

Esboce o gréfico de 7,y — e_J; +



Solucéao

= -
fx) = — ye 2 v :
0
f / |
0
.l'" N1 + -
F1) = (2 = e / ; ;
. L M J
;f T 1
I I
Pontos de inflexdo: —1 e 1.
ime 2 =0e lime 2 =0.
X—¥be= X—r—ea
.V F
X £ix]
|
1 =
Ve
( (0
R X
Ve

Seja f derivavel até a 32 ordem no intervalo aberto I e seja p € I.
Suponha que f'(p) = 0, f"(p) # 0 e que " seja continua em p. Prove que
p é ponto de inflexdo.

Solucéao



Para fixar o raciocinio, suponhamos f"'(p) > 0. Como f" é continua em p,
pela conservacao do sinal, existe r > 0 (que pode ser tomado de modo
que ]p — r, p + r[ esteja contido em I) tal que:

f"xX)>0emlp—-r,p+rl.

Segue que f" é estritamente crescente em |p — r, p + r[. Entdo,

{f"(p} =0

f" estritamente crescente em |p —r, p + 1|
implica

{ S(x)<0 em Jp—r, pl
f"(x)=0 em Jp, p+1r|

logo, p é ponto de inflexao.

Jrf'JH \ \ \
v I T T

_fw ! /+ | I-wa {f)} = D]

Seja f derivavel até a 22 ordem no intervalo aberto I e seja p € I
Suponha " continua em p. Prove que f'(p) = 0 é condigcdo necessdria
(mas ndo suficiente) para p ser ponto de inflexao de f.

Solucéao




Se f'(p) # 0, pela conservacao do sinal, existe r > 0 tal que f'(x)tem o
mesmo sinal que f'(p) em Jp — r, p + r[, logo p ndo podera ser ponto de
inflexdo. Fica provado, assim, que, se p for ponto de inflexdo, deveremos
ter necessariamente f'(p) = 0. Para verificar que a condicdo ndo é

suficiente, basta olhar para a funcao f(x) = x 4. f'(0) = 0, mas 0 ndo é
ponto de inflexao.

Exercicios 9.3
Estude a fungdo dada com relacdo a concavidade e pontos de inflexao.
a) f(x)=x—3x"— ox
by f(x)=2x—x*—4x+1
c) fx)=xe ¥
d) x(H=r+ %

e) gx)=e*—eg ™



X
xl_

f) g =

O VT

n f@=1-e>

ICEENC)




D o f=x*—2+2x

. [ -
D g =x—x

m) y=

Esboce o grafico de cada uma das func¢oes do exercicio anterior.

Seja f(x) = ax 3 +bx? +cx+d,a#0. Prove que f admite um unico ponto
de inflexao.

Se p for ponto de inflexdo de f e se f(p) = 0, entdo diremos que p é ponto
de inflexdo horizontal de f. Cite uma condicdo suficiente para que p seja
ponto de inflexdo horizontal de f.

Se p for ponto de inflexdo de f e se f(p) # 0, entdo diremos que p é ponto
de inflexdo obliquo de f. Cite uma condicdao suficiente para que p seja
ponto de inflexdo obliquo de f.



6. Sejam fuma fungdo derivavel até a 52 ordem no intervalo aberto I e p €
I. Suponha f ) continua em p. Prove que

O =f'e)=fYp=0 e O@=0

é uma condigdo suficiente para p ser ponto de inflexao de f. Generalize tal
resultado.

7. Seja fderivavel até a 2 2 ordem em R e tal que, para todo x, xf'(x) + f(x) =
4.

a) Mostre que f' é continua em todo x # 0

b) Mostre que f ndo admite ponto de inflexao horizontal

8. Sejaf(x)=x° +bx* +cx> -2x+1.

a) Que condicOes b e ¢ devem satisfazer para que 1 seja ponto de inflexdao
de f? Justifique.

b) Existem b e ¢ que tornam 1 ponto de inflexdo horizontal? Em caso
afirmativo, determine-os.

9. Suponha que f'(x) > 0 em ]a, +oo[e que existe x; > a tal que f(x,) > 0.
Prove que lm f(x) = +.

10. Seja f definida e derivavel no intervalo aberto I, com 1 € I, tal que



11.

{f’{x} = x* + f?(x) para todo x em | —r, r|

a) Mostre que, para todo x em I, f"(x)existe e que f' é continua em I
b) Mostre que existe r >0 tal que f(x) >0ef'(x)>0em ]1 —r, 1 + [

c) Esboce o graficodey =f(x),x&€ 11 -r, 1 +r[
Seja f definida e derivavel no intervalo ]-r, r[(r > 0). Suponha que

{f’{-*'} =x? + f?(x) para todo x em | —r, 7|
f(0)=0

a) Mostre que 0 é ponto de inflexdao horizontal
b) Mostre que f'(x) > 0 parax # 0

c¢) Estude f com relagdo a concavidade

d) Mostre que f(x) > %x‘ para0 <x<r

e) Faca um esboco do grafico de f

E¥1 Regras de L'Hospital

Videoaulas
(#)video 18.2




As regras de L’Hospital, que vamos enunciar a seguir e cujas demonstracoes
sao deixadas para o final da secdo, aplicam-se a calculos de limites que

[ =]

. . ~ . 0 oo
apresentam indeterminacgdes dos tipos 0 e —.

12 REGRA DE LI’HOSPITAL. Sejam f e g derivaveis em ]p — r, p[ e em ]p,
p +r[(r>0), com g'(x) # 0 para 0 <|x — p | < r. Nestas condic0es, se
lim f(x) =0, img(x) = 0

=

e se lim— existir (finito ou infinito). entdo lim - ) existira e
v—p @ (I) Y g [1‘}
. f(x) L f(x)
lim lim

X = [ g[\_} r=k gr{I] ’

Observamos que a 1 ¢ regra de L’Hospital continua vélida se substituirmos

“X R p” por “X N p + 9y ou por “X R p—» ou por “X . iOO”,

2 2 REGRA DE I’HOSPITAL. Sejam f e g derivaveis em ]m, p[, com g'(x) #
0 em ]m, p[. Nestas condicoes, se



lim f(x) =+ oo, lim g(x) = +eo

X—p

. (x) . . : o N e
ese lim / ;{ ) existir (finito ou infinito), entdo lim J(x) existira e
= g(x) = g(x)

LC) N 65
= gx) = g'(x)

»

Observamos que a 2 ¢ regra continua vélida se substituirmos “x — p ~” por
+ e K
“Xx - p ” oupor “x - p” ou por “x - +00”. A regra permanece valida se
substituirmos um dos simbolos +oo, ou ambos, por —oo.

Calcule

ox —6x' + 8 —3
a) lim

x=1 x‘J' —1
by lim c

X— T .1'

c) lim xInux.
v —="

Solucéao




) . 6: 3 + By —
a) lim = 8 =3 _|(0 . Temos
x—l _,1{'4 — E ﬁ

5 = 3 —_— ’
lim (x* — 6x" + 8x — 3)

o Sxt = 18x* +8 =5
= lim =—
x=1 {_'{"' - l)’ x=1 I3 4
Pela 1% regra de L'Hospital
. X =6x'+8x—3 . (x*—6x'+8 —3) 5
lim = lim ; =——.
x=1 xt—1 x=1 {14 — ]) 4
ou seja,
. x'—6x+8x—3 5
lim =——.
==l x4 —_— ]
p) lim & = {f}
X—=pte oo
Pela 22 regra de L’Hospital,
lim < = tim &) = fim e* = +oo.
K=+ X =3+ (x] =3 +oo
Assim,
lim L. + co,
x—te ¥

¢) lmxlnx =

v ="

[0-(—=)] que é uma indeterminacio que poderd ser
0 oo

L=

colocada na forma 0 ou —. E mais interessante aqui passa-la para a
L)

forma —. que nos permitira eliminar o In x.
=)




y—=01" r— {1 o

lim xInx = lim 1"—1 = [2}

X

1
lim Inx _ lim M = lim —*— = lim(—x) = 0.
r—0" ] =07 ] 0 1 il
x [h] x?

Ou seja,

1ir51_ xlnx = 0.

Como vimos, as regras de L’Hospital aplicam-se as indeterminacdes da

0 e o
forma 0 e —. Os proximos exemplos mostram como as outras formas de

ks

indeterminacdo (0 - oo, o0 — oo, 0 0, o9 e1 *) podem ser reduzidas a estas.

(Observamos que 0 0 0%e1® sdo indeterminacodes do tipo 0 - oo. Veja: 0 0=
eOan :eO'(—OO);OOO :eOIHOO :eO-oo el1® :eoolnl :eoo‘O.)

Calcule

1
a) lim x’ex

x¥—=0"

, [1 1 }
p) lm| — —
07| x* senx

, [1 1 )
c) lim| — —
=0l x  senx

Solucéao




1
a) lim x’ex =[0 - oo,

y— 0t

2oy = % . . 0
Fazendo *"¢' = ~7: somos levados a uma indeterminagdo da forma —.
(_J‘ x

'| ¥

Entao

. . .ox? i 2x
lim x*ex = l1m—1 = lim =
| x =) - =" ]
g x . f:,’_l I
x°
e o ultimo limite € igual a
. 2y?
lim = —.
sy 1
,E_J X

Bonito! Em vez de simplificar, complicou!! Vamos, entdo, mudar a nossa

L. . 1 : . .
estratégia. Facamos a mudanga de varidvel y = —. (Veja: e+ esta pedindo
X

. 1 ~
a mudanca de variavel 1 = —.) Temos, entao
X
1 et [ors!
lim x*ex = Iim —=| —
y—+ () LRl ¥ o0
Pela 2 ¢ regra de L’Hospital,
. au . P f . e
lim — = lim ( — = lim
SRl T u—:--n(”— )' W=+ 2”

desde que o dltimo limite exista. Ainda, pela 2 ¢ regra de L’Hospital,

I

lim — = lim e" = +ee,
w—te g —% o
) EJ.' . €” )
Segue que lim — = +w«w e, portanto, lim — = +o0. Assim,
w—t+e Far

2
u—tos gp-




1
lim x?ex = + oo,

x—=0%

(Observagdo. Se limM - |:E] ou {3:|, lim _f':(x} = {9] ou |:3] e lim f:{x} existir
x=p g{x) 0 oo p g (x) 0 oo xp g (x)

(finito ou infinito). entdo

TG T )}
X g{_j:) P g (x)

Verifique e generalize.)

b) lim{ lﬁ S ]=[m — eo]. Temos
=07l x*  senx

lim — = +oo
v= (17 xz
e
.oxt . 2x
lim = lim =10.
—0° senx =0 COSX
Segue que
.1 x*
lm —| 1 — =4eoo-]=+ce
x=07 x? sen.x
ou seja,

lim [i — l ] = + oo,
=07 x? senx



(Observagao. Se lim f(x) = +<0. limg(x) = +wxe lim J(x) + 1.
—p? ey =rg(x)
proceda como acima no célculo de }E’T}?(E (x) = f(x)).)

1 1
¢) lim| — — = [ee — oo]. Temos
r—0] x SENn X

.| | . senx —x 0 ]
lim| — — = lim—————— =| — |. Pela 12 regra de L"Hospiftal,
=0l x  senx =0 xsenx 0

. Senxy —x . cosx — 1 0
lim——— =1lim =|—
=0 xsenx =l genx + XCosx 0

. — senx
= lim = ().
r=lopsxy + COSY — X senxy

Portanto,

lim[i— l J=0+
r—0| x Senx

Calcule lim ¢*| e — (l - l] .

X = e X

Solucéao

. 1 My X
lim e*|e— [l + —] = [oe - 0]. Temos
K= o I




1 X
X
L’Hospital resulta
e—{l+l] [1+1] {In[]+lJ— :
. X ) X X 1+ x
lim — = lim :
X =4 tea et r—st= e

Para facilitar as coisas, observamos:

. 1 X
como l1rJ1;1 (1 + —J = e, basta entdo calcular lim
¥ —te= X x— -t

Este ultimo limite € igual a

ln[lJr




2

De (x + 1) = x? [1 + l] segue
x

e X _ . ex

i —— m —,--
T+ x(x -+ 1}2 F=a+ua ]
X1+
X
. e’ .
=lim ————=1:(+0o)=+ee
X—#+aa 1 = _r-‘
[+
X

X

: . . €
pois. como ja sabemos, lim —

.et .
lim — = lim

x—+te e

X T

. &
= lim — =

X —% o 31'1

: 1Y
lim e* e—[l-i——] =400
Xx—tbea x

Calcule

a) lim x*

v —i)?

by lim [1 +i}
x—bea xX-

Solucéao

a) lim x* =[0°].

v —)"

x*=e¢™™ ¢ limxlnx = 0 (EXEMPLO 1)

=

Entiao

+. (Ou por L'Hospital:
X—+o 1'3

lim — = +e0.) Portanto,
X— T 61’ X—To 6



lim x* = lim e*™ =¢" =1.

v —s)" r—s i)t

mlmb+%]qm,
X

X=%boa
X i
1 <In| I+i,,
l+—| =e ! I']+
X

: ln[l+%] 0
x
lim xln[l + _z] = lim —-— = |i—j|

K=+ x e E 0
X
O ultimo limite é igual a
2
. xt+x : 2x
lim = lim — =0
X—stea A—2bes s -|— 1
xi

Logo,

X tea r— e
X

x +L'
lmp+%]=mé+”LL

(Observagdo. Outro modo para calcular este limite é:

1ix b

¥ Xt lI”(I+Lﬂ
lim [I + LZJ = lim {l+ iz} = lim e* l* -“'J = 1. pois lim 1_ Oe

¥ —»tea X A= +oa x ¥— 1o _q—)+-:-cx



Calcule

a) lirp {l + EJ
¥—+e= X

1
by lim (x + 1)mnx

¥ —#tea

Solucéo

a) lim [1 + E] =[1"]
x—te= X

lim xIn l—i-1 = lim —— = E
Xeh o x X=rtoa 1 0

O ultimo limite é igual a

Assim

lim [I . E] = lim eﬂI{H;J =&,
¥—3+en x X3+



fazendo

X

¥ —#+tea

X = o ]n X

lim L In(x+ 1) = lim

Calcule lim

¥ —3 +oa

Solucéao

a mudancga

3

variavel 3_1 resulta lim (1 + EJ = lim [l + l] =

H ¥ —4 o= X K= bea 7,

by lim (x + Iy = [oe?].

I 1 .
— - In{ x+1)

{x + l}m = glnx
I

(Este limite poderia, também, ter sido calculado da seguinte forma:

de

e.)

¥ —3 o

x=+= Inx oo

X
1 Ini x+1)

lim (x 4+ 1)ir = lim e bx =g,

¥ —¢tca ¥—tee

x+l
n
[]nx} )

que ndo € indeterminacdo. Veja

x+l
[L] _ ei.rH]l:l[ﬁ}
Inx

In(x +1) _ |:m:| ~ lim x+1

= 1. Assim



lim (x + I)II{LJ = 400+ (—o0) = —oo,
¥ tee Inx

Assim

: 1 - G| "
lim | — = lim ¢ Wl =),
¥ —s +ea ln_]l'. ¥— e

Vimos anteriormente (Exemplo 8 da Secdo 7.2) que se f for derivavel em p
entao

o S U@ P &=l

K= I_‘_{ — JE}I

ou seja, o erro E(x) = f(x)— T(x), em que T(x) = f(p) + f(p) (x — p), tende a zero
mais rapidamente do que x — p, quando x tende a p, o que significa

fx)=f(p)+ f(p)(x— p)+@x)(x— p)

mm———

E(x)

com Im@(x) = 0. Assim, T (x)é um valor aproximado para f(x)e o erro que se
comete nesta aproximacao tende a zero mais rapidamente do que x — p, quando
X tende a p. A seguir, estamos interessados em determinar a de modo que

P,(x)=f(p) + f(p)(x—p) + a(x - p) °

seja um valor aproximado para f(x)com erro tendendo a zero mais rapidamente

que (x — p) 2, quando x tende a p.

Suponha f derivavel no intervalo Jp — r, p + r[, r > 0, e que a derivada de

2 2 ordem de f exista em p. Mostre que se



imd @ U@+ (P =ptax=prl_,

> (x = py
entéo qa= Jf {IU)
2
Solucéao

Vamos, entdo, calcular o limite

lim

= (x = py

SO =S (p)+ f(p)(x = p)+a(x—pP] _ { 0 ]
0

Pela 1 2 regra de L’Hospital, tal limite ¢ igual a

f(x) — [f'(p) + 2a(x — p)]

lim - =

x=p 2{'{ - !}}
_1 lim|i'f @)= /) Za} = l[f "(p) — 24,
x—p X—p 2
S'(x) — f'(p)

pois. f(p) = lim . Segue da hipotese que a =

/"(p)
.H’—:*If.?‘ x — p 2 I

Observacdo. Seja

P(x) = f(p)+ F'(p) (x— p) + %{_x -

Do que vimos acima resulta

Fie] Bl ol = pp
E(x)



com }1_{1;{ @(x) = 0. Qu seja, 0 polindmio P, (x)é um valor aproximado de f(x)com erro E(x) = ¢

x)(x —p) 2 tendendo a zero mais rapidamente do que (x — p) 2, quando x tende a p. 0 polindmio
P , (x)é denominado polindmio de Taylor de ordem 2 de fem x = p.

Suponha f derivéavel até a 22 ordem no intervalo Jp —r,p +r[,r > 0, e

que a derivada de 3 ¢ ordem de f exista em p. Mostre que se

@ =) + o) = p)+ L = py +a = ']
lim - =(
= (= py
entao, a = A )).
3!
Solucéao

Pela 1 ¢ regra de L’Hospital, o limite acima é igual a

lim

x> 3(x — p)

S = LI (p) + S(p) (x = p) +3a (x = )] _ H
0

f(x) = [f"(p) +6a(x— p)]
6(x— p)

= lim
e

= fim~| LX) = /) _ {m} = %[f’"{ p) — 6al.

i=pf X—p

Da hipotese, segue

f'.’.’."{ ;]]
3




O polinémio

fﬁﬂ=fUﬂ+fUmI—pH*fTux—pf+j;fux—pf

denomina-se polinbmio de Taylor de ordem 3 de f em x = p. Segue, do que
vimos acima, que P 3 (x) é um valor aproximado de f(x) com erro E (x) = f(x) —
P 3(x) tendendo a zero mais rapidamente do que (x — p) 3 para x tendendo a
p. Generalize. O polinomio de Taylor de uma funcdao é uma das ferramentas
poderosas do calculo numérico. No Cap. 15, voltaremos ao polinomio de

Taylor.

Para encerrar a secao, vamos provar as regras de [.’Hospital. Para provar
tais regras, vamos substituir a hipdtese g'(x) Z0 em lp, p + r[, na 12 regra, e ¢’
(x) # 0 em ] m, p[, na 22 regra, por g'(x) > 0 nestes intervalos. (Este fato ndo
restringe em nada as nossas regras, pois o teorema de Darboux (veja Exercicio
8 da Secdo 9.7) nos diz exatamente o seguinte: g'(x) # 0 no intervalo aberto I =
g'(x) mantém o mesmo sinal neste intervalo.)

Demonstragdoda 1 ¢ regra de L'Hospital

Suponhamos

imZ ™) — 1 reRm.
= g(x)
Segue que, dado € > 0 existe 6 > 0, 6 <r, tal que, parap <x <p + 6, tem-se

f(x)
g'(x)

L—¢eg< <L+e¢

Do Exemplo 8 da Secdo 9.2, segue que, para p < x < p + 6, tem-se, também,



_ J(x)

L—e<—=<L+e
g(x)
Logo,
lim S(x) =1
x=p’ g(l)

Fica para o aluno provar, como exercicio, a 1 ¢ regra nos casos:

S(x)

lim "(I[I) =+ ou lim-——=—
=y g [I) x—s pr g {I}

De modo analogo, demonstra-se que

fim L) — g LD
=rg(x) = gli(x)

Demonstracdo da2 ? regra de L'Hospital
Suponhamos

-f'."."."( F]]
3!

Pela definicdo de limite, dado € > 0 existe 6; > 0, com p — §; > m, tal que,
parap — 6, <x<p,

E W) ;L E
2 g'(x) 2

Do Exemplo 9 da Secdo 9.2, segue que existem constantes M, N e s, com s € ]
p— 61, pl, tal que, paras <x <p,

M
g(x)

<IN L E
gx) g(x) 2

®

Por outro lado, de

_£
2



lim M =0 e lIim N =0
=r g(x) =r g(x)

existe 6 > 0, com p — 6 > s, tal que

£ M N
- E == = =<

g(x) a(x)

b | o

parap — 6 <x < p. Dai e de @ resulta, parap — 6 < x < p,

L—e<d® 1ie
g(x)

Ou seja,

Fica para o aluno provar, como exercicio, a 2% regra no caso

f ’E -"; = ==. De modo analogo, demonstra-se que
e g X

et g(x) o glx)

sl [0l e i
0 =p g(x)

|:i] e se lim b existir, entdo lim—— s também existira e lim——= il 11111f )

Observacao. As regras de L'Hospital contam-nos que, se lim ——- )
I—;pg o

eglx) =wo(n)

= ] el

Entretanto, im —— g} podera existir, sem que lim Fix) exista (veja Exercicio 4).
x—!.ﬂg{_}f) 1—>pg(x

Exercicios 9.4

1. Calcule



)

g)

h)

7)

-
lim

x=+o x2

Inx

lim
x—+uom 63-’"

limsenxInx

v— 0"

lim(1 —cosx)Inx

v— "

lim (x2 + T)ins

¥—+ee

lim [l + In x]
¥—=0" x

1

lirrrjl_(l — COSX)*

. tegldx —senx
Ilmg—‘
r= sen-xy
3

X sec’ x
lm———
0] —cosx
lim xie™**

X¥—stee

lim [x — {x* — x]

X—tea



pj lim

g lim|—=
x=tea]| y= -I-l

r)  lim[cos3x]¥*

)

5)  lim xt

x—0t

2. Sejam fe g derivaveis até a 2 ¢ ordem em ] p, b[, com g"(x) # 0 em ] p, b[.
Suponha que

lim f(x)= lim f(x)=0 e lim g(x)= lim g'(x)=0
X—4p x—p’

X — x—=pt
on

lim /()= lim /() = =e0 e lim g(x) = lim g/(x) = *eo
X— Xx—p x—3p x— p

"N -

existira

Prove que, se lim ——— existir (finito ou infinito), entdo lim
= g'(x) = g(x)

e lim L% _jim L)

_  ———. Generalize tal resultado.
X=r g{x’} 'u—'rp g {;{'}

3. Calcule

Coxt =2+ 2x—1
a) lim .
x=1 —=2x+1

. ox +telx
by lim —,g
= | sen'x



c) lm

X=+to x?'

. X —tgx
lim—=— ®

4. Sejam f(x) = «? sen% eglx) =x. Verifique que
liﬂf(x) = li_%g(x) =0, hm@ =0e que hm@ nao existe. Ha

= g(x) =il gr(x}
alguma contradi¢do com a 1 ¢ regra de L’Hospital?

m Graficos



Para o esboco do grafico de uma funcao f, sugerimos o roteiro:

a) explicitar o dominio.

b) determinar os intervalos de crescimento e de decrescimento.

c) estudar a concavidade e destacar os pontos de inflexao.

d) calcular os limites laterais de f, em p, nos casos:
(i)pé&D f» mas p € extremo de um dos intervalos que compdem D .
(ii) p € D, mas f néo €é continua em p.

e) calcular os limites parax — + ©e x - —oo,

f) determinar ou localizar as raizes de f.

Esboce o grafico de f(x) = x R &

-x+1.

Solucéao
a) Df = [R.

b) Intervalos de crescimento e de decrescimento.




fl(x)=3x" = 2x — 1 W -2 —1=0eq
X=-—-
3
- +
I : :
1 1
3 \‘
I / : : /
1 1
3
c¢) Concavidade e pontos de inflexao.
f'(x)=6x—2
+
I’ :
1
3
f - : -
1
3

: 1
Ponto de inflexdo: 3
d) Como f é continua em R, precisamos apenas calcular os limites para

X > +tooex - —oo,

Im [x* —x* —x+1] = limx-‘[l—l— : +i:|:-|—m

-
x= oo X =b o . 3

X X X
m [x* —x? —x + 1] = —ee,

¥ —%—ca

e) Asraizes de fsdao: —1 e 1 (1 é raiz dupla).



x| O

Ak
.

16
.

Esboce o grafico de f(x) = a2y I.

2

X
Solucéo
a) Df =R - {0}

b) Intervalos de crescimento e de decrescimento.




Para calcular f'(x) € conveniente escrever fna forma f(x) = x* +

Bl

fix)=2x =27 ou f(x) = 2 (x* + 1}:(352 —1)

! —t :

NN/

S :
1 0 1
7 2 e 2 +
Observagdo. O sinal de f'(x) € o mesmo que o de — , ja que M > 0.
x
- -
.152 1 I ]
1 1
+ o+
x :
0
w21 nE ok
7 1 0 i
c¢) Concavidade e pontos de inflexao.
") =2+ 6x*
- -
‘fﬂ :
0
v M
! :

Nao ha ponto de inflexdo.

d) Limites laterais de f em O.



: , 1 : ;o1
Iim|x*+—|=1lm|x* +—[=+ee,
x— 0 e e—) x-

e) Limitesparax -» +©ex — —oo,

. .1 . o1
lim | x* + —|=+co= lim | x° + —
X—poa x4 X—p=sa xe

f) fndo admite raiz.

T | s

b2 b2

Observe que, quando x tende a + o ou —oo, o grafico de f vai

“encostando” por cima no grafico de y = x 2

Esboce o grafico de f(x) =

4x +5
2 =1

Solucéao
a) Df={x€#=x1}.

b) Intervalos de crescimento e de decrescimento.




—4x? — 10x — 4 x==2

J(x)=

N ; A 4 — ou
(x2 — 1) 4x2 —10x —4=0 & :
X=—-=
_ 2
p + o+
| 2 o1 11
2
N NN
/ ' i

c¢) Concavidade e pontos de inflexao.

(—8x —10) (x* — 1)> — (—4x® — 10x — 4) 2 (x* — 1)2x

/') = e

(x* = 1) [8x" + 30x7 + 24x +10]

/) = e

Vimos, no Exemplo 5-9.2, que g (x) = 8x> + 30x% + 24x + 10
admite uma unica raiz real a, com -3 < a < -2, e que

g (x)<0Oparax<aeg(x)>0parax>a.

Combinando o sinal de g (x) com o de x 2 — 1, resulta

S : ' :

Ponto de inflexdo: a é o tnico ponto de inflexao.



) Limites laterais em —1 e 1.

. dx +5 ) ] dx + 5

lim — = lim - = +oo
=ty =1 sl x—1 x+1

. dx +5

lim = —oo

= e —

R 5 ) | 4x +5 |
lim — = lim : =+4oo| —— [=—00
=1t ys — l =1t x + 1 X — ] 2

. dx +5
lim — =+ oo
=17 x* =]
. Ax + . dx +
¢) lim r S=‘-[II=111'I] Xt
x=rte yo — X=p—oe ¥ = ]

J) Antmicaraiz de fe — s

VoA . Ay + 5
e
I I
. | u) | |
I I
= |
i 0 a 2 - | L g
4 "N..,.JI ___1_}___5___ 1 I 1 X
1 | |
| BN
|~ 4|
I I
I I
I I
| |
Seja f uma funcdo. Se existir uma reta y = mx + n tal que

lim [f(x) — (mx +m)] = 0. entdo diremos que y = mx + n é uma assintota para

¥ —3to=

f; se m = 0, teremos uma assintota horizontal, e se m # 0, uma assintota
obliqua.



!

| —
/ 0 X : 0 / X

[ fx)—n]=0 S/

Vv = n ¢ uma assintota horizontal Assintota obliqua

lim
X =R e

O que dissemos para x — + oo vale para x — —oo.

Se f for da forma f(x) = px) , com p e g polindmios, f admitira assintota
q

(x)

se “grau de p — grau de g” for menor ou igual a 1. Se “grau de p — grau de g”

for 1 ou 0, para determinar a assintota basta “extrair os inteiros”. Se “grau de p
— grau de g” for estritamente menor que zero, ou seja, se grau de g for
estritamente maior que grau de p, entdao y = 0 é uma assintota.

Exemplo 4

Determine a assintota e esboce o grafico de f(x) =

3

x4l

Solucgéao

f € uma funcao racional e a diferenca entre o grau do numerador e do
denominador € 1, logo, f admite assintota. Temos

X X
= ux' —_— N
x? +1 x +1
Como lim — = 0 = lim ———, quando x tende a + % ou —co, 0
x—tm x4 -+ r=—e x4 4+ ]

grafico de f vai encostando na assintota y = x. Temos, agora,
a) D f = R




b) Intervalos de crescimento e de decrescimento.

x* 4+ 3y
(x? + 1)

Jf(x) =

f é continua em R e f(x) > 0, para x # 0, logo, f é estritamente
crescente em [R.

¢) Concavidade e pontos de inflexdo.

" —2x(x* —3)
f (‘r) = b 1
(x* + 1)
+ +
I.Jf".l'.l' :_ : :_
V3 0 V3
U ~ U ~
J : : :
V30 V3
A ]
. : . X
d) lim — =+4e e lim — = —oo,
x=34om < 4 x—p—ee = =+ 1

¢) 0 ¢ annicaraiz de f.



J) v = x ¢ assintota.

Observacéo. Como f(0) =0, y =0 é a reta tangente ao grafico de fem (0, 0).

Muitas vezes, por inspecao, € possivel prever a existéncia ou nao de
assintota. Um bom indicador para a existéncia de assintota obliqua é o
seguinte: se para x suficientemente grande, f(x)= mx, para algum m, entao sera
razoavel esperar a existéncia de assintota. Por exemplo, para x suficientemente
grande, temos:

AaAx? +x+1 :2XJ1+L+%EE,r

4x X-

2X

A X+ =_r,||] + i == x
X



Entdo, é razoavel esperar que tais funcoes admitam assintotas.
Observe:

Im[f(x)—mx —n]l=0= n= lixllw[_}"(x] — mx]

g — tea

Para determinar assintota, procedemos assim: primeiro determinamos m
(caso exista) para que

lim [ f(x) — mx] {Gu 1m [f(x_] — mx])

¥ — tea

seja finito; em seguida, tomamos para n o valor deste limite.

Observamos que se lim [/(x) = mx] for finito, entdo

're+c X
ou seja.
m= lim "f[x}.
. Xty
(Cuidado. lim J(x) poderd ser finito sem que lm [/(x) =mx] o seja.
xX—%+on X
Verifique.) De modo andlogo, se lim [f(x) —mx] for finito, deveremos ter

obrigatoriamente m = lim /()

N —p 11'

. A seguir, sugerimos um processo para se

determinar assintota.

Primeiro determine m, caso exista, através do limite

m= lim "f(x}.
r—te Y

Em sequida, calcule

n= lm|[f(x)— mx].

¥—Te=




Se n for finito, y = mx + n seré assintota (parax — + o). Proceda de modo andlogo
parax — —oo,

Observacdo. Se li[l’l f(x) = *xoo e se lirll f'(x) existe, pela 22 regra de L'Hospital

lim i lim f'(x). (Interprete.)

Ak 9 ¥ —+ee

Determine as assintotas de
f(x)=+4x*+1.
Solucéao
Temos
! 1 + ] sex =0
f(_r):|x| l+x: ) = ;
X X |
-1+ — sex =10
X
Segue que
1imM: lim 1+L:1
x—dtes X —Foa .I]
3
lim L% = fim — 1+ L =1,
X—p—ea X X —p x-
Assim, m = 1, para X —» + o, e m = —1 para x —» —oco. Vamos, agora,
deteminar n. Para x —» + oo,




n= lim [f(x) — mx]

n=lim[{x +1-x]

X¥—*te=
1

= lim =0

Assim, para X — + oo, y = x é assintota. Para x — —oo, temos

n = lim[{x*+1+x]

X——c=

: N . |
= Tllmm[“l uw +1—ul= ”|_1311|’Im h N =0.
u + u

Logo, para x — —o0, y = —x é assintota.

Vo4 y=vxi+1

L 4

Determine as assintotas e esboce o grafico de f(y) = \[4x> + x + 1.

Solucéao

Temos




1 1 1 1
— 4+ = 4+—+— sex>=0
[0 T R B A
! . 11
|4+ =+ — se x < 0.
L x ox
Dai
fim L0 = g 4+ L Lo
X—#+toa X X — o X x°
e
tim L9 — g — e+ le Lo
X— e X X—»—oa X X
Assim, para X — + o, m = 2, e, para X — —oo, m = —2. Vamos agora

determinar n. Para x —» + oo, temos

n= lim[f(x)—mx]= lim(\/4x* + x +1 — 2x).

Parax = 0,
x+1

Wadxt+x+ 1+ 2x

1+
— X

1|4+i+ij+2
X .o

1 |
Segue que »n = r Logo, parax — + o, y = 2x + 1 é assintota. Para x —

4x* +x+1-2x =

w’



n = llm|:1||'4r +x+l+2x}

X = — 0
= lim |:1||'41r —u+1- Zr}
1
= hm —e———
i — e
,|| — + — +2
Assim, para X — —00, y= —2y — 1 ¢ assintota. Temos, entdo, as
assintotas
1
y=2+ — (parax — +«0)
4
e

y=—2x- i (para x — —o0).

Temos, agora,

a) D¢ =R, pois, 4x? + x+ 1> 0 para todo x.

b) Intervalos de crescimento e de decrescimento.

8x +1

(x) =
4 2/4x? x +1

I

c¢) Concavidade e pontos de inflexao.



J(x) =

15

4(4x* + x + Dy 4x? +x +1

X—¢tea K=o

f'(x) > 0 para todo x, logo, concavidade para cima em R.

d) lim \J4x2 + x+1 =40 = lim 4x? + x + 1.

VA y=v4x?+x+1
/L
A+
| //\L L *
- 4
8
Exemplo 7
Determine as assintotas e esboce o grafico de f(x) = 3/ x* — x?

Solucéo




Temos

f) v - ¥ =J1_1
X X X
Segue que
tim L% = fim g1- L =
X—+tea X X—+ea X

ﬁmﬂﬂzum$—i=L
X——oa v‘: X—3—oa x

Assim, m = 1. Vamos, agora, determinar n.
1 W—l—l
f(x)—mx=x{{:_x=—x+
* 1
X

Para x —» + oo,

J1—u -1
n=lm[f(x)—mx]= lilI;l N R [%}
x—4 oo =y i

Pela 1 ¢ regra de L’Hospital,

1 2
JU—wo =y
n= lim =——,

w—0 ]_ 3

Parax —» —oo,



1,
Logo, v = x — 3 é assintota para x — + o0 e parax — —

Temos, agora,
a) Df = [R

b) Intervalos de crescimento e de decrescimento.

Fay=—X 2% slex#0
3 I:_I's—_lf.'j)j
I . : : . :+
0 21
3
) O 0NN 7
0 21
3

c¢) Concavidade e pontos de inflexao.

O —
9 (x* —x*)Y(x—1)

Ponto de inflexdo: 1 é o tnico ponto de inflexao.



d) lim { P = limxjl—— =+
¥ —3ea ¥ —b e :{
lim §f x* = — oo,
¥ —% —ca

e) Em 0 e 1 a fungdo é continua, mas ndao é derivavel. Vamos entdo
estudar o comportamento do grafico de f nos pontos de abscissas 0 e
1.

(0.£(0))

Seja s, a reta secante ao grafico de f passando pelos pontos (0, f(0))

e (X, f(x)). O coeficiente angular de s , é

S = 1O _ ‘*‘"‘ S mr;&ﬂ

.l—ﬂ

i SO SO e )= O _

¥—0" X - ﬁ v— 1 X —

(L)
O coeficiente angular da reta secante s ,, que passa pelos pontos (1, f(1))

e (x, f(x)) é

fx) = f() _ ¥ — ¥
x—1 x—1 ‘j_ 3 ( 1)_ 7L

() A () BN ) S {() S

v x—1 v—1 x—1

No ponto (1, f(1)) o gréafico de f admite uma reta tangente vertical.

Grdfico de f



Interprete graficamente os limites

oSO = SO )= f0)

v— {1 X — 0 ¥ =) b O

Exercicios 9.5

Esboce o grafico.
1. fix)=x>-3x%+3x

2. fxy=x3-x2+1
5.v=4x*—4

X

4. V=
’ x+1




6. g(x)=xe ™

7. f)=2x+1+e™

w00
=
>
N—
Il
o
X




17. y= 2 _ﬁl
X~
18. f(x) = — >
- —x— 2
19. y = X -;IL'+|
X~
20,y = HN
1 + x°

m Maximos e Minimos

Definigéo 1. Sejam fuma funcdo, 4, D ¢ e p € A. Dizemos que f{p) é o valor mdximo de f em A ou
que p um ponto de mdximo de f em A se f(x) < f(p) para todo x em A. Se f(x) > f(p) para todo x em
A, dizemos entao que f(p) é o valor minimo de fem A ou que p é um ponto de minimo de fem A.



.L: "

1 P, valor maximo de f'em 4
b Py) valor minimo de f'em A

Definicéo 2. Sejam fuma funcdo e p € D ;. Dizemos que f(p) é o valor mdximo global de f ou que
p é um ponto de mdximo global de f se, para todo x em D ¢, f(x) < f(p). Se, para todoxem D ¢, fix) >
f(p), diremos entao que f(p) é o valor minimo global de f ou que p é um ponto de minimo global de .

Definicédo 3. Sejam f uma funcdo e p & D ;. Dizemos que p € o ponto de mdximo local de f se
existir r > 0 tal que

fix) < (p)

paratodoxem]p—r,p+rl (D . Poroutro lado, dizemos que p é o ponto de minimo local de f se
existirr > 0 tal que

flx) > fip)

paratodoxem]p—r,p+r (D¢



.L: "

2 4

L 4

|
I ] Py Py Ps Pe X
|

Pys P € ps S30 pontos de maximo local: f( p.)
P2 Ps € P sd0 pontos de minimo local; f{ p,)

o valor maximo global de f

¢
¢ o valor minimo global de [

Uma boa maneira de se determinar os pontos de maximo e de minimo de
uma funcao f é estuda-la com relacdo a crescimento e decrescimento. Sejam a
< ¢ < b; se f for crescente em ] a, c] e decrescente em [c, b[, entdo c serd um
ponto de maximo local de f; se f for decrescente em ] a, c] e crescente em [c, bl,
entdo c serd um ponto de minimo local de f.

Seja f(x)=x°> - 3x?% +3.
a) Estude f com relacdo a maximos e minimos.

b) Determine os valores maximo e minimo de f em [-2, 3]. Em que
pontos estes valores sdao atingidos?

Solucéo

a) | f'(x) = 3x? — 6x

=
ba o

=
b 4




ponto de maximo local: 0

ponto de minimo local: 2

¥ —3 o=

¥ —3—em

Como lim (,‘{3 _ 31.2 +3)=+we lim (.1'3 _ 31_] +3) = —

© segue

que f ndo assume nem valor maximo global, nem valor minimo global.

Solucéao

Seja

3]

? ¢ Jx)
AN

2 17 f : : : :

0 3 2 0 2 3

4 1

3 3
f(—2) = —17 é o valor minimo de f Y4
em [—2, 3].
F(0) = f(3) = 3 & o valor maximo de [ 3
em [—2. 3]. .

S(x)=x3 +(4—x)2,0£x£2.

I

I

I

|

|
Lad
L

Determine dois numeros positivos cuja soma seja 4 e tal que a soma do
cubo do menor com o quadrado do maior seja minima.

Indiquemos por x o nimero menor (0 < x < 2); assim o maior é 4 — Xx.



Devemos determinar x que torna minimo o valor de S. Temos

S'(x)=3x% +2x-8

X =

4
2 +2x—8=0& 3

x=—2

ta 1

0 4
3

La

0 4
3

. 4 ..
Assim, x = 3 torna minimo o valor de S.

~ . ~ 4 8
Conclusdo. Os niameros procurados sao — e —.

Pede-se construir um cilindro circular reto de area total S dada e cujo
volume seja maximo.

Solucéao

Precisamos determinar r (raio da base) e h (altura).

Temos




drea da base = w7’
drea lateral = 2mrh

Assim,

S=2nr? + 2nrh

dai, j, — %9[}{,.{ fii‘
nr s

Podemos, entdo, exprimir o volume V em funcdo de r.

L - 2 2
Vir)=mr* - S'—ﬂfr, 0<r< ,fi (S é constante)
2nr 2

V{J*}Zﬁ—ﬂr”,ﬂﬂir{‘fi.
2 2

Devemos determinar r que torna V maximo.

ou

V’{r}-i — 3mr*; i —nrr=0=2r==[—.
2 2

Observacéo. A condi¢do () < » < ' zi é para deixarr>0eh>0.
T



pr .

.r":’l"

-
=y
3
2_
(]
=]

0 [s K
v 6n vV 2
3 .
Assim, ; — [ 2 torna V maximo.
| 61
S S
Conclusdo. y = | °_ ap =2 |2 sdo, respectivamente, o raio e a altura do
| 67 \ 6n

cilindro de volume maximo.

Exercicios 9.6

1. Estude a funcdo dada com relagdo a maximos e minimos locais e globais.

X

a) fx)=

-

[+ o
b) f(x) = xe ™
o) fx) =e* e ™

d)f(x)=2x3 -9x? +12x + 3
e)f(x)=x? +3x+2
Hx()=te*
Qf)=x*-4ax3 +4ax? +2

h) f(x) = sen x + cos x, x € [0, n]



Dy(t)=—-t> +3t% +4,t €E[-1, 3]

X T

] hix)= —— x| 0,—

J) ) l+xtgx 2
f) J{(Y)_i_ﬂ_l_‘_ki?-
o 5 2 3

Determine as dimensdes do retangulo de area maxima e cujo perimetro 2p
é dado.

Determine o numero real positivo cuja diferenca entre ele e seu quadrado
seja maxima.

Determine o numero real positivo cuja soma com o inverso de seu
quadrado seja minima.

Determine a altura do cilindro circular reto, de volume maximo, inscrito na
esfera de raio R dado.



10.

11.

12.

Determine a altura do cone circular reto, de volume maximo, inscrito na
esfera de raio R dado.

Determine a altura do cone circular reto, de volume maximo, e com
geratriz a dada.

Considere a curvay = 1 — x 2 0<x<1 Tracar uma tangente a curva tal
que a area do tridngulo que ela forma com os eixos coordenados seja
minima.

Determine o retangulo de area maxima e lados paralelos aos eixos

coordenados, inscrito na elipse 4x > +y? = 1.

Deseja-se construir uma caixa, de forma cilindrica, de 1 m 3 de volume.
Nas laterais e fundo sera utilizado material que custa R$ 10 o metro
quadrado e na tampa material de R$ 20 o metro quadrado. Determine as
dimensoes da caixa que minimizem o custo do material empregado.

r é uma reta que passa pelo ponto (1, 2) e intercepta os eixos nos pontos A
=(a, 0) e B=(0, b), coma > 0 e b > 0. Determine r de modo que a
distancia de A a B seja a menor possivel.

Certa pessoa que se encontra em A, para atingir C, utilizara na travessia do
rio (de 100 m de largura) um barco com velocidade maxima de 10 km/h;



13.

14.

15.

16.

de B a C utilizara uma bicicleta com velocidade maxima de 15 km/h.
Determine B para que o tempo gasto no percurso seja 0 menor possivel.

AN A i
100 m AN . Rio
LN 1
AA
A A :
|
|

Al

10 km

Qual o ponto P da curva y = x 2 que se encontra mais proximo de (3, 0)?
Seja P = (a, b) tal ponto; mostre que a reta que passa por (3, 0) e (a, b) é
normal a curva em (a, b).

= |t

Encontre o ponto da curva y = —,x >0, que esta mais proximo da

origem.

Duas particulas P e Q movem-se, respectivamente, sobre os eixos 0x e 0y.

~ .~ . r , 3 .
A fungdo de posicdiode Pé ;. — \/;eadeQ, y =1 — 7 t = 0. Determine

o instante em que a distancia entre P e Q seja a menor possivel.

Seja g definida e positiva no intervalo I. Seja p € I. Prove: p sera ponto de
maximo (ou de minimo) de j(x) = ,/ g(x) em I, se e somente se p for

ponto de maximo (ou de minimo) de g em I.



17.

18.

19.

20.

Um sélido sera construido acoplando-se a um cilindro circular reto, de
altura h e raio r, uma semiesfera de raio r. Deseja-se que a area da
superficie do s6lido seja 5m. Determine r e h para que o volume seja
maximo.

A Cia. o Ltda. produz determinado produto e vende-o a um preco unitario
de R$ 13. Estima-se que o custo total ¢ para produzir e vender g unidades
é dado por ¢ = q 3 - 3q 2+ 4q + 2. Supondo que toda a producdo seja
absorvida pelo mercado consumidor, que quantidade devera ser produzida
para se ter lucro maximo?

Determinado produto é produzido e vendido a um preco unitario p. O
preco de venda ndo € constante, mas varia em funcdo da quantidade g
demandada pelo mercado, de acordo com a equagdo
p=4/20—¢g,0=gq =20 Admita que, para produzir e vender uma
unidade do produto, a empresa gasta em média R$ 3,50. Que quantidade
devera ser produzida para que o lucro seja maximo?

Do ponto A, situado numa das margens de um rio, de 100 m de largura,
deve-se levar energia elétrica ao ponto C situado na outra margem do rio.



O fio a ser utilizado na agua custa R$ 5 o metro, e o que serd utilizado
fora, R$ 3 o metro. Como devera ser feita a ligacdo para que o gasto com
os fios seja o menor possivel? (Suponha as margens retilineas e paralelas.)

100 m AAA Rio

f—————-———1 ™

Al !
1000 m

21. Sejam P = (0, a) e Q = (b, ¢), em que a, b e ¢ sao nameros reais dados e
estritamente positivos. Seja M = (x, 0), com 0 < x < b.

VoA

g:] - {'{"'1 C}

a) Determine x para que o perimetro do triangulo PMQ seja minimo.

b) Conclua que o perimetro sera minimo para a = .

22. Determine M no gréfico de y = x>, 0 < x < 1, de modo que a area do
triangulo de vértices (0, 0), (1, 1) e M seja maxima.



23.

24.

25.

A Cia. y Ltda. produz um determinado produto e vende-o com um lucro
total dado por L(q) = —q b 12q o 60g — 4, em que g representa a
quantidade produzida. Determine o lucro maximo e a producdo que
maximiza o lucro. Esboce o grafico desta funcao.

Determine uma reta tangente ao grafico de y = 1 — x 2 de modo que a
distancia da origem a ela seja a menor possivel.

Determine o ponto da parabolay =1 — x 2 que se encontra mais proximo
da origem. ®




26.

27.

28.

29.

30.

Seja (xg,Y),Xg >0eyy >0, um ponto da elipsex2 +4y2 =1.SejaT

a reta tangente a elipse no ponto (x ¢, y g)-
a) Verifique que T tem por equagao
Xoxt+t4dyoy=1

b) Determine x; de modo que a area do triangulo determinado por T e

pelos eixos coordenados seja minima.

Uma particula P desloca-se sobre o eixo x com velocidade constante e
igual a 1. Outra particula Q desloca-se sobre a parabola y = 1 — x % de
modo que sua projecdo sobre o eixo x descreve um movimento com
velocidade constante e igual a 2. No instante t = 0, as particulas P e Q
encontram-se, respectivamente, nas posicoes (0, 0) e (0, 1). Determine o
instante em que as particulas encontram-se mais proximas.

Dado o triangulo retangulo de catetos 3 e 4, determine o retangulo de
maior area nele inscrito, de modo que um dos lados esteja contido na
hipotenusa.

Determine o ponto da parabola y = x 2 que se encontra mais proximo da
retay =x — 2.

Dois vértices de um retangulo R estdo sobre o eixo x e os outros dois sobre

-:i o . . . 7 .
o graficode v = I -, X = 0. Considere o cilindro que se obtém girando
b oy2

o retangulo R em torno do eixo x. Determine o retangulo R de modo que o
volume do cilindro seja o maior possivel.



31. Considere duas retas paralelas r e s. Sejam A e C dois pontos distintos de r
e B um ponto de s.

0 B

Determine Q na reta s de modo que a soma das areas dos triangulos APC e
QPB seja minima.

32. Considere o triangulo isosceles ABC, com AB = BC. Seja H o ponto médio
de AC. Determine P no segmento HB de modo que a soma das distancias
de P aos pontos A, B e C seja a menor possivel.

33. (Lei de refragdo de Snellius.) Considere uma reta r e dois pontos P e Q
localizados em semiplanos opostos.



‘L}

X

°—

L3

v

M

0

I

I

ITI

I

I
I.___,
I

Uma particula vai de P a M com velocidade constante u e movimento
retilineo; em seguida, vai de M a Q com velocidade constante v, também,
com movimento retilineo. Mostre que o tempo de percurso sera minimo se

sence  senf3

i v

Condicao Necessaria e Condi¢cdes Suficientes para
Méaximos e Minimos Locais

Sejam f uma funcdo e p um ponto interior a D f (p interior a D f ¢ existe um
intervalo aberto I, com I € Dy e p € I). Suponhamos f derivavel em p. O
nosso proximo teorema conta-nos que uma condi¢do necessdria, mas ndo
suficiente, para que p seja ponto de maximo ou de minimo local € que f'(p) = 0.
A figura abaixo da-nos uma ideia geométrica do que falamos acima.



2

p, € o ponto de minimo local: /'( p,) = 0

7, € 0 ponto de maximo local: f/'( p,) =0

A Py = (), mas p, nem ¢ ponto de maximo,

nem de minimo; p, ¢ ponto de inflexdo horizontal
p, € ponto de maximo local, mas /( p,) 7 0:

P, NA0 € ponto Interior.

Teorema 1. Seja fuma funcao derivavel em p, em que p é um ponto interior a D ;. Uma condi¢do
necessdria para que p seja ponto de maximo ou de minimo local é que f'(p) = 0.

Demonstracado

Suponhamos que p seja ponto de maximo local (a demonstracdao sera analoga
se p for ponto de minimo local). Assim, existe r > 0 tal que

fx)<f(p)em1p-r,p+ N Dy.

Como, por hipotese, p € interior a D , podemos escolher r de modo que | p
—r,p+r[ © Dy Assim

f(x) < f(p) paratodoxem ] p —r, p + r[.

Como f é derivavel em p, os limites laterais



HHI}(IJ—-f(p}E Hnlf(x)—-f(p}
xp xX—p x=bp xX—p

existem e sdo iguais a f'(p):

() = tim LD =@ @ = )
x= pt X—p g X—p

f(x)— f(p)

Parap<x<p+r.
p<x<p-+i Y= p

= (: pela conservacao do sinal

myﬂﬂ—f@]{n
=gt x—p

logo, f(p) < 0.
f) = f(p) _

X —D

Para p—r<x<p, 0: dai

lim £ ) = /() _
x=rp xX—p

logo, f'(p) = 0. Como f'(p) =0 e f(p) < Oresulta f(p) = 0.

Um ponto p € D se diz ponto critico ou ponto estaciondrio de f se f(p) =

0. O teorema anterior conta-nos, entéo, que se p for interior a D ¢ e f derivavel

em p, entdo uma condi¢do necessdria para que p seja ponto de maximo ou de

minimo local de f é que p seja ponto critico de f.

Vamos, agora, estabelecer uma condi¢do suficiente para que um ponto p

seja ponto de maximo ou de minimo local.

Teorema 2. Sejam fuma fungdo que admite derivada de 2 2 ordem continua no intervalo aberto /

ep €l



a) f(p)=0ef'(p) > 0= péponto de minimo local.
b) f(p)=0ef'(p) <0 = p é ponto de maximo local.

Demonstracao

a) Como f' é continua em I e f'(p) > 0, pelo teorema da conservacao do sinal,
existe r > 0 (tal r pode ser tomado de modo que ] p — r, p + rlesteja contido
em I, pois estamos supondo I intervalo aberto e p € I) tal que

f'x)>0em]p-r,p+rl.

Segue que ' é estritamente crescente neste intervalo; como f(p) = 0, resulta:

fx)y<O0em|]p—r,pl ¢
f(xy=0em]p, p ++.

p

p-r P ptr

0 p

/
|\

f(pr=0e M(p)=0

P

Logo, f é estritamente decrescente em | p — r, p] e estritamente crescente em [p,
p + r[. Portanto, p é ponto de minimo local.

b) Faca voce.

Exercicios 9.7



1. Determine os pontos criticos da funcdo dada e classifique-os (a
classificacdo refere-se a ponto de maximo local, ponto de minimo local ou
ponto de inflexao).

-{-I
a) f(x)= ? - —2x*+3

b) x(f)=r —2+1

c)h(x)=x3 ~-3x2+3x-1

1

2+ x4

d) fx)=

e)f(x)=x4 —4x3 +6x° —4dx+1

Do =x"e™ B




Suponha que f admite derivada de 3 ¢ ordem continua no intervalo aberto I
esejap € 1. Prove que se f(p) =f'(p) =0 e f"(p) # 0, entdo p é ponto de
inflexdao horizontal.

Suponha que f admite derivada até a 42 ordem continua no intervalo
aberto I e seja p € I. Prove que se f(p) =f'(p) =f"(p) =0 e f(4) (p) Z 0,
entdo p sera ponto de maximo local se f @ (p) < 0 e sera ponto de minimo
local se f(4) (p) > 0.

Generalize os resultados obtidos nos Exercicios 2 e 3.

S(x)

X

Seja f derivavel em R e seja g dada por g(x) = , x # 0. Suponha que

p é ponto de maximo local de g.

a) Prove que pf'(p) — f(p) = 0.

b) Prove que a reta tangente ao grafico de f no ponto de abscissa p passa
pela origem.

Suponha que f seja derivavel até a 2 ¢ ordem em R e tal que para todo x

f'e+xf(x)=1.

a) Prove que f ndo admite ponto de maximo local.



b) Prove que, se f admitir um ponto critico x o, entdo x sera ponto de

minimo local.

c¢) Prove que f podera admitir no maximo um ponto critico.

Suponha que f seja derivavel até a 2 ¢ ordem em R e tal que para todo x
X' )+ f(x)=2.

a) Prove que, se x ; for ponto de maximo local, entdo x o <0.

b) Prove que, se x, for ponto de minimo local, entdo x, > 0.

c) Prove que f(x) > 0 para todo x.

(Sugestdo: Observe que f(0) = 2.)

(Teorema de Darboux.) Suponha g derivavel em [a, b], com g'(a) <0 e g’
(b) > 0. Prove que existe c em ]| a, b[tal que g'(c) = 0. Interprete
geometricamente.

(Sugestdo: Verifique que o valor minimo g(c) de g em [a, b] é tal que g(c)
<g(a) eg(c) <g(b).)

Suponha g derivavel no intervalo I e tal que g'(x) # 0 em todo x de I. Prove
que

g(x)>0emtodox €1



10.

11.

12.

ou

g'(x)<0em todo x € I.

Suponha g derivavel em [a, b] e seja m tal que g'(a) < m < g'(b). Prove que
existe ¢ em ] a, b[tal que g'(c) = m.

(Sugestdo: Aplique o Exercicio 8 a funcao f(x) = g (x) — mx.)

Seja y = f(x) uma funcdo derivéavel até a 2 ¢ ordem no intervalo aberto I, tal
que para todo x € I.

10+ xf(x) — [fx)] * =0
fix) # 0.

a) Verifique que f" é continua em 1.

b) Prove que f ndo admite ponto de maximo local em 1.

Seja y = f(x) derivavel até a 2  ordem em ]-r, r[, r > 0, tal que, para todo x
€ I-r, 11,

o0+ F(x) - x [f(x)] * =0.

Suponha, ainda, que f(0) =0 e f(0) = 1.
a) Prove que f ndo admite ponto de maximo local em ]O, r].

b) Prove que f ndo admite ponto de minimo local em ]-r, 0].



c) Prove que f é estritamente crescente em ]-r, r].

Maximo e Minimo de Funcao Continua em Intervalo
Fechado

Seja f uma funcdo continua no intervalo fechado [a, b]. O teorema de
Weierstrass (veja Cap. 5) garante-nos que f assume em [a, b] valor maximo e
valor minimo. Vamos descrever, a seguir, um processo bastante interessante
para determinar os valores maximos e minimos de f em [a, b]. Suponhamos f
derivavel em ] a, b[. Seja f(p) o valor maximo de f em [a, b]; deste modo, p ou
é extremidade de [a, b] oup € ] q, b[; se p € ] a, b, pelo teorema 1 da secao
anterior, f(p) = 0. Segue que, para se obter o valor mdximo de f em [a, b], é
suficiente comparar os valores que f assume nas extremidades de [a, b] com os
assumidos nos pontos criticos que pertencem a ] a, b[. O valor mdximo de f em
la, b] serd entdo o maior desses valores. Evidentemente, o valor minimo de f
em [a, b] serd o menor daqueles valores.

Deixamos a seu cargo descrever um processo para se determinar os valores
maximos e minimos de f em [a, b], no caso em que f é continua no intervalo
fechado [a, b] e ndo derivavel em apenas um ndamero finito de pontos de [a, b].

Exercicios 9.8

Determine os valores maximos e minimos (caso existam) da funcdo dada,

no intervalo dado.
4

1. f(x)= % —x* = 2x2 + 3em[—2. 3].
2.g(x)=x3 =32+ 3x— lem[—2. 1].

- X x4 . R
5. f(x) = — — - X + 4x? — 4x + 1em [—3. 3].
5 2

4, f(x) = senx — cos x em [0. 7]. @



5. f(x) = {}x" —2x* em [—1, 2].

6. f(x) = em ]0. 2[.

xt = 2x?
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CAPITULO

10

Primitivas

Relacdo entre Fungdes com Derivadas Iguais

Ja sabemos que a derivada de uma funcdo constante é zero. Entretanto, uma
funcdo pode ter derivada zero em todos os pontos de seu dominio e ndo ser
constante; por exemplo

1 sex>=0
-1 sex<0

f(x) =

é tal que f(x) = 0 em todo x no seu dominio, mas f ndo é constante. O préximo
teorema, que € uma consequéncia do TVM, conta-nos que se f tiver derivada
zero em todos os pontos de um intervalo, entdo f sera constante neste intervalo.

Teorema. Seja f continua no intervalo /. Se f(x) = 0 em todo x interior a /, entao existird uma
constante k tal que f(x) = k para todo x em /.



Demonstracao

Seja x ; um ponto fixo em I. Vamos provar que, para todo x em I, f(x) = f(x ),
o que significara que f é constante em I. Para todo x em I, x # x ¢, existe, pelo
TVM, um ¥ pertencente ao intervalo aberto de extremos x e x ; tal que

Jx) = flxp) = f1(x)(x = xp).

(Observe que de acordo com a hipétese, f é continua no intervalo fechado de
extremos x e x , e derivavel no intervalo aberto de mesmos extremos.)

Como X é interior a I, pela hipétese f'(x) = 0, logo

f(x) = f(x o) = 0 ou f(x) = f(x o)

para todo x em I. Tomando-se k = f(x (), resulta o teorema.

Como consequéncia deste teorema, provaremos que se duas funcgoes
tiverem derivadas iguais num intervalo, entdo, neste intervalo, elas diferirdo
por uma constante.

Corolario. Sejam f e g continuas no intervalo /. Se ' (x) = ¢'(x) em todo x interior a /, entao existira
uma constante  tal que

para todo xem /.

Demonstracao



A funcao h (x) = g (x) — f(x) é continua em I e para todo x interior a I, h'(x) = g’
(x) — f'(x) = 0. Pelo teorema anterior, existe uma constante k tal que

g ()~ f(x)=koug (x) =flx) + k

para todo x em 1.

Observamos que se f e g satisfizerem as hipoteses do corolario e se f(x ) =
g (xo) para algum x, € I, entdo f(x) = g (x) para todo x € I. De fato, pelo
corolario, existe k tal que

g () =f(x) +k

para todo x em I. Em particular, g (x ) = f(x¢) + k, logo k = 0. Portanto, g (x) =
f(x) em I.

Ja vimos que se f(x) =e ™, x € R, entdo, f'(x) = e, ou seja, a funcdo f(x) =
e” goza da seguinte propriedade: a sua derivada é ela prépria. O préximo
exemplo nos mostra que as unicas fungoes que gozam desta propriedade sdo as

funcdes da forma f(x) = ke *, em que k é uma constante.

Seja f definida e derivavel em R e tal que, para todo x, f(x) = f(x). Prove

que existe uma constante k tal que, para todo x, tem-se f(x) = ke ~.

Solucéao

S (x)

A ideia para a prova € considerar o quociente ~—-
EL

€ mostrar que a sua

derivada é zero.

Temos




[f(x)] _ f@e ~ fwe

e..'l E:_.'.

Da hipotese f(x) = f(x) segue

[f(x) ] _ JWe = fer _

& 'E"E x

para todo x em R. Pelo teorema 1, existe uma constante k tal que, para

todo x,
/ (ff) _
€Jl
ou seja,
f(x) =ke”*.

O exemplo acima nos diz que as solugbes da equagdo diferencial
dy ~ N L
d; = y sdo as fungdes da forma y = ke Xk constante, isto é,
»

j = y < y = ke, k constante.
»

Observe: y = f(x) é solugdo da equacgdo diferencial dﬂ = y se e somente se a
»
derivada de f for ela propria.

Determine y = f(x), x € R, tal que

L=y e ro=2




Solucao

ﬂ = y &y = ke'. k constante.

dx
Assim, a f procurada é da forma f(x) = ke *, com k constante. A condicdo
f(0) = 2 nos permite determinar a constante k. De fato, de f(x) = ke *
segue f(0) = k e, portanto, k = 2. A funcdo que satisfaz o problema dado

é, entdo, f(x) = 2e ™. Ou seja, y = 2e ~.

Consideremos, agora, a funcéo f(x) = e ®*, a constante. Temos f(x) = a e ¥,
ou seja, f(x) = af(x). Raciocinando como no Exemplo 1, prova-se (veja
Exercicio 1) que as tinicas funcdes que satisfazem a equacao f(x) = af(x), x €
R e o constante, sdo as funcgdes da forma f(x) = ke ™, k constante. Ou seja,
sendo o constante, tem-se

dy .
d; = oy < v = ke™, k constante
x

ou

f(x) = af(x) & f(x) = ke ™, k constante.

Determine a funcdo y = y (x), x € R, que satisfaz as condicées
ﬂ = 3vey(0) = —1.
x

Solucéo

dy
— =3y <y = ke (k constante).

dx



Da condicao y (0) = —1, resulta k = —1. A fungdo procurada é y = —e X x

e R.

Determine uma funcdo y = f(x), definida num intervalo aberto I, com 1 €
I, tal que f(1) = 1 e, para todo x em I,

dy
— = X
de -~
Solucéao
Devemos ter, para todo x em I,
f(x) = xf(x).

Como a funcdo f deve ser derivavel em I, resulta que f deve ser, também,
continua em I. Entdo, a condicdo f(1) = 1 e o teorema da conservagao do
sinal garantem-nos que, para x proximo de 1, devemos ter f(x) > 0.
Vamos, entdo, procurar f, definida num intervalo aberto I, e que, neste
intervalo, satisfaca a condicao f(x) > 0. Temos, entdo,

/(x) =x,x€l
fx)

Lembrando que [In f(x)]" = /() e que . | = x, resulta
J(x) 2

o[22
[In /(x)] (ZJ




¥
: N Xt
para todo x em I. Como as derivadas das funcGes In f(x) e - sdo iguais

_—

em I, do coroldrio acima resulta que existe uma constante k tal que, para
todo x em I,

In f(x) =" + k.
2
Da condicao f(1) = 1, segue

]nl=l+k
2

1 : ~
e, portanto, £ = — 5 Assim, a fungao

satisfaz as condic¢Oes dadas. (Observe que esta é uma funcao satisfazendo
as condi¢Oes dadas. Sera que existe outra? Como veremos no Cap. 13,
esta é a tinica funcao definida em R e satisfazendo as condicdes dadas.)

Determine uma funcdo y = f(x), definida num intervalo aberto I, com 1 €
I, tal que f(1) = —1 e, para todo x em I,

Solucéao

Devemos ter, para todo x em I,




f(0) =2 fx)] 2.
A condicao f(1) = —1 permite-nos supor f(x) < 0 em I. Temos, entao,
[f0]  f)=2,x€EL
Lembrando que {~[ f(x)] '} = [ f(x)]  f(x) e que (2x)' = 2, resulta
{-[fol 'Y =), xEL
Pelo coroldrio, existe uma constante k tal que, para todo x € I,
~[fx)] ' =2x+ k.

Da condicdo f(1) = —1, segue k = —1. A funcao

—1 1
, X = —
2x —1 P

f(x)=

: - - 1, .
satisfaz as condi¢Oes dadas. (A condicdao x = ) € para garantir que 1

pertenca ao dominio de f.)

Exercicios 10.1

Seja f: R - R, derivavel e tal que, para todo x, f(x) = af(x), a constante
ndo nula. Prove que existe uma constante k, tal que, para todo x, f(x) =
ke .

Determine y = f(x), x € R, tal que



£() = 2f(x) e f(0) = 1.

(Sugestdo: Utilize o Exercicio 1.)

Uma particula desloca-se sobre o eixo 0x, de modo que em cada instante t
a velocidade é o dobro da posicao x = x(t). Sabe-se que x (0) = 1.
Determine a posicdo da particula no instante t.

A funcdo y = f(x), x € R, é tal que f(0) = 1 e f(x) = —2f(x) para todo x.
Esboce o grafico de f.

Sejay = f(x), x € R, derivavel até a 22 ordem e tal que, para todo x, ['(x)
+ f(x) = 0. Seja g dada por g (x) = f(x) sen x — f(x) cos x. Prove que g é

constante. @




Sejaf: R - R derivavel até a 2 ¢ ordem e tal que, para todo x, {"(x) + f(x)
= 0. Prove que existe uma constante A tal que

¢

[,f{x} - Acosx} —0

SCN.X

para todo x em ]O, n[. Conclua que exista outra constante B tal que, para
todo x em ]0, n[, f(x) = A cos x + B sen x.

(Sugestdo: Utilize o Exercicio 6.)

Sejaf: R - R derivavel até a 22 ordem e tal que, para todo x, f"(x) — f(x)
=0.

a) Prove que g (x) = e *[f'(x) - f(x)], x € R, é constante.

b) Prove que existe uma constante A tal que, para todo x,

¢

|:f(x] — de ] .
e’

c¢) Conclua de (b) que existe uma outra constante B tal que f(x) = Ae * +

Be *, para todo x.



10.

11.

Sejam f e g duas funcGes definidas e derivaveis em R. Suponha que f(0) =
0, g (0) =1 e que para todo x

f(x) =g () eg'(x) =—f(x).
a) Mostre que, para todo x,
(f(x) — sen x) 2+ (g (x) — cos x) 2 =0,

b) Conclua de (a) que f(x) = sen x e g (x) = cos x.

Utilizando o Exercicio 1, determine a tnica funcdo y = y(x), x € R, que
satisfaca as condicoes dadas.

dy

a) E—Z} ev(0)=1

b) ﬂ = —vyvey(0)= -1
dx
dy _ 1

C) o E‘P ev(0) =2

d) ﬁ=«./E1,Jre1'('[]]|=—l
dx C 2

Determine a funcdo cujo grafico passe pelo ponto (0, 1) e tal que a reta
tangente no ponto de abscissa x intercepte o eixo Ox no ponto de abscissa x
+ 1.

Determine uma funcdo y = f(x), definida num intervalo aberto,
satisfazendo as condicoes dadas



dy
by — =1ysenx. v(0) =1.
) 2 =ysenx.y(0)

12. Sejaf: R - R derivavel até a 2 ¢ ordem e tal que, para todo x,

f'(x) = ~f(x).

a) Mostre que, para todo x,
C[U@r + (2] =0

b) Conclua que existe uma constante E tal que, para todo x,

[FCO1+[f(x)]° =E.

13. Sejam f(t), g (t) e h (t) fungdes derivaveis em R e tais que, para todo t,

(0 =g
g'(t)=—f(t) = h(1)
A1) = gl(1).

Suponha que f(0) = g (0) = h (0) = 1. Prove que, para todo t,
[O1° +[g (01 +[h(©]° =3

14. Sejam f(t) e g (t) fungdes derivaveis em R e tais que, para todo t,

{f’(f) = 2g(1)
g'(6) =~/ (1)



Suponha, ainda, que f(0) = 0 e g (0) = 1. Prove que, para todo t, 0 ponto
(f(t), g () pertence a elipse % 2 =1,

_—

Primitiva de uma Funcéo

Videoaulas
(W) video 201

Seja f uma funcdo definida num intervalo I. Uma primitiva de f em I é uma
funcdo F definida em I, tal que

F'(x) = f(x)

para todo x em 1.



Flx) = %xﬁ é uma primitiva de f(x) = x > em R, pois, para todo x em R,
Fi(x) = Ly -~ X’
; 3’ :

Observe que, para toda constante k, G(x) = %x-‘ + &k é, também,

primitiva de f(x) = x 2

Para toda constante k, F(x) = 2x + k é primitiva, em R, de f(x) = 2, pois,
F(x)=2x+k) =2

para todo x.

Sendo F uma primitiva de f em I, entdo, para toda constante k, F(x) + k é,
também, primitiva de f. Por outro lado, como vimos na secdo anterior, se duas
fungOes tém derivadas iguais num intervalo, elas diferem, neste intervalo, por
uma constante. Segue que as primitivas de f em I sdo as fun¢des da forma F(x)
+ k, com k constante. Diremos, entao, que

y = F(x) + k, k constante,

é a familia das primitivas de f em I. A notacdo _[f (x)dx sera usada para

representar a familia das primitivas de f:

Jf(,r].:ir = F(x) + k.



Na notacao _[ f(x)dx, a funcao f denomina-se integrando. Uma primitiva de

f sera, também, denominada uma integral indefinida de f. £ comum referir-se a
_[f(x]d_r como a integral indefinida de f.

Observacéo. 0 dominio da funcao f que ocorre em _[ f(x)dx deverd ser sempre um intervalo;

nos casos em que o dominio nao for mencionado, ficard implicito que se trata de um intervalo.

Calcule.
a) _[xzdx,
b) [dx.

Solucao
a |1 . j , , x?
—x'| =x .Logo,_[x*dx =—+k.
3 3
b) O integrando é a fungado constante f(x) = 1. Entao

_[cirZJI-de.rJrﬁc

pois, (x)' = 1.

Calcule Jx“ dx, em que o # —1 é um real fixo.

Solucéo




xl:'-t'+|

[ ! x”“:| = x“, logo. J-x“dr =

o+ 1 o+ 1

Calcule

a) _[x-‘dx,
|
b) _[x—zdx.

Solucéao

a ., x NE RN
xldy=—+x,pois, | — | =|—=x*| =%

b) _[ lﬁ dx = _[x‘gdx - x ! + k (veja Exemplo 4)
e

-2 +1
ou seja,
1 _
[—dr=—x"+k
xE
e, portanto,
|
[Sde=—=+k
x? X

Calcule J'\/F dx.

Solucéo




ou seja,

Exemplo 7
Calcule J'(

Solucéo

ou seja,

e, portanto,

Exemplo 8

X

X+ % + 4]dx.

5+

=3+l
[oo+x + e = Z—+ =
S5+1 —3+1

+4x + k



Calcule _[l dx, x = 0.
X
Solucéao

jidx = (Inx) + k (x > 0)
X

pois (lnx + k)" = l
X

Seja a um real fixo. Dos Exemplos 4 e 8 resulta

xrx+]

[vode={a+1
(Inx)+ 4k sea=-1(x=0)

+k seaF—1

Calcule J{% + \/?de, x> 0.

Solucéao
3

I(l + xl?Jah: =(Inx) + _‘.c?’— + k

X

2

ou seja,

J'[l + x/_r]dx = (Inx) + %x/; + k.
X




Exemplo 10

Seja a um real fixo, a # 0. Calcule J'eﬂ” dx.

Solucéao

[ltgr.r} — em, 1080:
o

1
Ie‘” dx = —e*™ + k.
X

Calcule.
a) Je-‘f dx.
b) Jel‘ dx.

Solucéao

a) ,[E"' dx = e + k.

b) -[El.'r dx — leir + k+
2

Determine y = y(x), x € R, tal que

Solucéao




1y ,
Doy o y= j_rz dx.

Assim,

Vimos, ao final da secdo anterior, que se F'(x) = G'(x) para todo x no
intervalo I e se, para algum xy em I, F(xy) = G(x ), entdo, F(x) = G(x) em I.
Segue deste resultado que se f admitir uma primitiva em I e se x, y, forem
dois reais quaisquer, com x o € I, entdo existird uma unica funcao y = y (x), x
€ [, tal que

D - f(x),xel

-]J(xﬂ) - };[J -

Determine a tinica funcdo y = y (x), definida em R, tal que

-

— =x

(,fl-

1})(0) =2

Solucéao
P _ X =y= J.Tszx = l:«f3 + k.
dx 3

A condicdo y (0) = 2 significa que, para x = 0, devemos ter y = 2.
Vamos determinar k para que esta condi¢do esteja satisfeita.




Substituindo, entdo, em y = %x-"* + k, x por 0 e y por 2, resulta k = 2.

Assim,

Exemplo 14

Determine a funcao y = y (x), x € R, tal que

2
TV 1 y(0)=1e y(0)=0.
dx®
Solucéao
2 ”
4y =x+1=~d—J’=J'(x+1)dr.
dbx’ dx
Assim,
y_x +x + k.
dlx
Para se ter y'(0) = 0 ou L4 = 0, é preciso que k; = 0. Assim,
ax |y =0
Y =—+x
dx

dai




Para k, =1, a condigao inicial y (0) = 1 se verifica. Assim,

LSS S
V=% T2 T h

Uma particula desloca-se sobre o eixo x e sabe-se que no instante t, t > 0,
a velocidade é v (t) = 2t + 1. Sabe-se, ainda, que no instante t = 0 a
particula encontra-se na posi¢ao x = 1. Determine a posicao x = x (t) da
particula no instante t.

Solucéao
dy
dt ¢x(0)
Temos:
ﬁ=2x+1=>x=j(2r+1)dr=fl +1+k.
dt

Para k =1, teremos x = 1 para t = 0. Assim,

x()=t%+t+1.

Exercicios 10.2

1. Calcule.



a) [ x dx
b) [3dx
0) '(3x + 1) dx

d) ‘(xz + x + 1)dx

e) :x-‘ dx
f J(x-‘ + 2x + 3)dx
1
g) J‘x—zdx
1

h) J.(I' + F]dx
i) :\/;d.r
1), :i‘/;d.r
)] '(x + l]dx

. X

m) _[{2 + {/;)dx

n) |(ax + b)dx, a e b constantes

i
0) 3x +x + iﬁ]dx
o '\ x-“

i

p | \E+%de

\ X-

N
qQ |- +i}ir
'kx X-



N [GYx +3)dx

S) '(Ef - %inx‘
. x

t)

Seja a # 0 um real fixo. Verifique que

|
a) Iscnf_’rxdx =— —cosax + k
o

b) Jcos.':rxdx = l5(:11(::.',1'[" + k
o

Calcule.
a) [ e d

b) [ dx

C) '(x + 3e* ) dx
d) [ cos 3x dx

e) [sen 5x dx

f) :{E:':" 4 o2 }d‘x
9) J(f + senx)dx
h) I(B + cosx)dx

v

)] _[NTﬁrdr



, 1
)] _[(sen 3x + cos5x)dx
m) _l'[l +e-‘)dx,x}0
X
- X
—d:
n) |]sen > X
- X
s—d
0) ] COs 3 X
D) {\G + cos3x)dx
q) '{x + &™) dx
N [G+e)dr

S) (567 i

t) '(I — cos 4x) dx

u) J'(Z + sen%]dx

4. Verifique que

I—l dx k, -1 1
a =arcsenx + k, -1 <x<
) V11— x?

I _
b) .[1+_r2dx—arctgx+k

5. Determine a funcdo y = y(x), x € R, tal que



Ix—lev(0)=2

C-x+ley(l)=1
=cosxev(0)=20
~ =sen3xev(0) =1

x+3ey(—1)=0

B2 | —

=etey(0)=1

e N N - NN S

Determine a fun(_;éo y =y (x), x>0, tal que

a)

b)

c)

dy

E o ey =1
dx  x? El(j
Q—w—kle*t(l)—z
dx X

; 1
ﬁZ.T+ﬁey(l)=D®

dx




dy ] ]
d —=—+—ev(l)=1
) dx X x?2

Uma particula desloca-se sobre o eixo x com velocidade v (t) =t + 3,t > 0.
Sabe-se que, no instante t = 0, a particula encontra-se na posi¢ao x = 2.

a) Qual a posicado da particula no instante t?
b) Determine a posi¢do da particula no instante t = 2.

c) Determine a aceleracao.

Uma particula desloca-se sobre o eixo x com velocidade v (t) = 2t — 3, t >
0. Sabe-se que no instante t = 0 a particula encontra-se na posicao x = 5.
Determine o instante em que a particula estara mais proxima da origem.

Uma particula desloca-se sobre o0 eixo x com velocidade v (t) =at+ v, t >
0 (a e vy constantes). Sabe-se que, no instante t = 0, a particula encontra-
se na posic¢do x = x . Determine a posigdo x = x(t) da particula no instante
.



10. Uma particula desloca-se sobre o eixo x com fungdo de posicao x = x(t), t
> (. Determine x = x(t), sabendo que

qa) ﬁZZf—i—S&:{{D):Z
dt

byv=t*>-1lex(0)=-1

0 X300 =1ex(0) =1
dt’
d) ﬂ =e " v(0)=0ex(0) =1
dt’
d*x A _ o
e) — =cos2t.v(0)=1lex(0)=0
dr’
d*x _ o
i — =sen3f.v(0)=0ex(0)=0
dr’
dx ]
— = ex(0)=20
9 d1+r ©

11. Esboce o grafico da funcao y =y (x), x € R, sabendo que

dy
a —=2x—1ley(0)=0
) = ¥ (0)
d’y .
by —— = —4cos2x,v(0)=1ey'(0)=0
dx?
0 LY 2= 1 (0) = 0ey(0) = —1
dx?
dy 1
d = = (0) =0
) dx 1+ x° 27(0)
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APENDICE

Propriedade do Supremo

Maximo, Minimo, Supremo e infimo de um
Conjunto

O objetivo desta secao € introduzir os conceitos de que necessitaremos para
enunciar a propriedade do supremo. Como veremos, € esta propriedade que
diferencia R de @Q; é, ainda, esta propriedade que torna o sistema dos
numeros reais uma copia perfeita da reta. O enunciado de tal propriedade
sera objeto da proxima secao.

Seja A um conjunto de numeros reais. O maior elemento de A, quando
existe, denomina-se mdximo de A e indica-se por mdx A. O menor elemento
de A, quando existe, denomina-se minimo de A e indica-se por min A.

Dizemos que um nimero m é uma cota superior de A se m for maximo
de A ou se m for estritamente maior que todo nimero de A. Diremos que m
é uma cota inferior de A se m for minimo de A ou se m for estritamente
menor que todo numero de A.



Seja A = {1, 2, 3}. Temos:

a) 1éominimodeA, 1 =minA; 3 é o maximo de A, 3 = max A.

b) 3, % 100 sao cotas superiores de A.

c) 1,0, —% sdo cotas inferiores de A.

Seja A = {x € R| 1 < x < 2}. Temos:

a) 1=minA.

b) Para todotEA,'HL2 (+2

também pertence a A e t < 5

(verifique).
Assim, para todo t em A, existe um outro nimero em A que é
estritamente maior que t; logo, A ndo admite maximo.

c¢) Todo nimero m < 1 é uma cota inferior de A.

r+2

» — 2

,_
e 8
bd
v

d) Todo nimero m > 2 é uma cota superior de A.

Um conjunto A pode nao admitir maximo; entretanto, podera admitir
uma menor cota superior. Por exemplo, o conjunto



A={xeR|l=x <2}
ndo admite maximo, mas admite uma menor cota superior que é 2.

A menor cota superior de um conjunto A, quando existe, denomina-se
supremo de A e indica-se por sup A.

E claro que se A admitir maximo m, entdao, m sera, também, 0 supremo
de A. Entretanto, A podera ndao admitir maximo, mas admitir supremo; por
exemplo, o conjunto A acima nao admite maximo, mas admite supremo 2 :
2 = sup A.

A maior cota inferior de um conjunto A, quando existe, denomina-se
infimo de A e indica-se por inf A.

Se A admitir uma cota superior, entdo diremos que A é limitado
superiormente.

Se A admitir uma cota inferior, diremos que A é limitado inferiormente.

Exercicios A.1

1. Determine, caso existam, o maximo, minimo, supremo e infimo.
a)A={x€ R|-3<x<4}
b)A={x € R|-3<x<4}
c)A={x€ R|x<5}
dA={x€ R|x>2}

[ x—2
e) A—Ix&ﬁ 3 =




AA={xER|Bx-1|> 1}

g)A = {_3’ _1’ O, 2’ 1}

h) A—J[ ! 1‘?1&‘\\1}

n +
2. Assinale os conjuntos do Exercicio 1 que sdo limitados superiormente.

3. x? e : n
A= |x € R} é limitado superiormente? Por qué?

+ x?

{¥] Propriedade do Supremo

Admitiremos a seguinte importante propriedade dos numeros reais.

Propriedade do supremo. Todo conjunto de nimeros reais, ndo vazio e limitado
superiormente, admite supremo.

Pelo fato de R satisfazer a propriedade do supremo, diremos que R é
um corpo ordenado completo. Os teoremas centrais do calculo dependem
desta propriedade de R.

Uma consequéncia importante da propriedade do supremo € a
propriedade de Arquimedes.



Propriedade de Arquimedes. Se x > 0 e y sao dois reais quaisquer, entdo existe pelo
menos um ndmero natural n tal que

nx>y.

Demonstracao

Suponhamos, por absurdo, que para todo natural n, nx < y; consideremos
entao o conjunto

A= {nx|ne N},

A é ndo vazio (1 - x = x € A) e limitado superiormente por y, logo
admite supremo. Seja s o supremo de A. Como x > 0, s — x <'s; assim, s — X
nao € cota superior de A (por qué?); logo existe um natural m tal que

S —x <mx
e dai
s<(m+1)x

que é uma contradicdo, pois s é o supremo de A e (m + 1) x € A. Deste
modo, supor nx < y para todo natural n leva-nos a uma contradicao; logo, nx
>y para algum natural n.



O proximo exemplo exibe-nos duas consequéncias importantes da
propriedade de Arquimedes.

: |
a) Para todo x > 0, existe pelo menos um natural n tal que — < x.
H

b) Para todo real x existe pelo menos um natural n tal que n > x.

Solucao
a) Como x > 0, por Arquimedes, existe um natural n tal que nx > 1 e,

|
portanto, — < X.
H

(Observe: nx >1=n#0).

b) Como 1 > 0, por Arquimedes, existe um natural n tal que n > x.

A propriedade que apresentaremos na proxima secdo € uma outra
consequéncia importante da propriedade do supremo e sera utilizada varias
vezes no texto.

Exercicios A.2

Prove que se A for ndo vazio e limitado inferiormente, entdo A admite

infimo.
Demonstracao da Propriedade dos Intervalos
Encaixantes

Seja [ay, by]l, [aq, b1], [a», b>], ..., [a,, b,], ... uma sequéncia de

intervalos satisfazendo as condigoes:



() [ag, byl Dlas,b;12[ay, byl ...0a,,b,12 ...

(ou seja, cada intervalo da sequéncia contém o seguinte);

(ii) para todo r > 0, existe um natural n tal que
b,-a,<r

(ou seja, a medida que n cresce, o comprimento do intervalo [a ,,, b ]
vai tendendo a zero).

Nestas condicoes, existe um unico real a que pertence a todos 0s
intervalos da sequéncia, isto é, existe um unico real o tal que, para todo

natural n,a,, <a<b,.

[T ol ] 11 X
L L L ] ] ]
a, a, a, hn h] 'hu
Demonstracao
A={ay,a,,ay, ...,a,, ...} € nao vazio e limitado superiormente, pois

todo b ,, é cota superior de A. Assim, A admite supremo; seja o tal supremo.

Como a é a menor cota superior de A, para todo natural n temos
a,<a<b,.
Se B for outro real tal que, para todo n,
a,<p<b,
teremos, para todo n,

|a_B|£bn —ap



Tendo em vista a propriedade (ii), para todo r > 0,
o = Bl <r.

Logo, a = 3 (por qué?).

m Limite de Funcdo Crescente (ou Decrescente)

Sejam f uma funcdo e A um subconjunto do dominio de f. Dizemos que f é
limitada superiormente em A se existir um numero real M tal que, para todo
x €A, f(x) <M.

Por outro lado, dizemos que f é limitada inferiormente em A se existir
um numero real m tal que, para todo x € A, f(x) > m.

Teorema. Seja fuma fun¢do definida e crescente em Ja, b[.

a) Sefforlimitada superiormente em ]a, b, entao
]IT f(x) = L. L finito.

com L =sup {flx) | x € la, b[}

b) Sefnao for limitada superiormente em ]a, b[, entdo

lim /(x) = +ee.

Demonstracao



a) O conjunto {f(x) | x € ]a, b[} é ndo vazio e limitado superiormente;
logo, admite um supremo L. Dado, entdo € > 0, existe um x ; € ]a, bl,

tal que, L — € <f(x1) < L. Dai, para todo x em ]x 1, b[, tem-se
L-e<f(x{)<fx)<L<L+¢
ou seja,
L-e<f(x)<L+e.
Logo,
lim f(x) = L
b) Como f ndo € limitada superiormente, para todo M > 0 dado, existe x ;

€ Ja, b[, tal que f(x ;) > M. Pelo fato de f ser crescente, tem-se, para
todo x € ]x ¢, bl,

f(x)>M
ou seja,

lim f(x) = +es.

Fica para o leitor enunciar e provar teorema analogo para o caso de f ser
decrescente em ]a, bl.

Conforme as palavras seguintes de Richard Dedekind (1813-1916) em
seu livro Essays on the theory of numbers, a razao que o levou a definicao
de nimero real (veja Apéndice F) foi exatamente o teorema anterior.

“Minha atencdo voltou-se primeiramente para as consideracoes que
constituem o assunto deste folheto no outono de 1858. Como professor na



Escola Politécnica em Zurique, vi-me pela primeira vez obrigado a dar
aulas sobre os elementos do calculo diferencial e senti mais agudamente do
que nunca a falta de um fundamento realmente cientifico para a aritmética.
Ao discutir a nocdo de limite e especialmente ao provar o teorema segundo
o qual toda magnitude que cresce continuamente, mas ndo além de todos os
limites, deve certamente se aproximar de um valor finito, tive que recorrer a
evidencias geométricas. Mesmo agora, esse recurso a intuicdo geométrica
numa primeira apresentacdo do calculo diferencial, eu o vejo como
extremamente Util, do ponto de vista didatico, e até mesmo indispensavel se
ndo se quer perder muito tempo. Mas ninguém pode negar que essa forma
de introducdo ao calculo diferencial ndo pode se pretender cientifica. Para
mim, esse sentimento de insatisfacdo foi tdo esmagador que mantive a firme
intencdo de continuar refletindo sobre a questdo até encontrar um
fundamento puramente aritmético e perfeitamente rigoroso para os
principios da analise infinitesimal.” (Dover Publications, Inc., Nova York.)
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APENDICE

Demonstragoes dos Teoremas
do Capitulo 5

Demonstracdo do Teorema do Anulamento

Teorema (do anulamento). Se f for continua em [a, b] e se fla) e f(b) tiverem sinais
contrarios, entao existira pelo menos um ¢ em [a, b] tal que f(c) = 0.

Demonstracgédo

Para fixar o raciocinio, suponhamos f(a) <0 e f(b) > 0. Facamos a=a e b
=b; seja cy o ponto médio do segmento [a ¢, b ¢ ]. Temos

a b

fley) < 0ouflcy) = 0. _I | .II;.

Li] 1] 1]

Suponhamos f(c ;) <0 e facamoscy =a; eby =b;. Temos f(a;) <0

e f(b1) > 0. Seja c, o ponto médio do segmento [a 1, b ; ]. Temos



fley) <0ouf(c) =0. - : J:r?'

Suponhamos f(c 1) > 0 e facamosa; =a, ecy =b,. Assim, fla,) <0
e f(b,) > 0. Prosseguindo com este raciocinio, construiremos uma

sequéncia de intervalos
[ag,bol > [ay,b11>[ay,bo]>...2a,, b,]> ...

que satisfaz as condicoes da propriedade dos intervalos encaixantes e tal
que, para todo n,

® fla)<0ef(b)=0.
Seja c o unico real tal que, para todo n,
a,<c<b,.

As sequéncias de termos gerais a, e b, convergem para c (verifique).

Segue, entdo, da continuidade de f, que
) lim f(a,)= f(c)e lim f(b)= f(c).

Segue de @ e de @ que
flc)<0ef(c)=0

e, portanto, f(c) = 0.

Demonstracao do Teorema do Valor
Intermediario



Teorema (do valor intermediario). Se for continua no intervalo fechado [a, b] e se y for um
real compreendido entre f(a) e f(b), entdo existird pelo menos um c em [a, b] tal que f(c) =Y.

Demonstracao

Para fixar o raciocinio, suponhamos f(a) <y < f(b). Consideremos a funcao

g (¥) =f(x) -y, xem [q, b].
Como f é continua em [a, b], g também o é; temos, ainda
g(@=fla)—y<0eg(b)=f(b)-y>0.

Pelo teorema do anulamento, existe c em [a, b] tal que g (c) = 0, ou seja,

flc)=vy.

K] Teorema da Limitagdo

Para a demonstracdo do teorema de Weierstrass, necessitaremos do teorema
da limitacdo, cujos enunciado e demonstracao serao objeto desta secao.

Dizemos que f € limitada em A € D se existir M > 0 tal que, para todo

xemA
fx) | < M.

Da definigdo acima, segue que, se f ndo for limitada em B < D, para
todo natural n, existe x , € B, com [f(x ,)| > n.



Teorema (da limitacéo). Se f for continua no intervalo fechado [a, b], entdo f serd limitada
em [a, b].

Demonstracao

Suponhamos, por absurdo, que f ndo seja limitada em [a, b]. Facamos a =
a; eb=>b;; existe, entdo, x; em [a, b,] tal que |[f(x)| > 1. Sejac; o
ponto médio de [a {, b{]; f ndo serd limitada em um dos intervalos [a {,
cq1]ou[cq, bq]; suponhamos que nao seja limitada em [c ¢, b ] e facamos
a, =c,; eb, =by.Nao sendo f limitada em [a,, b, ], existira x, € [a,,
b,] tal que |f(x,)| > 2. Prosseguindo com este raciocinio, construiremos
uma sequéncia de intervalos

la;,b;12[a,,by]Dlas, bs]>...0Ma,,b,1> ..

satisfazendo as condicGes da propriedade dos intervalos encaixantes e tal
que, para todo natural n > 0, existe x , € [a,, b,,] com

M L f(x)| = n

Segue de @ que = im | /(x,)| = +o0. Seja, agora, ¢ o tnico real tal que,
para todo n > 0,

c&la,,b,l

Como a sequéncia x,, converge para c (verifique) e f é continua em c,
resulta que im | /(x,)] =|f(c)| que estd em contradi¢do com lim | f(x,)| =
+oo, Fica provado que a suposicdo de f ndo ser limitada em [a, b] nos leva a

uma contradicdo. Portanto, f é limitada em [a, b].



[¥] Demonstracio do Teorema de Weierstrass

Teorema (de Weierstrass). Se ffor continua em [g, b], entdo existirdo x ; e x, em [a, b]

tais que f{x 1) < flx) < f(x , ) para todo x em [a, b].

Demonstracao

Sendo f continua em [a, b], f sera limitada em [a, b], dai o conjunto

A={f(x) | x € laq, b]}

admitira supremo e infimo. Sejam

M = sup{f(x) | x € [a, b]}

m = inf{f(x) | x € [a, b}

Assim, para todo x em [a, b], m < f(x) < M.

Provaremos, a seguir, que M = f(x,) para algum x, em [a, b]. Se
tivéssemos f(x) < M para todo x em [a, b], a funcao

glx)= , X € [a. b] (veja observacdo abaixo)

M — f(x)

seria continua em [a, b], mas ndo limitada em [a, b], que é uma contradicdo
(se g fosse limitada em [a, b], entdo existiria um 3 > 0 tal que, para todo x



em [a, b]

e, portanto, para todo x em [a, b],

Sx)<M

e assim M nao seria supremo de A).

Segue que f(x) < M para todo x em [a, b] ndo pode ocorrer, logo
devemos ter M = f(x,) para algum x, em [a, b]. Com raciocinio analogo,

prova-se que f(x ;) = m para algum x , em [aq, b].

Observacao. A ideia que nos levou a construir tal funcao g foi a sequinte: sendo M o supremo
dos f(x), por menor que seja r > 0, existird x tal que M — r < fix) < M; assim, a diferenca M —
flx) podera se tornar tao pequena quanto se queira e, portanto, g (x) podera se tornar tao
grande quanto se queira.
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Mais Algumas Aplicacoes da
Integral. Coordenadas Polares

CAPITULO

Videoaulas
() video 28.1




Volume de Sélido Obtido pela Rotacdo, em Torno
do Eixo x, de um Conjunto A

Seja f continua em [a, b], com f(x) > 0 em [a, b]; seja B o conjunto obtido pela
rotacdo, em torno do eixo x, do conjunto A do plano limitado pelas retas x = a e
x = b, pelo eixo x e pelo grafico de y = f(x). Estamos interessados em definir o

volume V de B.

—
(===
-

=Y

h

—

SejaP:a=xy <x; <x, <...<Xx; _q <Xx; <.. <X, = b uma partigdo de [a,

b] e, respectivamente, ¢, e ¢, pontos de minimo e de maximo de fem [x; - i,



x ;1. Na figura da pagina anterior, ¢, = x, _ ; e ¢. Temos:

n[f(c,))? Ax, = volume do cilindro de altura Ax; e base de raio f(c,) (cilindro
de “dentro™)

[ f( f )J* Ax. = volume do cilindro de altura Ax; e base de raio f( E ) (cilindro
de “fora”).

Uma boa definicdo para o volume de V devera implicar

Zﬂ'[f(? )P Ax, =< volume = i?‘f[f{ :::'J.}]j Ax,

para toda particao P de [a, b]. Para max Ax; — 0, as somas de Riemann que

i}
comparecem nas desigualdades tendem a _[ m| f(x)]’dx; nada mais natural,

entdo, do que definir o volume V de B por

V= (S

ou

]
V= Irj yidx, em que y = f(x)

Calcule o volume do solido obtido pela rotacao, em torno do eixo x, do

conjunto de todos os pares (x, y) tais que x o y 2<r?, y=>0(r>0).

Solucéao




x? +y% <r? y>0,éum semicirculo de raio r. Pela rotacio deste

semicirculo em torno do eixo x, obtemos uma esfera de raio r. Temos:
ty=sriy=0ey=4r—x,—r=sx=r
Segue que o volume pedido é

volume = i'rj vidx =21 ( re = x? )_dx

=27 (r? — x?)dx

~ 7
. X 4
=2m| r’x — —} = —r.

Calcule o volume do solido obtido pela rotacdo, em torno do eixo x, do

: : 1
conjunto de todos os pares (x, y) taisque — = v=x, 1 =x = 2.

Solucéao

V4




O que queremos é o volume do sélido obtido pela rotacao, em torno do
eixo x, do conjunto sombreado em azul. O volume V pedido é igual a V,

-V, em que V, e V; sdo, respectivamente, os volumes obtidos pela
rotagao, em torno do eixo x, dos conjuntos A, e A ; sombreados.

V ok Vo

3]
=

2 x 0 I
f,/ :}Ijltgdrz?_ﬁ e j,’ :EJ: _I -dx=£
2 7 - 3 1 | X 2
c1 i m© lln
Deste modo, o volume V pedido é: V' = — — ==

=
v
)\

V4 Y )

O préximo exemplo é um caso particular do teorema de Pappus (Pappus de
Alexandria, IV século d.C.) para volume de sélido obtido pela rotacao, em



torno de um eixo, de uma figura plana que nao intercepta o eixo. Tal teorema
nos diz que, sob determinadas condi¢des, o volume do sélido obtido pela
rotacdo, em torno de um eixo, de uma figura plana que ndo intercepta tal eixo é
igual ao produto da area da figura pelo comprimento da circunferéncia
gerada, na rotacao, pelo baricentro (ou centro de massa) da figura. (Veja
Exercicio 3, Secao 13.9.)

Considere um retangulo situado no semiplano y > 0 e com um lado
paralelo ao eixo x. Seja P a intersecdo das diagonais. Mostre que o
volume do soélido obtido pela rotacao em torno do eixo x é igual ao
produto da drea do retdngulo pelo comprimento da circunferéncia
gerada, na rotagdo, pelo ponto P.

Solucéao

Consideremos o retangulo

a<x<b e 0<c<y<d

Va

=Y

0 a h

O volume do solido obtido pela rotacdo, em torno do eixo x, deste
retangulo é




;fznj;rdr—x[;qﬁ

ou seja,
V=n(d-c)b-a)
e, portanto,
V—Zﬂd;CM &) (b — a)
em que 277 dte é o comprimento da circunferéncia gerada pelo ponto P

e (d—c) (b - a) é a area do retangulo. (Observe que o resultado expresso
neste exemplo continua valido se as expressoes “semiplano y > 0” e “em
torno do eixo x” forem substituidas, respectivamente, por “semiplano x >
0” e “em torno do eixo y”.)

Antes de prosseguirmos, vamos destacar o 22 Teorema Fundamental do
Calculo (ou simplesmente Teorema Fundamental do Calculo) cuja prova é
deixada para o Vol. 2. Seja g uma funcdo continua em um intervalo I e a um
ponto de I, a fixo. Assim, para cada x em I, _[ g(x)dx existe. Podemos entdo

considerar a funcdao que a cada x em I associa 0 nimero _[ 2 (x)dx. Pois bem, o
2 ¢ Teorema Fundamental do Célculo nos diz que _[ 2 (x)dx é uma primitiva

de g (x) em I. Vejamos como podemos nos convencer desse fato. Conforme
veremos no Vol. 2, sendo g continua em I, existira G tal que, para todo x em I,

G'(x) = g (x). Pelo 1 ¢ Teorema Fundamental do Célculo,
J-' g(x)dx = G(x) — G(a), dai, e lembrando que G (a) é constante, resulta,

para todo x em I,

;%ij:g{_r}fir = :Ti[G{_r} — G(a)] = g(x)



e, portanto,

1 s
ij g(x)dx = g(x)

Agora, podemos prosseguir.

Seja f(x) > 0 e continua em [a, b]; para cada x em [a, b],
V(x)=x [f()] dv

é o volume do solido obtido pela rotacdo, em torno do eixo x, do conjunto
sombreado.

!

/"

-
|
|
|
|
|
X

0 a X - dx X

Sendo f continua em [a, b], m [ f(x)] 2 também serd continua neste intervalo.
Dai, pelo 2 ¢ Teorema Fundamental do Céalculo,

dVd ¢ , s

—=—| w[f(x) dx=m[f(x)].

=], ml/] /()]
Assim, dV = nt [ f(x)] > dx, ou seja [ f(x)] > dx nada mais é do que a
diferencial do volume V (x). Observe que a diferencial dV = n [ f(x)] 2dxéo
volume do cilindro gerado, na rotacao em torno do eixo x, pelo retangulo de
base dx e altura f(x); dV é um valor aproximado para a variacao AV em V



correspondente a variacao dx em x. Entdo, o volume do s6lido de revolucao,
em torno do eixo x, do conjunto {(x, y)lJa < x < b, 0 <y < f(x)} é obtido
calculando-se a integral da diferencial do volume para x variando de a a b.

Exercicios 13.1

1. Calcule o volume do soélido obtido pela rotacdao, em torno do eixo x, do
conjunto de todos os pares (X, y) tais que

a) 1<x<3e0<y<x

o o]
sr=2el=sy=s —,
X

b)

b | —

/
€) 1sxsde0<ysr.

d) 2x%+y?<ley>0.

2

e) y>20,1<x<2ex’-y?=>1

f

D osx=sleVvx=y=3.
9) x*<y<x

h) 0<y<xex?+y? <2
2

i) y>x ex? +y2 < 2.

j) 1<x?+y?<dey>o0.

1
D —<y<ilei=sx=2
X

m) x? +(y-2)2 <1. ®



2.

(Teorema de Pappus para a elipse.) Considere o conjunto A de todos os
pontos (x, y) tais que

(x —.rx}:‘ N (v — B) :
a’ b’

= ] (a = Oe b= 0)

e situado no semiplano y > 0. Mostre que o volume do solido obtido pela
rotacdo, em torno do eixo x, do conjunto A é igual ao produto da area da
elipse pelo comprimento da circunferéncia gerada, na rotacao, pelo centro
(a, B) desta elipse.

Considere um triangulo isosceles situado no semiplano y > 0 e com base
paralela ao eixo x. Mostre que o volume do s6lido obtido pela rotagao



deste triangulo, em torno do eixo x, € igual ao produto da area deste
triangulo pelo comprimento da circunferéncia gerada, na rotagao, pelo
baricentro do triangulo.

Volume de Sélido Obtido pela Rotacdo, em Torno
do Eixo y, de um Conjunto A

Suponha f(x) > 0 e continua em [a, b], com a > 0. Seja A o conjunto do plano
de todos os pares (x, y) tais que a < x < b e 0 <y < f(x). Seja B o conjunto
obtido pela rotacdo, em torno do eixo y, do conjunto A. Nosso objetivo, a
seguir, € mostrar que é razoavel tomar para volume de B o numero

® v =2r| x f(x)d

ou

Vo= ZII'J 'I?.rrl-*cﬁ:ﬁ em que v = f(x)

o

SejaP:a=xp <x1 <Xxp <...<Xx; -1 <x; <...<Xx, = b uma particao de
[a, b] e seja ¢ ; o ponto médio de [x; _{,x;].



VA

0 a X

=Y

X b

Seja R; oretangulo x; -1 <x<x; e 0<y<f(c;). Pelo teorema de Pappus

para retangulo, o volume do solido gerado pela rotacao do retangulo R ;, em

torno do eixo y, é

2me,f(c;) Ax,

(Confira.)

Deste modo, a soma de Riemann

i
ZEI{*
i=1

e Ax,

é um valor aproximado para o volume do solido obtido pela rotacao, em torno

do eixo y, do conjunto A. Por outro lado, pelo fato de f ser continua, tem-se

|1‘ii\l'1'3:n 1) Z 2}1‘ C.: .f(cl.

)Ax, = ZIrrx f(x)dx



Logo, é razoavel tomar @ para volume de B. Veremos no Vol. 3 que esta nossa
atitude é correta. (Para uma prova de @, num caso particular, veja Exercicio 3
desta secado.)

Calcule o volume do so6lido obtido pela rotacao, em torno do eixo y, do
conjunto de todos (x, y) tais que

0£x£1e0£y£x—x3.

Solucéao

V = ?_.JT’[:I[_‘( — x')dx = T—:

Ja sabemos que dV = 2m xf(x) dx € a diferencial de y(x) = é;rr_\;f (x)dx.

Agora, observe que f(x) dx é a area do retangulo de altura f(x) e base dx e, para
dx suficientemente pequeno, 2mx €é aproximadamente o comprimento da
circunferéncia gerada pelo baricentro do retangulo mencionado e dai, pelo
teorema de Pappus para retangulos, 21 x f(x) dx é aproximadamente o volume
do involucro cilindrico obtido pela rotacao, em torno do eixo y, de tal
retangulo.



V4 VA
Jx) ==
k
x x+dx ::

0

Vi

\

S

O volume obtido pela rotacao, em torno do eixo y, do conjunto A é entdo a
7 . 'I:'
integral dessa diferencial, para x variando de a até b, ou seja, 7 = 2;5_[ xydyx,

em que y = f(x). Este método de determinar volume é as vezes denominado
método dos invélucros cilindricos ou método das cascas.

Vejamos, agora, uma outra formula, que é do mesmo tipo daquela da secao
anterior, para calcular volume de sélido obtido pela rotacdao, em torno do eixo
y, de um conjunto que ndo intercepta tal eixo. Seja entdao B o conjunto: B = {(x,
y)|0<x<b,c<y<dey=>(f(x)}, em que f é suposta continua e estritamente
crescente (ou estritamente decrescente) em [a, b], com a > 0, f(a) = c e f(b) = d.



|1.:I ‘

V4
d d
] - d ]
B y+ay
|1.:I

box

o b———
,.1-<

0

i

b

Q - ——

0

Como y = f(x) é continua e estritamente crescente em [a, b], entao é inversivel,
com inversa x = g (y) continua em [c, d], em que ¢ = f(a), d = f(b) ey = f(x) & x
= g (y). Raciocinando como na secdo anterior, o volume do solido obtido pela
rotacao, em torno do eixo y, do conjunto B é

i
volume = Jfr_[ x'dy, emquex = g(y)

Observe que 1 x 2dy é o volume do cilindro obtido pela rotagdao, em torno do
eixo y, do retangulo de base x e altura dy. (Veja a figura anterior.)

Calcule o volume do so6lido obtido pela rotacao, em torno do eixo y, do

conjunto de todos os pares (X, y) tais que x 2 < y<4,x>0.

Solucéao

. b lr
Temos: yv=x,x=08x=4/y.

Segue que

Volume = ?r.[: xtdy = ITJT[JT] dy.




E, portanto,

4
Volume = R'_[. vdy = 8.

VA

0

Observacéo. Este volume poderia, também, ter sido calculado utilizando-se a formula anterior.
Neste caso, o volume pedido seria a diferen¢a entre o volume gerado pela rotacao, em torno do eixo
y, do retdngulo 0 < x < 2,0 < y < 4 e o0 volume gerado pela rotacao, em torno do eixo y, do
conjunto 0 <x<2e0<y<flx), emqueflx) =x 2 0u seja,

volume = 167 — 27 | xf(x)dx =167 — 27 | x* dx = 8.

Calcule o volume do solido gerado pela rotacdao, em torno do eixo y, do
conjunto de todos 0S pares (x, V) tais que

¥
X~
O=x=<20sys—+ley=x-—-1

%)




Solucéao

VA

=v

12 Processo (Utilizando a primeira férmula.)

2 -2 2
volume = 21 , x[% + Ide — Zn_[l x(x* — 1dk.

T
E, portanto, volume = -

i

2 2 Processo (Utilizando a segunda férmula.)



+tl=yexr’=2y—2 ¢ *-l=yel=y+1

lq|L'§d

Entao

volume = frj:(y +1)dy — ;r.[:(gy —2)dy = ?ﬂ

Para encerrar a secao, vamos resumir num quadro o que aprendemos nesta

secdo e na anterior.

V&

d
.V =.f {_j{}
y+dy
|1.:I
B A
"
0 a x x+dx h X

A={(x,y)|a<x<b,0<y<f(x)}eB={(x,y)|0<x<b,c<y<d,y=>
fx)}

fr
Dr j y* dx = volume gerado por A na rotagdo em torno do eixo x.(y =

f(x))



I r Jf x? dy = volume gerado por B na rotagdo em torno do eixo y.(x =

g)
I1T) E;fr_[:? xy dx = volume gerado por A na rotagao em torno do eixo y.(y
= f(x))
IV) ZHJ-IUI yx dy = volume gerado por B na rotacao em torno do eixo x.(x
=g ()

Exercicios 13.2

Calcule o volume do sélido obtido pela rotacao, em torno do eixo y, do
conjunto de todos os (X, y) tais que

a) 1<x<eeO<y<Inx

f

b) =sx=8e0=y=<x.
€) 1<x<2e0<y<x?-1
d) 0<x<meO<y<senx.
e) 0<x<leO<y<arctgx.
) 1sx<sdelsys=< Jx.
9) y?<2x-x°,y=0.

h) o=x= 2, y= \;"x l ed=y=x-



2. Calcule o volume do so6lido obtido pela rotacdo, em torno do eixo y, do
conjunto de todos os (X, y) tais que

a)ﬂExE&UETEZeyEJI 2.

b) Jx <y<-x+6x=0,

c) 0<x<e,0<y<2ey>Inx.

v T
d) VEEX= 4V

2

e) 0<x<1,x<y<x~+1.

3. (Wolume de sdlido de revolucdo em torno do eixo y.) Suponha f
estritamente crescente e com derivada continua em [a, b], a > 0 e f(a) = 0.
Seja g: [0, f(b)] — [a, b] a funcdo inversa de f.

a) Verifique que o volume do solido obtido pela rotagdao, em torno do eixo
y, do conjunto

4= {(v)) e R¥a<x<b0<y<f)¢iguala /) — x| [g()] db.
b) Mostre que
. by R b
ab’ f(b) — x| (g dy =27 xf(x)d.

(Sugestdo: Faca a mudanga de varidvel y = f(x) e depois integre por
partes.)

c¢) Conclua que o volume mencionado em a é

volume = ZHJ-JI1_1‘_1‘{,T}cir




Volume de um Sélido Qualquer

h , ,
Vimos no paragrafo anterior que ;:j [ f(x)]’ é a formula que nos fornece o

volume do solido de revolugdo obtido pela rotacdo, em torno do eixo x, do
conjunto A = {(x,y) E R? [a<x<b, 0<y<f(x)}. Observe que

A(x) =z f(x)]

Va4

0

€ a area da interse¢cdo do solido com o plano perpendicular ao eixo x e
passando pelo ponto de abscissa x. Assim, o volume mencionado
anteriormente pode ser colocado na forma

volume = J-h Alx)dx

Seja, agora, B um solido qualquer, ndao necessariamente de revolucao e seja
x um eixo escolhido arbitrariamente. Suponhamos que o soélido esteja
compreendido entre dois planos perpendiculares a x, que interceptam o eixo x
em x =aeemXx =b. Seja A (x) a area da intersecao do solido com o plano
perpendicular a x no ponto de abscissa x. Suponhamos que a funcao A (x) seja
integravel em [a, b]. Definimos, entdo, o volume do sélido por



volume = r A(x)dx

Calcule o volume do s6lido cuja base é o semicirculo x
0, e cujas secOes perpendiculares ao eixo x sdao quadrados.

2122y

Solucéao
A(x) = (r* —x?)%.

r r
volume = j (72 —x* )Y dx= j (r? — x*)dx
.

¥

ou seja,

, S g0
volume = ZL (r* — x*)dx = Z{rzx — %} =2 .

Exercicios 13.3



Calcule o volume do so6lido cuja base é o semicirculo x 2+ y 2<r?, y >0,
e cujas secoes perpendiculares ao eixo x sdo triangulos equilateros.

2

Calcule o volume do soélido cuja base é a regidao 4x 2y y° <1 e cujas

secoes perpendiculares ao eixo x sao semicirculos.

Calcule o volume do sélido cuja base é o quadrado de vértices (0, 0), (1,
1), (0, 1) e (1, 0) e cujas secOes perpendiculares ao eixo x sdo triangulos

isésceles de altura x — x 2. @




Calcule o volume do s6lido cuja base é um triangulo equilatero de lado I e
4. cujas secOes perpendiculares a um dos lados sdao quadrados.

Area de Superficie de Revolugio

Videoaulas |
() video 29.2

Sabe-se da geometria que a area lateral de um tronco de cone circular reto, de
geratriz g, raio da base maior R e raio da base menor r, é igual a area do
trapézio de altura g, base maior 2nR e base menor 2mr:



V4

=Y

area lateral do tronco = (R + 1) g

Sendo S o ponto médio do segmento PQ.

_|_ -
R in@® + e = 2mse.

5

area lateral do tronco de cone = 27sg

Observe que a area da superficie gerada pela rotacdao da geratriz, em torno do
eixo PQ, ¢ igual ao produto do comprimento g desta geratriz pelo comprimento
2ns da circunferéncia gerada pelo ponto médio da geratriz. Este resultado é um
caso particular do Teorema de Pappus para superficies de revolucdo. (Veja
Exercicio 9, Secao 13.9.)

Vamos, agora, estender o conceito de area para superficie obtida pela
rotacdo, em torno do eixo x, do grafico de uma funcao f, com derivada continua
e f(x) >0 em [a, b].

Seja, entdo, P: a =xy <x; <X, <... <X, = b uma parti¢do de [a, b] e

x, +Xx,
f I r . .
¢, = ————— 0 ponto médio do intervalo [x; _, x;].



Vik

=Y

Na figura, f(c;) = tg o;; o segmento M; _ ;M é tangente ao grafico de f no
ponto (c;, f(c;)). Entao

—— Ay, :
M, M, =——"— =|seca, | Ax, = 1+ [f(c)] Ax,.
cosc, | ' '

A area da superficie gerada pela rotacdao, em torno do eixo x, do segmento M ;
_ 1M ; (observe que tal superficie nada mais é do que a superficie lateral de um

tronco de cone de geratriz M, M) é:

27 f(e)M,_ M, =27 f(e 1+ [f'(c)F Ax,

e se Ax; for suficientemente pequeno esta area serd uma boa aproximacao para

a “area” da superficie gerada pela rotacdao, em torno do eixo x, do trecho do
grafico entre as retas X = x; - ; e x = x;. Observe que trocando f(c;) por ¢; na

igualdade acima, Zm:'r.Jl +[f"(c,)F Ax sera uma boa aproximacdo para a

“area” da superficie gerada pela rotacdo, em torno do eixo y, do trecho do
grafico acima mencionado.

Como a fungdo 27 f(x),/1 + [ f'(x)]* € continua em [a, b], teremos

lim iQﬂ_f(cl:)\j L+ [f'(c)F Ax, = j:zfrf (W 1+ [f/(x)F d.

midx Ax, =0

Definimos a drea A , da superficie obtida pela rotacao do grafico de f, em

torno do eixo x, por



A =21 fON1+ I/ d

De forma andloga, a drea A ,, da superficie obtida pela rotacdo, em torno do

eixo y, do grafico de f sera

2
A, = Zn'r,x‘ 1+ [dﬂ) dx, em que vy = f(x)

X

Calcule a area da superficie gerada pela rotacdo, em torno do eixo x, do

grafico de f(x) =sen x, 0 < x < m.

Solucéao
area = 2JTESETII | + cos® x dx u = cosx; du = —senxdx
x=0u=1
x=mu=-—1
-1
= Zﬂ'jl y 1+ u* (—du) u = tg0; du = sec’ 8d6
u=—h8=—£
4
4

= erj_llﬁ."] + u’ du

= Z.Trj“tI sec’ 6d0.
4




Integrando por partes:

i sec’ BsecOdO = [tg o sec&]jm B .ﬁ' |:sec:3 0= sec 9] 0.
4

4 4

ji sec’ 0dO = _[

E|

Dai

Zji sec’0dO = 2\/5 + [ln (secO + tg G)Jzﬂ

4 4

ou seja,

_[i sec’ 0dO = \/5 + In (\E +1).

Portanto, area = 2::':{\5 +In (\/E +1)

Determine a area da superficie obtida pela rotacdo, em torno do eixo y,

do graficodey = x—£, 0<x<1.

Solucéo
3 2
Deﬂ _dfx = x, vem
dx  dxl| 2

A =2r ]Ix 1+[%] dr=2;rrj‘[lxﬁ.l'l + x? dx =2?I[2\E —1].
- { v I




1. Calcule a area da superficie gerada pela rotacdao, em torno do eixo x, do

grafico da funcao dada.

,—las;x=51®

a) f(x) = ete’

b) fx)=R*—x*, - R<x<R(R>0)

c) y=x2,{]=a='x-=‘:%

d) y=‘\/;,1=éx=£4



Comprimento de Grafico de Funcio

Seja y = f(x) com derivada continua em [a, b] esejaP:a=xy <x1 <x, <...
< x, = b uma particdo de [a, b]. Indicando por L (P) o comprimento da
poligonal de vértices P; = (x;, f(x;)), i =1, 2, ... n, temos

1P =Y =5 P+ ()~ G P

=W

0

em que \/{xr_ —x_ )+ (f(x)— f(x, ) é o comprimento do lado de
vértices P; _ 1 e P ;. Pelo teorema do valor médio, para cadai,i =1, 2, ... n,
existec;,x; _q <c; <x;,tal que

f(xi) —fx; -1)=f(c;)Ax;,emque Ax; =x; —=x; —1.

Segue que

L(P) = YA + (F(e)an ) = 31+ (F(e)F Av,

Dai, para max Ax; tendendo a zero, L(P) tendera para J‘h\f | +( f'(x))*. Nada

mais natural, entdo, do que definir o comprimento do grafico de f, ou da curva
y = f(x), por



Comprimento = I

Nosso objetivo a seguir € interpretar geometricamente a diferencial

grafico de extremidades (aq, f(a)) e (x, f(x)). Sejam As e Ay as variacoes em s e y
correspondentes a variacdo dx em x, com dx > 0. Para dx suficientemente
pequeno, Ay = dy e

A%s~d 2x+A2y, ou seja,

=Y

0

2

Calcule o comprimento da curva y = '%_, 0<x<1.



Solucao

dy . Y N
De — = 4, segue que o comprimento é: _[ | + x* dx. Fazendo a

dx
mudanca de variavel x = tg u, vem

]1fl+x3dx= %«“'l' teu)’ sec’ udu = gsec“ua’u.
.[IP J‘IP {‘}: } -[H

, ] I s
De Iscc ‘udu = ESCC utgu + ;]n |secu + tgu| + & (verifique), resulta

.[.: | + x2 dx = J‘I]%sec-‘udu = %[\E + In (I + \EJ]

Exercicios 13.5

Calcule o comprimento do grafico da fun¢do dada.

a) y=—=x2,0=sx=1

b) ;-:%x+3.ﬂ-zxs;2

c) y=Inx,1<x<e



2. Quantos metros de chapa de ferro sdao necessarios para construir um arco
AB, de forma parabdlica, sendo A e B simétricos com relacdo ao eixo de
simetria da parabola e com as seguintes dimensoes: 2 m a distancia de A a
B e 1 m a do vértice ao segmento AB.

Comprimento de Curva Dada em Forma Paramétrica

Por uma curva em R ? entendemos uma funcdo que a cada t pertencente a um
intervalo I associa um ponto (x (t), y (t)) em R 2 em que x (t) e y (t) sao
funcdes definidas em I. Dizemos que

y=y()

sdo as equagodes paramétricas da curva. Por abuso de linguagem, vamos nos
referir ao lugar geométrico descrito pelo ponto (x (t), y (t)), quando t percorre o
intervalo I, como a curva de equacOes paramétricas x = x (t) e y =y (1).

Desenhe a curva dada em forma paramétrica porx =t, y = 3t, t € R.

Solucéao

x =t,y =3t =y = 3x. Quando t percorre R, o ponto (¢, 3t) descreve a reta
y = 3x.




=w

Seja a curva de equacOes paramétricas x = t, y = t2, t em R. Quando ¢

varia em R, o ponto (t, t 2) descreve a parabola y = x 2

VA

Seja a curva de equacOes paramétricas x = cos t, y = sen t, t € [0, 2m].

Quando t varia em [0, 2m], o ponto (cos t, sen t) descreve a circunferéncia

x2+y2=1.




\{ms £, sen f)
'

-
C

Exemplo 4

Desenhe a curva dada em forma
com t € [0, 2m].

Solucéo

x = 2cost

|

Vv = sent

2

/

1

X

parameétrica por x =2 cos t e y = sen t,

X
— = cost
2 by e
= — 4+ =
4

L}: = s5ent

1 /{2 cos 1, sen i)

2

.1.:I 4
Q
|

I

\
_/

Assim, para cada t € [0, 2n] o

X + y? = 1. Por outro lado, p

ponto (2 cos t, sen t) pertence a elipse

ara cada (x, y) na elipse, existe t € [0,



2m] tal que

x = 2cost )
(por qué?)
vy = sent

Assim, quando t percorre o intervalo [0,2 ], o ponto (2 cos t, sen t)
descreve a elipse.

Nosso objetivo a seguir é estabelecer a férmula para o calculo do
comprimento de uma curva dada em forma paramétrica. A férmula sera
estabelecida a partir de consideracoes geométricas, e deixamos o tratamento
rigoroso do assunto para o Vol. 2.

Suponhamos que s = s (t), t € [a, b], seja o comprimento do trecho da
curva de extremidades A = (x (a), y (a)) e P (t) = (x (¢), y (t)), em que x = x (t) e
y =y (t) sdo supostas de classe C L Sejam Ax, Ay e As as variacoes em x,y € S
correspondentes a variacdao At em t, com At > 0. Para At suficientemente
pequeno, vemos, pela figura, que A 2smACXx+ A y e, portanto,

-V




E razoavel, entdo, esperar que a diferencial da funcdo s = s (t) seja

ds = [ﬁJ +(d—‘] i
dt dr_

Definimos entdao o comprimento da curva x = x (t), y =y (), t € [a, b], com x =

x (t)ey =y (t) de classe C ! em [aq, b], por

2 2
b 3
comprimento = j [%] + [%} dt

Observacéo. 0 grafico da funcdo y = f(x), x € [q, b], pode ser dado em forma paramétrica por x
=t y=A1(t),t € [a, b]. Seque que a formula para o comprimento do grafico de uma fungdo é um
caso particular desta.

Calcule o comprimento da circunferéncia de raio R > 0.

Solucéao

Uma parametrizacdo para a circunferéncia de raio R e com centro na
origem é: x = R cos t e y = R sen t, com t & [0, 2n]. De

d d
& = —Rsente X = R segue
dt dt




Z 2
2 || dx dy

— | dt
0 dt dt

comprimento = j

= [;E\/{—Rsenz)z + (Rcost)* dt.

r
Portanto, comprimento = I A R? dr = 2nR.
0

As equagoes paramétricas do movimento de uma particula no plano sdao

X = sent
- telo, @)
y = sen’t

] : T
a) Quais as posicOes da particula nos instantes t =0, t = —et=m7?

b) Qual a trajetoria descrita pela particula?

¢) Qual a distancia percorrida pela particula entre os instantes t =0 e t =
T ?
Solucéo
. ] o~ T
a) No instante t = 0 a particula encontra-se na posicao (0, 0), em t = 5

na posicao (1, 1) e, no instante ¢ = m, novamente na posicao (0, 0).

b) x=sentey=sen2 t=>y=x2. Segue que a particula, det=0at =
T
—, descreve o arco da parabola de extremidades (0, 0) e (1, 1) e no

i
sentido de (0, 0) para (1, 1). De t = 5 a t = 1 descreve 0 mesmo arco

sO que em sentido contrario.




c) A distancia d percorrida entre os instantes t = 0 e t = 1t é dada por

o | dx v\ al2 ; )
d = L [EJ + [EJ dt = ZJ-D \/CDS“I + (2 sentcost)’ dt

ou seja,

d= 2‘[;52|c051‘|\/1 +4sen’ t dt = ZI:QCDST\/I + 4 sen’ ¢ dt.

i
Observe que as distancias percorridas entre os instantes t =0et=-—€ a

i i
mesma que de t = 5 a t = m. Observe ainda que = cos t, para 0 <t < 5

Fazendo a mudancga de variavel u = 2 sen t teremos du = 2 cos tdt, u = 0
i 2

parat =0, u =2 para t = 5 Assim, 4 = J 1 + #? du. Fazendo,
0

agora, u = tg 0, teremos

arctg 2
I
Comof=arctg2 =tg0=2egoc @ = ./1+ tg? O = \/g, resulta que

a distancia percorrida pela particula é 7 = %[Zﬁ +1In (2 + \/E )]-

d = Emgzseﬁﬁd - %[secé‘tg@ + 1n|sec9 + tg 60

Exercicios 13.6

1. Calcule o comprimento da curva dada em forma paramétrica.

a) x=2t+ley=t—-1,1<t<2



3
b) x=3tey=212,0sr=1

c) x=1—-costey=t—sent,0<t<m
d) r 2 3
x=—_—ey=_I-

2 5

e) x=e'costey=e'sent,0<t<m.

2. Uma particula desloca no plano com equacOes paramétricas x = x (t) e y =

y (0). Sabe-se que, para todo t,
. d?y dy

f,— = 2(civ/s). —— = —2(cm/s*) e — = 4 (cm/s) Sabe-
ar 2w (cm/sT) e~ (cm/s)

t=10
se, ainda, que no instante t = 0 a particula encontra-se na posicao (0, 0).

Determine a distancia percorrida pela particula entre os instantest =0 e t =
T, em que T é o instante em que a particula volta a tocar o eixo x. Como é
a trajetoria descrita pela particula?

Area em Coordenadas Polares

Fixado no plano um semieixo Ox (tal semieixo denomina-se eixo polar, e o
ponto O, polo),

_ep
~

P -~
_-\6 .
) X

(

cada ponto P do plano fica determinado por suas coordenadas polares (8, p),
em que O é a medida em radianos do angulo entre o segmento OP e o eixo
polar (tal angulo sendo contado a partir do eixo polar e no sentido anti-horario)
e p o comprimento de OP; assim p > 0.



Se considerarmos no plano um sistema ortogonal de coordenadas
cartesianas (o habitual) em que a origem coincide com o polo e o semieixo Ox
com o eixo polar e se (6, p) forem as coordenadas polares de P, entdo as suas
coordenadas cartesianas serao dadas por

Y 4

x = pcos@

v = psend

a4

0] X

Observe que se P ndo coincide com o polo

P =4/ x*+ )

. X
X = pCDSO cosf = f
= - A XS+ hi
v = psen@
X
senf = ——
NE S

Até agora, destacamos p como um numero positivo. Entretanto, para as
aplicacbes € importante que p possa assumir, também, valores negativos.
Vejamos como interpretar (8, p) no caso p < 0:



5>0 ybp———— 7,| (pcosf, psend) p<0
/

/, | /\(cus f, sen )
I 7
/ e
/ I 22 N

1

X
//r—i(cus f, sen ) i p J x
/
s
AYAT s
» 7
NV I
|

Se p <0, (0, p) é o simétrico, em relagdo ao polo, do ponto (0, —p).

Para podermos trabalhar com p < 0, sera melhor olharmos para o eixo polar
como uma reta com um sistema de abscissas: sobre tal reta marcam-se dois
pontos, um o polo 0 representando o zero e outro representando o 1. O sentido
positivo sera o de 0 para 1 e a unidade de comprimento sera o segmento de
extremidades O e 1. Para representar no plano um ponto de coordenadas
polares (0, p) proceda da seguinte forma: primeiro gire o eixo polar, no sentido
anti-horario, de um angulo 0; em seguida, sobre este novo eixo, marque o
ponto que tenha abscissa p.

(6, p), cos p>0) (6, p), cos p<0)

e
/
./
p /’(ﬁ'r”)
V'
rd
pa
rd

0

N b

o

v

=R

Represente no plano o ponto (6, p) em que



a 6=0ep=1
by 6=0ep=-1

/o
?rep
4 ©P
Solucéao
,.-"
/
,-/
b — —
f,.f f 42;) 2
/
/
/T

|
|
|

®
|

‘.\
N
L

L

a2k J

Um ponto P desloca-se no plano de modo que a relacao entre suas
coordenadas polares é dada por p = 0, 0 < 6 < 2n. Desenhe o lugar
geomeétrico descrito por P.



Solucédo

£ P

0 0 .
x =z X
4 4

7 7

2 2

bl b

3z 32

2 2

2w 2=m

Sempre que formos esbocar o grafico de uma curva dada em
coordenadas polares, é bom antes fazer um esboco da curva supondo 6 e
p coordenadas cartesianas e olhar, por meio deste grafico, a variacao de p

em funcao de 6.

JLF'S 7

= 2

Desenhe a curva cuja equacao, em coordenadas polares, é p = sen 6, 0 <

0 <m.




17 Em coordenadas

cartesianas

Solug¢ao

7 Iz

0 0

= 1

6 2

T V2

4 2

T |
5 |

3n V2 AN

4 2

T 0

Observe que parap # 0

2

p=sen9@p2=psen9@x +y2=y.

x? +y? —y=06a equacio de uma circunferéncia de centro| 0, — | e

*

1 ,
raio —. Deste modo, p = sen 0, 0 < 8 < m, é, em coordenadas polares, a

2

equacao de tal circunferéncia.

Exemplo 4

Desenhe o lugar geométrico da equacao (em coordenadas polares) p = 1
- cos 6.



& P
Solugdo 3 Em coordenadas
cartesianas 1 cos O
7 P o) /, p= Cos
0 0 | I
i | |
3 2 0 - >
T | 3n 2= {
2 2
27 3
BN
T2
dn 3
3 2
-
3w
=l
2 »
X

Esta curva denomina-se cardioide.

Desenhe a curva cuja equacao, em coordenadas polares, é p = cos 26.




Solucido

to| N oc.|§“.r_|=1 0|8 © oo|n INERR

Em coordenadas
cartesianas

/\/pcuhlﬁ /

sd

37 5w Tz g
4 4 4

3

Veja como fica o trecho da curva anterior para 6 variando de 0 a —.

4

/TE
s 4




. T 3 Se Irm ,
Quando 0 varia de — a e de a —, p permanece negativo.

4 4 4

Desenhe o lugar geométrico descrito por um ponto P que se desloca no

plano, sabendo que a relacdo entre suas coordenadas polares
= |tg0| T <t
P gui, 5 3

Solucéao

T
Vejamos, primeiro, o que acontece para 6 variando de 0 a E Quando

T
6 — E, p — +oo. A projecdo de P sobre o eixo polar tem abscissa

x=pcos O =tg0Ocosb=senb.
s
Assim, quando 8 — —, a projecdo de P sobre o eixo polar tende para o

T
ponto de abscissa 1. O trecho da curva correspondente a 6 em ]—E \ U}

é simétrico, em relacdo ao eixo polar, ao trecho correspondente a 8 em

&




0

a

x =sen /

Nosso objetivo, a seguir, é estabelecer uma férmula para o célculo de area
de regido limitada por curvas dadas em coordenadas polares.

Inicialmente, observamos que a area de um setor circular de raio R e

1 ; : A
abertura AO é — R*AQ. Esta area se determina por uma regra de trés simples:

21 rd — é&rea niR 2
AOrd—7
~ AOBmR*
Y

? — L roag
2



——

Consideremos, agora, a funcao p = p (0) continua e > 0 em [0; - 1, 0;].
Seja A; o conjunto de todos os pontos (0, p),com0; _; <0<0;,e0<p<p

(0).
A0,

&H.f: H." N H."— 1

>
X

Seja E — ,0(5) o maior valor de p em [9}__ . Q?_] ep = p{&_) O menor
valor. A area do conjunto A; esta, entdo, compreendida entre as areas dos

setores circulares de abertura A ; e raios p {&) ep (5 )

1



Suponhamos, agora, p = p (0) continua e > 0 em [a, ], com } — o < 2.
Seja A o conjunto de todos os pontos do plano de coordenadas polares (6, p)
satisfazendo as condicoes: a <O < e 0<p<p (0).

il J

SejaP:a=0y<0;<..<0;_,<60,;<..<0, = uma parti¢ao de [a,
B]. Sejam p(&_) e P(é ) 08 valores minimo e maximo de p em [0; -, 6;].

Pelo que vimos anteriormente, a area da parte do conjunto A compreendida
entre as retas 6 =0; _; e 6 = 0; esta compreendida entre as areas dos setores

circulares de abertura A0 ; e raios p{&_) e P(é ) Uma defini¢do razoavel para
a area de A devera implicar, para particao P de [a, (],

;%[p(é_ﬂ )| 46, < drea 4 < ;%[p(g, )T AB.

Para max Af; — 0, as somas de Riemann acima tendem para a integral

i
J % pl /6. Nada mais natural, entdo, do que definir a drea de A por
(¥4

4 _ Lys 2
dreaA—ELp do.

Calcule a area da regido limitada pelo cardioide p = 1 — cos 6.



Solucéao

Para cobrir todo o conjunto, 6 devera variar de 0 a 2.

|

|

|
il 4

. - 1 i 5 o l 2 B N
area = E-L pdoe = Ejﬂ (1 — cosB)*do.
Temos

[ (1= cosBy:de = [ "1 — 2cos0 + cos* B]d6 = 27 + E"‘cos-2 0.do

)

27| 1 1
=21r+j ~ + —cos26 |d6 = 3.
o |2 2

. , ) , 3
Assim, a area do conjunto é —.

Calcule a area da intersecdao das regidoes limitadas pelas curvas
(coordenadas polares) p =3 cos 8 ep =1 + cos 6.

Solucéao

Primeiro devemos determinar as interse¢Oes das curvas.




3cosf@=1+cosb

ou seja,
1
cos 8 = —.
2
| p=3cost
b | ! /
A
\ (
-——— >
‘\ 2 J3 X
/
a
£ %
[
: T T : :
Assim, 8 = — e 6 = — — resolvem o problema. Seja A; o conjunto de

todos (B, p) com 0 <O <e0<p<1+cosbesejaA, o conjunto de

i
todos (6, p) com E <0< —e0<p<3cos h. Temos, entdo:

area pedida = 2 (area A + area A»).

9(

drea A, ——I (1 + cos 8)° do=2+ 222

4
| % | 3 9J§
area =—|2(34+cos0)do = — :
A =570+ cos 00 =5 - =

S
Conclusdo: area pedida = T Veja figuras a seguir.



A, / /_p=3C:DS!9 p=1+cost

s
4
.
(W]
il 4
=Y

Calcule a area da regido limitada pela curva dada em coordenadas

i
polares porp=tg 6,0 <0 < 5, pela reta x = 1 (coordenadas cartesianas)

e pelo eixo polar.

Solucéao

Indiquemos por A (0) a area da regido sombreada. A area que queremos

7

e.

arca = lim A(0).

g——
3

Temos

i
A(0) = drea AOPM — drea A = %tg 0 sen’ @ — %jﬂ to> 0d6.




A 4

=

g
Vamos calcular I tg’ @ dO. Temos
1]

'[:itg2 0do = j;(seczﬂ —1)do=[tg 6 — 0] =tg6—0.
Assim

A(B) = %tgﬂsenzﬂ — %tg 0 + %8 = —%tg 6(1 — sen’ @) + %9

= —lsen 6 cos 6 + 16.
2 2

Portanto,

area = lim —lsen9c059+19 =£,
il 2 27| 4

i

Observacéo. No triangulo OPM temos:

OM=pcos@=tg@cos®=sen e MP=psenb=tgh sen .



Assim, drea A OPM = %sen 2 ftq0.

Exercicios 13.7

1. Desenhe a curva dada (coordenadas polares).
a) p=e?,0>0

b) p=cos B

b/ T
) pcos 8=1, D) <0< 2

d) p=2
i
e) n—
0 4
N p= L o< L
p =tgé, > 0 >
g) p=cos 30

hy »_ L
P 1+ sen’ @

i) p=2-cosb
j) p=1-senf
D) p = cos 40

m) pzztg9~[}£9<g(p30)

n) pzzthQ._{)'EQ{%(pE{])



0) p=cos?6

Passe a curva dada para coordenadas polares e desenhe-a.

a) x*—y*=2xy

3
b) (Il + yi}fm — J,E

Calcule a area da regiao limitada pela curva dada (coordenadas polares).
a p=2-cosf

b) p? =cos8(p=0)

c) p=cos 20

d) p=cos 30

Calcule a area da intersecao das regioes limitadas pelas curvas dadas em
coordenadas polares.

a) p=2-cosfBep=1+cosB
b) p=senfep=1-cosB

c) p=3ep=2(1-cosb)

d) p2=cosfep?=senf(p=0)

e) p=cosfBep=senb



) p=lep=2(1-cos?b)

5. Calcule a area do conjunto de todos os pontos (0, p) tais que 6 2 < p<#b
(coordenadas polares).

6. Calcule a drea da regido situada no 1¢ quadrante, limitada acima pela
curva x 4 - y 4 = 2xy (coordenadas cartesianas) e abaixo por p 2 =2 sen
20 (coordenadas polares), com p > 0.

. N
£ a) Escreva, em coordenadas polares, a equagdo da elipse — + ; - =1
a- )

tomando como polo a origem e como eixo polar o semieixo Ox.

-

. N
b) Escreva, em coordenadas polares, a equacdo da elipse — + }q =1
a: b

tomando como polo o foco F = (¢, 0), ¢ > 0, e como eixo polar a

C
semirreta FA em que A = (a, 0),a > 0. (Facae=—ep=a —ec.)
a

8. Sejam F; e F, dois pontos distintos do plano e seja k a metade da
distancia de F; a F . O lugar geométrico dos pontos P do plano tais que

PF, - PF, = J-2 denomina-se lemniscata de focos F | e F .

a) Tomando-se F; = (-k, 0) e F, = (k, 0), determine a equagdo, em

coordenadas cartesianas, da lemniscata.

b) Passe para coordenadas polares a equacdo obtida no item a) tomando
para polo a origem e x como eixo polar. Desenhe a curva.



Comprimento de Curva em Coordenadas Polares

Consideremos a curva dada em coordenadas polares por

p=p6),a<O<B,

sendo a funcdo suposta de classe C ! no intervalo [a, B]l. Em coordenadas
parameétricas, esta curva se escreve da seguinte forma

x=p(B)cosBey=p(B)sen, a<0<p.

Utilizando a férmula de comprimento de curva em forma paramétrica
(observe que aqui o parametro t esta sendo substituido pelo pardmetro 0),
temos

comprimento = jf [%] + [%] de.

Deﬁ—d—p 0 — Qeﬁ—d—- 0 + . @, resulta
de_ 70 cos P sen de_ 70 sen P Cos G,

Assim, o comprimento da curva p = p (0), a < 0 < 3, em coordenadas polares, é

comprimento = jj p’ + [%J do




Nosso objetivo a seguir € interpretar geometricamente a diferencial

df
trecho da curva de extremidades (a, p (a)) e P = (6, p (0)). Sejam As e Ap as

2
,03 + {@] db. Seja, entdo, s = s(0), 6 € [a, f], o comprimento do

variacOes em s e p correspondentes a variacdo df, em 6, com df > 0. O
comprimento do arco (de circunferéncia) PM de abertura df e raiop =p (0) é p
dO; por outro lado, o comprimento do segmento MN é Ap. Para df
suficientemente pequeno, Ap ~ dp, PMN é quase um triangulo retangulo e

AZs = (p dB)2 + (Ap). N
/
M, As

. d %
ouseja, As = | p* + ‘D d@. VRN
do 4 \
// S P
e
/
; ~
Ao
/
yaye
s 7
Ve - _'___,-f"—
/s -
/ —
Ao “
Ll

Calcule o comprimento da curva p = sen 8, 0 < 6 < m, em coordenadas
polares.

Solucao

De p = sen 8, segue —— ’O = cos 0. Dai
do

-

comprimento = _[ Jp + [ dp] de = J- \f{wcn 0)" + (cos 0) dO = m.




O comprimento da curva é m (unidades de comprimento). (Observe que p

= sen 0 é a equacdo de uma circunferéncia de centro [{}3 —J e —. raio

2

Confira.)

Exercicios 13.8

Calcule o comprimento da curva dada em coordenadas polares.

3. p=1+cosh,0<0<m

.

4. p=sec6, 0=

T
3
159&5\6

Centro de Massa



Consideremos um sistema de “massas pontuais” m, m,, ..., m, localizadas

nos pontos (x1,y1), X2,¥2), ..., Xn,¥n). O centro de massa do sistema é,
por definicado, o ponto (x .,y .) em que

1

E X m.
xm +x,m, + . +xmo T
X, = — =

‘ m +m,+..+m !
& n
E m,

i=1

= I i
— J?Iml + .}’Emz —I_ vt + y:.'H?H — .

m +m, +..+tm -’

Determine o centro de massa do sistema constituido pelas massas m 1,

m , localizadas nos pontos (x ;,y ;) e (x,,y5), supondom=m =m,.

Solucéao
xm +xm, X tXx,
X = = -
‘ m, + m, 2
y = i, + Y,M, _ M T Y
e m, + m, 2

Deste modo, (x., y.) € o ponto médio do segmento de extremidades
x1,y1)exz,y2)




Considere o sistema de massas m {, m,, m4 localizadas em (x{, y 1),
(Xp,¥2)e(x3,y3). SejaM; =m; + m, e considere o sistema M ; e
m 53, com M ; localizada no centro de massa de m , m,. Verifique que o

centro de massade M ;, m3 € o mesmo queodem, m,, ms.

Solucéao

Seja (x, v) o centro de massadem; e m:

x,m, + x,m, e = ym + y,m,
m, + m, ' m, + m,

X =

Seja (x_, ¥_) o centro de massade M 1, m3:

- _ xM] + x,m, xm, + x,m, + x,m,

X, = =X,
‘ M, + m, m, + m, + m, ‘
_ X, m, + x,m,
M, = ———=M = xm + x,m,
m, + m, cT
7 = yM, + ym, _ ym +y,m, + ym .
. V.

M[ + m, m, +m, + m,

Assim, (X, V) = (X, Y ¢)-

Deixamos a seu cargo generalizar o resultado do Exemplo 2.

Vejamos, agora, como determinar o centro de massa de uma regidao A do
plano que sera imaginada como uma lamina delgada, homogénea, de modo que
a densidade superficial p é constante (p é massa por unidade de area).
Suponhamos, inicialmente, que A possa ser decomposta em n retangulos R 1,

R,, ..., R,.Sejam; a massa do retangulo R;: m; € o produto de p pela area



de R;. Neste caso, definimos o centro de massa de A como o centro de massa
do sistemam, my, ..., m,, com m; localizada no centro de R ;.

Suponhamos, agora, A da forma
A={(x,y) €ERJa<x<h,f(x)<y<gx)}

em que f e g sdo supostas continuas em [a, b], e f(x) < g (x) em [q, b]. SejaP : a
=Xg <x; <X, <...<Xx, = b uma particdo qualquer de [a, b] e seja c; o

ponto médiode [x; —¢,x;]1(i=1,2,...,n).

V4
R.
| g ,
| " (o 8(e) T 1)
| | 2
: :
| I/
| |
& —— & >
0 a X,_1 € X, b X

A massam; deR; é:m; =plg(c;) - f(c;)] Ax;. O centro de massa da figura

formada pelos retangulos R, R >, ..., R, é:

'r/ M 1 \'I
Zc';ﬂ[g(c_.-) — f(c,)] Ax, Zé[g(q] + f(c)lplg(c) — f(c)] Ax,

i=1

&

Y plele) — ()] Ax Y plele) — f(c)] Ax,
= i=1 J

Nada mais natural, entdao, do que tomar como centro de massa de A o ponto

(X¢,y ) em que



1

D.clgle) = fle)] Ax, ) J':I[g(x)—f(x)]dx

i=l1

x, = lim

midix Ax, — () L

Z[g(q) — f(c)] Ax,

area de A4

> le(e) + f(e)lg(e) — f()] Ay,
Yo = dm T
| 2.[g(c) = fle) Ax,
[l + F@lg ()~ fonds
drca de A
Ou seja,

["xlg(0)— (0

area de A4

X, =

[T+ Fe @ - Fear

area de A

Ve

Suponha, finalmente, que A possa ser decomposta em n regides A1, A,
...,A,, emque

A ={x ) ER?|a;<x<b,fi ®<y<g; ¥}



com f;, g; continuas em [a;, b;]ef; (xX) <g; (x) em [a;, b;]. Como vocé
calcularia o centro de massa de A?

Determine o centro de massa da figura A limitada pela reta y = 1 e pela

parabola y = x 2

Solucéao

[ x(1=x?)ds
x, =L =0
area de A

%£p+xna—xﬂ¢

V

=

2
area de A4 5

Ya

=V

I
!
-1 o] 1

O centro de massa de A é o ponto [[], g]
5

Exemplo 4

Calcule o centro de massa do conjunto A = {(x,y) ER? [1<x? +y? <
4,x>0ey>0}.



Solucao

Vamos imaginar A como uma lamina delgada, homogénea, com
densidade superficial p = 1. Sendo m; e m, as massas de A; e A,,

respectivamente, teremos, por ser p = 1,

m, =areaA; em, =areaA,.

Ly

Sejam (x{, y1) e (x5, ¥,) os centros de massas de A; e A,,
respectivamente. O centro de massa de A sera, entdo, o centro de massa
do sistema mq, m, com as massas localizadas, respectivamente, em
(x1,y1) e (x,,y,). Sendo, entdo, (x,., y.) o centro de massa de A

teremos

_oxm + x,m, _ym Tt y.m,

X

&

w
-

m, + m, m, + m,

Como



[afa—e = J1-2]an . [Txa—xax

% = drca 4, T drea 4,
—J[(’ _x) —(JI—I)]dx _ljlz(ﬁ,‘4_x3)2dr
M= EI‘SH.A €, = arca Az ’
resulta
o [(dya—x = J1-x]ac+ [ x4 -2 ax
. area A
__[;x\.l'dt—xzdx—_[‘:x 1 —x? dx
B drea A
e
gk gfe-wa F-5)wa
Ve arca A arcaA
Temos:
dreaA—3—E;
4

I,}: 4 — x? dl‘—___[ \/;du=

wl—- mlm

_[x 1 —x? dr———j Judu=-.

Segue que



Vejamos, a seguir, como determinar o centro de massa do grafico de uma
funcdo, que sera imaginado como fio fino, homogéneo, de modo que a
densidade linear p é constante (densidade linear é massa por unidade de
comprimento). Seja f uma fun¢do definida e com derivada continua em [a, b].
SejaP:a=x9 <xq <x, <...<Xx, =buma particao de [a, b] e sejac; (i =
1,2, ..., n) o ponto médio de [x; _{,x;]

@ —
a4

|

|

| I
|

— L

O segmento P; _{P; é tangente em (c;, f(c;)) ao grafico de f: o comprimento

deste segmento é J] + [ f'(c)]? Ax, (veja Secao 3.4); logo, sua massa m; é:

m; = P\/ 1+ [Jf"(q)]E Ax. O centro de massa do sistema formado pelos

segmentos P; _; P;(i=1,2,...,n)éo ponto

[ n 3

Y epy1+I/(e)PAY, _Z f(e)py 1+ f/(c)P A,

i=1

a

Y o1+ FA, Y 1+ /)

\ i=1 i=1 ).J




Nada mais natural, entdo, do que tomar para centro de massa do grafico de f o
ponto (x ., y .) em que

) Jhx\/ L+ [ £/ ()] dx
[+ 1/ @F

o
P

_ rf (W 1+ ()] dr
f{\/ 1+ [f"(x)] dx

Ve

Observe que '[h \/ I +[f'(x)) dxé o comprimento do grafico de f.

Observacédo importante. 0 centro de massa de um conjunto do plano ndo tem obrigacao
alguma de pertencer a este conjunto.

Exercicios 13.9

1. Determine o centro de massa da regido A dada.
a) A={(x, ) ER? |0<x<1,0<y<x>}
b) A={(x,y)) ER? [x? +4y* <1,x>0ey>0}
) A={(x,y) ER? |x? +4y% <1,y>0}

d) A={(x,y) ER? |x? <y<x}.



Determine o centro de massa do grafico da funcao dada.
% -
a) flx)=44—x*, 2=x=2

1
D fw =g <xs

i =X

e (&
) fr)= ———) —1<x<1.

(Teorema de Pappus.) Considere o conjunto

A={(xy)ER?|a<x<b f(x)<y<g )}

em que f e g sdo supostas continuas em [a, b] e 0 < f(x) < g (x) em [a, b].
Mostre que o volume do sélido, obtido pela rotacao em torno do eixo x do
conjunto A, é igual ao produto da area de A pelo comprimento da
circunferéncia descrita pelo centro de massa de A.

Sejam f e g continuas em [a, b], com « < f(x) < g (x) em [a, b] em que o é
um real dado. Seja o conjunto

A={x,y) ER? |asx<bh, f(x)<y<g(x)}

Mostre que o volume do solido, obtido pela rotacdo em torno da reta y = «
do conjunto A, é igual ao produto da area de A pelo comprimento da
circunferéncia descrita pelo centro de massa de A.



10.

Calcule o volume do s6lido obtido pela rotagdo do circulo x 2+ y-2) 2 <
1 em torno

a) do eixo x.

b) daretay=1.

Calcule o volume do sélido obtido pela rotacao da regidao x 2 4y 2 <1,
em torno da reta y = 1.

SejaA={(x, ) ER? |x* <y<1}.
a) Calcule o centro de massa de A.

b) Calcule o volume do s6lido obtido pela rotacdo de A em torno da reta y
=2.

Calcule o volume do s6lido obtido pela rotacao do circulo x 2+ y 2<lem
torno dareta x +y = 2.

(Teorema de Pappus para area de superficie de revolugdo). Suponha f(x) >
0 e com derivada continua em [a, b]. Mostre que a area da superficie,
obtida pela rotacdo em torno do eixo x do grafico de f, é igual ao produto
do comprimento do grafico de f pelo comprimento da circunferéncia
descrita pelo centro de massa do grafico de f.

Seja A o conjunto do plano de todos os (x, y) taisque 0 <a <x<b, 0 < f(x)
<y <g (x), em que f e g sdo supostas continuas em [a, b]. Imagine A como



11.

12.

13.

uma lamina delgada, homogénea, de modo que a densidade superficial p é
constante (p € massa por unidade de area). Seja (x ., y .) 0 centro de massa
de A. Sejam V,, o volume do so6lido obtido pela rotacdo de A em torno do
eixo x e V,, o volume obtido pela rotagdo de A em torno do eixo y. Pelo
teorema de Pappus (Exercicio 3 acima), V € igual ao produto da drea de
A pelo comprimento da circunferéncia gerada, na rotagdo em torno do
eixo X, pelo centro de massa de A. Do mesmo modo, V, é igual ao
produto da darea de A pelo comprimento da circunferéncia gerada, na
rotacdo em torno do eixo y, pelo centro de massa de A. Pois bem, destas
informacdes conclua que

V V

v ¥

Ve 2m (area de A)

X = :
© 2m (area de A)

Determine o centro de massa da regido A dada por 1 < x s y 2<4,x20
ey > 0. (Sugestdo: Com as funcoes f e g dadas por f(x) = NE ¥2,0<x
<2eg(x)=.1—y2se0<x<1loug(x)=0sel<x<2o teorema de
Pappus se aplica. Calcule entdo V,,, V', e a area de A e utilize o Exercicio

10. Compare a sua solucao com a do Exemplo 4.)

Determine o centro de massa da regidao A dada por 4x 2+ y 2 <4, y = 0.
(Sugestdo: Para o calculo de x . aproveite a simetria da figura.)

Calcule o centro de massa do setor circular A dado por x 4t y 2<R%0<
y<axe0<x<R,comR>0eO<a.



14.

15.

16.

17.

Suponha que a regidao A do plano, situada no semiplano y > 0, possa ser
dividida em duas partes A; e A, as quais se aplica, em relagdo ao eixo x,
o teorema de Pappus. Suponha, ainda, que a area de A seja igual a soma
das areasde A eA, eV, =V, + Vo, em que V4,, V,, e V, sdo os
volumes respectivos dos solidos obtidos, pela rotacao em torno do eixo x,
de A{, A, e A. Mostre que, em relacdo ao eixo x, o teorema de Pappus
aplica-se, também, a A. (Estabeleca resultado analogo em relacao ao eixo
y, supondo A situada no semiplano x > 0.)

Sejam A ={(x,¥) |1 <x<3,1<y<2} A, ={(x,y)|2<x<4,2<y<
3} eAareunido de A, e A,. Determine o centro de massa de A.

Determine o centro de massa do conjunto -1 < x<3e0<y<(x+1) 2
(Sugestdo: Resolva o problema no plano (u, y), comu =x + 1.)

Utilizando o Exercicio 9, estabeleca, para grafico de funcdo, resultado
analogo ao do Exercicio 10.
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CAPITULO

Equacoes Diferenciais de
12 Ordem de Variaveis
Separaveis e Lineares

Equacdes Diferenciais: Alguns Exemplos

As solucoes de muitos problemas que ocorrem tanto na fisica como na
geometria dependem de resolucdes de equacdes diferenciais. Vejamos
alguns exemplos.

Uma particula desloca-se sobre o eixo x de modo que, em cada
instante t, a velocidade é o dobro da posicao. Qual a equacgdo
diferencial que rege o0 movimento?

Solucéao

Neste problema, o que nos interessa determinar é a funcao de posicao
x = x (t). De acordo com o enunciado do problema, o0 movimento é

regido pela equacdo diferencial de 1 ordem




ﬁ = 2x.
dt

Conforme o Exercicio 2 da Secdo 10.1, as funcoes que satisfazem
tal equacao sao da forma x = ke °t k constante. Assim, a funcao de

.~ . , 2
posicdo do movimento é da forma x = ke <.

Uma particula de massa m = 1 desloca-se sobre o eixo x sob a acao de

uma Uunica forga, paralela ao deslocamento, com componente f(x) =
—x. Qual a equacdo diferencial que rege o movimento?
Solucao

Pela lei de Newton

d’x
m o f(x).

Assim, o movimento é regido pela equacdo diferencial de 2 ¢ ordem

d*x
dt’

+ x = 0.

Uma solugdo desta equacao é uma funcao que é igual a oposta de

n —

sua derivada segunda. Por exemplo, (sen t)” = —sen t, assim x = sen t

€ uma solucao da equacao. Veja, sendo x = sen t, para todo ¢,

d’x
dt’

+x =(sent)" +sent = 0.




A funcdo x = cos t é também solucdo (verifique). Veremos
posteriormente que as funcoes que a satisfazem sdao da forma x = A
cos t + B sen t, com A e B constantes.

Determine uma funcao y = f(x) que satisfaca a propriedade: o

coeficiente angular da reta tangente no ponto de abscissa x é igual ao
produto das coordenadas do ponto de tangéncia.
Solucéao

Se f é uma tal funcdo, para todo x no seu dominio

f(x) =x f(x).

Assim, a funcdo y = f(x) procurada é solugdo da equagdo diferencial
de 19 ordem
6)3.-!‘

a7

Veremos mais adiante como determinar as funcoes que satisfazem
tal equacao.

Equacdes Diferenciais de 12 Ordem de Variaveis
Separaveis

Por uma equacgdo diferencial de 19 ordem de varidveis separdveis

entendemos uma equacao da forma



dx

0, — _8hx)

em que g e h sao funcdes definidas em intervalos abertos I; e I,

respectivamente.

Uma solugdo de @ é uma funcédo x = x (t) definida num intervalo aberto
I,I <, tal que, para todo t em I,

X(6) =g (8) h(x ().

dx

— = tx? é uma equacdo diferencial de 1? ordem de variaveis
dt

separaveis. Aquig (t)=te h (x) = x 2

dx

dt
variaveis separaveis.

Verifique que x(7) =

o, ~ . . ~
= 2 4+ x? é uma equacdo diferencial de 1?2 ordem, mas ndo de

* —1

, -1 <t <1, é solucao da equacao

Solucao

Precisamos mostrar que, para todo t em ]—1, 1[,




X0 =tlx©)]°.

Temos

(e )T Z"L;—z ]] 4

Logo, para todo t em ]-1, 1],

X =t[x (6] >

- —1

ou seja, x (1) =

,—1 <t<1, ésolucao da equacao.

Na equagdo @, x esta sendo olhado como variavel dependente e t como
variavel independente. A equacdo @ pode também ser escrita na forma

L = gh)

em que, agora, y € a variavel dependente e x, a independente.

Exercicios 14.2



Assinale as equacoes diferenciais de variaveis separaveis.

dt
b)%=£,x}(}
X
dx
) — =1+ x2
dt
d)£=:r—|-r
dt
e) dy _ X + v
de  x*+1
} £:T1+I2
dt x( )

Verifique que a funcao dada é solucdao da equacdo dada.

9 ~T(?‘):tgff—%<r<£ed—:’=1—|—x2
dt
D)y = — 2 e W o
x- +1 dx
) xiy=4e® =2 - 16)
dt
d) x(f)=1._r>0edr:xu_19;}0
dt {
= d
e) }szej e_y:I}.

dx



3. Determine as funcdes constantes, caso existam, que sejam solucoes da
equacao dada.

a) ﬁ =1 — IE
dt
dt

0D it
dx '

d) & _ 4,0
dx ‘
dx

e) & — fx — 1
dt ( )

N ﬁ = i, t=0
dt t

Solucdes Constantes

Consideremos a equacao de variaveis separaveis

dx

® — - 8(0h(x)

com g e h definidas em intervalos abertos I ; e I ,, respectivamente, e g ndo

identicamente nula em I ; .

Consideremos a funcdo constante

@ x(t)=a.tel,.



Se h (a) = 0, entdo x (t) = a, t € I, serd solucdo de @ (por qué?).

Reciprocamente, se @ for solucdo de ®, devemos ter para todo t em I {

0=g(®h(

e como ¢ (t) ndo é identicamente nula em I {, resulta h (a) = 0. Assim,

x(t)=a,t €14 (aconstante) é solucdo de @ se e somente se a for raiz da equacédo h (x) = 0.

~ dx .
Determine as solugbes constantes de — = (1 — xE).
di

Solucao

h(x)=1-x°;h(x)=0e1-x?=0.Como
1-x?=0ex=1oux=-1
resulta que
x(=1lex()=-1

sdo as solucoes constantes da equacao.

dx

A equacao — =4+ x
dt

+ x 2 ndo admite raiz real.

° ndo admite solucdo constante, pois h (x) = 4




Exercicios 14.3

Determine, caso existam, as solucdes constantes.

1. ﬁzrrz
dt

2 £=x-—1
dt
dx

3. — =¢(1 + «?
dt ( )

s, & _ 1
dt X

5 dr:r*—l
dt X

6 dx':x“—lpr{:o
dt t

Solucdes Nao Constantes

O teorema que enunciamos a seguir e cuja demonstracao € deixada para o
Apéndice D nos sera util na determinacao das solucdes nao constantes.

Teorema. Seja a equacao

® % — g () h(x)



em que g e h sao definidas em intervalos abertos / ; e/, , respectivamente, com g continua em

I e b continua em I . Nestas condicdes, se x = x (t), t € I, for solucdo ndo constante de @,
entao, para todo tem/, h (x (t)) = 0.

Vejamos, entdo, como determinar as solugdes ndo constantes de @,
supondo que g e h satisfacam as condicGes do teorema anterior.

Suponhamos que x = x (t), t € I, seja uma solucdo ndo constante de @;
assim, para todo t em I,

X =g@®hx(@®)

ou

x'(1)
@ na@) S

Seja J = J é um intervalo, pois x = x (t) é continua. Observe que para

todo x em J, h (x) # 0. A funcdo sendo continua em J admite uma

h(x)
primitiva H (x), neste intervalo: H'(x) = ( }, x € J. Segue que, para todo t
1(x
em I,
,_ X1
H(x(@)] = ———.
® [ (x(1))] ()

Resulta de @ e @ que, para todo t em I,

@ [H(x ()] = g(®).

Sendo G (t) uma primitiva de g em I, segue de @ que existe uma
constante k tal que, para todo t em I,



® H(x () = G + k.

I
fi(x)

mantém o mesmo sinal em J, logo, H é estritamente crescente ou

Como h (x) # 0 em J e pelo fato de h ser continua, segue que

estritamente decrescente em J e, portanto, inversivel. Sendo JH{ a funcdo
inversa de H em J, resulta de ® que

x)=H(G@®+k,tEL
Por outro lado, deixamos a seu cargo verificar que toda funcdo do tipo
x(O=H(G@®)+k)
|

h(x)
intervalo em que h (x) # 0, G (t) uma primitiva de g (t) num intervalo I <

é solucdo de ©®, em que H é a inversa de uma primitiva de num

I e kuma constante.

Método Pratico para Determinar as Solucdes Néo
Constantes

Seja a equacao

® & e h)

di
com g e h nas condicoes do teorema da secdo anterior. O quadro que
apresentamos a seguir fornece-nos um roteiro pratico para determinar as
solucdes ndo constantes de @.



dx

o = g(1)h(x)

& _ g(t)dt (separacdo das variaveis)

h(x)

jh‘i) = [g(t)di

H(x)=G(t)+ k

Resolva a equacao

Solucéao

Inicialmente, vamos determinar as solucoes constantes.
h(x)=x2;x2 =0ex=0.
Assim, x (t) = 0 é a unica solugdo constante.

Vamos, agora, determinar as solucdes ndo constantes.




2+ 2k

Como g (t) =t e h'(x) = 2x sdo continuas resulta

x(H) =0

e
x(f) = — = (k constante
® t* + 2k ( )

é a familia das solucOes da equacao.



x(t) 4

~ Y

Com relacao a equacdo do exemplo anterior, determine a solucao que
satisfaca a condigdo inicial dada.

a x(1)=0
b) x(0)=1
c) x(0)=-1
Solucéao

a) A solucado constante x (t) = 0 satisfaz a condicdo inicial x (1) = 0.

b) x(t)=mex(0)=l.

Assim,




T 0% + 2k

Segue que
x(f)—— —(”I{I

satisfaz a condicdo inicial dada. (Lembre-se: o dominio de uma
solucdo é sempre um intervalo; no caso em questdo, tomamos

_\/E <t < JE , pois o dominio deve conter t = 0.)

) x t =_—ex 0)=-1.
O
—1l=—= ouk=1.
0° + 2k
Segue que
—2
x{r}=£2+2 telR

satisfaz a condicao inicial dada.

Resolva ﬁ = xt.
dt

Solucéao

x (t) = 0 é a unica solucdo constante.




Determinemos, agora, as solu¢des nao constantes.

o 1 dt
X
dx
'[T = ‘[fz dt
r"i

dai

ou
,I':i
E)

\x|=k, e, k,>0(k, =é").

~ 3 ~ A _ P
Sex>0,x=k», e;esex<0,x——k2e_?,Seguequex_ke;’k

# 0 real qualquer. Para k = 0, temos a solucao constante x (t) = O.

Assim

i3

x(t) = k e?, kreal.

é a familia das solucOes da equacao.

Exemplo 4



Determine a funcdo y = f(x) tal que f(1) = 1 e que goza da
propriedade: o coeficiente angular da reta tangente no ponto de
abscissa x é igual ao produto das coordenadas do ponto de tangéncia.

Solucéao

Para todo x no dominio de f devemos ter

f(x) =x f(x).

Assim, a funcao procurada é solucao da equacao

—_— x}l'
dx
Temos
dv
— = _[.,t: dx
-]’::|
x*
In|y|l=—+k
| 2
1 o _ e
Para = ——, a condicdo y = 1 para x = 1 estard satisfeita.

Assim, a funcao procurada é

x* |

y=e? 2ouy=—e" 2
W e



Determine o tempo necessario para se esvaziar um tanque cilindrico
de raio 2 m e altura 5 m, cheio de agua, admitindo que a agua se
escoe através de um orificio, situado na base do tanque, de raio 0,1 m,
com uma velocidade v = {92 gh ms, sendo h a altura da agua no

tanque e g = 10 m/s % a aceleracdo gravitacional.

Solucéao

Seja h = h (t) a altura da agua no instante t. O volume V = V (t) de
agua no tanque no instante t sera

V(@t)=4nh(t)
e assim

dV dh
= 4r—.
dt dt

@

Por outro lado, supondo At suficientemente pequeno, o volume de
agua que passa pelo orificio entre os instantes t e t + At é
aproximadamente igual ao volume de um cilindro de base nr 2 (r raio
do orificio) e altura v(t)At (observe que a agua que no instante t esta
saindo pelo orificio, no instante t + At se encontrara,
aproximadamente, a uma distancia v(t)At do orificio, em que v(t) é a
velocidade, no instante t, com que a agua esta deixando o tanque).
Entdo, na variacao de tempo At, a variagao AV no volume de agua

sera
AV = —v (t)nr 2 At.

E razoavel, entdo, admitir que a diferencial de V = V (¢) seja dada
por

dv=—v () nr? de



ou que

@ % = —vu(t)mre.

De @ e @ resulta

dh

4 » = —v(t)mre.

Sendo v =,/ 70}, e r = 0,1, resulta que a altura h = h (t) da 4gua no
tanque é regida pela equacao

22— 001200 n>0
df

Temos

jﬂdh:—jdz

N 20h

@ﬁ=—r+k+

V20

De h (0) = 5, resulta k = 400. Assim

St + 400,
400°

O tempo necessario para esvaziar o tanque sera entdao de 400
segundos ou 6 min 40 s.

Exemplo 6




Uma particula move-se sobre o eixo x com aceleracao proporcional
ao quadrado da velocidade. Sabe-se que no instante t = 0 a velocidade
¢ de 2 m/s e, no instante t = 1, 1 m/s.

a) Determine v = v (¢), t > 0.

b) Determine a funcao de posicao supondo x (0) = 0.

Solucéao

a) O movimento é regido pela equacao

em que o € a constante de proporcionalidade.

dv
— = |odt
I5=]
1
——=aal tk
[
ou
1
of + k°
Parat=0, v =2, assim
—1 |
2=—ouk=—
k




Portanto,

2
vit)=——.,1t=0
@) 1 + ¢
di 1+t
jdxz 2
1+t

x=2In(l+H+*k

Tomando-se k = 0, a condicdo inicial x (0) = O estara satisfeita.
Assim,

x(®)=2In(1+1).

Exercicios 14.5

Resolva

a) ﬁ
dt

b) d_‘ 2
dx

C) v 12
dx

d) dl



9)

h)

ds _

d 1+

T b4
— = cos? y, —— <y < —

dx 2 2
dx t T

\ {::.:{E
dt  cosx 2 2
T

b 3
— = cos? YV, — < V< —

dx 2 2

— =4—-1

f
dn = ¢ (C constante)
dV




u) ;E = ox(x + 2) (o constante)
[

Determine y = y (x) que satisfaca as condi¢cOes dadas.

a) ;i =eey(0)=1
X

b) ;;i =32 —4dey(l)=2
X

C) ﬂ = 3].‘2 Ej‘(ﬂ} = l

dx 2

d) ;ri =32 —4dey(0) =1
i

di:_)' Lz"
Suponha que V = V(p), p > 0, satisfaca a equacao =—(y
dp vp

constante). Admitindo que V=V, V,; > 0, para p = p ;, mostre que

VYp=V,¥py,paratodop > 0.

O coeficiente angular da reta tangente, no ponto de abscissa X, ao
grafico de y = f(x), é proporcional ao cubo da ordenada do ponto de

|
tangéncia. Sabendo que f(0)=1e f(1) = ﬁ’ determine f.

Um corpo de massa 10 kg é abandonado a uma certa altura. Sabe-se
que as Unicas forcas atuando sobre ele sdo o seu peso e uma forca de
resisténcia proporcional a velocidade. Admitindo-se que 1 segundo



10.

apos ter sido abandonado a sua velocidade é de 8 m/s, determine a
velocidade no instante ¢ (suponha a aceleracao da gravidade igual a 10
m/s ° ).

A reta tangente ao grafico de y = f(x), no ponto (x, y), intercepta o eixo
y no ponto de ordenada xy. Determine f sabendo que f(1) = 1.

Determine a curva que passa por (1, 2) e cuja reta tangente em (x, y)

) ) ) X
intercepta o eixo x no ponto de abscissa 5

Um corpo de massa 70 kg cai do repouso e as tnicas forcas atuando
sobre ele sdo o seu peso e uma forca de resisténcia proporcional ao
quadrado da velocidade. Admitindo-se que 1 segundo apos o inicio da
queda a sua velocidade é de 8 m/s, determine a velocidade no instante

t. (Suponha a aceleracdao da gravidade igual a 10 m/s 2 J)

Para todo a > 0, o grafico de y = f(x) intercepta ortogonalmente a curva

X2+ 2y 2 = g. Determine f sabendo que f(1) = 2.

Para todo a > 0, o grafico de y = f(x) intercepta ortogonalmente a curva
xy = a, x > 0. Determine f supondo f(2) = 3.



11.

12.

13.

14.

Determine uma curva que passa pelo ponto (0, 2) e que goza da
propriedade: a reta tangente no ponto (x, y) encontra o eixo x no ponto
A, de abscissa > 0, de tal modo que a distancia de (x, y) a A é sempre 2.

3

Verifique que a mudanca de variavel ¥ = — transforma a equacao

X
dy y . , . odu _ u- .
— = na de variaveis separaveis — = —-———. Determine,
dx X Ty dy (1 + 2)x

o _ody }
entdo, solucoes (na forma implicita) da equacao a’ = i :
k x+y

Determine solucdes da equacao ;;F =272 (Sugestdo: Olhe para o

X X

Exercicio 12.)

Verifique que a mudanca de variavel u = y — x transforma a equacao

dy 5 o .. du 5 :
d_ = (y — x)* na de variaveis separaveis d_ = - — 1. Determine,
I X

entao, solucoes da primeira equacao.

Equacdes Diferenciais Lineares de 12 Ordem

Por uma equacdo diferencial linear de 1 ¢ ordem entendemos uma equacao

do tipo

@

% = xg()+ f(1)

em que g e f sdo funcoes dadas, continuas e definidas num mesmo intervalo

I



& _ xt + 1 é linear de 12 ordem; aqui g (f) =te f(t) = 1.

dt

dx - ) ) . L

o = xt % é linear de 12 ordem (é também de variaveis separaveis);
!

aqui g (t) =t e f(t) = 0.

dx 2 ~ , ~ o
— = 5x° + sen t ndo € linear (também ndo é de variaveis
dt

separaveis).

Observe que na equacao linear, tanto a varidvel dependente como

sua derivada ocorrem com grau 1.
Se f(t) = 0 em I, a equacdo @ é de variaveis separaveis e a solucado

geral sera
r=keD (ke R)

em que G é uma primitiva de g em I. Por simplicidade, escreveremos
x = kel* % (k € R)

em que J g(r)dr estara representando, entdo, uma particular primitiva

de g.




Exemplo 4

. dx
Resolva a equacdao — = xt 2

Solucéao

Trata-se de uma equacdo de 1? ordem, linear e de variaveis
separaveis. A solucdo geral é

x =k (k e R)
ou

I'l
x =ke?.

Vamos, agora, resolver @ no caso em que f(t) ndo é identicamente
nula em I. Observamos, inicialmente, que

%[IE_IEU]J!] — %E_Igirhﬁ _ xg{:]e_jg[f]ﬁ! —
— |:d_; - Ig(f}:|e-j.gtnrir+
[

Isto é,

i _I.'i-’trh.l'r — d_-t_ J—Ig(a]rif
dr[xe ] [dr xg{f}]c, ,

A igualdade acima nos indica um caminho para obtermos a
solucdo geral de @ no caso em que f(t) ndo é identicamente nula em 1.
Temos que @ é equivalente a




dx

— —Xxg(r)= fr).
" g(r)= f(1)
Multiplicando os dois membros pelo fator integrante [t
obtemos
dx —J.gl'r]Jr —Igl'.'}‘."r
— =X ! e ) = ) e )
L,{ g( l]c J(t)e
ou
d Igf-’}n"f . Jg[.'}:."r
—[xe = f(t) e :
dr[ 1= /()
Dai
d J-Hf-']-u'f . Jg[.‘}t."i‘
—[xe = f(t) e :
dr[ 1= 7@)
ou

= kel 4 SO py e O (k e R

que é a familia das solugdes da equacdo @.

Na formula acima, Ig(r}df e ‘[f(;] E?_J“”“r’dr indicam

particulares primitivas de g (t) e £(1) E‘I el respectivamente.

s




Resolva a equacao ﬁ =3x + 4.
4

Solucéao
Aqui g (t) = 3 e f(t) = 4. O fator integrante é ﬁ,-f”f — ¢—3r. Entdo
[-:f_r - SI]E‘-‘" =4
dt
d

E[x e ] =4e

xe' =k + J4e‘-" dt

4

xet=k——e*
ou

x = kel — —

E claro que vocé poderia ter aplicado diretamente a férmula obtida
anteriormente.

Exercicios 14.6

1. Resolva.

a) ﬁ
dt

= —x+2



b) ;ﬁ =2y — 1
!
dx
) 7= sen f
d & _x, tt>0
dt t
e) % = :‘|L' —‘1_'
)
) i—{ = —2(T — 3)
dx
g) E =x+sent
hy 4 5
E = —2y + cos Ly
N dy
0) E =ylnx
D
=L  1<x<]
dx x? —1

Suponha E, R e C constantes ndo nulas. Resolva a equacao.

a) R£=Q
d C
by p4€  Q _
dt C

Suponha E, R e L constantes ndao nulas. Determine a solucao i = i (t) do
problema



L_I+R£=E

i(0)=0

Um objeto aquecido a 100 °C é colocado em um quarto a uma
temperatura ambiente de 20 °C; um minuto ap0s a temperatura do
objeto passa a 90 °C. Admitindo (lei de resfriamento de Newton) que a
temperatura T = T (t) do objeto esteja variando a uma taxa proporcional
a diferenca entre a temperatura do objeto e a do quarto, isto é,

o = o(T — 20) (o constante)

determine a temperatura do objeto no instante t. (Suponha t dado em
minutos.)

Um investidor aplica seu dinheiro em uma instituicdo financeira que

remunera o capital investido de acordo com a equacao ff—c =0,08 C.
!

a) Supondo que o capital investido no instante t = 0 seja Cy,
determine o valor do capital aplicado no instante t.

b) Qual o rendimento mensal que o investidor estd auferindo?
(Suponha t dado em meses.)



Um capital C = C (t) esta crescendo a uma taxa % proporcional a C.
!

Sabe-se que o valor do capital no instante t = 0 era de R$ 20.000 e 1

ano ap6s, R$ 60.000. Determine o valor do capital no instante t.

(Suponha t dado em anos.)

: L . dm :
Um material radioativo se desintegra a uma taxa — proporcional a m,
!

em que m = m (t) é a quantidade de matéria no instante t. Supondo que
a quantidade inicial (em ¢ = 0) de matéria seja m, e que 10 anos apos
ja tenha se desintegrado + da quantidade inicial, pede-se o tempo
necessario para que metade da quantidade inicial se desintegre.

Uma particula desloca-se sobre o eixo x com aceleracao proporcional a
velocidade. Admitindo- se que v(0) = 3, v (1) =2 e x (0) = 0, determine
a posicdo da particula no instante t.

Determine a funcao y = f(x), x > 0, cujo grafico passa pelo ponto (1, 2)
e que goza da propriedade: a area do triangulo de vértices (0, 0), (x, y) e
(0, m), m > 0 é igual a 1, para todo (x, y) no grafico de f, em que (0, m)
é a intersecdo da reta tangente em (x, y) com o eixo y.

OceanofPDF.com


https://oceanofpdf.com/

PITULO

15¢

Teoremas de Rolle, do
Valor Médio e de Cauchy

Teorema de Rolle

Teorema (de Rolle). Se ffor continua em [a, b], derivavel em ]a, b[ e fla) = f(b), entdo existira
pelo menos um ¢ em ]a, b[ tal que f'(c) =0.

v A
|
N ___ e

I | I

| | |

| | |

| | |

| | | .
a 0 ; b X

Demonstracao



Se f for constante em [a, b], entdo f(x) = 0 em ]a, b[; logo, existira ¢ em ]a, b[
tal que f'(c) = 0. Suponhamos, entdo, que f ndo seja constante em [a, b]. Como
f é continua no intervalo fechado [a, b], pelo teorema de Weierstrass, existem
X1 e X, em [a, b], tais que f(x;) e f(x,) sdo, respectivamente, os valores
maximo e minimo de f em [a, b]. Como f(x 1) # f(x ), pois estamos supondo f
ndo constante em [a, b], segue que x ; ou x, pertence a ]a, b[ (estamos usando
aqui a hipétese f(a) = f(b)), dai f(x1) = 0 ou f(x,) = 0. Portanto, existe c em
la, b[ tal que f(c) = 0.

Exercicios 15.1

1. Prove que entre duas raizes consecutivas de uma fun¢do polinomial f existe
pelo menos uma raiz de f'.

2. Suponha f derivavel em R. Prove que entre duas raizes consecutivas def

ha, no maximo, uma raiz de f. ®




Sejam f e g continuas em [a, b] e derivaveis em ]a, b[, com g (x) # 0 em [a,
b]. Suponha, ainda, que f(a) = g (a) e f(b) = g (b). Prove que existe ¢ em
la, b[ tal que f(c) g () = f(c) g'(c).

Suponha f continua em [a, b], derivavel em ]a, b[ e tal que f(a) = f(b) = 0.

Suponha, ainda, que 0 < a. Prove que existe ¢ em ]a, b[ tal que f(c) = J()
c
. Interprete geometricamente.
a, .

a, = a
ProvequeseT“+7'+---+ =0 entdoag +a;x+...+a,x" =

n+1
0 tem pelo menos uma raiz em ]0, 1[.

Suponha f derivavel até a 2 ¢ ordem em R e tal que

"f"(ﬂ + x f'(x) = f(x) para todo x
/(@) = £(b) =0 (a < b dados).

Prove que f(x) = 0 em [a, b].



Suponha f continua em [a, b] e derivavel até a 2 ¢ ordem em ]a, b[. Sejam
X(,X1 €X, pontos de [a, b], comx, <x; <x,,etais que f(xy) = f(x)

= f(x ») = 0. Prove que existe pelo menos um c em ]a, b[ tal que f"(c) = 0.

Suponha f continua em [a, b] e derivéavel até a 32 ordem em ]a, b[. Sejam
X, X1, Xy € X3 pontos de [a, b], com x; <x; <x, <Xxj3, e tais que
f(xo) =f(x1) =f(x>2) = f(x3) = 0. Prove que existe pelo menos um c em
la, b[ tal que f'(c) = 0. Generalize.

Suponha f continua em [a, b] e derivavel até a 3¢ ordem em ]a, b[. Sejam
X, X1 €x, pontos de [a, b], com x; <x; <Xx,, e P (x) o polinomio de
grau no maximo 2 e, portanto, da forma P (x) = ag x 2 +a 1 X +a», tais

que

P(xg)=fxo), P(x1)=f(x1)eP(xy)=f(x,).

Seja z um ponto de [a, b], com z & {x0,X1,X>} e seja a o numero real
tal que

f(2)=P (@) +(z-xp)(z-x1) @z~ xy)

Prove que existe pelo menos um c em ]a, b[ tal que a =

.}('m{ ¢ ]
3

(Sugestdo: Considere a funcao

F)=f(x)-P ()~ (x=x0) (x~x1) (x~x2)a



e aplique o exercicio anterior.)

10. Nas condicoes do exercicio anterior, prove que, para cada x em [a, b],
existe pelo menos um ¢ em ]a, b[ tal que

fx)=P(x) +

(x —x,) (x —x) (x — x,).

()
3!

Generalize. (Observagcdo. O polindomio P (x) acima denomina-se
polinémio interpolador de f(x) relativo aos pontos x, X € X, e pode ser
obtido rapidamente pela férmula

(x—x)(x—x,) . (xr—x)(x—x,) .

(x —x,) (x —x,)
x. )+ X, )+
(JC” - X ) {.X,T, - "'_2) 7 ru} (-‘_1 - .1},) (x| - -T:}f{tl) ('Tl —X,) (.x_} - .TI}L

P(x) = f(x,)

devida ao matematico italiano J. L. Lagrange (1736-1813).)

i.2 Teorema do Valor Médio

Seja f uma funcdo definida em [a, b]. Consideremos a funcdo S dada por



S(x) = f(a) + f(b) — f(a)
b—a

(x — a).

O grafico de S é a reta passando pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)). Na
demonstracao do TVM iremos utilizar a funcao dada por

g =f(x) - S (x),xem [a, b].

Observe que g (a) =g (b) = 0.

Teorema (do valor médio — TVM). Se f for continua em [a, b] e derivavel em la, b[, entdo
existira pelo menos um cem ]a, b tal que

Demonstracao

Seja g funcao dada por

g () =f(x) - S(x),xem [a, b].



Como g é continua em [a, b], derivavel em ]a, b[ e g(a) = g(b), pelo
teorema de Rolle existe c em ]a, b[ tal que g'(c) = 0. Temos

g = f(x)—S(x)e S(x)= S b; : ::‘{a}.
Assim,
g'(x)= f'(x) - J() ~ fla)
b—a
Dai
o) = [0~ 1D _g
b—a
Portanto,
f(b) - f(a) = f(c) (b - a).
Exercicios 15.2

1. Sejam I um intervalo, f uma funcao continua em I e tal que |f(x)|< M para
todo x no interior de I, em que M > 0 é um real fixo. Prove que quaisquer
que sejam x e y em [

[ f(x) = fOs Mlx—yl.

2. Prove que quaisquer que sejam s e t em [1, +oo[

Ins — Int|=|s —¢].



3. Sejam a < b dois reais dados. Prove que @

4. Prove que quaisquer que sejam a e b, a <b,

arctg b —arctga <b — a.

Conclua que para todo x > 0

arctg x < Xx.



5. Sejaf: R - R uma funcdo. Dizemos que x , é um ponto fixo de f se f(x )

=Xp-
a) Determine os pontos fixos de f(x) = x 2 - 3x.
b) f(x) = x % + 1 admite ponto fixo?

c) Mostre que f tera ponto fixo se o grafico de f interceptar a reta y = x.

6. Sejaf: R - R esuponha que f(x) # 1 para todo x. Prove que f admitira no
maximo um ponto fixo.

7. Suponha que g (t) seja uma primitiva de f(t) em [0, 1], isto é, para todo t
em [0, 1], g'(¢t) = f(t). Suponha, ainda, que f(t) < 1 em ]0, 1[. Prove que

g —g(0)<tem ]O, 1].

8. Uma particula desloca-se sobre o eixo x com funcao de posicao x = ¢ (t).
Sabe-se que ¢ (0) = 0 e ¢ (1) = 1, isto é, nos instantes 0 e 1 a particula
encontra-se, respectivamente, nas posicoes x = 0 e x = 1. Prove que em
algum instante ¢, 0 < c < 1, v (c) = 1. (Sugestdo: Observe que ¢'(t) = v (t)
em [0, 1] e utilize o exercicio anterior.)

Teorema de Cauchy

Para motivar geometricamente o teorema de Cauchy, vamos, inicialmente,

definir reta tangente a uma curva em R 2

Por uma curva em R 2 entendemos uma funcdo que a cada t pertencente a

um intervalo I associa um ponto (g (t), f(t)) em R 2 em que f e g sdao fungoes



reais definidas em I. Dizemos que,

=1

sdo as equacgoes paramétricas da curva.

Seja a curva de equacOes paramétricas x = t, y = t2, t em R. Quando ¢
varia em R, o ponto (¢, t 2) descreve a parabola y = x 2
V ok
| (t, )
>
X

Seja a curva de equagOes paramétricas x = cos t, y = sen t com t € [0,
2n]. Quando ¢t varia em [0, 2m], o ponto (cos t, sen t) descreve a

circunferénciax 2 +y? = 1.




(cost,sent)

Suponhamos, agora, f e g derivaveis em I, ty; € I e g'(tg) # 0. Vamos
definir reta tangente a curva no ponto (g (t), f(to))-

.V‘
(g (1,). 1(1,))
\ (g (7). 7(2))

-— % f
4

0 X

O coeficiente angular da reta secante s, €

S = f(t,)

-

g(r)—gl(1,)

Nada mais natural do que definir o coeficiente angular da reta tangente a
curva no ponto (g (ty), f(ty)) igual a

” f)— f(t,)
11

=4 g () — g(t,)



Temos:

10— f(1,)
im O =S e 7 S ’U.J,
cng(n—g) ong)—gl)  g)
t—t,

Definimos, entdo, a reta tangente a curva em (g (t,), f(ty)) como a reta
“f
. fl}

que passa por esse ponto e que tem coeficiente angular . A equacdo da

L]
reta tangente a curva em (g (t o), f(t¢)) é entdo

S(t,)
ET%}

y— ()= (x — g(z,)).

Suponhamos, agora, f e g continuas em [a, b], derivaveis em Ja, b[ e g'(t) #
0 em ]a, b[. Observe que as condi¢Oes apresentadas anteriormente implicam g
(a) # g (b).
Va
J(e)
~
J(b)

fla)
~

—_— - ——

0 ga) gle) g(b) *

f(b)y— f(a)
g(b)—g(a)

O coeficiente angular da reta S é



Vemos, geometricamente, que existe um ponto (g (c¢), f(c)) tal que a

) X . . J(©)
tangente neste ponto é paralela a reta S. O coeficiente angular de T é / .

g'(c)

Entdo, para este c,

f(b) — f(a) _ f'(e)
gb)—gla) g'(c)

Teorema (de Cauchy). Se f e g forem continuas em [a, b] e derivdveis em ]a, b[, entdo existird
pelo menos um cem ]a, b[ tal que

[fb)—fl@)]g'()=[g(b) — g (a)] ()

ou

76) - f@) _ f'(©)
- , seg(b g' .
e(b)—gla) g D 7e@egF0

Demonstragado

Sejah (x) =[f(b) — i)l g (x) — [ g (b) — g (a)] f(x), x € [a, b].

h é continua em [a, b] e deriviavel em Ja, 5[

h(a) = h(b) (verifique).
Pelo teorema de Rolle, existe c em ]a, b[ tal que h'(c) = 0, dai

[f(b) - ()] g'(c)-[g(b) —g (@] f(c) =0,

ou seja,



[f(b) - (@] g'(c)=1g (b) - g (@] f(c)

Observacéo. Fazendo, no teorema acima, g (x) = x, obtemos o TVM.
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16

Formula de Taylor

CAPITULO

Aproximacao Local de uma Funcéo Diferenciavel
por uma Funcao Afim

Seja f uma funcao derivavel em x , e seja T dada por

T(x)=f(xo) *f(xo) (x = Xo).

O grafico de T é a reta tangente ao grafico de fem (x g, f(x)).




Para cada x € Dy, seja E (x) o erro que se comete na aproximagdo de
f(x) por T (x):

@ Jx) = f0)+ f(x) (x —x) + E(x), x€D,.
T(x)

Observe que, para x # X .

EG)  f(x)— f(x,)

=L L f1(x,)
'r - 'rl:.l " '1”-
dai,
lim E() =0
.'I.'—.'.'.'_l ‘1' — I”

ou seja: quando x — X, 0 erro E (x) tende a zero mais rapidamente que (x

_Xo).
A funcao
T(x)=f(xg) +f(xg) (x—xg)

€ a tnica fungdo afim que goza da propriedade de o erro E (x) tender a zero
mais rapidamente que (x — x ). De fato, se S (x) = f(xg) + m (x — x) for
uma funcgao afim passando por (x g, f(x o)) tal que

fx)=flxo) +m(x—x9)+E; (x),xE Dy

,(x)

. E
em que lim

= 0, entdo necessariamente m = f(x o). (Verifique.)
.'f—]‘.'-'“ .T — .T”

Segue que, se f for derivavel em x ,

T(x)=f(xo) +f(xo) (x—xp)



é a funcdo afim que melhor aproxima localmente a f em volta de x .

A funcao T acima é uma funcdo polinomial de grau no maximo 1; sera
do grau 1 se f(x() # 0. Assim, T é o polindbmio de grau no mdximo 1 que
melhor aproxima localmente a f em volta de x .

Observe que os valores de f e T em x  sdo iguais, bem como os de suas
derivadas:

f(xg)=T(xo) e [f(xo)=T(xp).
O polindmio
P (x)=flxo) *f(xo) (x = xp)
denomina-se polindmio de Taylor de ordem 1 de f em volta de x .

O proximo teorema fornece-nos uma expressao para o erro E (x), que

aparece em @ em termos da derivada 2 ¢ de f.

Teorema. Seja f derivavel até a 2  ordem no intervalo / e sejam x, x , € /. Entdo, existe pelo
menos um no intervalo aberto de extremos x e x , tal que

1) = £+ £ (= ) + L2

(x —x,)°.
E(I} |

Demonstracao

E () =)~ [f(xo) *f(xo) (x —xo)].



Assim,
E(Xxg)=0eE'(xy)=0.

(Observe que E'(x) =f'(x) — f(x ), pois f(x o) e f'(x ¢ ) sdo constantes.)

Sejah (x) =(x—xg) 2, segue que
h(xg)=0eh'(xqy)=0.
Temos

E(x) _ E(x)— E(x,)

h(x) h(x) — hix,)

Pelo teorema de Cauchy, existe f] no intervalo de extremos x, e x tal

que

E(x) _E'()
h(x) H(x,)

Tendo em vista E'(xy) = h'(xg) =0

E(x) _ Er(i} - E'(II}}
h(x) H(x)—H(x,)

Novamente, pelo teorema de Cauchy, existe no intervalo aberto de
extremos x ( e X, tal que

E(x) _ E"(x)
h(x) h'(x)

ComoE" (x)=f"(x)eh" (x)=2



E(x) _ f(%)
h(x) 2

Portanto,

ﬂmsz}

(x —x,)°

para algum no intervalo aberto de extremos x e x .

Seja f derivavel até a 2 ¢ ordem no intervalo I e seja xy € I. Suponha
que existe M > 0 tal que |f'(x)| < M para todo x € I. Prove que para
todo x em [

M
|f(x)—P{x]|£7|x—X{,3

em que P (x) =f(xo) +f(xo) (x — xp).

Solucéao

De acordo com o teorema, existe X, entre x e x  tal que

|.-f(x) - P(IH:‘IE{'I){I _'ru):‘

ou

I = 2
1J(x) = P [= S/ [x = x, F




dai

|ﬂﬂ—P&W$%H—%ﬁxEL

Avalie In 1,003.

Solucéao

Seja f(x) = In x. O polinomio de Taylor, de ordem 1, de f em volta de
Xog =16

P(x)=f1)+f(1)(x-1)
e como, f(1) = 0 e f(1) = 1, resulta
P(x)=x-1.
Assim,
f(1,003) = P (1,003)
ou
In 1,003 = 0,003.

Interprete graficamente este resultado.

Avaliagdo do erro

) =Le i) =——L.

X x?

Segue:




If'(x)| < 1 para x > 1.

Pelo exemplo anterior,
| J(x) — P(x)|= —Il—ll' x =1

Para x = 1,003
| f(1,003) — P(1,003) | = 0,0000045.
Assim, o modulo do erro cometido na aproximacao

In 1,003 = 0,003

é inferior a 10 . Observe que 0,003 é um valor aproximado por
excesso (faca os graficos de f e de P e confira).

Exercicios 16.1

Calcule o polinomio de Taylor de ordem 1 da funcao dada, em volta de
X o dado.

a) f(x)= \/: xy=1
b) f(x) = senx, xy = 0
) f)=x,x,=8
d)f(x)=e*,xy =0



e) f(x) =cos 3x, x5 =0

l

H fe)= {5 <

,x, = 0.

2. Calcule um valor aproximado e avalie o erro.

a /4,001
b) 332,002
c) sen 0,02
d) e 0,001

e) cos 0,01

f) In 0,99

Polinémio de Taylor de Ordem 2

Vimos que o polindomio de Taylor, de ordem 1, de f em volta de x ,, tem em

comum com f o valor em x ; e o valor da derivada em x .

Suponhamos que f tenha derivadas até a 2 ¢ ordem no intervalo I e seja
X € I. Vamos procurar o polindmio P, de grau no maximo 2, que tenha

em comum com f o valor em x , o valor da derivada 12 em x e o valor da
derivada 2 2 em x o- Queremos, entdo, determinar P, de grau no maximo 2,

tal que

f(xo) =P (x0),f(xg)=P(xg)ef'(xg)=P'(xg).

Podemos procurar P da forma



P(X)=Ag+A; (x=x0)+A, (x—x)°
Como P (xy)=Ag, devemos ter Ay = f(x ).

P(x)=A1 +2A;, (x —Xy)

P'(x)=2A,.

Dai, P'(xg) =A{ e P"(xy) = 2A,. Segue que devemos ter

A1 =f(xo)
e
24, = fM(xp) ou 4, = % S (xg).

O polindmio procurado é entdo

@ Px)={Ff(x,) +'(x - — +-’f”{x“) )2
() = flxg) +"(xp) (5 = x9) + S22 = )

O polindmio @ denomina-se polinémio de Taylor, de ordem 2, de f em

volta de x .

Observe que f e P admitem a mesma reta tangente em (x,, f(x())-
Como P"(x¢) =f"(x¢), segue que se f'(xy) # 0 e f' continua em x , para x
proximo de x o, os graficos de f e P apresentam concavidades com mesmo
sentido. E razoavel esperar, entdo, que, para x suficientemente préximo de
X, 0 polinomio de Taylor de ordem 2 aproxime melhor f do que o
polindmio de Taylor de ordem 1.

e



Seja f(x) = e *. Determine os polindmios de Taylor, de ordens 1 e 2,
de fem volta de x ; = 0. Esboce os graficos de f e dos polinomios.

Solucéao

Indiquemos por P ; e P, os polinomios pedidos.

Temos

P, () =£(0)+f(0)(x-0)

/O (o op

Py(x) =f(0) + f'(0) (x — 0) + ;

De f(x) = f'(x) =e”, segue f(0) = f'(0) = 1.
Assim,

Pix)=1+x

Px)=14+x+ ér



=W

Seja P o polinomio de Taylor, de ordem 2, de f em volta de x. Para
cada x em D ¢, seja E (x) o erro que se comete na aproximacdo de f(x) por P

(x). Assim, para todo x em D,

Fx)= flx)+ f(x)(x —x,) + ﬂTx”)Lx —Xx,)° + E(x)

ou
E() = £() = | () + [(x) (= x,) + L E"“) (x = x,)
Temos:
E'() = @) — Lf' () + i) (x — )]
E") = () — F(xy)
E"(x) = /().
Assim,

E(xog)=E'(xy)=E"(x(y)=0.



O préximo teorema fornece-nos uma expressao para o erro E (x) em

termos da derivada de 3 ¢ ordem de f.

Teorema. Seja f derivavel até a 3 2 ordem no intervalo /e sejam x o, x em /. Entdo, existe pelo

menos um x entrexex o tal que

"(x)

(x —x,) +——(x —x,)

}'(‘E‘} - f(ln} + .f’[*rn) (x — I[;.} + f”[zxu:'

3!

Efx)

Demonstracao

E(xg)=E(xg)=E"(xy)=0eE"(x) =f"().
Sendo h (x) = (x — xg) °,

h(xo)=h(xy)=h"(xq)=0eh”(x)=6=3!
Temos

E(x) _ E(x) = E(x,)
h(x)  h(x)— h(x,)

Pelo teorema de Cauchy existe T] entre x e X o tal que

Ex) _ EG)
h(x) HW(x)

Temos



E(x) _ EI(EJ o Er("xu.}
hx)  HE)—H(x,)

Pelo teorema de Cauchy, existe f;_, entre x o e :T,] tal que

E(x) _ E'(x)
hx) W)

De E"(x¢) =0=h"(x() segue

E(x) _ E"(x,) — E"(x,)
h(x} h"(f:} o h"(xu} ‘

Novamente, pelo teorema de Cauchy, existe 1 entre fz e x o tal que

E(x) _ E"(x)
h(x) H"(%)

Como

Eﬂl‘f(f} — f‘n"ﬂ{-f] e ’IEH‘J'{'-E] — 3!

poo =L -y,

Seja f derivavel até a 3¢ ordem no intervalo I e seja x, € I. Suponha

que existe M > 0 tal que < M para todo x em I. Prove que, para todo x

em I,

/() — P(x)| < 3—"“: x—x,

em que




J(x,)
2

P(x)= f(x,)+ fi(x)(x —x,) + (x —x,)°.

Solucao
De acordo com o teorema anterior

/1)
3!

100 = P =2 = 5, P 1= 1O =,

Dali, para todo x em I,

: M )
|.f(1)—P(I)|EE?|X—In

Calcule um valor aproximado para In 1,03 e avalie o erro.

Solucao
Seja f(x) = In x. Vamos utilizar o polinémio de Taylor de ordem 2 em
voltade xy = 1.

LDy,

Px)y=fM+ fMHx-DH+
De f(x) = 1 ef'(x)= —Lz segue f'(1)=1ef'(1) =—1. Assim,
X X

PxX)=0+(x—1)— %(x — 1)

ou




"

Px)y=(x—1)— %(I — 1)

Temos
In 1,03 = P (1,03)
mas,
P (1,03) = 0,02955,
logo

In 1,03 = 0,02955.

Avaliacgdo do erro

f'(x)= 31, assim, |f"'(x)| < 2 para x > 1. Pelo exemplo anterior,
X
2
L f(x)— P(x)|= 3l |x — 1], parax = 1.

Segue que
| f(1,03) — P(1,03)| = % - 0,03

ou

f(1,03) — P(1,03)| < 0,000009.
Assim, o modulo do erro cometido na aproximacao
In 1,03 = 0,02955

é inferior a 10 ~. (Observe: 0,000009 =9 - 10 ® <10 ™))



Como, parax > 1, E (x) = x-1) 3 >0, segue que 0,02955

f"(x)
3!

é uma aproximacdo por falta de In 1,03.

Exemplo 4

Calcule um valor aproximado para }/7 g e avalie o erro.

Solucéao

Seja f(x) = {G . Vamos utilizar o polindmio de Taylor de ordem 2 em
volta de x, = 8.

. (8 i
P(x) = /(8)+ f'(8) (x —8) + £ ;E ) (x — ).
De
7(x) = %x‘% e f'(x) = —éx‘i
segue que
| | -2 —1
71(8) = ~ L@ = Sy
: 3{\’7@}2 12 ©. ) g(%}s 144
Dai
Px)=2+ i(‘{ —8) — L(x— 8)°
12 288
logo,

P19y =221 00 9916310,
12 288




Assim,

V7.9 =1,9916319.

Avaliacgdo do erro

1o -8 10
}‘-m{ )_ __r I on f {I} = 3 ’
274 x8

Neste problema, interessa-nos o intervalo de extremos 7,9 e 8.
Como 1,8 3 = 5,832 < 7,9, segue que, para todo x, 7,9 < x < 8.

Y8 <ix

e, portanto,
(1.8)° < Ux*.
Dai

10 7.9<
2? (1,8)"

I
7 =)

e, portanto, para 7,9 < x < 8,

' -::L _Qp
| f(x) = P(x)|= 81 (L8)" |x — 8|

e dai

) 10~ -5
f(7.9) = P(1.9)| < 81 (L8F 105,



1 _
(Observe: 81 - (1,8) 8 >1.000 > ————— < 10 >.) Deste modo, o
81 (1,8)°

modulo do erro cometido na aproximacgao

7,9 =1,9916319

é inferior a 10 °.

Observacido. A escolha de 1,8 foi feita por inspecdo. Poderiamos ter escolhido 1,9, pois

(1,9)* < 7,9. Com a escolha de 1,8 consequimos umM >0 M = 10 tal que
27 - (1,8)°

10

273 x

Evidentemente, quanto menor o M, menor sera a majoracdo para o erro. Neste problema, a

If"(x)| = < Mpara79 < x < 8, 0 que nos permitiu utilizar o Exemplo 2.

escolha de 1,9 seria preferivel. Se tivéssemos escolhido 1,9, chegariamos a conclusao de que o
erro cometido na aproximacao €, em realidade, inferior a 10 6 Observe, ainda, que, para 7,9

/1,

3 —8)° <00 que mostra que 1,9916319 é aproximacdo por

<x<8 EKX=

€xcesso.

Seja f derivavel até a 2 ordem no intervalo I e seja x, € I. Seja E (x)

0 erro que se comete na aproximacao de f(x) por P (x), em que P (x) é o
polindmio de Taylor de ordem 2 de f em volta de x :

J(x) = f(x) + [1(x) (x — x;) +

/%) w;x“}{_x — X, + E(x).

Vamos mostrar a seguir que, para x — X, 0 erro E (x) tende a zero mais

rapidamente que (x — x ) 2. De fato,



, o Sx) )
E(G)  _ SO = FG) = f1(3) (v = %) = =77 (x = ) ) {0]

lim
Xy {x _— x{l )1 I=hX, (I — x[])z

Pela 1 2 regra de L’Hospital

E{I} — ].lm f:(l—] - J{!('x”} - j."{xu) (1’ o ‘xli:,

lim -
X=X, {x — f‘{ﬂ )* X=X, Z{x —_— xq] ]
— l lim |:Jf (x} _ }" [x{r) — Lf'ﬂ'{l_n }}
s .'I.'—}.[l: x —_— "xﬂ
=0.
Assim,
lim E(x) - =0.
X=Xy, {I —_ xﬂ)h
Provaremos a seguir que
, /(x,)
P(x)= f(x,)+ f'(x,) (x —x,) + T’(A‘ —X,)’

€ 0 unico polindbmio de grau no maximo 2 que goza da propriedade de o

erro E (x) tender a zero mais rapidamente que (x — x ) 2, quando x — X .

Seja entao
fX)=fxo) +A(x—x)+B(x—x¢)° +E; (x)
em que

lim —21 %) _ .

o (x = x, )



Vamos provar que

A=f(x)eB = @
De fato, de
lim—2C)_ — g e fim ) — g
S )
segue
Ilm E(I) - EI{I) — U'

Ty (x —_ I@ )2
e, portanto,

[f*(xﬂ) (x —x,) + fﬂ;x“)(x - xﬂ)f] —[A(x — x,) + B(x — x,)]

lim = - =1
X ).1.'“ (I — “xﬂ }—

uma vez que

E(x)— E(x)=

S7(x,)
2

= |:f‘(xu] (x —x,)+ (x — xu}z] —[A(x —x,) + B(x — x,)*].

Segue que

(f'(x) — A) (x —x,) + [% - ﬂ] (x - x,)

lim - =0
1 (x —x,)




dai

[fuﬁ—ﬂ+{£¥ﬁ—8}x—%}

lim = = = ()
X=h Xy X — If]

o que implica A = f(x) (observe que, se tivéssemos A # f(x ), o limite

acima nao poderia ser zero). Assim

[fug_gbx_%}

‘ 2

lim = = = ()
X Z'.'l.'“ I — If]

e, portanto, B = %

Seja f(x) = % Mostre que P (x) =1+ x + x 2
— X

é o polinomio de

Taylor, de ordem 2, de f em volta de x;, = 0.

Solucéao
Basta mostrar que E (x) = f(x) — P (x) tende a zero mais rapidamente

que Xx 2, quando x — 0.

1

-1 —x—x°
. F . (x)— P . -
lim ﬂ = lim /(x) (x) = lim L= x
=) Ij =l Ij =l x!
= lim——— = lim—— = 0.
=l s — yd w=0 ] — x

Outro processo. Calcular f(0), f(0) e f'(0) e verificar que




}‘"( )

I+ x+x2= f£(0)+ f(0) (x —0) + L= (x —0).

Dizemos que ¢ (x) é um infinitésimo, para x — X, se }1111 ¢(x) = 0.
Sejam ¢ (x) e @ 1 (x) dois infinitésimos, para x — x . Dizemos que ¢ (x) é
um infinitésimo de ordem superior a de ¢ { (X) se, para x — x, ¢ (x) tende

(x)

= 0. F usual a
X, Q')]( J

notacao

@ (x)=0(p1(x)) parax - xg

para indicar que ¢ (x) é um infinitésimo de ordem superior a de ¢ ; (x), para

X - Xp.
Assim, sendo ¢ (x) e ¢ { (x) infinitésimos para x — x,

lim P(x)

= @] (_1')

=0« ¢(x) = o(g,(x)) para x — x,,.

Observe que x — x ¢ s6 é infinitésimo para x — x (; assim,
E(x)=0(x~xg)
significa que E (x) é um infinitésimo de ordem superior a de x — x ¢, para x
- Xg-
Do que vimos anteriormente, segue que

(i) f(x)=f(xo) +f(xo) (x—xg)+0(x—Xxg)
f(x,)
2

(x-x0)° +o((x—x0)?).

() flx) = fx o) + F(x o) (x = x) +




Exercicios 16.2

Determine o polinomio de Taylor, de ordem 2, de f em volta de x|
dado.

a) f(x) =In (1 + x) € Xo =0
b) fx) = ¢ Xo=0
)= ¢ Xosd
d) f(x) = —— ¢ X0
| — x*

&) )= ¢ XoT4
) f(x) = sen x ¢ Xo =0

e Xg=0

g) f(x) = cos

Utilizando o polinomio de Taylor de ordem 2, calcule um valor
aproximado e avalie o erro.

a)ln 1,3
b) 4,1
c) /3,9

d) 82

e) e 0,03



f) sen 0,1

g 0.8

h) cos 0,2

Mostre que, para todo x,

| R,
a |senx —x|=—|xf
3!
x.‘;
cosx —| 1 ——

Mostre que, para0 <x <1

b)

Utilizando a relacao sen x =x + o (x 2 ), calcule

.osenx — x
a) lim——-
x =) x4
. senx — x°
b) Im——
e x?2

(Sugestdo: o (x 2) é um infinitésimo de ordem superior a x 2, para x —

: , .. o(x?
0, isto é, lim ( - ) _ 0.)
x—=ll xe




Verifique que

2

a)ex=1+x+lx +0(x?)

a

b)cosx=1—I_
p

—_—

+0(x?)

C)senx=x+o(x2)

d)lnx=(x—1)—%(x—1)2 +o((x-1)?)

x* sen se x # 0

Seja f(x) = x?
0 se x =10

a) Determine o polinomio de Taylor de ordem 2 de f em volta de x, =
0.

b) Seja a > 0 um nuamero real dado. Mostre que ndo existe M > 0 tal
que para todo x em [0, a], |[f"(x)| < M.

Seja f derivavel até a 22 ordem no intervalo I e seja x, € I. Mostre
que existe uma funcao ¢ (x) definida em I tal que, para todo x em I,

f(x,)
2

"
<

&) =flxy) +F(xp) (x — xp) +

(= % + ) & = %)

com }11n @(x)=0o.



9. Seja f derivavel até a 2 ¢ ordem no intervalo fechado [a, b] e seja x; €

[a, b]. Mostre que existe M > 0 tal que para todo x em [a, b].

| f(x) = P(x)[= M

|1

X — X,

em que P (x) = f(x o) + f(x ) (x — xo) + 'fw{;“] (x-x0) 2.

(Sugestdo: verifique que a funcado ¢ (x) do Exercicio 8, com ¢ (x() =0,
é continua em [a, b].)

Polindmio de Taylor de Ordem n
Seja f derivavel até a ordem n no intervalo I e seja x o € I. O polinémio

P(I) — _}r'{x”) 4 .}f"(x“} {_-’f — x“) 4+ M(I _ )['[?}3 + + I}“‘l‘a,*(i-’l‘{r}

2! n

(x — X,)"

denomina-se polinémio de Taylor, de ordem n, de f em volta de x .

O polinomio de Taylor, de ordem n, de f em volta de x, é o unico
polinébmio de grau no mdximo n que aproxima localmente f em volta de x
de modo que o erro E (x) tenda a zero mais rapidamente que (x — x,) ",
quando x — x . (Verifique.)

O polinomio de Taylor, de ordem n, de f em volta de x, = 0 denomina-

se também polindémio de Maclaurin, de ordem n, de f.

m



Determine o polindmio de Taylor, de ordem 4, de f(x) = e ™ em volta
dexy =0.

Solucéao

P = O+ 7'0) =0+ LD —op + LR (-0 + LB — oy
f@ = =j0=1
ffix)y=¢€" = f'(0)=1
Sr@=e =f0)=1
S = = f0) =1
FO = = /90 = 1

Assim,

P(x)=1+x+ lxz + lf + lx*.
2 3! 4

Determine o polindmio de Taylor, de ordem 3, de f(x) = In x, em volta
de x 0~ 1.

Solucao




Py = 1+ ) =0+ LR -1y + L -y

f(x)=Inx = f(1)=0
f@== ==

1@ ===

x?

= f"(1) = —1
({4 2 i
ffW== ==
Assim,

1 |
P(x)=(x—1)— E{x — 1) + g{x — 1)°.

Teorema. (Formula de Taylor com resto de Lagrange.) Seja f derivavel até a ordem n + 1 no
intervalo / e sejam x, x , & /. Entdo existe pelo menos um x no intervalo aberto de extremos

X extal que
_ A C) PR
f6) = PG+ 2 (= )
em que
U X (n) x
P) = f() + £G) = x) + L ey L e

Demonstracao



Fica a seu cargo.

Seja f derivavel até a ordem n + 1 no intervalo I e seja xo € I.

Suponha que existe M > 0 tal que, para todo x em I,
| ST (x)[= M.

Prove que, para todo x em I,

|x — l.“ |.l:|'+|
(n+ 1)!

() = P(x)[=

em que P (x) é o polindmio de Taylor, de ordem n, de f em volta de

Xp-
Solucao
Segue do teorema anterior que, para todo x em I, existe x entre x e
X tal que
f' U ]}(I}
/() = P(o)] = |7
| = [

Como para todo x em I, |f( n o+l (¥)| £ M, resulta

M
(n+ 1) T

|Jr—1

[ f(x) = P(x)[=

Exemplo 4



a)

Mostre que, para todo x em [0, 1],

e —|1+x+ lxz + l.ﬁ +...+ ix”
2 3! !

b) Avalie e com erro, em médulo, inferior a 10 ~°.

Solucéao

Sejaf(x)=e*.De f(x) = f(x) = f'(x) = ... = f" " Y (x) segue que
o polindmio de Taylor, de ordem n, de f(x) = e em volta de x
=0é

1, 1 1
Px)=1+x+—x"+—x"+...+—x".
2 3! n!

Paraxem [0,1],0<e* =" D(x)<e<3.

De acordo com o teorema anterior, para todo x em [0, 1], existe ¥
entre 0 e x tal que

IR T
et —|1+x+ le + ix-‘ +.t ix” -/ ) (I)x”“.
2 3! n! (n+ D!

Assim, para todo x em [0, 1] (tendo em vista a desigualdade na
pagina anterior)



et — 1+,r+lx3+lx3+m+ix” <
2 3! n! (n -+ 1)!
b) Parax=1
€ — ]-I-l--’-l-f-l-i-.“—l-l < 3 ‘
2 3! ! (n + 1)!

Precisamos determinar n de modo que

e

(n + 1!

-5

Por tentativas, chega-sean=pn = 8 [% < 107° }

Assim,

11 1 1 ] 1 1
e=2+—-+—+—+—+—+—+—

2 31 41 51 6! 71 8!

com erro inferior a 10 °.

Observacdo. (omo lim =0, seque do teorema do confronto, que
n—t=(n + 1)!

-EVT']



Mostraremos, no proximo exemplo, que e € um nimero irracional.

O namero e é irracional.

Solucao

Suponhamos que e fosse racional; assim existiriam inteiros positivos
a e b tais que

E‘:

o
b
Para todo natural n,

| 1 |
e=l+1+—+—+...+— (por qué?)
2 3 n!

e, pelo exemplo anterior,

e—|1+1+i+l4 4 L<
2 3!

n!

3
(n +1)!

Dali, para todo natural n,

o< |i+1+isly y L)l 3
b 2 3! n! (n+1)!




Paran > b en > 3, temos

|
0<9 i1+ te o 323
b 2 3 1! n+l 4

an!

A = — éinteiro, pois 7 = b e b é natural.

1 1 o
B = n![l + 1+ 3 +...+ _1'] é inteiro (por qué?).
n!

Assim, A — B é um inteiro estritamente positivo e menor que Z’

que é impossivel.

Conclusdo. O numero e é irracional.

No proximo exemplo mostraremos que

lim &~ =0

H=—F oo H!

em que a > 0 é um real fixo. Este resultado sera ttil na resolucao de alguns
dos exercicios que serdo propostos no final da secao.

Mostre que lim

H—s oo HI'!

"

=0 em que a > 0 é um real fixo.

Solucéao

Tomemos um natural N tal que % < l

2

Temos, entao:




e, assim, para todo natural p > 1,

a |
(N+1)(N+2)...(N +p) {[E

N
- a
Multiplicando ambos os membros por —; vem:
N1

a."rri,u - l o a.-"l."
(N+p) |2) NU

a’ 1 no W ﬂ-"."
<|=| =
N1 2 N1

n—N
De lim [l] = 0, segue que

=3 s

Fazendon=N+p

.ooa”
lim — = (.

H—3 oo ”I
.

o7

]P



Mostre que, para todo x.

lim l+x+lx3+lx7‘+“.+ix” =e".
oyt 2 3! n!
Solucéao

Para todo x, existe y entre 0 e x tal que
1 1 e

e =]+x+lx2 +—=x'+.+—=x"+
2 3! n! (n+1)!

n=1

Sex>0,¢" « &, poisxy €10, x[, logo

ndl
e’ — ]+x+lx3+lx3+.+.+lx” <o :
2 3! n! (n+1)!
|
Como lm = 0, pelo confronto,
i—te= (g + 1)!
: | 1
Im |1+ x+—x*+...+—x"|=¢".
1= oo 2 n!
Sex<0,€?<e0=1,pois§€]x,0[;logo
n+
e —[1+x+ix+ox+. .+ || <2
2 3! n! (n+1)!
| n+1
De lim ——— =0, segue
it (1 + 1)! gt

1= oo Fi!

lim [] + x +lx3 +lx3 + ... +Lx”]=e‘.
2 3! !



Fica provado, assim, que, para todo x,

e’ = lim 1+.x+l.vr3 +ix3 +...+Lx” .
2 3!

=+ n!

Esta igualdade é usualmente escrita na forma

1 1 1
e =l+x+—-x’+—x"+...+—x"+..
2 3! n!

Mostre que, para todo x,

: 1 1 1 x2nt2
em |1+ +—x+t—xt .=y |=e
2 3! n! (n+1)!
Solucao
Pelo exemplo anterior, para todo x > 0,
| I 1 xmt
e —[l+x+—x*+—x+... +—x"||se'"——.
2 3! n! (n+1)!

Como, para todo x, x?2 > 0, resulta, substituindo na desigualdade

acima x por x 2,

1 1 1
e’ —| 1+ x? -I-E,r“ + —x* +“.+—x3”]

3! n!




Para discutir o proximo exemplo, vamos precisar antes estabelecer uma
desigualdade para integrais. Ja vimos que, se f for continua em [a, b] e f(x)
> 0 em [a, b], entdao J f(x)dx = 0. Segue desta desigualdade que, se fe g

forem continuas em [a, b] e f(x) < g (x) em [a, b], entdo

J‘hf{x}a’x = _[hg(x)cix, (Verifique.)

Suponhamos, entdo, f continua em [a, b]; assim, também é continua em
[a, b] e temos para todo x em [a, b],

—[f)s fx)s[f(0)]
dai,
[ 1 rlde= [ feyde =[] f(x) |
logo
[ e = [ 1) ax.
Calcule J”I " dx com erro, em modulo, inferior a 10 ™,

Solucéao

Para x em [0, 1], " < e < 3. Segue entdo do exemplo anterior que,
para todo x em [0, 1],

xEH + 2
(n+ 1!

=3

. o 1 .
e —|1+x+—x*+...+—x
2 n!




Temos:

1
<]
i

1 1 1 |
‘J e* dx — j [1+x2 +—xt+...+ —xz”de
0 ] 2

e” —{l+x2 F iy
2

n!
+o+ lr‘wj o< [ g
n! o (n+ 1)
Como
n+2
‘[I 3x e — 3
0(n+1)! (2n+3)(n+1)!
resulta
j'e”a{x—]’] 1+ x? +1,r4 +,,.+ix2ﬂ dy | = 5
0 0 2 1! (Zn+ 3)(n+ 1)!

Por tentativas, chega-se que, paran = 7,

3
(2n+ 3)(n+ 1)!

< 1072,

Assim,

1 I A | 1 1
_[e‘ a’.rE_[ 14+ x? +—=x* 4+ —x +...+—x" |dx
o 0 2 3! 7!

com erro, em modulo, inferior a 10 -,

Exercicios 16.3



Determine o polinomio de Taylor de ordem 5 em volta de x ; dado.

a) f(x) = sen x ¢ X0 =0
b) f(x) = cos x ¢ X0 =0
¢) f(x) = In x ¢ Xo =1
D o) = ¢ ol
e Xo =0, em que a # 0 é um real dado.

e)fx)=(1+x)"

Sejam n um natural impar e f(x) = sen x. Mostre que, para todo x,

|A- |.'.1 2

(n+2)

=

xtoox il xn
sen x —[,r ——t—— ...+ (1) 2 —]
315! n!

Avalie sen 1 com erro, em médulo, inferior a 10 . (Sugestdo: utilize o
Exercicio 2.)

Mostre que, para todo x,

L III'.; _ri -r:u-i']
senx = lm |x — — + — (=)
s LI (2n + 1)!

ou

I.’% _r."- 7
secnx=y ——+—— — +

st



Calcule um valor aproximado com erro, em modulo, inferior a 10 3,
|

a) _[ sen x* dx
i

b) j'L 2 d

Mostre que, para todo x,

i

J'E': x-l X .:'C:“
{|—2+———+.+.+(—n” ]

cosx = lim
1=+ 4! 6! (2n)!

Ff=p 10

ou
Ij _Y‘I -1-{|
cosx=1——+—— —
2 4! 6!
. 2 n ] _ lf.'."l'l.
a) Verifiqueque 1 +t+t~ + ...+t~ = = (t # 1). Conclua que,
— 1
se |t| <1,
: . : 1
lim (1 +z7+ ¢ +...+:*-}=I—
H—+ea — [
ou seja,

|
| —1¢

=1l+r+24+...+1 +...



3

b) Verifique que 1 —t + t% —¢3 + ... + (=1)™ ¢t™ é o polindmio de

Taylor, de ordem n, de em volta de 0.

I +1

1 - ’
]T —(l—t+ —...—(—1)"t)
Sugestdo: Mostre que lim : = 0.

i—0 "

¢) Mostre que a funcao E (t) dada por

1 =l—t+ -+ + (D)t + E(r)
I+t

é continua em ]-1, +ool.

d) Mostre que, para todo x > —1,

x.’: .I4 I“+I
(=
3 4 n+1

+ _[ﬂr E(t)dt.

Sugestao: In (x + 1) = dr )

' 01+t ,

e) Verifique que x — x + r_x + ... + {—l)ni é o
L z 3 4 n+1

polinomio de Taylor, de ordem n + 1, de In (x + 1) em volta de O.

8. Determine o polindmio de Taylor, de ordem 5, de g (x) = arctg x em
volta de 0.

.
2

) |
9. Sejaf(x) = —



10.

11.

a)MostlrequeP(x):l—x2 +x4 -x®+x8-x10 é o polinomio de

Taylor, de ordem 10, de f em volta de x, = 0. (Nao é necessario

calcular as derivadas de f1!)
b) Mostre que a funcao E (x) dada por

|
] + x°

=1—x*+x' —x* +x¥ —x" + E(x)

é continua em R.

c¢) Olhando para o polindomio do item (a), calcule f(0), f'(0), " (0) etc.

Determine o polinomio de Taylor, de ordem 11, de g (x) = arctg x em
volta de xy = 0.

T

(Sugestdo: arctg x = _[ dt e utilize o Exercicio 9.)

01+

Seja fix) = (1 + x)%, em que o # 0 é um real dado. Determine o
polinomio de Taylor, de ordem n, de f em volta de x, = 0 e dé a

expressao do erro em termos da derivada de ordem n + 1.
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Arquimedes, Pascal, Fermat e
o Calculo de Areas

CAPITULO

Quadratura da Parabola: Método de Arquimedes

Um dos criadores do Calculo Diferencial e Integral foi o grande matematico
grego Arquimedes, que viveu no século 3 a.C. em Siracusa. Uma de suas
inumeras descobertas foi a férmula para o calculo da area de um segmento
de pardbola. Nosso objetivo aqui é obter tal formula seguindo o raciocinio
rigoroso de Arquimedes. Vamos entdo considerar o segmento de parabola
limitado pela parabola y = x % e pela corda AB.



|
|
1
a a+m at2m

Lembrando que em um trapézio o segmento que liga os pontos médios

dos lados ndo paralelos é a semissoma das bases, resulta que a ordenada de
Mé (a+ 2m)” + a

2
Pela figura,

[(a + 2m)* + a° |
2

MN = —(a + m).

Ou seja,

MN = m?

(OK?)

A altura do triangulo AMN em relagcdao a base MN é m. Também, a altura do
triangulo BMN em relacdao a base MN é m. Como

MN =m?



altura em relacdo a base MN = m

segue-se que a soma das areas dos triangulos AMN e BMN é:

el el
, i m* - m me - m
area AAMN + area ABMN = - -+ - = m,

Portanto, a area do triangulo ANB é m 3. Vamos destacar este resultado

Area do triangulo ANB = m’.

Vamos entdo ao calculo da area do segmento parabdlico. A seguir,
suporemos A coincidindo com a origem do sistema de coordenadas.

B

Na figura, o valor de m é b/2. Assim, a area T do triangulo ANB é (b/2) 3 =
b>/8.



3

Area do tridgngulo ANB = 5 =T

A area do triangulo ANB é uma primeira aproximacao para a area do
segmento parabdlico ANB. Vamos melhorar esta aproximacdo. Vamos
somar a esta area as areas dos triangulos AN {N e NN ;B (veja a figura a
seguir).

Area AN,N = Area NN,B = (b/4)* = b’/64
Segue-se que

Area AN\N + Area NN,B = b%/32 = T/4.

Observe que a soma das areas dos triangulos AN;N e NN,B é

exatamente um quarto da area T do triangulo ANB.

Assim,

T+l —pl1+1
4 4

é uma sequnda aproximacao, e melhor, para o nosso segmento parabdlico.




N,

0 b/4 bi2 3b/2 b

Dividindo, agora, o intervalo [0, b] em 8 partes iguais e somando-se as
areas dos novos tridngulos obtidos, verifica-se que a soma dessas novas

areas é b>/128, que é exatamente um quarto da area anteriormente

acrescentada, que era de b 3/32.

Assim,

r+le Lol lse L
4 & 4 4

é uma terceira aproximacao, e melhor, para o nosso segmento parabdlico.

Continuando o raciocinio acima, é razoavel esperar que a féormula para
o calculo de tal area seja:

, : 1 1
Area do segmento parabélico = T{I + 2 + — + J




Entdo, para chegar a férmula para a area do segmento parabdlico, é s
calcular a soma da progressdao geométrica infinita de primeiro termo 1 e

razao % que sabemos ser % (De acordo?) S6 que Arquimedes nao

trabalhava com limites infinitos. Para chegar a formula

. B 4
Area do segmento parabolico = ET ,

Arquimedes primeiramente utilizou o seu METODO de descoberta:
verificou “por meio de uma balan¢a” que o peso do segmento de pardbola
era exatamente quatro ter¢cos do tridngulo ANB (veja referéncia
bibliografica 1 no final do capitulo). Em seguida, admitiu que o valor da

. 4 ~ :
area era ET e, por uma dupla reducao ao absurdo, provou a sua veracidade.

E o que faremos a seguir. Temos

_|_

3.1 3
4 4 4 4 4 4 4§

Continuando o raciocinio acima, obtém-se

3
=t —.

3 3
] = — -|- -
i | 43 43 4.'.' 4#

Somando 3 aos dois membros, em seguida dividindo por 3 e por ultimo
multiplicando os dois membros por T, resulta

4 T T T T T
—TIr=T+—+—+—+...+—+—.
3 4 4 4 47 34"




e , - 4
O objetivo € entdao provar que a area do segmento parabolico ANB ¢ —T. A

prova sera feita em duas etapas: na primeira, prova-se que a area do

- ~ 4 .
segmento parabolico nao pode ser menor que ET, e na segunda, que a area

do segmento parabodlico ndao pode ser maior que —T. Indicando por S a area

do segmento parabolico, sera provado entdo que S = ET'

Para a prova da primeira etapa, Arquimedes utilizou o seguinte
postulado: “A diferenca pela qual a maior de duas dreas excede a menor
pode, sendo somada a si mesma repetidas vezes, exceder qualquer darea
finita dada”, cujo enunciado moderno é: “Dados 0s nuimeros reais x e Y,
com x > 0, existe um natural m tal que mx > y”, que nada mais € do que a
nossa conhecida propriedade de Arquimedes.

Para a prova da segunda etapa, Arquimedes utilizou as duas seguintes
propriedades:

. “Dadas duas grandezas distintas, se da maior subtrai-se mais que sua metade, do restante mais
que sua metade, e assim por diante, acabard restando uma grandeza menor que a menor das
grandezas dadas.”

l.  “A reta tangente a pardbola y = x 2 o ponto de abscissa a + m é paralela a corda de

extremidades (a,a 2) e (a+2m, (a +2m) )" (Verifique.)

Observe que a area do triangulo XYZ é maior que a metade do segmento
parabdlico XYZ. (Vocé concorda?)



m at2m
o 4
Prova da Primeira Etapa. (S < ?T}

Suponhamos por absurdo que S < %T . Assim, %T — S§>0. Pela

propriedade de Arquimedes, existe um natural n tal que

34{%?—5}3?

e, portanto,
4
Ly D
3 3-4"
Dai,
oL o5
3 34
Ou seja,
T T T T

r+—+—+—+...+—2>8§
4 4 & 4"



que é contradicdo, pois para todo n

T+ E 4+ 3 + T + .+ i < §. (Vocé concorda?)
4 4 & 47

Prova da Segunda Etapa. (S > %T}

suponhamos, agora, S = %T . Das propriedades I e II acima, existe um

natural n tal que

S—[T+—+ +,.++£]{S—ET
2 4!: 3
e, portanto,
s—(rele Ly o T)as(raloly T, 1)
4 4 -+ 4 4 4 3.4
Segue que
T+E+T+...+£}T+E+T+...+£+ r ;
4 4 47 4 4 47 34"

que é uma contradicao.

Se a area do segmento parabolico ndo pode ser maior e tampouco menor

4 L 4 Al .
que ET , Tesulta que tal area é exatamente 3 T'. Em consequéncia, a area da

regido limitada pela pardbola y = x %, 0 < x < b, pelo eixo x e pela reta x = b

B
e —.

3

:F27) Pascal e o Calculo de Areas



Pela formula de Arquimedes para a area de um segmento de parabola,
segue, Como Vvimos na secao anterior, que a area da regido limitada pela

: b
curva y = x 2. 0<x<b, pelo eixo x e pela reta x = b ¢ ER Passados quase
dois mil anos dessa descoberta de Arquimedes, Bonaventura Cavalieri
(1598-1647) interessou-se pelo calculo da area da regido limitada pela
curva y = x kK 0<x<b, pelo eixo x e pela reta x = b, com k > 3 e natural.
Utilizando o seu método dos indivisiveis, Cavalieri provou, para k de 3 até

E+1

9, a formula para a area de tal regido e afirmou que a férmula era

valida para todo k. Nesta secdo, utilizando as ideias de Blaise Pascal (1623-
1662), vamos mostrar como chegar rapidamente e de forma maravilhosa a
esta férmula, e na proxima secdo veremos como Fermat brincou com esse
problema.

Para se chegar a formula, divide-se o intervalo [0, b] em n partes iguais

: . " b
e considera-se a soma S (n) das areas dos retangulos de base — e altura
n

Y
(mJ ,parai =1, 2, ..., n (veja a figura abaixo).
n



|1.:I 1

A

& k k X
S{H}J{EJ +£[2_b] +£[3—"”J +m+£[n_b],
n\n H n Hy H n .i‘:e‘_

E, portanto,

k1

S(n) =

prew (1F + 2% + 3" + ...+ #n").

k

Indicando por S, a soma 15+2%+3K+ . +n* resulta

S(n) = ht+1 S&

”.fcﬂ

: o S

Para resolver o problema, basta determinar o limite de ﬁ_"l para n
s

tendendo a +oo. E isto se faz utilizando a identidade de Pascal, que



estabelece uma relacdo entre as somas S, S,, ..., S; e que sera obtida a

seguir (veja p. 266 da referéncia bibliografica 2 deste capitulo).

Primeiro, vamos relembrar a férmula para o desenvolvimento do
bindmio de Newton. Chamamos de bindmio de Newton a expressao (A +
B) k. Observamos que, no tempo de Pascal, tal expressao ndo era, ainda,
conhecida como bindbmio de Newton; alias, na época em que Pascal estava
pensando nesse assunto, Newton deveria estar com mais ou menos 12 anos
de idade. Temos

(4 4+ B =42+ 24B + B>,
(4 + B =43+ 34’B + 34B*> + B?

e, de modo geral,

(A+ B)' = A +[ﬂf# 'B +{§Jx{* 'B? + ..,+[”‘]A-*- PBP + .+ [ﬁ : I]AB* '+ B
p -

] é o coeficiente binominal de ordem (k, p) e é dado por

[k]= k!
p) pik—p)

] nada mais é do que o numero de combinacgdes de k

[ k
em que
p

Observamos que {
P

elementos tomados p a p. No final da secdo, utilizando o principio de
indugdo finita, que foi praticamente estabelecido por Pascal (veja p. 265 da
referéncia bibliografica 2 deste capitulo), provaremos a férmula para o
desenvolvimento do bindomio de Newton.



Para obter a identidade de Pascal, vamos trocar k por k + 1, fazer B = 1,
substituir A sucessivamente por 1, 2, 3, ..., n e, em seguida, somar membro
a membro as igualdades obtidas.

/ 3
+ + ¢+
(I+ D=1+ : 1}1*+,.,+{k 111_'_[;.&1]“1&,,

i w.
B c + +
@m0 4 | K e [ K g [ F T e

k+1 k+1) . (k41 .
nt + ...+ n: -+ I L
I k— 1 k

Somando membro a membro as igualdades acima e observando que (1 +

{.F?+l:l'l"l=i?""]+[

1) **1 na primeira linhae 2%* %, (2 + 1) **! (ambos na segunda linha) e

3%*1 na terceira linha, ..., (n—-1)+1) k*1 na penultima linha e n ko+1

na ultima linha podem ser cancelados, resulta

k+ + c + +
(n+1F+1 =1+ A P e R L ]S.}+ e 4
1 ¢ 2 k—1)° ko)

que ¢ a identidade obtida por Pascal.

Da identidade anterior segue que, para k = 1,

,
{n+l)3=1+['|'}5| + n

5
e, portanto (lembrando que[ I J = 2),



:(Hr-l-l)j—{l—|—n):{n-|—l)ﬂ:n3-l—ﬁ
! 2 2 2

(n+17 =1+ [ﬂ‘i + stl + n.

Logo, S; é um polinomio de grau 2 na variavel n. Observe que S,

S

Para k = 2,

E assim por diante.

nada mais € do que a soma da progressao aritmética 1, 2, 3, ..., n. Como S ;
é do grau 2, pela identidade acima, S, sera do grau 3 na variavel n. Fica a
seu cargo verificar que S; é um polindmio de grau 4 na variavel n e, de
modo geral, Sy é um polinomio de grau k + 1 na variavel n. Esta
observacdo sobre o grau de S, sera fundamental no calculo do limite de

hgl . . . 7 ~ .
- - para n tendendo a infinito, e é esta observacdo que, para mim, torna

”l'l.
lindo o método de Pascal. Espero que vocé concorde comigo! Vamos,

entao, ao calculo do limite mencionado acima.

Primeiro, vamos dividir os dois membros da identidade de Pascal por

+
nk 1.Temos

n+1)" 1+n (k+1) S, k+1)8, k+1) S,
= + E_ 4 +..+ L
”I‘;I] f?‘ll.ll l }?."ulll 2 Hl‘ill k_] ”kll

N k+11 8,
k ”k+|'

De



(n+ 1)k+! n+1) " e
&I] - =]+ —
n n n

: + 1)F !

] HE Fl

segue que
1.

Como os grausde Sy -1,Sx -»,..., Sy €S sdo, respectivamente, k, k —
1,..,3e2,eograuden krlgk+a, segue que o limite, para n tendendo
para infinito, de

S.k 1 S.'E 2 S} S|

1 IR m
Hk+] ”k*l ”A'c*l ”h 1

k+1
é zero. (Vocé concorda?) Como{ | ] = k + 1, resulta

.S, 1
Im —— = :
el AR = o

Conclusao:

k+1
lim S(n) = lim b* *! 5% _ b .
Fi— oo H—yoa ”"f +1 k‘ + 1]

Observamos que S (n) é uma aproximacao por excesso da area da regiao

limitada pela curva y = x K 0o<x<b, pelo eixo x e pela reta x = b. Por outro
lado,

» . , -
s(n) =£[EJ +£[E] +£(2—b] +.,.+£[—(”_Ub]
n\n n\n n\ n n "




(veja a figura abaixo) é uma aproximacdo por falta da area em questdo.
Procedendo-se de forma analoga, prova-se que

k1

lim s(n) = (Verifique.)

— k+1

V4

R

0 b 2b (i—1)b m—1b b
H H H H

Fica assim estabelecida, pelo método de Pascal, a férmula para o
calculo da area acima mencionada.

A seguir, utilizando o principio de inducdo finita, vamos provar a
férmula para o desenvolvimento do bindomio de Newton. Antes porém
vamos estabelecer tal principio. No que se segue, P (k) indicara uma
proposicao (que pode ser falsa ou verdadeira) associada ao natural k. Por
exemplo,

2=k
k+1=k

1+2+3+...+k=@



sdo proposicoes associadas ao natural k. Qual o menor numero possivel de
condicOes que devemos impor a P (k) para que P (k) seja verdadeira para
todo natural k > a (a natural)? Evidentemente, a primeira condi¢do a impor
é que P (k) seja verdadeira para k = a. Suponhamos, além disso, que para
todo k>a

P(k)y=P(k+1).
Sendo entao P (a) verdadeira e como
P(@)=P(a+1),
resulta que P (a + 1) sera também verdadeira.
P(a+1)=P(a+?2)

logo, P (a + 2) também sera verdadeira. Prosseguindo com este raciocinio, é
razoavel que se conclua que P (k) seja verdadeira para todo k > a. Quem
nos garante que isto realmente acontece é o principio de indugdo finita, cujo
enunciado é o seguinte:

Principio de inducao finita (PIF). Sejam a um nimero natural dado e P (k)
uma proposicao associada a cada natural k, k > a. Suponhamos que

(i) P (k) sejaverdadeira parak =g;
(i) paratodonaturalk>a

P (k)= P (k+1).

Nestas condicoes, P (k) sera verdadeira para todo natural k > a.

Para a prova da férmula do desenvolvimento do bindmio de Newton,
vamos precisar, ainda, da seguinte propriedade dos coeficientes binomiais



kK [k k+1
. =
2 p+1 p+1
e cuja verificacdo deixamos a seu cargo. Vamos entao a prova de que para

todo natural k, k > 2, P (k) é verdadeira em que P (k) € a proposicao

-

. k| k
(4+ B) = A" +[]JA“ ‘B+[2JA‘- B + ...+

A*-PBr + .. + B
P

Para k = 2 a formula é verdadeira, pois,
, . 5 o[ 2 .
(A+ By =A4°+2AB+ B> = A° +[I]AB+B-,

Provemos entdo que P (k) = P (k + 1). Para isto, basta multiplicar os dois
membros de P (k) por A + B. Multiplicando o segundo por A e, em seguida,
por B e utilizando a propriedade dos coeficientes binomiais acima (e

k k
lembrando que 1 = (”J - (,{]) resulta:

_ A :
(E]A*-HL : A'B+..+ k]A”"P BH+‘..+(;‘JAB*+

0 1) p k
/o :
R N VS L P Sy 1o
0) p—1 k1

+ +1 c +
Ak +[k] 1]A*B+.._+[£{ ]JA“'" :% +...+[: I]AB* + Bt
p :

cuja soma é exatamente o desenvolvimento do bindmio de Newton (A +
B) k*1 Portanto, para todo k > 2, P(k) = P(k + 1). Fica, assim, provada a



formula do desenvolvimento do bindmio de Newton para todo natural k, k >
2.

iF2%) Fermat e o Calculo de Areas

L+1

Vejamos como Pierre de Fermat (1601-1665) obteve a formula

ara o
ﬁ:+lp

calculo da area limitada pela curva y = x kK 0o<x<b, pelo eixo x e pela reta
x = b, k natural. Fermat procedeu da seguinte forma: considerou um nimero
E, como 0 < E < 1, e dividiu o intervalo ]0, b] em infinitos subintervalos da
forma

..,[bE',bE" ~1], ..., [bE3, bE?], [bE ?, bE], [bE, b).

Observe que b, bE, bEZ, bE?’, e bE! ~ 1, bEi, ... € uma progressao

geométrica de razdo E e que E ' tende a zero para i tendendo a infinito, pois

0<E<I.

1_:' ‘

k

\

y=x

f
0 R/ bE"! DE* BE b x
s



A area do retangulo R ; dadoporbEi <X<bE! _1,0£ys(bEi _1)ké

greaR; =bE' "1 -Ep KD =pk *1q_EyEr *Hi ! =1,
2,3, ...

Segue que as areas dos retangulos R; formam uma progressao geomeétrica

. . + ~ + .
de primeiro termo b k '(1 - E) e razdo E k- * 1 Antes de prosseguir,
vamos relembrar as féormulas para as somas dos termos da progressao
geométrica finita e infinita de razdo g e primeiro termo 1:

l_qﬁ:—1
l+g+qg*+q° +...+g" :—I
—9q

(verifique por inducao finita) e para0 < g <1

l+g+q¢* +¢* +...+g"+...=——.

I—q
FazendquEk *1 asoma das éreas dos retangulos R ; é
. 1 | Pl - E
b1 (1—EY(l+g+q*+...+¢ +..)= I—E*"}'
De
\+E+ B+ B+, + B =1 E
1—E
resulta
i+

soma das areas dos retangulos R, = - -
|+ E+ E>+...+ E

Observamos que a soma das areas dos retangulos ¢ uma aproximacdo por
excesso da area da regido em questdo e que quanto mais proximo de 1



estiver E melhor sera a aproximacdo. Para E tendendo a 1 (em verdade,
Fermat simplesmente substituiu E por 1 na soma acima), a soma acima

E+1

tendera a . Nada mudaria se em vez de considerarmos aproximacao

k +1
por excesso considerassemos aproximacao por falta.

Vocé gostou? Se gostou mesmo, verifique que o método de Fermat
continua valido mesmo quando k é um numero racional! Mas se vocé
gostou muito mesmo, utilizando a progressao geométrica 1, E, E 2 , E 3, -
com E > 1, e supondo k natural, k > 2, mostre que a area da regidao limitada

pelo grafico de y = %: x = 1, pelo eixo x e pela reta x = 1 é dada pela
X
férmula .
k—1
Bem, por volta de 1670, Sir Isaac Newton (1642-1727) ja estava
m /n

calculando a area sob a curva y = ax , para x de 0 a x, utilizando a
o H (m + 0V ~
primitiva z = ax'" """ da funcdo. O Teorema Fundamental do

m+n
Cadlculo estava nascendo, e o Calculo Diferencial e Integral, nas maos de

Newton, se consolidando. (Veja referéncia bibliografica 2, abaixo, p. 290.)
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APENDICE

Propriedade do Supremo

Maximo, Minimo, Supremo e infimo de um
Conjunto

O objetivo desta secao € introduzir os conceitos de que necessitaremos para
enunciar a propriedade do supremo. Como veremos, € esta propriedade que
diferencia R de @Q; é, ainda, esta propriedade que torna o sistema dos
numeros reais uma copia perfeita da reta. O enunciado de tal propriedade
sera objeto da proxima secao.

Seja A um conjunto de numeros reais. O maior elemento de A, quando
existe, denomina-se mdximo de A e indica-se por mdx A. O menor elemento
de A, quando existe, denomina-se minimo de A e indica-se por min A.

Dizemos que um nimero m é uma cota superior de A se m for maximo
de A ou se m for estritamente maior que todo nimero de A. Diremos que m
é uma cota inferior de A se m for minimo de A ou se m for estritamente
menor que todo numero de A.



Seja A = {1, 2, 3}. Temos:

a) 1éominimodeA, 1 =minA; 3 é o maximo de A, 3 = max A.

b) 3, % 100 sao cotas superiores de A.

c) 1,0, —% sdo cotas inferiores de A.

Seja A = {x € R| 1 < x < 2}. Temos:

a) 1=minA.

b) Para todotEA,'HL2 (+2

também pertence a A e t < 5

(verifique).
Assim, para todo t em A, existe um outro nimero em A que é
estritamente maior que t; logo, A ndo admite maximo.

c¢) Todo nimero m < 1 é uma cota inferior de A.

r+2

» — 2

,_
e 8
bd
v

d) Todo nimero m > 2 é uma cota superior de A.

Um conjunto A pode nao admitir maximo; entretanto, podera admitir
uma menor cota superior. Por exemplo, o conjunto



A={xeR|l=x <2}
ndo admite maximo, mas admite uma menor cota superior que é 2.

A menor cota superior de um conjunto A, quando existe, denomina-se
supremo de A e indica-se por sup A.

E claro que se A admitir maximo m, entdao, m sera, também, 0 supremo
de A. Entretanto, A podera ndao admitir maximo, mas admitir supremo; por
exemplo, o conjunto A acima nao admite maximo, mas admite supremo 2 :
2 = sup A.

A maior cota inferior de um conjunto A, quando existe, denomina-se
infimo de A e indica-se por inf A.

Se A admitir uma cota superior, entdo diremos que A é limitado
superiormente.

Se A admitir uma cota inferior, diremos que A é limitado inferiormente.

Exercicios A.1

1. Determine, caso existam, o maximo, minimo, supremo e infimo.
a)A={x€ R|-3<x<4}
b)A={x € R|-3<x<4}
c)A={x€ R|x<5}
dA={x€ R|x>2}

[ x—2
e) A—Ix&ﬁ 3 =




AA={xER|Bx-1|> 1}

g)A = {_3’ _1’ O, 2’ 1}

h) A—J[ ! 1‘?1&‘\\1}

n +
2. Assinale os conjuntos do Exercicio 1 que sdo limitados superiormente.

3. x? e : n
A= |x € R} é limitado superiormente? Por qué?

+ x?

{¥] Propriedade do Supremo

Admitiremos a seguinte importante propriedade dos numeros reais.

Propriedade do supremo. Todo conjunto de nimeros reais, ndo vazio e limitado
superiormente, admite supremo.

Pelo fato de R satisfazer a propriedade do supremo, diremos que R é
um corpo ordenado completo. Os teoremas centrais do calculo dependem
desta propriedade de R.

Uma consequéncia importante da propriedade do supremo € a
propriedade de Arquimedes.



Propriedade de Arquimedes. Se x > 0 e y sao dois reais quaisquer, entdo existe pelo
menos um ndmero natural n tal que

nx>y.

Demonstracao

Suponhamos, por absurdo, que para todo natural n, nx < y; consideremos
entao o conjunto

A= {nx|ne N},

A é ndo vazio (1 - x = x € A) e limitado superiormente por y, logo
admite supremo. Seja s o supremo de A. Como x > 0, s — x <'s; assim, s — X
nao € cota superior de A (por qué?); logo existe um natural m tal que

S —x <mx
e dai
s<(m+1)x

que é uma contradicdo, pois s é o supremo de A e (m + 1) x € A. Deste
modo, supor nx < y para todo natural n leva-nos a uma contradicao; logo, nx
>y para algum natural n.



O proximo exemplo exibe-nos duas consequéncias importantes da
propriedade de Arquimedes.

: |
a) Para todo x > 0, existe pelo menos um natural n tal que — < x.
H

b) Para todo real x existe pelo menos um natural n tal que n > x.

Solucao
a) Como x > 0, por Arquimedes, existe um natural n tal que nx > 1 e,

|
portanto, — < X.
H

(Observe: nx >1=n#0).

b) Como 1 > 0, por Arquimedes, existe um natural n tal que n > x.

A propriedade que apresentaremos na proxima secdo € uma outra
consequéncia importante da propriedade do supremo e sera utilizada varias
vezes no texto.

Exercicios A.2

Prove que se A for ndo vazio e limitado inferiormente, entdo A admite

infimo.
Demonstracao da Propriedade dos Intervalos
Encaixantes

Seja [ay, by]l, [aq, b1], [a», b>], ..., [a,, b,], ... uma sequéncia de

intervalos satisfazendo as condigoes:



() [ag, byl Dlas,b;12[ay, byl ...0a,,b,12 ...

(ou seja, cada intervalo da sequéncia contém o seguinte);

(ii) para todo r > 0, existe um natural n tal que
b,-a,<r

(ou seja, a medida que n cresce, o comprimento do intervalo [a ,,, b ]
vai tendendo a zero).

Nestas condicoes, existe um unico real a que pertence a todos 0s
intervalos da sequéncia, isto é, existe um unico real o tal que, para todo

natural n,a,, <a<b,.

[T ol ] 11 X
L L L ] ] ]
a, a, a, hn h] 'hu
Demonstracao
A={ay,a,,ay, ...,a,, ...} € nao vazio e limitado superiormente, pois

todo b ,, é cota superior de A. Assim, A admite supremo; seja o tal supremo.

Como a é a menor cota superior de A, para todo natural n temos
a,<a<b,.
Se B for outro real tal que, para todo n,
a,<p<b,
teremos, para todo n,

|a_B|£bn —ap



Tendo em vista a propriedade (ii), para todo r > 0,
o = Bl <r.

Logo, a = 3 (por qué?).

m Limite de Funcdo Crescente (ou Decrescente)

Sejam f uma funcdo e A um subconjunto do dominio de f. Dizemos que f é
limitada superiormente em A se existir um numero real M tal que, para todo
x €A, f(x) <M.

Por outro lado, dizemos que f é limitada inferiormente em A se existir
um numero real m tal que, para todo x € A, f(x) > m.

Teorema. Seja fuma fun¢do definida e crescente em Ja, b[.

a) Sefforlimitada superiormente em ]a, b, entao
]IT f(x) = L. L finito.

com L =sup {flx) | x € la, b[}

b) Sefnao for limitada superiormente em ]a, b[, entdo

lim /(x) = +ee.

Demonstracao



a) O conjunto {f(x) | x € ]a, b[} é ndo vazio e limitado superiormente;
logo, admite um supremo L. Dado, entdo € > 0, existe um x ; € ]a, bl,

tal que, L — € <f(x1) < L. Dai, para todo x em ]x 1, b[, tem-se
L-e<f(x{)<fx)<L<L+¢
ou seja,
L-e<f(x)<L+e.
Logo,
lim f(x) = L
b) Como f ndo € limitada superiormente, para todo M > 0 dado, existe x ;

€ Ja, b[, tal que f(x ;) > M. Pelo fato de f ser crescente, tem-se, para
todo x € ]x ¢, bl,

f(x)>M
ou seja,

lim f(x) = +es.

Fica para o leitor enunciar e provar teorema analogo para o caso de f ser
decrescente em ]a, bl.

Conforme as palavras seguintes de Richard Dedekind (1813-1916) em
seu livro Essays on the theory of numbers, a razao que o levou a definicao
de nimero real (veja Apéndice F) foi exatamente o teorema anterior.

“Minha atencdo voltou-se primeiramente para as consideracoes que
constituem o assunto deste folheto no outono de 1858. Como professor na



Escola Politécnica em Zurique, vi-me pela primeira vez obrigado a dar
aulas sobre os elementos do calculo diferencial e senti mais agudamente do
que nunca a falta de um fundamento realmente cientifico para a aritmética.
Ao discutir a nocdo de limite e especialmente ao provar o teorema segundo
o qual toda magnitude que cresce continuamente, mas ndo além de todos os
limites, deve certamente se aproximar de um valor finito, tive que recorrer a
evidencias geométricas. Mesmo agora, esse recurso a intuicdo geométrica
numa primeira apresentacdo do calculo diferencial, eu o vejo como
extremamente Util, do ponto de vista didatico, e até mesmo indispensavel se
ndo se quer perder muito tempo. Mas ninguém pode negar que essa forma
de introducdo ao calculo diferencial ndo pode se pretender cientifica. Para
mim, esse sentimento de insatisfacdo foi tdo esmagador que mantive a firme
intencdo de continuar refletindo sobre a questdo até encontrar um
fundamento puramente aritmético e perfeitamente rigoroso para os
principios da analise infinitesimal.” (Dover Publications, Inc., Nova York.)
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Demonstragoes dos Teoremas
do Capitulo 5

Demonstracdo do Teorema do Anulamento

Teorema (do anulamento). Se f for continua em [a, b] e se fla) e f(b) tiverem sinais
contrarios, entao existira pelo menos um ¢ em [a, b] tal que f(c) = 0.

Demonstracgédo

Para fixar o raciocinio, suponhamos f(a) <0 e f(b) > 0. Facamos a=a e b
=b; seja cy o ponto médio do segmento [a ¢, b ¢ ]. Temos

a b

fley) < 0ouflcy) = 0. _I | .II;.

Li] 1] 1]

Suponhamos f(c ;) <0 e facamoscy =a; eby =b;. Temos f(a;) <0

e f(b1) > 0. Seja c, o ponto médio do segmento [a 1, b ; ]. Temos



fley) <0ouf(c) =0. - : J:r?'

Suponhamos f(c 1) > 0 e facamosa; =a, ecy =b,. Assim, fla,) <0
e f(b,) > 0. Prosseguindo com este raciocinio, construiremos uma

sequéncia de intervalos
[ag,bol > [ay,b11>[ay,bo]>...2a,, b,]> ...

que satisfaz as condicoes da propriedade dos intervalos encaixantes e tal
que, para todo n,

® fla)<0ef(b)=0.
Seja c o unico real tal que, para todo n,
a,<c<b,.

As sequéncias de termos gerais a, e b, convergem para c (verifique).

Segue, entdo, da continuidade de f, que
) lim f(a,)= f(c)e lim f(b)= f(c).

Segue de @ e de @ que
flc)<0ef(c)=0

e, portanto, f(c) = 0.

Demonstracao do Teorema do Valor
Intermediario



Teorema (do valor intermediario). Se for continua no intervalo fechado [a, b] e se y for um
real compreendido entre f(a) e f(b), entdo existird pelo menos um c em [a, b] tal que f(c) =Y.

Demonstracao

Para fixar o raciocinio, suponhamos f(a) <y < f(b). Consideremos a funcao

g (¥) =f(x) -y, xem [q, b].
Como f é continua em [a, b], g também o é; temos, ainda
g(@=fla)—y<0eg(b)=f(b)-y>0.

Pelo teorema do anulamento, existe c em [a, b] tal que g (c) = 0, ou seja,

flc)=vy.

K] Teorema da Limitagdo

Para a demonstracdo do teorema de Weierstrass, necessitaremos do teorema
da limitacdo, cujos enunciado e demonstracao serao objeto desta secao.

Dizemos que f € limitada em A € D se existir M > 0 tal que, para todo

xemA
fx) | < M.

Da definigdo acima, segue que, se f ndo for limitada em B < D, para
todo natural n, existe x , € B, com [f(x ,)| > n.



Teorema (da limitacéo). Se f for continua no intervalo fechado [a, b], entdo f serd limitada
em [a, b].

Demonstracao

Suponhamos, por absurdo, que f ndo seja limitada em [a, b]. Facamos a =
a; eb=>b;; existe, entdo, x; em [a, b,] tal que |[f(x)| > 1. Sejac; o
ponto médio de [a {, b{]; f ndo serd limitada em um dos intervalos [a {,
cq1]ou[cq, bq]; suponhamos que nao seja limitada em [c ¢, b ] e facamos
a, =c,; eb, =by.Nao sendo f limitada em [a,, b, ], existira x, € [a,,
b,] tal que |f(x,)| > 2. Prosseguindo com este raciocinio, construiremos
uma sequéncia de intervalos

la;,b;12[a,,by]Dlas, bs]>...0Ma,,b,1> ..

satisfazendo as condicGes da propriedade dos intervalos encaixantes e tal
que, para todo natural n > 0, existe x , € [a,, b,,] com

M L f(x)| = n

Segue de @ que = im | /(x,)| = +o0. Seja, agora, ¢ o tnico real tal que,
para todo n > 0,

c&la,,b,l

Como a sequéncia x,, converge para c (verifique) e f é continua em c,
resulta que im | /(x,)] =|f(c)| que estd em contradi¢do com lim | f(x,)| =
+oo, Fica provado que a suposicdo de f ndo ser limitada em [a, b] nos leva a

uma contradicdo. Portanto, f é limitada em [a, b].



[¥] Demonstracio do Teorema de Weierstrass

Teorema (de Weierstrass). Se ffor continua em [g, b], entdo existirdo x ; e x, em [a, b]

tais que f{x 1) < flx) < f(x , ) para todo x em [a, b].

Demonstracao

Sendo f continua em [a, b], f sera limitada em [a, b], dai o conjunto

A={f(x) | x € laq, b]}

admitira supremo e infimo. Sejam

M = sup{f(x) | x € [a, b]}

m = inf{f(x) | x € [a, b}

Assim, para todo x em [a, b], m < f(x) < M.

Provaremos, a seguir, que M = f(x,) para algum x, em [a, b]. Se
tivéssemos f(x) < M para todo x em [a, b], a funcao

glx)= , X € [a. b] (veja observacdo abaixo)

M — f(x)

seria continua em [a, b], mas ndo limitada em [a, b], que é uma contradicdo
(se g fosse limitada em [a, b], entdo existiria um 3 > 0 tal que, para todo x



em [a, b]

e, portanto, para todo x em [a, b],

Sx)<M

e assim M nao seria supremo de A).

Segue que f(x) < M para todo x em [a, b] ndo pode ocorrer, logo
devemos ter M = f(x,) para algum x, em [a, b]. Com raciocinio analogo,

prova-se que f(x ;) = m para algum x , em [aq, b].

Observacao. A ideia que nos levou a construir tal funcao g foi a sequinte: sendo M o supremo
dos f(x), por menor que seja r > 0, existird x tal que M — r < fix) < M; assim, a diferenca M —
flx) podera se tornar tao pequena quanto se queira e, portanto, g (x) podera se tornar tao
grande quanto se queira.
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APENDICE

Demonstragoes do
Teorema da Secao 6.1 e da

Propriedade (7) da Secao 2.2

Demonstracédo do Teorema da Secéo 6.1

Lema 1. Seja a > 1 um real dado. Entdo, para todo & > 0, existe um natural n tal que

|
ar — 1< e.

Demonstracao

Pelo bindomio de Newton (veja Secdao 17.2), para todo natural n > 1

(1+&)" >1+ne.

a
Tomando-se n tal que 1 + ne > a (basta que 1 > j resulta

&



(1+&)">a

ou

| +&>=qgn

I
e, portanto, an — 1 <

n

Lema 2. Sejam a > 1 e x dois reais dados. Entao, para todo ¢ > 0, existem racionais r e s,
comr < x<s, tais que

0’ —a' <e.

Demonstracédo

Inicialmente, tomemos um t > x, t racional; assim, para todo racional r < x,

a"<al, pois estamos supondo a > 1. Temos

a’-a"=a’"@®" " -1).

Pelo lema 1, existe um natural n tal que

ou



a’ (a*lf 1) < &.

&

. . . |
Escolhamos, agora, racionais r e s, r < x < s, tais que s — r << —, Para
4

estes racionais

|
ar a = a;-(a.. r ]} < al‘(a.-.' ]) < .

Lema 3. Seja a > 1 um real dado. Entdo, para todo x real dado, existe um tnico real y tal que
a"<y<a’

quaisquer que sejam os racionaisre s, comr < x <.

Demonstracao

Primeiro vamos provar que existe tal y. O conjunto {a " | r racional, r < x} é
ndo vazio e limitado superiormente por todo a°®, s racional e s > x; tal
conjunto admite, entdo, supremo que indicaremos por y. Segue que

a’ <y<a®
para todo racional r < x e todo racional s > x.

Fica a seu cargo verificar que em realidade temos

ar<y<as



quaisquer que sejam o0S racionais r e s, com r < x <s.

Vamos, agora, provar que tal y é Gnico. Se y; fortal quea” <y, <a®,

quaisquer que sejam 0s racionais r e s, com r < x < s, teremos

y-yil<a’-a’

para todo racional r < x e todo racional s > x. Segue, entdao, do lema 2 que

ly—yil<e

para todo € > 0, logoy =y .

Com relacdo ao lema anterior, observe que, se x for racional, entdo y =
a”. O unico y (a que se refere o lema anterior) serd indicado por f(x). Fica
construida, assim, uma funcdo f, definida em R, e tal que f(r) = a’ para
todo racional r. Antes de provar a continuidade de f, provaremos que f é
estritamente crescente. De fato, se x; < x, (x; e x, reais quaisquer),

teremos
a" < f(x))<a"ea" < f(x,)<a"

quaisquer que sejam oS racionaisrq, S{,r, €S, taisquer; <x; <s; e

ro <x, <s,.Sendo s um racional, x ; <s <X, teremos
S
fix1) <a” <f(x,)
0 que prova que f é estritamente crescente.

Vamos provar, agora, a continuidade de f. Seja p um real qualquer. Pelo
lema 2, dado € > 0, existem racionais r e s, com r < p < s, tais que



a’®-a’ <e.
Para todo x € ]r, s[, teremos

)~ flp)l <a® —a” <e

o que prova a continuidade de f em p. Como p foi tomado de modo

arbitrario, segue que f é continua em R. Se 0 < a < 1, a funcdo

f(x) = (— é continua em R e coincide com a’ nos racionais.
(e

Completamos, assim, a demonstracdao do teorema da Secdo 6.1.

Vamos provar, agora, a propriedade (1) da Secdo 6.1. Sejam r, e s,
duas sequéncias de numeros racionais que convergem, respectivamente,
para x e y; segue que r, + s, converge para x + y. Da continuidade da

funcdo f(x) =a”*, segue

n

.,I_I,ITL a* =a'e jl_l}ﬂw a» = a’
dai
a‘a’ = lim a~a™ = lim a" "% =a**".
[ ] n— tos
(Observe que g g = a™ "%, poisr, es, sao racionais.)

As demonstracoes das demais propriedades ficam a seu cargo.

Demonstracido da Propriedade (7) da Secéo 2.2

Teorema. Existe a > 0 tal que cos a =0.



Demonstracao

Suponhamos, por absurdo, que ndo exista um tal numero a. Como cos 0 = 1
e cos x € uma funcdo continua, segue do teorema do valor intermediario que
cos x > 0 para todo x > 0; como sen’' = cos, teriamos que a funcao sen x seria
estritamente crescente em [0, +oo[ e como sen 0 = 0, teriamos sen x > 0 em
10, +oo[. De cos' = —sen, seguiria, entao, que cos x seria estritamente
decrescente em [0, +oo[. Como cos x > 0 e sen x < 1 em [0, +oo[, existiriam,
entdo, reais a e 5, com a € 10, 1] e f € [0, 1[, tais que

lim senx = @ e lim cosx = f3.

T — e N — e

Teriamos, também,

lim sen2x = ¢ e lim cos2x = f.
e e =

N — s

2

Como sen 2x = 2 sen x cos X e cos 2x = 2 cos “x — 1, passando ao limite,

para x — +oo, resulta
a=2aBeB=2B2 -1

que admite como unica solucdo o par (a, B) em que a = 0 e f = 1, que
contradiz a condicao o &€ 10, 1] e B & [0, 1[. Tal contradicio é

consequéncia de termos admitido a ndo existéncia de um a > 0, com cos a =
0. Fica provado assim que existe a > 0 com cos a = 0.

Propriedade (7). Existe um menor ndmero a > 0 tal que cos a = 0.



Demonstracao

O conjunto A = {x > 0 | cosx = 0} é ndo vazio e limitado inferiormente;
logo, admite infimo a. Provemos que a € A. Se cos a # 0, pela conservacgao
do sinal, existe r > 0 tal que cos x # 0 para a < x < a + r, que contradiz o
fato de a ser o infimo de A. Segue que a é o minimo de A, ou seja, a é o
menor real > 0 tal que cos a = 0.
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Funcoes Integraveis
Segundo Riemann

Uma Condicdo Necessaria para Integrabilidade

Vamos provar que uma condi¢do necessdria, mas nao suficiente, para f ser
integravel, segundo Riemann, em [a, b] é que f seja limitada em [a, b].
Lembramos que dizer que f é limitada em [a, b] significa que existe M > 0
tal que, para todo x em [aq, b], |f(x) | < M.

Teorema. Se ffor integravel, sequndo Riemann, em [g, b], entdo fserd limitada em [a, b].

Demonstracao

Como f é integravel em [a, b], tomando-se € = 1 existe uma particdo P de
[a, b] tal que



i_,f'(c:_,.}.f}.xi - L

<1 (L= J-l:.}f(x}dl'}

qualquer que seja a escolhadec; em [x;_1,x;],i=1, 2, ..., n. Sejam x; _
1 € x; dois pontos consecutivos da particio P; vamos provar que f é
limitada em [x; - 1, x;]. Seguira dai que f sera limitada em [a, b] (por
qué?). Temos

< ]

if(c:j )Ax, — L

ou
f(c‘_.,. )Ax; + [Z{f(q]&x}. - L] < 1

Segue que (lembre-se: [X + Y| > |X| — |Y])

< ]

i’_;"[f:_,.)ﬁ..xfj — L
i=]

I

[/ (e)Ax | -

ou

0) [fe)ax| <1+ ,

ij'[q. JAx, — L
i=]

i¥F 1

Fixemos c;, i # j, em [x; _, x;]; como @ se verifica para todo ¢; em

[x;-1,x;], resulta que f € limitada em [x;_;, x;1,j =1, 2, ..., n; logo f é
limitada em [a, b].



(de fung¢do limitada e ndo integradvel.) A fungao

1 sexe@

S = {D se x g )

ndo € integravel em [0, 1].

Solucéao

Para toda particdao P de [0, 1]

z | se ¢ forracional (i=1,2,..., n)
2 fle)Ax, = o
o 0 se ¢, for irracional (i =1,2,..., n)

-'n'

logo ,lijm . E Sf(c¢,)Ax, ndo existe (por qué?) e, portanto, f ndo é
TR AY =
! i=1

integravel em [0, 1].

A funcao

Il sex=1(

f(x)=
l seD=x=1
X

ndo é integravel, segundo Riemann, em [0, 1], pois f ndo é limitada
neste intervalo.




[(F] somas Superior e Inferior de Fungéo Continua

Sejam fuma funcdo continua em [a, b]eP:a=xg <xq <xp <...<X;_1
<Xx; <...<X, =buma particdo de [a, b]. Como f é continua, f assume em

[xi-1,x;]1(=1,2,...,n) valor maximo M ; e valor minimo m ;. As somas

S(f, P)=Y M, Ax

S(f, P)= ij Ax,

denominam-se, respectivamente, soma superior e soma inferior de f,
relativa a particao P.

Como m; < M, segue que, para toda particdao P de [a, b],
® S(f, P)=<S(f, P).

Sejam P e P’ duas particoes de [a, b]; dizemos que P' é um refinamento
de P se P' D P. O préximo teorema conta-nos que quando se refina uma
particdo, a soma superior decresce e a inferior cresce.

Teorema. Seja f continua em [a, b] e sejam P e P' duas parti¢oes quaisquer de [a, b], com P C
P'. Entdo,

a) S(f, Py=S(f,P).

b) S(f, P)=S(f, P).



Demonstracao

a) Suponhamos que P'tenha um ponto a mais que P, isto é, P' = P U X,
com X, € [x; -1, x;].

Assim,

P:a=xg<xy<..<xj_1<xj;<..<x,=b

P'ra=xp<xy<..<xj_q<x<x;<..<x,=b

Sejam e os valores minimos de [ em [x; - 1,X] e [x, xjl,

respectivamente. Observe que

@) m =m em =m,
h } 12

em que m € o valor minimo de fem [x; -, x;].

Temos

Ui

S(f, P)= me. Ax, +m Ax,

i+

S(f,PY=YmAx, +m (X —x,_)+m (x =)
= -

I+

Segue de @



m (% —x,_ ) tm (x, = x)=m(x, —x,_ )+ m(x, — X)),

ou seja,
m (x, —x._ ) tm (x, —x)=mAx,.
Portanto,

S(f, P)= S(f. P'). (Interprete geometricamente.)

Deixamos para o aluno demonstrar, por inducao finita, que se P’ tem n

pontos a mais que P, entdao
S(f, P)< S(f.P).

b) Fica a cargo do aluno.

Coroldrio. Quaisquer que sejam as particoes P ¢ e P, de[a, b], S(f, B) = E[_f‘., P).
(Isto é, toda soma inferior é menor ou igual a toda soma superior.)

Demonstracao

SejaP=P; U P,; assim P é um refinamento de P ;, bem como de P,.

Por @

S(f,P)=S(f,P)



e, pelo teorema,
S(f, B)=S8(f. P)eS(f, P)=S(f, ).
Assim,
S(f, B)=S(f. P)=S(f, P)=5(/, P),
ou seja,

S(f.P)=S(f,P).

Seja f continua em [a, b]. Pelo corolério acima, toda soma inferior 5(f,
P) é cota inferior do conjunto

A=1{S(f, P)| P particio de [a, b]}.

Segue que tal conjunto admite infimo. Seja L o infimo de A. Como toda
soma inferior é cota inferior de A resulta, para toda particao P de [a, b],

® S(f, P)=L=S(f,P).

Por outro lado, para toda particao P de [a, b] e qualquer que seja a
escolhadec; em [x;_{, x;],

@ S(/. PY= Y f(e)Ax, < 5(/, P)

De @ e @ resulta



® Y f(¢)Ax, — L| < S(f, P)= 5(f. P)

i=1
para toda particao P de [a, b] e qualquer que seja a escolhade c¢; em [x;_ 1,
x ;]

Provaremos, na proxima secao que, se f for continua em [a, b], dado ¢ >
0, existira 6 > 0 tal que

S(f,P)—S(f,P)<e
para toda parti¢ao P de [a, b], com max Ax; <é.

Seguira, entdo, de ® que toda fungdo continua em [a, b] é integrdvel em
[a, b].

[E] Integrabilidade das Fungdes Continuas

Antes de passarmos a demonstracao do proximo lema, observamos que, se f
for continua em p, dado € > 0, existira 6 > 0 tal que, para todo s e t no
dominio de f,

s,telp—8,p+o[=]|f(s)— f(H)<e

De fato, sendo f continua em p, dado € > 0 existira § > 0 tal que, para
todox € Dy,

® xelp=8,p+d=|/(x)— f(p)|< g.

De @ e de



J) = JOI=1/0) = f(p)+ f(p)— JOI=[/0)— S(p) [+ f(p)— f(1)
segue que quaisquer que sejam s, t € D

s,telp—0,p+o[=|f(s)— f(H)<e

Lema. Seja f continua em [q, b]. Entdo, dado € > 0, existe uma particdo P:a=xo <x; <
Xy <...<x,=bdela, b]tal que

Mi—m;<eli=1,2,...,n)

emque M ; em ; sao, respectivamente, os valores maximos e minimos de fem [x ; _ 1,

X,'].

Demonstracao

Suponhamos, por absurdo, que, para um dado € > 0, ndo exista particao P
de [a, b] para a qual se tenha M; — m; <eparai =1, 2, ..., n. Facamos,
entdo,a=a,b=>b esejac, o ponto médio de [a {, b {]; segue que [a {,
cq1]ou[cq, b ] ndo admitira particdo que satisfaca a condicdo M; — m; <
¢ em todo subintervalo da particdao. Seja [a,, b, ] aquele dos dois intervalos
acima que ndo admite particdo satisfazendo a condicdo citada. Seja c, o
ponto médio de [a,, b,]; [a,, c»] ou [cy, b,] N30 admitird particao
satisfazendo a condicdo citada; seja [a3, bs] aquele dos dois intervalos
acima que ndo admite tal particdo. Prosseguindo com este raciocinio,
construiremos uma sequéncia de intervalos

[a;,b{1D[a,,br]D...D[a;,bi]> ...



satisfazendo a propriedade dos intervalos encaixantes e tal que para todo
natural k > 1, [a, b, ] ndo admitira particao satisfazendo a condicao M ; —
m; < & em todo subintervalo de tal particao. Seja p o tnico real de [a, b] tal
que para todo k> 1, p € [ay, b ]. Como f é continua em p, para o € > 0

acima existe 6 > 0 tal que quaisquer que sejam s, t em [a, b]
s,telp—8,p+o[=]|f(s)— f(H)<e

Por outro lado, existe k tal que
[a,,b 1< Ip—6,p+4l
e, assim, para toda particao de [a k, b x ], terlamos
M;,-m; <cg

em todo subintervalo de tal particao, que é uma contradicdo. Fica provado,
deste modo, que, para todo € > 0, existe uma particao P de [a, b] tal que

Ml-—ml-<£

em todo subintervalo [x; _{, x ;] determinado por tal particao.

Teorema. Se ffor continua em [a, b], dado € > 0, existira 0 > 0, tal que quaisquer que sejams,
t & [a,b]

Is—t|<d=|f(s)— f(1)|<e

Demonstracao



Pelo lema, dado ¢ > 0, existe uma particao P de [a, b] tal que

&
M —m < —
' ' 2
em todo subintervalo [x; _ {, x ;] determinado pela particdo. Seja 6 o menor

dos niameros Ax 1, Axy, ..., Ax,,emque AX; =X; —X;-1.

Sejam s e t dois reais quaisquer em [a, b], com |s — t| < §. Dois casos
podem ocorrer: s e t pertencem a um mesmo intervalo [x; _ ;, x;] ousout

pertencem, respectivamente, a intervalos consecutivos [x; -1, xj] e [x;, x;

+1]. No 12 caso teremos | f(s) — f(1)]| < > < &.No 2 2 caso, teremos

= E.

/) = OIS () = S+ /) = [0 <5+
Fica provado, assim, que quaisquer que sejam s e t em [a, b]

s—t1|<d=|f(s)— f(H)<e

Teorema. (Integrabilidade das fun¢ées continuas.) Se f for continua em [g, b], entdo f
serd integrdvel em [a, b].

Demonstracédo

Segue do teorema anterior que, para todo € > 0, existe § > 0, tal que
quaisquer que sejam s, t em [a, b]



s—1]<8=]fs)— f(1)] < ——.
b—a

Assim, para toda parti¢dao P de [a, b], com max Ax; < ¢, teremos

n

S(f, P) = S(f, P)= D (M, — m)Ax, <Y ; f ~Ax =

i=1

e, portanto,

S f(¢)Ax, ~ L|< 5(f. Py~ S(f. P)<e.

(Veja ® de D.2.)

Ou seja, f € integravel em [a, b], com integral Jhlf'[;r}dx =L,emquelL éo

infimo das somas superiores de f em [a, b].

Integrabilidade de Funcao Limitada com Nimero
Finito de Descontinuidades

Lema. Se F for crescente em [a, b[ e se existir M tal que, para todo x em [a, b[, F(x) < M,
entao existira um real L tal que

lim F(x)= L.

v — b

Demonstracao



O conjunto {f(x) | x € [a, b [} é ndo vazio e limitado superiormente por M,
logo admite supremo L. Dado € > 0, existe x ; em [a, b[ tal que

L-e<F(xg)<L
e, portanto, pelo fato de F ser crescente
Xg<x<b=>L-e<F((x)<L

logo, lim F(x) = L.

Teorema. Se ffor limitada em [a, b] e continua em [q, b[, entao f serd integravel em [a, b].

Demonstracédo

Vamos supor, inicialmente, f(x) > 0 em [a, b]. Como f é continua em [a, bl,
para todo t em [a, bl, j!_.f'{,rja’x existe. Seja

F(r) = j fix)dce,a=1t<Dh.

i
y

Como f(x) = 0 em [a, b] e limitada neste intervalo, resulta que F é
crescente e limitada em [a, b[; pelo lema, existe L tal que

® lim | f(x)dx = L.

Vamos provar que f é integravel em [a, b] e que jf f(x)dx =L.Como fé

limitada, existe M > 0 tal que, para todo x em [a, b], 0 < f(x) < M. Tendo em



vista @, dado € > 0, existe b, a < b <b, tal que
b, £
H f(x)dx — L‘ <7

Podemos escolher b; de modo que M(b — b{) < i Por outro lado,

existe & > 0 (que pode ser tomado de modo 2M 6 < E) tal que, para toda

particao P ; de [a, b ], com max Ax; <4,

=

bl
7

<.

‘z_ﬂc‘;}&n — J-: f(x)dx

Temos, também, para toda parti¢do P , de [b {, b],

‘ 3 f(e)Ax,

- £ (por qué?).
4

Seja, agora, uma particao P qualquer de [a, b], com max Ax; < 6, e
suponhamos que b € [x;_, x|]

“h %2

| |
L 1 1 : & : & | ]
“ X s | ] ‘ b
Xy x,—1 b X X



i“_,a"lﬁf*J],ﬂerH - L
i=

= i.f'(cr-}ﬂw, + fe,)Ax, + X fle)Ax, — L
S b B

- ‘ Z.f_-:(‘:f}ﬂx- + _f'(‘:_.r. ]{!J] — x._r_l) — J” f(x)dy + J:r f(x)yde — L +

£ Y F(e)Ax + f(e, )Xx, = B)+ f(e)Ax, = (e, b~ x, ) -

_|_

4l i
= fle, Nx, = b) | = 2_,!“(.?'_}&1} -+ _f'(c__rl )b, — X, )= L' f(x)dx

Y fle)Ax, + fle, )x, = b)

i=j+1

Portanto, f é integravel em [a, b] e
h
[ flxyde =L

Deste modo, o teorema fica provado no caso f(x) > 0 em [a, b]. Se f ndo
verifica esta condicdo, pelo fato de f ser limitada em [a, b], existira a > 0 tal
que f(x) + a > 0 em [a, b]. Pelo que vimos acima, f(x) + «a sera entdo
integravel em [a, b]. Para todo x em [a, b]

f)=1fx) +al —a

logo, f € integravel em [a, b], por ser soma de duas integraveis em [a, b].



Observacéo. Do mesmo modo, prova-se que, se f for limitada em [a, b] e continua em ]a, b],
entao f serd integravel em [a, b].

Deixamos a seu cargo a demonstracdo da propriedade: se f for
integravel em [a, c] e em [c, b], entdo f sera integravel em [a, b] e
h 0 h
j f(x)dx = _[ f(x)dx + _[ f(x)dx.
Como consequéncia do teorema anterior e da propriedade acima, vem 0

seguinte corolario, cuja demonstracao € deixada para o leitor.

Coroldrio. Se ffor limitada em [q, b] e descontinua em apenas um nimero finito de pontos,
entdo f serd integravel em [a, b].

Integrabilidade das Func6es Crescentes ou
Decrescentes

Se f for crescente em [a, b], f assumira em [a, b] valor maximo f(b) e valor
minimo f(a). Seja P uma particdo qualquer de [a, b]; podemos, entdo,
considerar as somas superior e inferior de f relativa a particao P:

S(f. P) =2, f(x)Ax,

S(f.P)=Y f(x._)Ax,.



As propriedades demonstradas no caso de f se continuas permanecem
validas no caso de f ser crescente. Temos

S(f, P)—=S(f, P)= Y [f(x,)— f(x,)]max Ax, (verifique)

i=1

e, portanto,
EU', P)—S(f, P)=[f(b) — f(a)|mix Ax..

Se f(b) = f(a), f sera constante, logo integravel. Podemos supor, entao,

v

f(b) > f(a). Entdo, dado € > 0 e tomando-se © =

F(b) — f(a) P22 1008

particao P de [a, b], com max Ax; <6,
S(f,P)=S(f,P)<e

e, portanto,
> fle)Ax, — LI<S(f, P)—S(f. P)<e
i=1

em que L é o infimo das somas superiores §(f, P) Fica provado assim o

Teorema. Se ffor crescente em [q, b], entdo f serd integravel em [a, b].

Observacéo. Se ffor decrescente em [, b], entdo —f serd crescente e, portanto, integravel;
como f=— (—f), seque que f serd, também, integravel em [g, b].



O préximo exemplo nos mostra uma funcdo integravel cujo conjunto
dos pontos de descontinuidade é infinito.

Sejaf: [0, 1] —» R dada por

\ T e = %rﬁiﬂ*l(HEN}
f(x)=<n+1 n+l n+2
lse x =1
f(x)= USLUHT%— f(x)= lLl'ﬁxﬂiEctc
o 22 T T3

Como f é crescente, resulta que f é integravel em [0, 1]. Observe
que f é descontinua em todos os pontos do conjunto infinito

{ k |HEN*}.
n+1

X Critério de Integrabilidade de Lebesgue

Henri Lebesgue (1875-1941) estabeleceu um critério de integrabilidade que
nos permite reconhecer se uma funcao f é ou ndo integravel em [a, b],
olhando apenas para o conjunto dos pontos de [a, b] em que f é descontinua.
Para estabelecer tal critério, precisamos primeiro definir conjunto de
medida nula.

Seja A um subconjunto de R e sejal{,I,, ..., I,, ... uma sequéncia de

intervalos; dizemos que tal sequéncia cobre A se



Acl ul,u..ul v...=Ul
2 il
isto é, se A estiver contido na reunido de tais intervalos.

Seja A= {l lnelN *}; a sequéncia dada por
F

I = l—i,lJri ,n=1,2, ..., cobre A, pois
n 2" n 2"
Acl{Ul,Ul;U...
1+l'lef—i—il+l
’ 217 2 20 2272 27

No que segue, m (I) indicara a amplitude do intervalo I; assim, se

k2| —

Observe: 1 I = }I —

I=10,2],entiom (I)=2-0=2;sel = ll ,m(l) = l
3 2 6
Seja A € R; dizemos que A tem medida nula se, para todo € > 0
dado, existir uma sequéncia de intervalos I 1, I,, I3, ..., I, ... que

cobre A e tal que

im(:’”}i E.

n=I

= k
Observacao. Zm(:’”} = Alim Zm(f” ).
iy e

n=I1 n=1



Antes de passarmos aos exemplos, lembramos que, se 0 < g < 1, entdo

q

g+ +¢+ ... +qg"+ ... = (verifique).
€
Se tomarmos 0 << g << : (g = 0), teremos
£
+ P+ P+ g+ .= <
gtqg +qg +...+q + .. : £.
—q

1 | .
Mostre que 4 = {— |nel *} tem medida nula.
n

Solucéao

Dado € > 0, tomemos g tal que 0 < g < .
£

Consideremos a sequéncia de intervalos

1 1 1

l
[l =|—-——q".,—+—q"|.n=1,2,...
n :|” Eg'ﬁ‘ 2?[.” :

Tal sequéncia cobre A e, comom (I ,) =q", resulta

Zm(f”}=cj +g'+...tg"+...= T <

n=1 1 - {‘?

portanto, A tem medida nula.

Seja A < [R; dizemos que A é enumerdvel se existir uma
sequénciaaq,dy, ...,d,, ... tal que




A=1a |neN*},

M

N é enumeravel, pois
= {a_|ne N*}

emquea, =n-— 1.

O conjunto A dos racionais estritamente positivos € enumeravel.

Solucéao

YA
Z///
//

A={a, |neN¥

b | b2
f.hl[d

L | b
]

._n||_,..a
m||...:
r_n||_...a

b |
r_hl_b_

.L'-




emque a, = —, @, =

o2 1 1
17

O intervalo [0, 1] ndo é enumeravel.

Solucéao

Suponhamos, por absurdo, que fosse enumeravel; existiria, entdo,
uma sequénciaa, d,, ... tal que

[0,1] = {a, |neNj.

Seja, agora, c; € 10, 1[, com ¢ # a ;; a ; ndo pode pertencer a

@ [0, ¢;] e [c. 1].

Seja [a 1, B 1] o intervalo em @ que ndo contém a ; .

Seja, agora, c, € laq, B[, com ¢y, # a,; a, ndao pode

pertencer a

@ [0y, c;] e [y, Byl

Seja [a 5, B 7] o intervalo em @ que ndo contéma .

Prosseguindo com este raciocinio, construiremos uma sequéncia
de intervalos

[alsﬁl] > [a2’ﬁ2] 2 ... 2 [an’ﬂn] - ...

tal que, para todo natural n > 1,




a, &la,, Byl
Por outro lado, existe pelo menos um real p € [0, 1] tal que

pElan, Bl

para todo n > 1. Segue que

p#ay

para todo n > 1, que é uma contradicao.

Todo conjunto A enumeravel tem medida nula.

Solucéao

Dado € > 0, consideremos a sequéncia

1 1
[,=l|a, —=q",a, +—-q"|.n=12,3, ...
n :|au 2? ld‘:lllrr 2?[ n

£
corno'[]‘iifj‘*fiI

e A = {a,|n e N*}. Tal sequéncia cobre A e
&

Zm(:"n}=q+ g*+...+tg" +..<e

n=I

Prove que A = {1, 2, 3} tem medida nula.



Solucéao
A={a |neN*,emquea,; =1,a, =2,a3 =3ea, =3 paran>3;

logo, A é enumeravel e, portanto, tem medida nula.

Seja A C [R; se A for finito, entdo A tera medida nula.

Solucao

Suponhamos que A tem p elementos; batizando os elementos de A por
X1,X2, ... Xp, Tesulta A = {xq, x5, ..., Xxp} = {a,|n € N*} em que
d; =X1,dy =X, ...,d, =X, €d, =X, paran > p. Assim, A €

enumeravel; logo, tem medida nula.

Vamos agora enunciar, sem demonstracao (para a demonstragao, veja
Elon Lages Lima, Curso de Andlise — Volume 1), o seguinte

(ritério de Lebesgue
Seja f limitada em [a, b] e seja A o conjunto dos pontos de [a, b] em que f é descontinua: A
= {x € [a, b]| fé descontinua em x}. Entdo,

fintegrével em [, b] <> A tem medida nula.

Exercicios



Prove que se A estiver contido em B e se B tiver medida nula, entdao A
tera, também, medida nula.

Prove que o conjunto vazio tem medida nula.

Prove que se A e B tiverem medida nula, entdio A U B também tera
medida nula.

1 i .

Ja foi visto que a funcdo f(x)= sex e ndo é integravel em [O,
0 sexeld

1]. Utilizando o critério de Lebesgue, conclua que [0, 1] ndo tem

medida nula.

Utilizando o critério de Lebesgue, prove que se f for integravel em [a,
b], entdo f sera continua em pelo menos um ponto p € [a, b].

Suponha f integravel em [a, b] e f(x) > 0 em [a, b]. Prove que jf_:lf'{.r}c.{r
> 0.

Utilizando o critério de Lebesgue, prove que se f for integravel em [a,

b], entao | f|ef 2 também serdo.



10.

Seja A o conjunto dos numeros irracionais pertencentes ao intervalo [0,
1]. Prove que A ndo tem medida nula.

Dé exemplo de um conjunto nao enumeravel que tenha medida nula.
(Pesquise!)

Utilizando o critério de Lebesgue, decida se a funcdo dada é ou nao

integravel.
] : "
a) f:[0.1] — R dada por f(x) = e x € Q
0 sexe()
1
sen | |sesen—#0
b) £:[0,1]— Rdadaporf(x) =1 |y *
lseseni=00ux=(}
X
l sexe A 1
c) f:]0. 1]—>Hdadap01‘f{.ﬂ={ FEET em qUL‘,AZ{—MEN*}
0 sexe A n
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APENDICE

Demonstracao do
Teorema da Secao 13.4

Seja a equacao

em que g e h' sdo supostas continuas nos intervalos abertos I, e I,,

respectivamente. Consideremos os nimeros reais ty e xo, comty € I e
X 0 E 12 .

Tomemosr; >0ery >0 tais que
[to_rl,to +r1]C11 E[Xo_r2,X0 +r2]C12.

Da continuidade de g e h', segue que existem a > 0 e 8 > 0 tais que

@® g)|=aemlt, —n, 1, +n]



@) ()| =Pem[x, —r,x, +r]

Observamos, ainda, que, quaisquer que sejam uevem [xg —r,, xg +

ral,
©) h(u) —h(v)|= Blu—v].
De fato, pelo TVM existe i entre u e v tal que
h(uw) — h(v)y=h(u)u—v)
e tendo em vista @ segue 3.

Suponhamos, agora, que x = x (t), t € I, em que I é um intervalo aberto
contido em I {, seja solucdo do problema

dx
@ dt

_1;(;“} = Xy-

= g(t)h(x)

Entdo, para todo t em I,

X =g @®hx(@©)

e, portanto, para todo t em I
[ gy h(x(s)ds = [x(s)], = x(1) — x,
ou seja,

(5 x() — x, = J.: a(s)h(x(s))ds.



Sendo x = x (t), t € I, solucdo de @, tal funcdo sera continua; logo,
exister>0 (com [ty —r, ty +r] € I)tal que

® fh—rstsfhtr=x—nsx@<x+r

Podemos escolher r de modo que

I' = ?Ei‘{—i
@ Pz

Lema1.Sex=x(t), t € I, for solucdo de @ ese h (x o) =0, entdo

x(t)=xgemlty —rty+rl

Demonstracédo

De ® e da hipotese segue
xm—%=fﬂﬂWﬂm—M%mﬁ
Segue de @ e de ® que, paratodosem [ty — 1, t, + 1],

[h(x(s)) = h(x,) = Blx(s) — x,|.

Entdo, paratodotem [ty —r,ty + 1]

Mm—ﬂJEMﬂLMMPWMﬁ,



Sendo M o maximo de | x(t) —xo |em [ty — T, ty + r], resulta
x()—x,|=af M‘r dls

ou
x() —x, | =Mt —1,
e, assim, paratodo tem [ty —r,ty +r]
x(1) — x, | = af Mr
e, portanto,

M < afSMr (por qué?).

1
aff

Se tivéssemos M > 0 (observe que M > 0), teriamos 1 < aff rou r >

que contradiz @; segue entdao que M = 0. Logo

X(t):XO em[to _r,to +r].

Llema2.5e x=x(t),t € I, for solucdo de @ e se h (x ;) =0, entdo

x(t)=x, em/.

Demonstracao



Pelo lema 1, existe r > 0 tal que
x()=xgemlty —r,tg +rl

Seja B={b &I | x(t) =xy em [ty — r, b[}. Se B ndo for limitado
superiormente, teremos x () = x, em [ty — r, +oo[ e +o serd, entdo, a
extremidade superior de I. Se B for limitado superiormente, admitira
supremo j e, assim,

x(t)=x,em(t, —r,b[.

Se j pertencer a I, pela continuidade de x = x (t), resultara x(p) = x;
seguira, entdo, pelo lema 1 que existira » > 0 tal que

x[‘r} = X, ©m ['E_} - F* E v J‘_:|

contradi¢do. Assim §, € a extremidade superior de I. Deixamos a seu cargo
concluir que

x(t)=xgeml.

Teorema. Seja a equacao

dx

— =gt h(x

R (1) h(x)
em que g e h sao definidas em intervalos abertos / ; e/, respectivamente, com g continua
em/; e h'continua em /. Nestas condigdes, se x =x (t), t € I, for solucao ndo constante da

equacao, entdo, para todo tem/,



Demonstracao
Se, para algum ¢, em I tivéssemos h (x (t)) = 0, pelo lema 2, teriamos,

para todo t em I,

x({)=x(ty).
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APENDICE

Construcao do Corpo Ordenado
dos Numeros Reais

Definicdo de Nimero Real

Definicdo. Seja a um subconjunto de @. Dizemos que a é um nimero real se satisfaz as
condicdes:

R)azgea=Q.

(R2)Vp, g€ Q,sep Eaeq<p;entiog € a.

(R3) @ ndo tem maximo.

A ideia que estd por tras de tal definicdo é a de caracterizar um niimero
real pelo conjunto de todos os numeros racionais que o precedem. Pela
definicdo acima, estamos representando um numero real a pelo conjunto dos
racionais que o precedem.

a={p € Q|p <2} éum nimero real. De fato:



(R1) o # ¢, pois, 0 € a.
a#@Q,pois,5E€E Qe5 & a.

(R2) Sejam p, g racionais quaisquer, com p € « e g < p. Temos:
pEaep<2
Dep <2eq<p,segueq<2logo, qca.

(R3) o nao tem maximo (verifique).

Assim, o conjunto a = { p € Q| p < 2} satisfaz as condigdes (R1),
(R2) e (R3); logo, é nimero real.

Seja r um ndmero racional qualquer. Deixamos a seu cargo a tarefa
de verificar que o conjunto { p € Q| p < r} é um numero real. Tal
numero real sera indicado por r*:

r*={p € Q| p <r} (rracional).

a=Q_U{pEQ,|p? <2} éum nimero real (quem é a?).

De fato:

(R1) a#¢,pois, Q_ca(Q_={x€ Qx<0})
a#@Q,pois,5€E Qe5 & a.

(R2) Sejam p, g dois racionais quaisquer, com p € a e q < p. Temos:
(i)sep € Q_, entdo g € Q_, logo, g € «.
(ii)sep>0eq<0,entdo q € a.

(iii))sep>0eqg>0

q=gq

= g° < p°.
q?‘*”}



De p? <2, segue g2 <2, logo, q € a.

(R3) Sejap € a, com p > 0. Temos, para todo n € N*,

i 2 2
[p-}-l] =p3+—‘a—|—i3Epz+—p+l
ﬁ'. H H H H

ou

2

[p—}-l] = p’ —I—l{Zp—I-l}.
n n

Por outro lado,

2p+1
2 —p?

P ALQp ) <2en>
H

2 1
Tomando-se, entao, 7 = zp —, resulta
— p?

[p-}-l] < 2
1

0 que mostra que o ndo tem maximo.

Exercicios

1. E ndmero real? Justifique a resposta.



Seja a um numero real e indique por M , o conjunto dos racionais que sdo

cotas superiores de a. Prove que

B= {p eQ|-pe M, e~ p+# min M”}
é numero real.

Sejam a e B nudmeros reais. Prove que a U S e a n [ sdo, também,
nuameros reais.

Sejam os ndmeros reais a = { p € Q| p3 <5} eBf={p € Q| p < 2}.
Determine a n fea U .

n
2n+1

Para cada n € N, seja o namero real ¢ = ( ]* Complete:

a)ag =...



b)al = ...

ca, =...

d voa =a,va Vo, o, =...
=0 ) h - '

n
2n+1

|

b2 | —

*. Proveque U o, = {p = 'L]}|p <

6. Paracadan € N, seja o mimero real o, = (

em que U ¢, indica a reumio de todos os nimeros reais ¢, ¢, ..., O, ... .
=i

. * . o~
7. SejaA={r reQ,r>0e r? < 2}. Determine a reunido de todos os
reais a, com a € A. Verifique que tal reunido é um ntamero real.

(2] Relacéo de Ordem em R

O simbolo R sera usado para indicar o conjunto dos nimeros reais: R = {a]a é

namero real}.

Definicdo. Sejam a e B dois ndmeros reais. Definimos
aasfeac].

bja<feacfea=p.

Deixamos a seu cargo verificar que, “<” é uma relacdo de ordem sobre R,
isto é, “<” satisfaz as propriedades:
0ODVaER,a<a.

0 Va,FER, a<Bef<a=a=p.

03)Va,B,yER,B<BeB<y=>a<y.



Para provar (04), vamos precisar do

Lema. Se a é um ndmero real e se x é um racional, com x & a, ento, p < x, para todo p € a.

Demonstracao

Suponhamos, por absurdo, que exista p € a, com p > x. Pela (R2), teriamos,
entdo, que x € «a, contradicdo. Portanto, se x & «a, entdo p < x para todo p € a.

Este lema nos diz que todo racional x que nao pertence ao real a, € uma
cota superior de a. Vamos, agora, demonstrar a seguinte propriedade.

Propriedade (04). Quaisquer que sejamaefem R, a<fouf<a.

Demonstracao

Quaisquer que sejam osreaisa e 8, a € fou a & B.

Se a < f3, entdo, a < f.

Se a ndo esta contido em 3 (o & f3), entdo existe um racional x, com x € o
ex &p.

Como x & f3, segue do lema que p < x, para todo p € B. Como x € « e,
para todo p € 3, p < x, segue de (R2) que p € «a, para todo p € f3, isto é, f C
a, ou seja, B < a.



(] AdicdoemR

Teorema 1. Se a e B sao nimeros reais, entao
y=la+blaca, be f}

também é ntimero real.

Demonstracao

Precisamos provar que y satisfaz as condicoes (R1), (R2) e (R3).

(R1) Como « e § ndo sdo vazios, existem a € a, b € f; assima + b € y,
logo, y # ¢.
Por outro lado, como a # @ e 8 # (, existem racionais s e t, com s Eaet
& pB; pelo lema da secdo anterior, tem-se:

Va€a,a<seVbEp, b<t

dai
YVaca,VbE,a+tb<s+t.

Logo, s + t & y e, portanto, y & Q.

(R2) Precisamos provar que, se x € y e y < x, entdo y € y. Para provar que y
€ y, precisamos fabricarum s € a e um t € 3, de modo que y = s + t.

Temos:



x€ye x=a+bparaalguma € aealgum b € .

Dey <xseguey<a+b,daiy—a<b; comob € f3, segue que y — a € f5.
Entao,

y=a+(y—a),coma&ae(y—a)cp.

Logo, y €.
(R3) Para provar que y ndo tem maximo, precisamos provar que, se x € Y,
entdo existe y € y com x < y. Temos:

x€ye x=a+bparaalguma € aealgumb € .

Como a e f ndo tém maximo, existem racionais s C aet & fcoma<se
b <t;dai,a+ b<s +t. Tomando-se y = s + t, tem-se x <y, com y &€ y. Assim,
y ndo tem maximo.

Como (R1), (R2) e (R3) estdo verificadas, segue que y € R.

Definicao. Sejam a e f dois nimeros reais; o nimero real y = {a + b | a € a, b € B} denomina-
sesomadeae feéindicado pora + B. Assim,a+f={a+b|a € a,b E B}.

A operacdo que a cada par («a, ) de nimeros reais associa a sua soma o + f3
denomina-se adig¢do e é indicada por +.

Sejam r e s dois racionais; prove:

r¥ + s* = (r + s)*.

Solucéao




Precisamos provar que r* + s* C (r + s)* e que r* + s* D (r + s)*.

Lembramos, inicialmente, que

r*={x€eQ|x<r};s*={x€ Q| x<s}

r+s)*={xeQ|x<r+s}.

* 4 sFC(r+ o5)F

xXErf*+s*e x=a+bparaalguma<realgumb <s,comaeb
racionais.

x=a+b
a<rr=x<rt+s=xe(r+s*
bh<g
Provamos, assim, que
XEr*+s*=>x€ (r+s)*

logo, r* + s* C (r + s)*.

(r+ s)* Cr* + 5%

xe(r+s)Ff=>x<r+s=x—r<s.
Tomemos um racional u, com x —r<u <s.
u<s=ueEs*
X—r<u=x-u<r=x-u€r*

Segue que



x=(x-utu,comx—u€E&r*eu & s*
logo, x € r* + s*.
Provamos assim, que
x€E(r+s)*=>x&r*+s*
logo

(r+s)* Cr*+s*

(71 Propriedades da Adigdo

Nosso objetivo, nesta secdo, é provar que a adicdo satisfaz as propriedades
(A1), (A2), (A3), (Ad) e (0A).

Para provar (A4), vamos precisar do

Lema. Sejam a um ndmero real, u < 0 um racional e M ;, o conjunto das cotas superiores de a.
Nestas condicoes, existemp € a,g €M ,,q = min M, (caso min M , exista), tais que p — g
=U.

Demonstragcdo




Estamos interessados em determinar p € o, q € M ,, ¢ # min M ,, com p
-q=u.

Para isto tomemos um racional s & «, com s # min M 4, e, para cada n €
N, consideremos o racional q,, = nu + s.

5 §
M,
Seja, agora, » 0 maximo dos naturais n para os quais g, € M, e g, #
min M .
Dois casos podem ocorrer:
12 Caso: q; EM_ e q; ,, € c.
i1 Gg-=nu+s

i ,-‘la’f:Jt
Tomando-se g = g.er=4q,,.,,P —q=u

20 Caso: ¢; € M_ e q,,, = min M_ (que s0 podera ocorrer se min M, existir).
1
Tomando-seq = ¢; + —uep=gq,, , + Eu,p —g=ucompe<oeqeM, qgF mnM,

i

— 1

J 1
P q=qzt5u



Teorema. A adi¢do satisfaz as propriedades:

A1) Associativa: Va, B,y € R, a+ (B+y) = (a+pB) +y.

A2) Comutativa:Va,f € R,a+p=p+a.

A3) Existéncia de elemento neutro: Va € R, a + 0* =q.

A4) Existéncia de oposto: Para todo a € R, existe 8 € R com a + = 0*.

0A) Compatibilidade da adi¢do com a ordem: Va, B,y € R, a<p=>a+y<f+y.

Demonstracao

A1) e (A2) ficam a seu cargo.

A3) Precisamos provar que a + 0* C ae a C a + 0*.

o+ 0% C o

Lembramos que 0* = {u € Q| u < 0}. Temos:
xEa+0*ex=ag+uparaalguma € aealgumu <0, u € Q.
u<O0=a+u<a=>x<a=>xca
portanto,

xEa+0*=2x€<aq.

Logo, a + 0* C qa.

o o+ 0F

Precisamos provar que, se x € a, entdo é possivel fabricar um a € a e um
u<O0talquex=a+u.



Entao,
x € a = da € a, com x < g, pois a ndo tem maximo.
x<a=>x-a<0.
Assim,
x=a+(x—-a),coma&aex—a<0,

logo, x € o + 0*. Portanto,

aC a+ 0*.

A4) Seja o um namero real; de acordo com o Exercicio 2-F.1,

B={pEQ €M, e-p#minM,} é um nimero real. Vamos provar que
a+ [ =0%*.

o+ fc0*

xX€a+B=>x=a+bparaalguma € a e algum b € L.
bep=>-b>a=a+b<0.

Assim,
x € a+p=x€& 0% ouseja, a+f < 0*

0*C o+

Precisamos provar que, se x € 0*, entdo x = a + b para algum a € a e
algum b € f3.

Como x < 0, segue, do lema anterior, que existem a € a e -b € M ,, com
—-b#min M ,, taisque x =a — (-b); assimx=a+bcoma & aeb &€ f.

Portanto, 0* C o + .



Provamos, assim, que, dado um real a, existe um real 3 tal que a + 8 = 0%;
provaremos mais adiante que tal § é nico e sera, entdao, denominado oposto de
a e indicado por —a.

(0A) Sejam a, 3, y € R, com o < 8; vamos provar que a + y < 3 + y. Temos:

xXE€Ea+ty=>x=a+cparaalguma € aealgumc €y.

Da hipotese, segue que a € a = a € f. (Lembre-se:a <& a C f3.)
Assim x = a + c para algum a € e algum c € y. Logo, x € 8 +y.

Provamos, assim, que

asp=at+tycpty=>aty<f+y.

Teorema (Unicidade do oposto).

Sea+pf=0%ea+y=0%entao =Y.

Demonstracao

B=0*+B=(y+a)+B=y+(a+P)=y+0*=y.

Teorema (Unicidade do elemento neutro).

Sea+y=aparatodoa € R, entaoy = 0*.



Demonstragcédo

Da hipotese, segue que 0* + y = 0*; dai y = 0*.

Exercicios

1. Prove:Va,B,yER, a=B=>a+y=L+y.

2. Prove:Va,B,yE R, a+y=p+y= a=p(lei do cancelamento).
3. Prove:Va € R, - (-a) = .

4, Prove:Va € R, a<0* & 0* < —a.

5. Prove:Va,B,y,ER, a<fey<d=>a+y<p+6.

(8 Multiplicagdio em R

Teorema. Sejama, f € R, coma > 0% e > 0*. Entdo

y=Q_u{ab|aEa,bEPa>0,b>0}



é um ntimero real.

Demonstragcédo

(R1) y#¢,poisQ_cy.
Para provar que y # (J, procedemos assim: como «a e 3 sdo nimeros reais,
existem racionaismencomm & a e n & f3, dai:

Ya€ a,coma>0,a<m
Vb&e p,comb>0,b<n

logo,

ab < mn para todo a € a, a > 0, para todo b € 3, b > 0, portanto, mn & y.
(Por qué?)

(R2) Sejam p, q racionais com p € y e q < p; precisamos provar que q € y.
Entao:

a) Sep <0, entdo g <0, logo g €.
b)Sep>0eg<0,g€&y.
c)Sep>0eqg>0, vem:
p&yep>0=p=abparaalguma € a, a > 0, e para algum b
€ p,b>0.
q q

q .
De0<qg<p=ab,vem — < b,assim — € 5. e — > 0: logo,
ol [ [

q q

g
g=a-_comaco.a=>0e_f — =0
ol ol

ol

Portanto, g € y.



(R3) Para provarmos que y ndo tem maximo, basta provarmos que, se p €y e
p > 0, entdo existe g € y com g > p.
Temos:
pE€y,p>0=p=abparaalguma € a,a> 0 e algum b € f5,
b>0.
Como « e 3 sdo nimeros reais, existem a' > a, com a' € a, b'> b, com b’
€ f;daia’'b'>ab=p,coma'b' €y.

A seguir, daremos a definicdo de produto de dois niimeros reais.

Definicéo. Sejam a, § € R. Definimos o produto de a por 3 por:

@_u{ab‘aE(x,beﬁ,a:}{),b}[]}sea}ﬂ*eﬁ}{l*
0*seox=0%ou f=0%

o f=1—{(—a)- Bisea<0*e f>0*

—fo (—f)}sea=0*e f<0%

(—a) (—B)sea <0*e f <0

Sejaa=0Q_U { p € <2}; prove que a - o = 2*,

Solucao
or-a=([1)_U{ab|a>0eaz<2,b>0eb2 < 2}.

Precisamos provar que o - a € 2* e que 2* C « - «.




oo 2%

XEa-aex<0=xE&2*
an-aex>O=>x=ab,coma>0ea2<2,b>0e
b?<2.

x=ab=>x%=a?-b?<a.
x>0ex2<4=>x<2.Portanto,
XEa-aex>0=x & 2*

Segue que a - o C 2%,

2¥* C o o

xXE2*¥ex<0=>x€a-aqa.

xEZ*ex}D:»G{x{Z;‘»X—Z;{Z.

Existe a racional, a > 0, tal que

2

x* C
~_ < a* < 2 (veja adiante).

=

o

x| :
A X . X .
Dai, [a] < 2:como — =0e [—] < 2, resulta que — € o. Assim,
a a

X
X=a-—
]

X X
cnma}[},nemgbﬂegEa;lﬂgt}.

xXEa-a.

Assim,



xXE2*ex>0=2x€a-qa.

Portanto, 2* C «a - a.

Provamos, assim, que a - a = 2*, ou seja, 2* admite raiz quadrada
em R.

. X . . x*
Vamos provar a seguir que, se ) < 2, entdo existe a > 0, racional, tal que 5 < at< 2.

2 2

L : Xx° x? 11 2
De fato, como x € racional, % =lou—>=1.8e Bl = |, basta tomar a = o Sey= R

2

tomemos um natural # tal que

2 2
]<.Lle[l+lJ -':37
n ¥

]' -
(Como|l+—| =1+ 2 + <1y E‘ tomando-se n tal que
n n n n

o -

3 | =

3
l+—<yvounp=—
no y—1

_ 2 :
em que ¥y = min { ¥, —}, (1) se verifica.)
}J

. l , : .
Sejau = 1 + —, em que » € um dos naturais que verifica (1). Um dos termos da progressdo
i

geométrica

wl it ab, P

2

esta compreendido entre % e 2 (por qué?).
Seja k o natural para o qual se tem
— <ut <2
2

Basta, entao, tomar a = u k.



Exercicios

Prove que, se a e b sao dois racionais quaisquer, entao a*b* = (ab)*.

(] Propriedades da Multiplicagio

Nesta secdo, vamos provar as propriedades (M1), (M2), (M3), (M4), (D) e
(OM). Para provar (M4), precisamos do

Lema. Sejam a > 0* um ndmero real e u, racional, com 0 < u < 1. Entdo, existem racionais p &€
. ’ . . "’ 7
a,qg < M, comqg=minM,, (caso M, admita minimo), tais que £ _ u. My, éo
q
conjunto das cotas superiores de a.)

Demonstragcédo

Fica a cargo do leitor. (Sugestdo: Tome um s & « e, para cada natural n,

considere o racional g, = su"; agora, proceda como na demonstracdo do lema
da Secao F.4.)

Teorema. Sejam a, § e y reais quaisquer. a multiplicacao verifica as sequintes propriedades:



D) a(B+y) =ap +ay.
OM)a<Be0*<y=ay<py.

Demonstracao

(M1) e (M2) ficam a seu cargo.

(M3) Suponhamos, inicialmente o > 0*. Precisamos provar que a - 1* C «
eaCa- 1*

Lembramos, inicialmente, que @ - 1* =Q_c {ab|a € a,a>0,0<b <
1}.

xE€a-1*ex<0=>x€Ea.

x€a-1*ex>0=2>x=au,coma€a,a>0e0<u<l.

Deu<1ea>0,segue au <a e, portanto, x = au € a. Fica provado, deste
modo, que a - 1* C a.

oo 1%

xEaex<0=2x€ca-1*
xX€Eaex>0=da € a, comx<a.
X

X X
Assimx =@+ — € o ¥ pots,a € o, a > 0,e — < 1, com — = 0. Portanto, ¢ C & +
[ a [

Provamos, assim, que se a > 0*, entdo a * 1* = a.
Se a = 0%, pela definicdo de produto, a - 1* = 0* - 1* =0* = q.
Sea<0* a-1*=—[(-a) - 1*] =—-[-a] =a.

Segue que, paratodo d € R, a - 1* = .



(M4) Fica a cargo do leitor. (Sugestdo: Suponha, inicialmente, a > 0* e
considere o numero real

| l 1
=0 u{pe@m}{},—EM“ c—;&mlnMﬁ}.
P P

Proceda, entdo, como na demonstracao de (A4) e conclua que « - 8 = 1*.

Se a < 0*, —a > 0%*, logo, existe B tal que (—a) - B = 1*, mas, (-a)8 = a -
(=B); logo, a(—p) = 1*.

(D) Precisamos provar que

a(fry) caf+ayea(fty) > af+ay.

12 Caso: 0 > 0*. f = 0% e y > 0%,

o+ Ncop+ oy

xE€Ea(B+ryex<0=>x&af+ay.

x€a(@B+y)ex>0=x=adparaalguma>0,a € a, e paraalgumd € +
y, d > 0.

def+y=>d=b+c,comb& fecEcy.

Assim, x = ab + ac € aff + ay, pois, ab € a - e ac € ay. Portanto, a (f +
y) © aff + ay.

ofp + ayc ol + 9

x€aft+tayex<0=>xca(f+y).

Suponhamos, entdo, x > 0 e x € aff + ay. Como aff > 0* e ay > 0*, existem
uc€aB,u>0ev & ay,v>0,tais que x = u + v. (Verifique.)



Segue que existem a,a' € a,coma>0ea' >0,b& B, comb>0,c €y,
com ¢ > 0, taisque x =ab + a’c.

Supondo a’ < q, resulta
x=ab+a'c<ab+tac=a((b+c)€a(f+y);
logo, pela (R2), x € a (B + y). Fica provado que
af +ay < a(B+y).
29 Caso:a>0*eff+y> 0%
Suponhamos 3 > 0*. Temos:
ay=a[(B+y)+ (Pl =a@+y)+a(-p) (12 caso);
dai
a(B+y)=ob+ay.
39 Caso: a>0*eff+y<0*
aB+y)=-la(=p-pl=-la(=p) +a(-y)]
ou seja,

a(B+y)=af+ay.

Deixamos a seu cargo verificar os demais casos.

(OM) Deixamos a seu cargo.

Teorema do Supremo

Um subconjunto A de R se diz limitado superiormente se existe um numero
real m tal que, para todo a € A, a < m.



Para demonstrar o teorema do supremo, vamos precisar do seguinte

Lema. Seja A um subconjunto de [R, ndo vazio e limitado superiormente. Entéo,

y=uUa ={xe|xeapara algum o € 4}
e 4

é um ntimero real. (y é a reunido de todos a pertencentes a A.)

Demonstracao

(R1) Sendo A # ¢, existe « € A e, como «a # ¢, resulta y # ¢.

Sendo A limitado superiormente, existe um numero real m tal que a < m,
para todo @ € A. Como m é niimero real, existe x racional, com x & m; dai
para todo @ € A, x & «a, logo, x & y e, portanto, y # Q.

(R2) Sejam p e g dois racionais quaisquer, com p € y e g < p. Temos:

pEy=>p€aparaalguma €A

pEaeqg<p=>qgq€E€a

qgEa=qcy.
(R3) p € y = p € «a para algum a € A. Como a ndo tem maximo, existe p €
a,com p>p. p € a= p €y. Assim, para todo p € y, existe p € y, com p <
p. Portanto, y ndo tem maximo.

Como (R1), (R2) e (R3) estdo verificadas, segue que y é um ndamero real.



Teorema (do supremo). Se A for um subconjunto de [R, ndo vazio e limitado superiormente,
entao A admitira supremo.

Demonstracao

. Y= , , -
Seja :;"J Dz‘ Pelo lema, y é niimero real. Vamos mostrar que y é 0 supremo
(=S

de A, isto é, y = sup A. De fato, como y é a reunido dos a pertencentes a A,
segue que, para todo o € A,

Y D a,ouseja, y=a.

Logo, y é cota superior de A. Por outro lado, se y' é uma cota superior qualquer
de A, y' > a, para todo a € A, e, portanto, para todo o € A,

Yy 2
logo.y" > W = y.ouseja, ¥’ = 7 Assim. Y€ a menor cota superior de 4. isto é.
e A
Y= sup 4.

(] Identificagio de @ com ()

Inicialmente, vamos definir aplicacdo bijetora (aplicacdio e funcdo sdo
palavras sinonimas). Sejam A e B dois conjuntos ndo vazios e ¢ uma aplicacao
deAeB.

Dizemos que ¢ é bijetora se
(i)Im¢ =8B



(i) Vs, tEA,sZt=¢(s) Z ¢ (b).

A condicdo (i) significa que ¢ é sobrejetora e a (ii), injetora. Deste modo,
¢ é bijetora se e somente se ¢ for injetora e sobrejetora.

Seja o um numero real. Dizemos que a é um numero real racional se
existe um racional r tal que a = r*.

O conjunto dos nuameros reais racionais sera indicado por
Q:Q = {r*|re @}

Seja a um numero real. Se a ndo pertencer a []j. diremos que a € um
ntimero real irracional. Verifique que

a=0 uixe@, |x*<2)
é um numero real irracional.

Olhemos, agora, para a aplicacdo ¢ : Q — []j. dada por ¢ (r) = r*, que a
cada racional r associa o real racional r*. Tal aplicacdo é bijetora (verifique).
Além disso, temos:

Dor+s)=F+s)*=rc+s =9 () +¢(s)

()¢ (r-s)=@s)*=r*-s*=¢(r) - ¢ (s).

lii)r<se r*<s*

Tal aplicacdo ¢ nos permite, entdo, identificar o racional r com o real
racional r*. Neste sentido, podemos olhar para ) como subconjunto de R.
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Respostas, Sugestoes
ou Solucoes

Abaixo as respostas da maioria dos exercicios numerados.

CAPITULO 1



1.2 l.ﬁ)x{% by x< -2 c)x'*_:—% d x=1 e’)x{% fa=1

2. a) 3x—1‘::»Oparax:‘:—-%;?;x—I{Upamx{%;Bx—IZGparaxz%
by 3 —x>0parax<3;3 —x<<Oparax>3:3 —x=0parax =3
c) Z—Bx}ﬂparax{%;Z—S,vc{{)parax}- %;2—3x=0pm‘ax=%

d) Sx + 1 .‘:*Oparax}—é;Sx-i-l{Uparax{ —%;Sx-l- l =0parax = —%

x 1 > 0parax << loux > 2; x 1 < Oparal <x<<2; x 1
x—2 x—12 x—12

x = 1. A expressdo nio esta definida parax = 2

€) = 0 para
1 1
f) 2x+ 1)(x —2) > 0parax < ~3 oux > 2:(2x + 1)(x — 2) < 0 para )
<x<2:(2x+ D(x —2)=0parax = —% oux =2

2= =0para —2 <x < %; 2= < Oparax < —2oux > %; 2=
x+2 3 x+2 3 x+2

g)

parax = % A expressido ndo estd definida parax = —2

2- 2 - -
e > Qparax < 2oux > 3; e < Oparal <x<3; & = 0 para
3—x 3—x 3—x

x = 2. A expressdo ndo esta definida parax = 3

i)

N (2x —1)3 — 2x) < Oparax < % oux > % 2x— D3 — 2x) > Opara%

3 1 3
<y — (Zx—1)3—2x)=0parax = — oux = —
2,( ) )=0p > >

J) x(x—3)=0parax <0oux >3 x(x —3)<Opara0 <x<3:x(x—3)=0
parax = Ooux =3



I x(x — 1)(2x + 3) > 0 para —% <x<Ooux>=>1l:x(x — 1)(2x + 3) < 0 para

x*-’.—% oul<x<l:x(x—1)2x+3)=0parax =0oux=loux= —%

m) (x— 1)1 +x)2—3x) > 0parax < —1 011% <x<1;

m) :

6. a) .

(x— 1)(1 +x)(2 — 3x) < O para —1 <x<%oux> 1;
(x— D1 +x)2—3x)=0parax=loux=—loux= %
1) x(x>+ 3) > Oparax > 0:x(x> + 3) < Oparax < 0;x(x*> + 3) =0 parax =0

0) (2x — I)(x* + 1).‘>0parax.‘>l;(2t— )(x? + ])<Upm‘ax<é;

2
(2x— 1)(x*+ 1) =0parax = %
b b
p) (@a=0ax+b=0parax > ——;ax+b<0Oparax < ——; ax + b = 0O para
a a
b
x=——
a

q) (a(O}ax-l—b}Oparaxfc—E; ax-f—b{(]pal'ax}—é; ax + b = 0 para
a a

b
X=——
a
1 ] ] 1 ) |
—1{3{5 byx=loux=>3 c’)x-:’:—gou.x‘;}Z d}—3{:’x{:5
2 | 14
rﬂgoux}Q f‘)xEOouxEE g)x<—2oux>2 fr)3<x<:?
r{iéoung j)x{':éoux‘;r-Z I)—]{:x{{}oux;}l
2 5 2 2
| 3
r<—oux>3 mi<— 0)x<3
2 2
242+ -
BT A T S O S WL
x+2 X x?
x+3 1 1 x+p
- - h —— i)~ O+ p 4 pla + p
o 2 5y ) 2 D e ¥l px+px+p
2x+h m) — n) 32+ 3xh+ h? o) 4x

x(x + h)



L) x<<—2oux>2 b —l=x=1 ¢)x<-—2oux>=>2

d) x<<—loux>1 e x<—-3ou—-1<x<3 [fla<—-2oux=>2
2) xE—Zc-u%ExEE h x=—-4oux=4 ) —r<x<r

J) x=-—-roux=r

10,a) (x—Dx—2) 5 Ex+Dx—-2) o x—-17% a) (x—3)7

11.

17.
19.

20.

e) (2x—3) NHEx—D2Zx—1) g x—5x+5 n (x+1DH3x—2)
i) 2x—3)2x+3) j) x(2x —5)
a) 1<x<2 b)x=2oux=3 c¢)x<Ooux>3 d) —3<x<3

) x=—loux=2 f)x-‘-i—loux}% g)x+2 I:)Oixi%
i) Nio admite solugdo j) x = %

. a) Qualquer x b) Qualquer x
¢) Nao admite solucdo d) Nio admite solucio

€) x=>3 f‘)xi—% gx=0 h)x=1 r’)x‘}% Ax=0

ayl b)) -2 ¢ —-1l1e2 &1 e 2 [f)—-3-212

@A) =D+ DEx+2) 5 E—-1DE+DEx—-2) o) ax+3)x—-1)
d) x—2DEx+2DE+3) e Ex+DE+DE+3) HE-—DEE+x+1)
a) x>l bHx<-3omw—-2<x<-1 ¢ —3=x=-2oux=2

d)y x<<—3o0ul0<x<1



1.3 L.a) 7 D)3 ¢)a d —a e)asea=0,—asea<0
f) —asea=0;asea<<0
2.a) x=2oux=-2 D x=2oux=—4 c)Jx=loux=10

d) Nao admite solucio ¢) x = 23 ) x= 1

3

f

: 2 4
.a) —l=x=1 b)) —1<x<2 ¢) Nio admite solugio n’)afix‘fia
) —1<x<l.x#0 Jf)-1<x<T7 pg)x<<—3oux=3

1
I x<—4doux>—-2 iHx<Ooux=3 ) Ei.rf:]

N x<0oux=2 m) x-i‘:—% ) x>1 o)x<loux=>2

th

L) —2x—lsex=—1l:lse—1<x<0:2x+1sex=0
b) Isex=-—-1;—2x+1se—-1<x<2;,—3sex=2

c) —3.‘c—|—35ex£é;x—l—15e%<3'<‘:2;3x—35ex22

d) —3x+3sex=0;—x+3se0<x=lix+lsel<x=2:3x—3sex=2

1.4 1. o) }—%,Hm[ » 1-1.1[ o [1.2] d}}—m,—%{
2. 0<=<r=1

3. 0 <r=s.,emqueséomenordos nimeros b —pep — a.

4.a) 11.2[ b }—3,%[ ¢) J—oo, +oo[  d) [—3.3]

CAPITULO 2



2.1 1.0

2. a)

h)

3e2 noledz o4 ol
4 3 a

xr+1 BHx—1 )x+p 2 e2 fHO g xX+2x+4

1 1

2—-2x+4 Hxt+pe+pt H-— D —— mx-—35
X 2x

SR 0) S p) -— q) _ij
9x* 9x* xp xp
2 b3 o) -2 d2x+h e 2x+3+h [) —2x—h
2x—2+h B 2x—2+h i) —4x—-2h ) Ax+1+2h

32+ 35k + W m) 3%+ 2+ 3xh + P

1
3+ 2x—1+3xh+h+1 00 p) _x(x+h}

2x + h B I
P thy P @t t2+h)

62— 1+ 6xh+ 217 7 —



c) D, =R

b) Dg=[R

=R

4. a) D,

+
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Lrv....

d) Df:R

F e
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Q
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iy
nrv..v_
e
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a = I
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a
p—
e
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g D,=R

Vi

L,II.

b

v‘.ll




m) D, =R

17k

0) D, ={xeR[x#1}

M= vy
.
Iv.ll
2/
1y
2/ -
7ol X

q) D,={xeR|x#0}
Il}'lh

1 C—

n) Df= I8

—4

X
) Dg:{xeﬂﬂuil}
2 —2x +
e(x) = ¢=x— LLx#1
x—1
IL’.IL

/

7) Dg={xe]%|_r?il}

1_’1[

U______

=y



1
>

) D= {xeR|x#——}

V ok
0

b)

..... -

]

V ok

0

-1




L) f(x)=0sex >3 f(x)=0sex=3:f(x) <0sex<3

) £ > 0sex < 25 f0) = 0sex = 25 () < 0sex > -
O f(0)> 0sex> —3i /() = 0sex =~ /() < Osex < 3

D) 09> 0sex < —35 /() = 0sex = —3: /() < Osex >~

e) f(x) =0sex> —3;f(x) =0sex = -3 f(x) < Osex < —3
f) f(x)}ﬂﬂex{%;f(x)zﬂse,*(:%;f(x}{ﬂse:r}%

) f(x)}ﬂﬂex}—é;f(x}Zﬂse:r: —E;f(r}{{]sex{ -
a a

o oo

Iy f(x)=>0sex < —E;f(x}z Osex = —E;f(x}{[]sex} -
(] a



.a) f(x) >0sex << —2oux>1:f(x) =0sex= —2oux=1;f(x) <0se -2
<x<l1

b) flx) =0sex < —% oux> —1.f(x) =0sex = —% oux = —1:f(x) <0se
—i <x< -1
2

c) fX) = 0sed<x<1:f(x) =0sex=0oux=1;f(x) <Osex<<Ooux>>1
d) f(x) »0se2<x<3: f(x)=0sex=2oux=3f(x)<Osex<<2Zoux>3
) fx) > 0sex<< —loux>1:f(x) =0sex =1 f(x) <0se—1<x<1

) f(x)}()sel =<:Ja:==-’.E;f(,ﬂa:}=Ose::;=E;J?"(x)«::()s:@:x{l:::uu::;}E

2 2 2 2 2
2) f(x)>-05ex<—%oux:::{l;f(x)=Osex=0;f(t}<05e—§{x<0
) f(x)‘:—-()sex--i—éoux‘:—-—&f(x)=Osex=—%;f(x){iﬂse—é{:x-iz

) f(x)<0sex < —1 0u0<‘:x<:%;f(x)ZDSexZDouxZ%;f(x}:}[]se

-1l <x< Ooux>%
_ 1 _ 1 1
J) f(.x)<:053x<§;f(x)—05ex—E;f(.x)}()sex}z
3 3

D f(x)<0sex< —1 ouE{x{Z;f(x)ZOsexZ—lolleEou,KZZ;

f(x)}ﬂse—l{x{%oux:%Z

| 3 3 |

m) f(x)i()sex{goul{x{ E;f(r)=05ex=5;f(x)>05eg <x<1

oux > —
2

ca) fxeR|x#1} b)) {xeR|x#—-lex#1} o R

d) xeR|x#-2} e {xeR|x=-2} f) {xeR|x#0ex#—-1}
g xeR|x<—-loux=1} n) {xeR|x<-3oux=0}

HnR ) [0,%] D }%,%] m) (xelR|x<—2oux=3}

n) fteR|t=—1lour=1} o) xeR|x=0ex#1} p) [-2.2]
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Py =xlsex= 0;v= —xtsex <0

r)
ydh
2 _____ ]
10 1 2 3\ 1
11. b)

=y

q) v = Csex= 0.y = —xPsex <0
ylh
1
\--1---
-1 0l 1 X
5)
Ip.ll.

c) f(—2) = 1 é o menor valor
atingido por [
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F =

k
Vi

r
Vv




14.a) f(x) =Z0sex= —loux=1:f(x) <O0se —1 <x <1
b) flx)=0sex=2oux=3;f(x)<0se2<x<3
¢) f(x) > 0 para todo x
d) f(x)=0se0=x=3;f(x) <0sex<0Ooux >3
€) f(x)>0parax # —1:f(x) = Oparax = —1
J) f(x)>0parax # —3;f(x) =0parax = —3
g2) f(x)=0para —3=x=3.f(x) <Oparax < —3oux >3

) f(x)z{)paraxﬂ—l—\.Eouxz—lJr ﬁ;f(x)<03e—l—ﬁ<x<

—1+47
i)f(x)EOSexE?’_z\E 347

2 2
j) f(x) <Oparatodox € R

oux = —7;f(x)<Ose3_\E <x< 3+\E

2
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15. a) D,= {xeR|x # 0}




c) D=

xeR|x#-1)

e) D={xeR|x#0}
v
LN x
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N_E
g D={xeR|x+-2}
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N D={xeR|
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v) D=R

1
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01 X
16. b)
IL’ =—X 1""' IV =X
'\\ e
1
T'\ A
=
-1 |01 X

17. D={xeR|x=—loux=1]




18. a) D=R by D={xeR|x=-2o0ux=2}

y=y9-x e+ =90y=0| |y=yl-(+2) ex+2+yP=1Ly=0
19. @) f(x) = /4 —x°




b)

2% 0 9 x
'\.H ,,«’;
20. @) y=4/1—x?
Va4
(D
10 x

?
IFJL
2
AN
1 0 1 3 X




P +y+2y=0x+)" +
+2yr+1=1
X+t =1

yz-—ley=—1+,1-x?
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=
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———— ELEEEN
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&) x+ 1)1+ (y+2P2=5y=-2
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21. a) f(2) = 111:&}{{2, %} =2

f(—1)=max {—1, —_1} = —1

f[%] = mMAX {%, 2} =2

b) D;= IxeR|x+#0}

::"{"'



22. a) f[%] = méx{n el |n= %} =0

) =1. f[%] —1e

b)

24.d =

25. T(x) = | x? + 100 + BDZ—_"'}
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27. a)

b)

N
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Dy y=—41—4x? &4
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29.a)y=x+1
b) y=2x+3
c) y=-3x-5
) y=-1,
2
e) y=2
N y= E;'n: + =
2 2
2
st d=""2[mw +1
m
32. C(r) = 2000, 5 000 2
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b) h(2)=4
37. Quadrado

38. Divida em partes iguais

20, 40 . 107
r+4 nm+4
144 24
‘0 J3 3

. e
9+4y3 9+4y3



41.

42.

)3 b0 ¢ — d ——

L) y—3=2(x—louy=2x+1

) y=x+3
) y=—x+3
€) ‘L‘—lJc+i
-3 3
€) y=—§x

1
Dy |lx—=| +|y—=| =+
\ 2) \ 2) k\/EJ
3Y (1Y (3Y
d) x+—-| + yV——| =| —
\ J \ 2) a\E,J
1
e) —2 ——
) ) 3
by y=——x t+1
1
dy y=——x
1) . >
Ii)v——lr
a 3"
3 1
) v=—X — —
7 . 5 >
f)1,=—lx+1
) 5
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1
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a4
ﬂlh'_‘

= —1 para todo x

_ . 8x)
e) f(x) +glx)=0e )

-2
2.a) h(x) =3x+7 b) h(x)=2+x* ¢ h(x)= 12 +T
X

dy h(x) = —4x*+ 18x — 17 &) h(x) = %

) h(x)=—x+1.x# -1 g h)=yx*—x ) @) =x.x#1

2
3- "4_= .,- Hfﬁé—s‘;v'=—
a) xe Blx 1, h(x) —
by A={xeR|x=—-loux=1}. hx) = x* —1
x+4
c) A={xe R|x = —4oux>3Lhkx) = —
d) A={xeR|x #0ex# 1} hkx) = } .
R

e) A =]—c0, —3]U[~1. 11U [N3, +ef. h(x) = (x* —2)* — |

4-rr)f(:~')=% b}f{x}=% f}f(x)=\./; d) f(x) =1+ 1+x

) f=-1+—— prew=2+T+x

CAPITULO 3



3.1 1. @) Emtodo p real b) Em todo p real ¢) Em todo p real

ad) Emtodop # 1 ¢) Emtodo p # *1 ) Em todo p real
VA Y1
2

._.
=
—_
=¥
—
—

2.20)3 b3 ol a5 el f]ﬁ g}sﬁ i) 0

¥

5
4x2 — 1 v
3.f(0)= —— =2x+ L.x # 112
2x — 1
o dxt =1
lim al =2 o
x= /2 2:{ —_— ] At :
] |
/] |
7ol 12
4.a) 4 D)1

) : Observe ﬁ_l J;_] |
c) - : = - ’
2 =1 Wy =pWr+ et

)0 e -2 f)o

x¥F1

il



3.2 1.g) Ve=>0,x=0, I\/_ - \/El < g |x| < £ Entdo, dado £ > 0 e tomando-se
6 = ¢’ paratodox € D (x = 0)

Ix—{)|<:5:>|\{_—\f6|-=:£;
logo. f(x) = \/; ¢ continnaemp = 0

hy Ve>0,1 —s{s”f; <ltee(l—-e<x<(1+el Dadoe>0e
tomando-se I = J(1 — €, (1 + &’[L 1 € L.

xe!:l—z{%f;{l-i-s;

logo, \!'.G € continua em p = 1
2. Paratodo e = 0. x # 0ep # 0,

1 el lzep 1 14ep
P X P P X P
l
Parap>0el —gp >0l e <—
p
1 1 1 P P
——E<—<—FT £ < x =< .
P X p 1 +é&p I —ep
" ' P p
Entdo, dado e = 0, e << —, (p = 0), e tomando-se [ = , s pe
p l+ep 1—egp

] ]
xel=——¢e< l < — + g logo. f(x) = l € confinua em p = 0. Analise o

P x P X
caso p < 0. (Veja como as coisas acontecem graficamente.)

— | . : .
. Ndo. Para € = — ndo existe & = 0 que torna verdadeira a afirmacio

th

“VIEDI,.,]—5{:,&1{1+§:>f(l)—%{f(_r){f(l}+51-:

8. Seja p racional, entdo f(p) = 1: se ffosse continua em p, pela conservacao do
sinal, existiria 6 > 0 tal que f(x) > Oparap — 0 << x < p + 0. que & impossivel,
pois em ]p — 6, p + J[ existem infinitos irracionais



11.

12,
. Como f'é continua em 2. para todo £ > 0 dado. existe 6 = 0 tal que Vx € D,

17.

18.
20,
21.

27.

ca) [ f(x) = f(D)]=

.a) xeR|x e} b) IxeR|xed}

c) {0} (s0 e continua em 0) dy {—1.1}
a) L=4;comL =4, f(x) =x + 2 para todo x, que € continnaemp = 2
by L=—1

a) 4 b) —1 «¢) Nioexiste d) 6 €)1 [J) Nao existe

2-8<x<2+8=8—e<f(x)<8+ e
Em particular, para € = lexistira 6 > Otalque2 — 0 <x <2+ 6=7 < f(x)

. Paraseter | f(x) — f(p)| < £basta que se tenha M | x — p| < . Tomando-se

5=%,|x—p|¢i6:‘»|f(1)_,f{p]|“i£

Para se ter | /(x) — f(0)| < € (observe que f(0) = 0) basta que se tenha

¥=|x—0Ff<eou|x—0|< V[; Tomando-se o = \f;

(x=0[<d=|f(x)— f(0)|<e

Observe que | f(x)| = | x|

Suponha que exista p, com f(p) ¥ 0, e aplique a conservacdo do sinal

Aplique o Exercicio 20 a funcao h(x) = g(x) — f(x)

¥t —=2x+1
X

_ x—1

|x— 1]

x+l—2‘=
X

X

b) Observe que

x—l‘ 1
=1+ —
X

|l &
¢) Dado £ > 0 e tomando-se £ = min {5, E}

x—1<éd=[f(x)— f(D)|<e

. Verifique | f(x) — f()| =7 |x — 1| parax = % e proceda como no Exercicio 23(c)

£
b) Dado £ > 0 e tomando-se 6 = min {Ipl, . }
p?

lx—pl<d=|x—p'|<e¢



3.3

10.

11.

)4 B4 -7 a5 o550 N4 g2 mI-3 s

1

1
P) q) 2\/5 r 3@

N6 Do my2 n)2 a}%

1 I J5

5) 4@ i‘}_E ”)T

ca) 12 a)L o2

213

. Néo é continua em —1. Em 0 &.

La) 2x b 4Ax+1 o0 d) —3x>+2 e)—i )3

2

3 1 1
.a) 75 DO o oA e0 W g) W Iy 0
I

ﬂ% AV2 D omy o w0 ?) —%

ny pt!

q) 5 ) _F §) 2x— 3

: 1
. Como lim(x* + x) = 2. tomando-se £ = 3™
=1

. Tomando-se £ = l.existe 6 > 0,0 < |[x — p| < 5:‘-‘%—0‘ < 1. logo ...
glx

Sugestio: | f(x)— Ll <1=|f(x)| = |L| <1 (Porqué?)

{V£>0,35‘}0

li =1L
/™ < O0<|x—p|<d=|flx)—L|<e

- Ye>=0,36 =0
O0<[x—=p|<d=|(f(x)—L)-0[|<e¢
& lim[ f(x) = L] = 0.
=



34 1.a)1 b)) -1 ¢ 1 d) 0 ¢ Nioexiste [) NaAoexiste g) 1

)2 jH2 01 m) Nioexiste
2. E falsa

L

. Nao, pois f nao esta definida em 1

1 1 1
3.5 1. 43 b — — —
a) ) 4 c) B d) 2

2.a)3 b)) 0 )2 n‘)%

3.a) L b)3L ¢ 2L d) —L

3.6 1.2
2.
3. 0. (Sugestdo: Verifique que —|x [ = % = |x[,x+#0)
4.0) 0
5.a) 0 b) Nao existe

6. a) 0. (Observe que |g(x)| = {‘/E) b) 0
7.b) 0

12. Sugestdo: Para (=): f(h) = fh) A

‘ h
e
2 h |h

h

=1
|

38101 mH1 3 -1 &0 fH3 g)% Iy 0

1
7o I)E my2p n)0 o) —2 p O

2.0) 0
.a) cosp D) —senp ) sec’p d) secptgp

L]

CAPITULO 4

q) —7

n 1

i) 0



L]

4.2 1.

L]

A0 O oS5 A2 &2 2 g — Ir)%
i) llI'Fl ] —_linlll' 3] | =0-1=0
| x[l+§+qu R B
x  x? X oox

Hho nYs mo n)% o)1 po @O0 5o

(\/x—}-l—\/,r-|-3)(\/x+l+(\/x+3] D)

5) lim = lim =
roe \/x+l+\/x+3 H'”\/x-l-l-l-\/x-l-?;
- 1i@“%- 2 =0-(-1)=0
* \f1+l Jr\/1+E
x x
Jx)
0.0 = gy " 8.
. @) % D) Aplique a definicdo de limite com
o1
4
a) 0
5
@) tw B —m O —m A e T [)te 20 )2
4]
s')l ')—l no m?o
3 773

Dado € > 0etomando-se 6 = &' x> 0 = {G = ¢
1

.a) 0 b}% c) too d) —eo  €) 0 f) too g)E ) —oo

@) —o2 b) —oo ) +oo d) —oo €) tee ) —eo g) —oe fi) +oo i) teo

J) = D) 4o m) +ew m) +w 0) +oo p) —wo q) +oo F) —o 5) —oo

. Aplique a definicdo com £ =1



43 1.a)2 b+ 1 @HO €2 [f)0 g +oo ;,;% L

b)

=
=
L
L |t

b)

o oW —
| —

ar’
2
4.4 1.a) 0(Observe: —|x| =f(x) =|x].)

1445

2

. 1 , o 1 2
6. Seja f(x) = sen— e considere as sequenciasa, = — e b
X

o S = m- Verifique
que lim f(a )+ hm f(b).
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n

Lf(—1)=—1,f(0) = 1 efé continua em [—1, 0]

. Verifique que f(x) = x* — 4x + 2 tem uma raiz real em cada intervalo [—3, —2].

[0.1]e[L.2]
1 1 3 1 5
— L= el= 3
2 2 4 28
La) flx) = I a T € continua em [—2. 2]; pelo teorema de Weierstrass existem x,,

x, em [—2, 2] tais que f(x,) = f(x) = f(x,) em [—2. 2]. Assim. f(x,) € o valor

. » o«
minimo e f(x,) o valor maximo do conjunto 1 T |—2=x=<= 2}.

2

. @) Sejaf(x) = ax’ + bx? + ex + d e suponhamos a = 0. lim f(x) = +we

=l_i.r31m J(x) = —ee, logo, existem x, e x,, comx, < x,, tais que f(x,) <Oe

1
f(x,) = 0. Como f € continua em [x,, X,] ...

SejaJ = {f(x)|x e}

1.° Caso. J ndo é limitado nem superiormente nem inferiormente.
Para todo m real, existem x ; e x, em I com f(x ;) <m <f(x,).

Tendo em vista a continuidade de f, pelo teorema do valor
intermediario existe ¢ entre x; e X, com f(c) = m. Segue que J =
R = ]— 00, + oof.
2.° Caso. J é limitado superiormente, mas ndo inferiormente.

Seja M = sup J. Seja m um real qualquer em ]— o, M[. Existem
X1,X, eml, comf(x;)<m<f(x,) (por que?).

Pelo teorema do valor intermediario existe ¢ entre x; e x, tal
que f(c) = m. Segue que |- oo, M[ < J. Por outro lado, para todo x
em I, f(x) < M. Logo, se, M nao for maximo de J, J = ]-oo, M[; se
M for maximo de J, J = |- oo, M].

Analise os demais casos.

11. Se f(0) =0 ou f(1) = 1 nada ha o que provar. Suponha que

nenhuma das situacOes anteriores ocorra; aplique o teorema do
anulamento a g(x) = f(x) — x



12.  Suponha, por absurdo, que existam u, v em [a, b], com u <v, e
tais que f(u) > f(v). Se f(a) < f(v), pelo teorema do valor

intermediario, existe ¢ em Ja, ul, tal que f(c) = f(v), contradicao.

Se f(v) < fla) < f(u) ...
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6.3 1 a) e’

h) e?

2. Sugestdo:a™ =

ehlna
3.a) 2

b) 0

c) In5

d) + 00
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l.a) 2 o) 2x
2.2
3.ay3 b3 ¢ 3
1 1 1 1

4. a) 3 b}z c)s d —1 9}2\/5 f)—z 2) 4 .-‘:)3{/1
S.a) y=4x— 4 D)y=—ix+1 c)x—6v+9=0 d)y=x-—1

+ : -2 _L ! _i
6.a) 2x+1 D) 3 ¢) 3x= d) e ey5 NOo g (x + 1) ) 2

14.

15.
16.
17.

g(x)—g[ljz{ 2sex <1

x—1 —lsex =1

: — (] ) x)— g(1

lim glx) — g(l) £ lim g(x) —g(l)

x—=1" xr—1 x—1 X -

a) 2 b) a

b) 0

b) Nio
3 - 1
2]/
A
’n' I

Jol 1

=
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:

La) 6x° b)) 100x ) —

1
. ) Si[x__d_ IJ)E .‘:‘]%
]

a) 5x* b)) 0 ¢) 80

1
X
g1 nh) —3x74

= ——X + 1
¥ 4

d) e*
d) —

6. a) — — by — ™— c) .
) 43 x° ) 63/ x° ) 83 x7
1 2
T.v=—-Xx + —
' 3 3
9. y=4—4
1. y=x+1
2. y=x-1
4.a) 2In2  b) ¥InS o lrx
1 1
6. a) xIn3 %) xIn5 ) xlnm
- ) J2
. @) COsX —
2
2.y=x
V3
3.a) —senx D)0 0 _T
4. a) sec’x b) secxtgx
S.y=x
6. @) —cosec’x D) —2

. @) —cosecxcotgxy D) —\E
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7.7 1.a)y 6x D) 3x2+2x o) 92 —4x d) 3+
Wx

- | 4 _ 10
e) —6x> f g 3—-—— n_L-2"
W x? x* x? x’

1 1 | 5

I
X+ —x + 2— — —
i) 2x > D gl Yol ) R

m) 18x% + n) 20x* + 3bx? + 2ex

kY
A x

2.yv=2

X
[7\‘/3 3\/5]
3.40) | 5 5

kS

b) Va

=y

4. 0a) f'(x) > 0em ]—oo, —2[ eem ]JO. +eeo[; f'(x) < 0Oem ]—2, 0[
,r’_}) +oo g —oo

=1
E
—F
to b--
=
s



5.a) f'(x) > 0em }—m, —%l eem ]1, +oo: f'(x) < 0 em :|—

f_}) Foop —oo

By fiix)=0emR
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|l —x 1 1 9y
Wr+1p 27T Gop P oy (P +2y
3-3x ) G- x)— 75 +3
1
6xx 4 (2 +3y

1 1
-1, —— | 4
(-1-4)¢(14] 0 :

gx)=0em]—1.1]
g'(x) < 0em]—eo, —1]

eem |1, +oof
0

_{xz + 1)senx + 2xcosx

6y —Ssenx D) C) seny + X cosxy

(x* + 1)
tgx — (x + 1)sec’ x —3(cosx — senx)
2tgx +xsec] o) tg’x (senx + cosx)’

secx[3xtgx + 2tgx — 3]
(3x +2)°
secx(l + 2xtgx)

Iy (2x — 1)senx + (x> + 1) cos x

—3senx + Ssecxtgx [) cotgx — x coseciy
2x i) g 2

'e{‘r



10.

11.

12.

14.

m) 4secxtgx — cosec’x m) 2x + 3tgx + 3xsecitx o)

2x —(x* + Dtgx

SeC X

_ x(x + 1)cosx + senx 1 + xcotgx

ousenx +xcosx

P q)

x?sen’x cosec x

24 x

1 — — -
") cosecx[3x3 + —[_xs—l-\/;)c{ngx] 9 (x —1)cosx —(x + 1)senx — 1

(x —cosx)?
a) 2x— 1)senx +x’cosx b)) 0
¢) (6a — 1)sen(3a) + 9a* cos(3a)  d) (2x° — 1) senx® + x* cos x?

"

a) f'(x) > 0em [ﬂ, %|: e e :|5Tﬂ, 2?1'] by yy

4

_| S_ﬂ
f’(-T)fiUem:|§,S—E|: 1 /_I\ 4 l

2 x
a) xe[2+x] D) 3+ 3 c) e(cosx —senx) d) Lﬁ
x (1—e)

—x —Ilnx —1

) 2xlnx +x+ 2 ) (xlnx)’
xInx)”

Z2) Sx(1 + 21lnx)

e'(x — 1) N 1 —Inx ) xe'
(2 + 1y 2 T ey

@) e{cosx +xcosx —xsenx) D) x[(1 + Inx)(2cosx — xsenx) + cos x|

tgx

2x

¢) €(senxcosx + cos’x — sen’x) o) e*

+(1+ \/;)(tgx + sec? x)

-



7.8 1.a) f/(x) = 1657 + 2.1"(x) = 482 e f7"(x) = 96x

! I " 2 rr 6
b)f(r:i:_ E:f(.ﬁ):?ef (xj:—_

X x*
, 3, 12, ~
) f'(x) = 10x + —, f"(x) = 10 — — e f"(x) = 60x~°
X X"

dy f'(x) =92 —6.f"(x) = 18xef"(x) = 18

) xzsex?‘f(]fr(} Exsex;(]f”() 2se x>0
e X)) = L f(x) = L) = e
) —x*sex <0 —2xsex <0 —2sex =10
f"(x) = 0parax # 0

s ) x*sc.xzz(}f’() Ixsex=0 00 brsex =1
. a ) = fx) = ef(x)= _

) —x'sex <0 —3x*sex <0 —bxsex <0
b £ 2x+3 sex=1 70) 2sex <10

xX) = ef'(x) =
) 5 se x> 1 —2sex>=>0

=1
_1 2 ™ - f #
3.4) fOx) =& b) [O(x) = ( )H cosx se n for impar

(—1)2 senx se n for par

n+l
—1) 2 senx se n for impar
c) fO(x) = { ]n ’

(—1)2 cosx se n for par

d) fOx) = (-1 m— 1)
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7.9 1.a) o 152 +6  b) sl 1 ) 1)y
dv dy ulnu—u—1 dv .
- = - = = =123 +
d) ” cosf —ifsenf e) I wu(inu)? 1)) ” ef(3 + 1)
2 s 3
2) ds _ Clta t+ sec2t) ) dy _ 3x*senx — (x” +I)cosx
dt dx sen’x
) dy _ secu(l +3utgu) ”) de 3 4
du W P S
D) % = é(cost — sent) m) a’—H =10v — E 1) i—V = 4m>
v 'i.r" I
ﬂ)d_Ezy )d_Ezﬂn.‘ )ﬁ—_u_a_l-@
dv P dv ! dx Xy

x-‘(4\G +5) 9
2. a) by 2
Wx(x +Vx) 8

W
=0
=
L]
=N

—x+r =t 1+
AL [ dx] »
T odx (x + 1)

:2-
9

12 1
8.a) 6x b) 2cost—rfsent ¢ 9P+ 5 d) ]

e(x? —2x +2)

3

e) —2e'sent Jf)

X

7.11 1. a) 4cosdx b) —S5senSx ) 3¢ d) —8sen 8x
2

2t +1

e) 3fcost  f) g) e®fcost h) —e seneé”

3
/) 3(senx + cosx)*(cosx —senx) )
24/3x +1

2
2 + 1 2t+3
3 [I ] m)y —5e*  n) ——=—— 0) €% sec’x

) Hx+1D\Vx—1 #+3t+9



p) —senxcos(cosx) q) 8H(F + 3 r) —2xsen(x? + 3)

I+ e"
§) T 3sec?3x  w) 3sec 3xtg3x
) 2y x + e 0 ) -
2. 10 3.4
4. a) (1 +3x) D) e(cos2x —2sen2x) ¢) e *(cosx — senx)

4

e (3 cos3r— 2sen3f) e) —2xet + —— —
d) ( :} ) 2:.[ +l .)f) (e.r +€ .l]..

_556" Sxsen2x + 2cosSxcos2x

i) 3(e™* + e” ) (—e™ + 2xe”
2) e 2x 1) 3(e e ) (—e xe' )
i) 3231 — 1) j) e*| 2xIn(l + Jx) + — o
2 x + %)
, gt —e "
3(sen 3x + cos 20)°(3 cos 3x — 2 sen 2x my —
D 3 7 ) om S
4A:\/; + el Dy

]
n T 7] In2xy+ 1) +
: A Xt +1 : 4y x* + xelt p) I ) 2x + 1
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r) secx  §) —9x7 cosiy® sen &’
x? +1
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3r+1

1+ 26)In(3t +1) —
sen’x + 2cos” x . ( )in( :

sen’x [In(3¢ + 1)J




S.a) —25sen5t b) —16cosdt ) —wisenwt d) 9e

, e'(x* +1 2(1 — x*
0 27@t-n 0N B Gy W oy
i) e*—4e ™ j) e "(4sen2x —3cos2x) 1) %
2(3x* + 3x? +3x + 1) —2[4sen3x + 3cos3x]
m) (2 + x) 1) pe
0) 4e ¥(x — 1) p) —cosx cos(cos x) — sen’x sen(cos x)
2 8x* + 30x% + 24x + 10 N e 2 — 3 +D
(x* = 1) ¥ (x* +x +1)
3 4x +12
" e " oty
7. 8 8. 11
12, *2 13. 1oul

16. @) 3sec?3x b)) 4secdxtgdy ¢) —2xcosec’x?
d) seclx sec(tgx) tg(tgx) e) 3xlsecxdtgx® ) 2xsec? xle”
g) —2cosec2xcotg 2x  h) x*(3tg4x + dxsec?4x) i) 3 sec3x

f) —eFsecx?(1 —2xtgx?) 1) 6x(x* + cotg x?)*(1 — cosec?x?)
m) 2x(tg 2x + x sec’ 2x)

4
23.0) 7 ) y=2r—1 28. = 30. 8




7.12 1.
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€)

g)

: 241
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5 In5 + by 2x2° In2+2-3*In3
xIn3
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X 3+ cosx
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—(1+) 7 "In(1+5 5 (10°+ 107 In 10

COS X COS3x
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1
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X
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x
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2xB+m) In(3+x) ) 2m(x + )7 !
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D 1+ 5y* ) & 4y D i x + 3)°
S S S o N S
g dx v+1 dx 3ctyt +x & xe’ +x
b by a1
) dx x4yt + 2y de  S—seny—x ") dx 2+cosy
5. y=—Ltx+1 6. 2 420 =
) 2 a: b
3
8.a) 1 b) y—l=—?{x—l}
1
11. y=—(x +3)
5
7.14 1.a) dv=3x2dx D) dy=(2x — 2)dx
1 ]
c) dy = dc d) dv= dx
) (x +1)° 34 x?
2. a) dA = 2ldl 3. a) dV = 4m?dr
4. a) dyv=(2x + 3)dx by (dx)?
7.15 1.0 2 -2t d) x4
b) —2
c) v(f) = 0em[0, 1] al--
(1) < 0 em ]1. +oof 3:_/\
1 ; .
of 1 3\ ‘




fa
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9.2 1. a) Est. cresc. em ]—eco, 0] [2. +o] b) Est. cresc. em ]—oo, —1] e |:—% +m[

1
Est. decresc. em [0, 2] Est. decresc. em {—], _E:!
IL'LJK l‘-“I.
1 / 2
X gﬁ‘_f — 27
/ 1 } 0 r
—H -1
)

1
c) Est. cresc. em |—eo, —1] e [1, +oo[ ) Est. cresc. em |:T, +c>o[
Est. decresc.em [—1,0[ e ]0, 1] 2

1
Est. decresc. em ]—oo, 0] & }{), —\/_]
A 2




¢) Est. cresc.em |—oo, 0 [{/’2' +oo[ ) Est. cresc. em |—oo, —1] e [1, +oo[
Est. decresc. em ]0, ﬁ] Est. decresc. em [—1, 1]

Observe que f'(0) = 0.

2) Est. decresc. em |—oo, —1] e [1, +e<[ /1) Est. decresc. em |—oo, 0]

Est. cresc. em [—1. 1] Est. cresc. em [0, +oo

1k
l}-‘.lh

/
\

J) Est. cresc. em ] —ee, 0]
Est. decresc. em [0, +eoof

_____ L

0

\:
i 4

e-{“.



I) Est. cresc. em [—In 2. +oo m) Est. decresc. em |—oo, O e em
Est. decresc. em |—ee, —In 2] 10, +oo[

Vi g

|
=3
| b
1
1
lad J
|
|
|
}
|
¢ 1
|
|
|
|
|
|
|

1
i) Est. cresc. em [1, +eoof o) Est. cresc. em |:_E 2]

1
Est. decresc. em |—eo, 0[ € ]0, 1] Est. decresc. em }—m, - E] e |2, +oof

rext 1
Observe: — X — %+t —
x x
p) Est. cresc.em [—1, +oof q) Est. cresc. em |—ee, O] e [1, 2]
Est. decresc. em |—co, —1] Est. decresc. em [0, 1] e [2, +oo]
L Y




r) Est. cresc. em [1, +oof 5) Est. cresc. em |—oo, 0] & [2, +oo

Est. decresc. em ]—eo, 0[ 2 ]0, 1] Est. decresc. em [0, 1[ e |1, 2]
Vo
’ VoA
v | y = 1,
; ==
- of F7 R
ot 12 X
/ |
K S
2
“11
1 1
serve: g(x) = —x + 5 11
Observe: g(x) > X 2Ax— 1)
f) Est. cresc. em ]0, €] u) Est. cresc. em ]|—oe, 0]
Est. decresc. em [e, +oof Est. decresc. em [0, +oof
IL.-‘J:.
1
[ N >
x
0 1 € X
2. [-2, —1]

3. Cada um dos intervalos [-3, —2], [0, 1] e [1, 2] contém uma raiz.
4. a<-27oua>>5
5. a)+ o

b) 0

c) +oo

d) 0



e) 0

f) +oo
6. @) Est. cresc. em |—oe, 0] & [2, +oo D) Est. cresc. em [e” 1, +oqf
Est. decresc. em ]0, 2] Est. decresc. em ]0, e 1]
.F‘
v
v D"I F_’_I / -
- ., ) SEC
0 2 X
c) Est. decresc. em ]0, 1[ e ]1, €] d) Est. cresc. em [e” !, +oof
Est. cresc. em [e, +oof Est. decresc. em ]0, e 1].
v4
|
I y
\
S P =
2 i .I- E 1
0] I l e x |
I Dl e X
|
7 L
) e sex#0
7.4) 0 b) f'(x) = {x°
c) A 0 se x =0
1




9.3 1.0

Conc. para cima em ]1, +oof

Congc. para baixo em |—ee, 1]

Ponto de inflexdo: 1

Conc. p/cima em ]1, +oeof
Conc. p/baixo em |—oo, 1]
Ponto de inflexdo: 1

Conc. p/cima em |Iln 4, +oof

Conc. p/baixo em |—e=, In 4]
Ponto de inflexdo: In 4

Conc. p/baixo em ]—ee, —\E[
e ]o. \[3:[
Conc. p/cima em |— \/5 L0[e

W3, +od

Pontos de inflexdo: =4/ 3 e 0

i) Conc. p/cima em Je’. +oof
Conc. p/baixo em ]0, €[
Ponto de inflexdo: ¢’

[) Conc. p/baixo em |—oe, 0] e em ]0, 1]
Congc. p/cima em ]1, +eoof

Ponto de inflexdo: 1

n) Conc. p/baixo em |—oeo, O]
Conc. p/cima em |0, +oo
Ponto de inflexdo: ndo ha

D)

i)

)

i)

0)

1
Conc. p/cima em }E’ +c~o|:

1
Conc. p/baixo em :|—m, E{

Ponto de inflexdo: !
6
Conc. p/cima em |—oo, —1[ e
10, Foof
Conc. p/baixo em |—1. 0[

Ponto de inflexdo: —1

Conc. para cima em |—oo, —\/5 [

e ]\{5, +m[
Cone. p/baixo em | — \.E . ﬁ [

Ponto de inflexdo: ndo ha

Conc. para baixo em R. Nao ha

ponto de inflexdo

Conc. p/cima em |—ee, 0] e ]1, +oof
Conc. p/baixo em 0, 1]
Pontos de inflexdo: Oe 1

Conc. p/cima em J—oe, — 3|
e em ]0. V‘E[

Conc. p/baixo em ]—\}r_’:, o[
eem ]\G, + oo

Pontos de inflexdo: =4/ 3 e 0

Conc. p/cima em ]0, +oof
Ponto de inflexdo: ndo ha



€) )
\y‘\
0 1 X
1)
Observe: ——— = a
5e1x-e.l+xg g
7 11
S.ﬁ') 104+6b+3c=0e¢ E]}E):—Eecz?

10+4b+c#0
99
94 1.0 2 E’}ﬁ €) 40 d) +o )0 f) O
20 e i) too j) toeo ) +oo  m) +oo
no0o o0 p0o0 @O0 N1 351

1
3.a) 0 b) +oo ) +oo ﬁf}—g
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10.

y4




Observacdo: Os pontos de inflexdo estdo

4
localizados nos intervalos {—2, - §:|

|:U, %] e [2. 3]



9.6 1.0

)

1 € ponto max. global

—1 & ponto de min. global

1
b) 5 ¢ ponto de max. global

Nao ha ponto de max. local nem de ) 1 € ponto de max. local

min. local

—— ¢ ponfo de min. global

2

0 e 2 ponto de min. globais
1 ponto de max. local

—1 e 2 ponto de max. globais
0 e 3 ponto de min. globais

—1 e 1 ponto de max. locais
0 e 2 ponto de min. locais

0 € ponto de max. local

¢ ponto de min. local

W | b2

2 ¢ ponto de min. local
/) 1 ¢ ponto de max. global
i ,
I) a1 ponto de max. global

7 ponto de min. global

J) o e ponto de max. global em que ¢ e
a raiz da equagdo 1 — x? sec’x = 0.

m) 2 ¢ ponto de max. global

o) _N3 € ponto de max. local

3, .
— € ponto de min. local



10.

12.

14.
17.
19.

22,

24.

26.

P

. Quadrado de lado 5 3.
A2 5.
4R .
E .
JE
Tangente no ponto de abscissap = — 9.
Raio da base ,‘ll — e altura ,‘J — 11.
— -
I x=405m
L
A
V2,42) 1s.
=leh=1 18.
q =4 20,

3
3

2
y=—-2px+1+pemquep= -

SHe S5 -

]
Base ﬁ e altura \E
y—2I= —{E(x =1

. (1. 1). O coeficiente angular da reta

1
quepassapor(l,1)e(3,0)é ——eo

2
da reta tangente em (1, 1) é 2.
t=10
qg=3.
B
i
I 75m
A
23. q=10eL_ . = L(10)

J2

oup=———

27. t=

2



~

, ) 3 , .
28. E o retangulo em que [E ; ﬁ] ¢ um dos vertices.

11
20 | =, —
2 4

, 1 | 1
30. E o retangulo de vértices (p, 0). {—_. 0], {p P 1 [ P . } em que
P e

jl-i-pI ;!l—é—p"
p=«.,|'3—2\/5

2
9.7 1.a) —1 e 4 pontos de min. local b) —\/; ponto de max. local
, 2 :
0 ponto de max. local 3 ponto de min. local
. . , I
¢) 1 ponto de inflexdo horizontal d) —1e0ponto de max. local _E
ponto de min. local
2
€) 1 ponto de min. local ) 0 ponto de min. local 5 ponto de
max. local
9.8 1. f(—2) = 7 valor max. 2. f(—2) = —27 valor min.
f(3)= —%T? valor min. f(1) = 0 valor max.
) . [ 37 . )
3. f(—3) valor min.; f{—2) valor max. 4. f (T] valor max.: f(0) valor min.
, [ 4 :
5. f(—1) valor min.: f (0) = 6. f [E] valor max.
f(2) valor max. Nao possui valor minimo.

CAPITULO 10



10.1

0

I
9.0) y=€¥ Db)y=-—e* ) y=2e

10, y=e™*

11. r'.‘) V= 4||2_x-3 +1 EJ} y = e(l — cosx)

1
d)y=—:

e \."E. X



10.2

LF¥)
b

r)

0

el el '|I el

X 3x- X X

—+k b)3x+k “— +x+k —+ —+x+k
5 ) 3x c) 3 X d) E 5 X
£+k £+ P+ 3x+k —l+k I A
2 =N 2 X X 2) N 1) 5 e

-

2 . : 4
E\/;+.Ir j)%\’/; I]%+1n:a:+k m}h‘-kgﬁ

x* ] 2 ]
e v b+ k a].ﬁ—i—r—— ~ +k p]—\/;——+k
2 2 2x° 3 x

3 15—
2lnx——+k ¥ ?\fjx' +3x+k
X

4 2
L N Ry
2 3x? 2
x? 1
%el' +k D) —e*+k o % +35+k  d) 55&1131-!—!:

A

1 5y + Ik le* le‘i*ﬂc X +k
— 05 X —er = = oy — — COs XY "

1 .
3Jx+senx+ Lk 0) %(e* —e )+ k ) _ge—.n + )
1 ] )
_gcms 3x + gsen Sx+k m)lnx+e+k n) —2 cms; + k

. 1 1.
3sens +k P Ei‘.l')n:"" + —sen3x+k g b e+ k
3 4 3 2 3

5
3x—e*+k 3 $€” + k

x—isen4x+k 1) 2x—3c95§ + k



32 .4 ,2 1
5. a) J'=%—x+2 b) y=%—%+x+1 ) y=senx

-

rI)1'=—lcosET+i .f*]1,'=£+314:+ﬂ fly=—e*+1
) 3 S 3 ) 4 ‘ 4 ‘

1
6.a) y=——+2 Db)y=3x+Inx—1
x
x? Jx 5 ]
)y=—+20WNx—-——- dy=hx——+2
2 2 x

7. a) 1‘=%+3r+2 D)y x(2)=10 ¢) a(h) =1

a
9. x(f) = x5 + vt + ;:‘2
_ ot 3,
10, a) x=r++3r+ 2 b).\=§—r—1 (’}I=5f+r+1
dy x=e "+t e’}r——lcos’?rJrrJrl f}r——lsen3r+l?
’ ’ 47" 4 ‘ 9 3
g) x =arctgf
11. a) by vy =cos 2x

1
VA

y=x-x

=y




c)yy=e*—1

d) y=arctgx

Vi
VA i
2
> 0 x
O ™S ——— ¥
-t ——_—t)——
s
T2
CAPITULO 11
11.5 1. 72 2. 2 3. 2 4. 0 5. 2 6. 12 7. 4/9
8. 10 9. 8/3 10. 3/4 11. 0 12, —4 13, —1
14. 16/3 15. 2 16. 12 17. 15/4 18, 8/9 19, 45/8
20. 13/10 21. 32/3 22,0 23. 0 24. 15/8 25, 253/6
26. —21/8 27. 7/8 28. 7/3 29, 20/3 30. 19/3  31. 20/3
32. 19/24 33. 11/8  34. 9 35, 47/6  36. 0 37. 2+ 1In3
38 ]11’*+9 39 I3 40 = 41 1(62 ) 2 =
38. In2 + — 39, — . = . —(et —e? . =
2 4 3 2 4
2-2 1. I
43, — 44. —(e* — 1) 45. m 46. —(1 —cos))
2 2 5
T
47. — 48, — 49, e—1 50. In2 51. In2 52. 0
6 In2
5 ba T T
53. — 54, — 55, — 56. — 57. 1 58, —
4 4 4 4 In3
3e —1 60 4 -
1+ In3 4




11.6 1. Area =20

il J

-1
. -
D| L In x
- 2
. 23
7. Area = —
3
Vi
-4
P\l :
£
=10 X
— 5 .

—
y=vx

0

32

4, Area = —

3

=y

Hwy

0 1

8. Area = 21

13—

-]

=y

]

=W



11. Area =2

0

ad J

10. Are:

-2

hn

0

0

=y

0

::"{"r

il 4

I

=



) , 1
17. Area = % 18. Area = E(IZ\E - —12)

Vi
. }""
I
I
Ve B '
0 1 2 X 0 R x
4 32
i , -+
19, Area = — 20, Area = 8+ 7
3 2
y 1k
6l —
| ! R
: AT
0 1 2 t;
. 4
21. Area = —
3
Vi

'e'{‘r

=y




1 1.023 14 45

11.7 1. —— b —— — 68 — —
D7 s 99 9 7 D
15 5 ] ] 4
— ) 3n> i) —(e —1 —(e—-1) 1) ——
9 o 1) no f) 2(6 ) D 2(L ) D 3
) é i) %ln? 0) % P) % q) %ln} r) 0
DI 46
D792 P T30 ™ 39
2.3 3 2
* e 2
4.0 5.0
2 1 et —=2e '+ 1]
6. a) 3 b) Elns €) 5
8 — 27 3.367 243 | ]
S — 2 1 —e
a) 7 ) o c) 1 d) 3 e) 3( e')
W3 -1 35 I g
—In— m) —In5 — 2 —1
n == 9 33 m s i 3 M2
% 3-4m2 S8 71
D15 ™7, mo 075 Py D3y
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11.8 1.

5]

10.

11.

12,

@) 6J Db)4J ¢) —1J )0

x 1 1 . 3 2 S 3
. @) jl —3xdx = Emvz — Emv,:;, logo., % +12 = 3

3
D) \/; c)y le—1 d) |x|=1 ¢) Oscilatorio

.I})\Ee—\jg ) x=0 d)|x|=\/g

ﬂ)|”|=@1340—x1 b) 4 c)@ @me—m

V= l—1
X
' _ 2 [ i N W2 2
L madx = —mv* — Emvn ou 2a(x — xp) = x~ — v
UE
b o
La) V- — =2 —1 b) v, =1
a) 1 . v, ) Vg
rlr cos30%dx = &J
0 4
"
a) 3§J D) 0

J" - = L
2@+a)ate s 48
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12.1 1.0

1)

p)

J)

n)

7

x? X 2

Ix+ k b)?+k c)F+k d}g\f.x“+k
5. 1 I
XX +k f)—+k g —+k nmx+In|x|+k
7 3t 2x?

] ..'1'
In|x| — — + & Jj%+3]n|x|+k D x+ In|x| +k

X

1 .

e+4x+Ek ge“' +k o) —%e‘i-' +k
1, _ _ 1 1
—e —e*+k q) In|lx|—e*+k 1) —et——+k
2 4 X

| 4 I -
3dn|x| - — +k f}i+|ﬂ|x|——+k i) ze“'l‘+k

x* 4 X
—l(e3 ) s 3+ 2In2 _ 1 T L 7+ 3In2
2 ) T Demg DYy % D3

1

—cosx+k b —%coszx+k c) gsen 50+ k
—lcos4f+k 4 lsen7r+.¢r Lscn 3t +k
1 1 ] 1 .ox? 1
—x ——sen2x+k ) 2x— —cos2x+k i) —+ —send3x+k
2 4 6 2 15

In|x| — ic:cmvs 3x+k D lx + is.e:n’f'x—l- k
3 3 14

1 1 1 1
—sen3x — —cosdx+k n) ——cos2y+ —send3x + k

3 8 6 6

1 1
—2cosx+k p) —sen3x+ —cosTx + k
9 49

1 . ]
—e" — —cos3x+ k

9 3



. )

. b)

. ()

0)

&)

g)

)

. )

42

10.

a)
)

3 n N2 o

4

L T2tk
B 4SEH A

W | b2
3
=18

1 1 1
—X + —sendx+k b)) —x + —senllx +Fk
8 )3T %0

—-Xx — is:en ox +k ) lJc + lsenx +k
12 2 2

1 1 3 1 1
Ex + 1 sen 2x + 3—25611 Ax+k f) gx + Zsen 2x + 3—28811 4y + k

1 1
x——zZcos2x+k ) x+ Tcos2x+ [k

2 2
ﬂJc — E«:03 3x — Lsen 6x +k J) Ex —sen 2x + l5.‘\311 dx+ k
2 3 12 2
6 s s 92 ) 16

—In|cosx|+k b)tgx+k o) tgx—x+k

1
In|secx +tgx| +k e —E]n|c052x| + k



11.

12.

16.

17.

| 1
bd) gln sec3x +tgdx |+ k  g) ﬁ?ﬁ +k h) Sarcsenx + Ik
n

A

X- 1
—e*+k — 4+ —tg3r+k
D s Nt te

I) x+tgx+ 2In|secx +tgx|+k m) x+tgx+k

X

1
@) sen 6xcosx = E{sen Jx+sen5x) D) ——rcosTx— —_cosSx+k

14 10

1 | 1 1
@) ——cos oy — —cosdy + k& by ——cos Ty + —cosx + k
T 8 ) TS T

1
c) ——cosdx + lr:a::rs. 2x+k  d) —Lcos 6x + k
8 4 12

1

. @) sen 3xsen 2y = ——(cos Sx —cosx) D) T senSx + —Tsenx + Kk

2 10 2

|
. isen TJx + —send3x + &
14

6

1 1
L) ——sendx + ls«m 2x+k D) —ise Tx + —seni3x + k
8 4 14

6

1 | 1 1
¢) ——cosS5x— —cosx+ Kk dy —sen 6y + —sendx + k
) 70 ' 12 g

1 ]
€) —sen 10x + —sendx + k
20 &

8
0 b) —
a) ) 5

a) Osem Fn,wsem =n by 0



12.2

™~
=
S’

.
e =JBx—2 +k o l]n|3x—2|+ﬁc
12 9 3

1 5 |
—— + ——cos x2 + —e* +
30x — 2) ke 2-:@51 kN 2@ k

lg" +k h) —lcos Sx+k i) 15611314 thk oD lﬁﬂﬂ 6x + k
3 5 4 6

1 1
—Zcos‘h‘ +k  m) ?senﬁx +k n) 2In|lx+3|+k
3

1
%ln|4x +3|+k p) g]n(l +4a )+ k@ iln(ﬂ + 6x%) + k

: 2
a0 gl tE 0 3 aeey

1
——e 4 ko
2(x — 1) ) COS X

5
1. 1 143 3 1. 13
—[1——] b) 5[ > ] c) 21113 d) 611'1

1.
+kF x) —EE'-" + Ik

2 e 4



-2 | 13 P
J2 -1 p T ® 3 M3 Dy DD

sen‘x  sen’x sen‘x  sen‘x
— +k 0o -
3 5 4 6

2 2
—=yeos'x +k e —=y(l+cos’x) +Fk
3 3
2 — |
Eq‘ (1+sen’x)’ +k g) —cosx+ Ecn:nsg'x + k

"

ra

senx — —sen’xy + ls:.ensﬂ'r +k D ltg‘*r +k ) ltng + Ik
) 3 " 5 ' 4= 2 - .

+k

1
—sen’x +k D)
3

1 1
—sec’x+ &k m) —secSx — lE».er:d'x +k
3 6 4

2 1 1
—5(3 +cosx)P?+k o) — +k p) + k

COS X 2¢cos’ x
1

8
2Inlx =3+ k b) SIn[x—1|+ 2In|x| + k

%ln|2x+3|+k ) %+3In|x—2|+k
y—Injx+1|+k F)yx+3njx—1|+k

+ 2
2+ Injx+1|+k 0 “2”

—2x+ D+ Injx+1|+k

T
m) g

| 1
—x—3—25e114x+.!r r) secx +cosx +k  5) 5111|3'|'2'ig«’f|"“riT



m)

10. a)

d)

g)

J)

i)

—lln|x+1| +lln|x—l|+k b) —Eln|x| +zln|x—2|+k
2 2 2 2

1 1 1 1

—In|lx—=2|4+ =In|lx+2|+ k —In|x—-2|—--=In|x+2|+k
5 | | > | | d) 2 | | 2 | |
=8ln|jx—1|+ 13Injx—2|+k y) Injlx—2|+k
=2In|x—2|+2In|x—-3|+k n) =4ln|x+1|+Snjx+2|+k

1 X
—arctg—=+Kk D) greteX + &
\G V5 “m::gz

J10 J10x 3 AT

t Iy —=arctg
0 Vs s

%111(5 +x+Ek iln(l + 4x%) — %arctg 2x+ k

1 , 1 X 1 , 3
—In(4 + %) — = — + —In(1 + 44%) — = x +
21111[4 1) 2arctg 5 k h) 4111(1 4x7) 2ar-::tg v+ k

-') a
arctg(x + 1)+ k j) arctg(x + )+ k ) J_arctg "\7_2 +k
5 5

1 x+2 g 2x +1
- + arctg +k
2arrl::I:g > k  n) 3 B 0) 2arctg(x + 1) + k
I 1 1 x?
— +hk+k b)) (16 +xH+k ) Larete—
316 + 1)’ ) 1 ( ) ) Sdrf,tg4 + k

]
—llnlca52x| +k e Inllnx|+k f) — +k
) In x

5
tex —x+k h) arcsenx+k i) Earcsen v+ k

J1—=4x* +k D arcsen% +k
1

3 2 3x
——y 1 —4x* + —arcsen2x + k m) —arcsen— + k
2 2 ) 3 2

| —

1
Earcsen 2+k p)arcsene+k q) —2J1—e +k
arcsen (Inx) + k£ s) 2arcsen(x + 1)+ k 1) arctge* + k

1
5111(1 +3e+k  v)sen(lnx)+k x) %arctg o4k



12.3 1.0) x—1)e"+k b) —xcosx+senx+k o) &@>—2x+2)+k

xB

d) ?{In - %] +k é&)x(lnx—1D+k [ %x-‘[lnx - %] + Kk

: 1
g) xtgx + In|cosx| +k h) %[(lnx]l —Inx + 5] + k

i) x(lnx)? —2x(lnx — 1)+ k ) Ele“[x - %] + k

i

1 1
I Eex(senx +cosx)+ ik m) —ge‘l"(cnsx + 2senx) + Fk

n) %(x? — e +k o) %(.rz senx® + cosx?) + k

—X

5

e
P) (2sen2x —cos2x) +k ¢) —2x*cosx + 2xsenx + 2cosx + k

2. D) isec3xtgx+ %sec.rtgx + %ln|sccx+tgx| + k

1 2 1 3 3
4. a) —gsenzx cosxy — Ecosx b) —Eserﬁ Xcosxy — gsen xcosx + gx +k

e

5 — cost+ssennf)+
]+.s'2( )

7.a4) 1b)2In2—1 o) %[ﬁ —1]

] 2 -8 2 — % 2 — X
d ——xe" ——xe™" ——e +—3
5 5 5 Ay




124 1.0

X
(arcsenlr + 2x4f 1 — 4x3) +k b arcsen + k
¢) Injx + 4+ x° ) ko d %amtg§+k e) =1 —x* +k

[rcsen£+— 3—4x° ]+k

N

3
2) i(arcsenx —xy1= xl) +k
) é[arcscnx —xyl—x(1— 2x3):| -

x
§) In| —F—|+k
[l+1ﬂ1+rl]
— — D9 = (x = 1)?
J) —arcsen 1-4-(Jc ) (x=1 +k
2 2
I) Faca2y=3sent m) —.r2+2x+2=3—(x—l}z;fagax—1=\/§£

—1 . x-1 L+ 22
1) 2 arcsen— +x2 VAd—(x—1) +k o) — -

2 x

2 z 3 b
A S T
2



D)

€)

(r+DF (x+DR e+
13 6 11

+k
2
%(x -1 + %(x - 17 + %(x -1 +k

2|:(~J{;—ln(1+v!;)]+k d)_]:i/;-f-“_i(;]j—f—k
1 1

| 3
_ _ +k SO+ —22x + 1) + k
3x+1y  Ax+1) N x5 @x+])

—_— 1 —e*

1
2J1—¢e* +1n

1+41—e¢
%arcsen(x —1)— %-..I'Z:r —x(x+3)+k

+ 2
%arctg(x2 D +k 0 [%—i]arcsenx+§1fl —x? +k

%(arctg K% (1 + %) — xarctgx + %ln(l +x) +k

+k  n %(l + \/;)5-'1 - %(1 + \G)-‘-‘Z +k

=3 1
(ot Darcteyx —x + ko) —EES gy a4 o) +k
E.'l.



| 1 X 1 1 2x
6.a) —In(4+ )+ —arctge = +k b)) —In(9 + 43%) — —arctge — + k
)2 ( ) 5 arcte 2 )4 ( ) g rete =

c) 2l1n|[:f2 +2x+ 2) + Qarctg(x + 1) + k

d) %ln{x2 +x+1)— iara:tg 2xtl + k

Ji s

e) In(x* +4x+ 35) — Jarctg(x + 2) + k
1 1 X
—In(9 + x*) — —arctg = + k

7 5 ( ) 5 arete 3

32 1o 4—3n3

> arcsenﬁ+3 8. 6
9.q) x=3senf Db)x=3sect ¢)x=3tgf d) x=sent

) 2x = ﬁsent f) 2x= ﬁsect g x = ﬁtgr’

) \E.r=\f§senr i) \EJ::\/Esent )] \Ex=\/55¢ecr’
J3

Dx—1=vwu=>0 ml+e=u,u=>0 n) I+%=—tgf

2
0 1+ x =F

7.



12.5 1. LT3 |4k 2. —2In|x — 2|+ 3In|x — 3|+ k
4 |x+2
3. i1n|x3—4|+1fc 4, |I1|I2—||'|'l]nx_l + k
2 2 |x+1

s. 6ln|x—l|+lﬂ(x—l}+%(x—l)2+k

4

x —1

6. Infx —1|— + k

7. x+lln|x+1|+§ln|x—3|+k
4 -

4
x—2_2{xi2)3 o
9, —3In x|+4In|x—1|+k
10 x —In|x|+3In|x—1|+k
x* 3

§. Injx—2|—

1. = +2x +4In|x—1|— +k
2 x—1
125 4= 2infx =1+ Linjx— 3|+
2 2 2
1 X
13. —=arctg— + k
Vs s

1 ] X
14, —In(x? + 9) + —arcte— + k
> (x )] 3alcg3

15. x + 2In|x = 3| —2In|x + 3|+ k

16. —%ln|x+1|+%ln|x—2|+k



12.6

1.

Cad
:

a)

b)

2 1 i
x—1 2x—1)7°

—lln|x|+iln|x—2|—£ln|x+3|+k
6 10 15

2

x°
2

2nx 42— Zijx—1]-—2— 4k
9 9 3 - 1)

—1r1|x|+%ln|x—l|—l—%1n|x—|—l|+k

—21n|.x—1|—|—%1n|x+l|+§ln|x—2|+k

5 5 7

—In|x|——=In|x—-2|— + k
4 4 2(x — 2)
4
Injx —2|— — > —+k
x—2 2(x-—2)

3
oy —2mx+ mx -2 Pmjx 2+ k
4 4 8 8
e j) Verifique o resultado encontrado por derivacdo.
iln|:.:—1|+_L—iln|;.:+2|+L+k
27 27(x —=1) 27 27(x + 2)
S S + k
2Ax =17 3(x-—1)

1 1 1 1
———+—+—Injx|[—=In|x+ 2|+ £k
2x* 2x 4 4
1
—+3In|x|—3In|x+1|+ + k
X x +1

+ x—2
EEM Eullak SN Enl B
2 jx—1 x +2




12.7 1. 2In|x — 1| + In(x? 4+ 6x + 10) + arctg(x + 3) + k

2 +
2. —In|x|— lln{.nc2 + 2x +5) +iarctgx—l+ k
5 5 10 2

3. 2 In(x* + 6x + 12) ' tx+3+k
11 X —J—Ell"cg\/—

4. —%ln|x+2|+l?1n|x+4|+k

—

arctgx-l_l
NERN
x+l

(‘“‘“g G

h

. 2In|x — l|-|—%ln[x2 +2x+3)+

(=

. ln|:q:—2|+%111(:':2 +2x +4) -

7. e 8. Verifique o resultado encontrado por derivacao
—cosY 2; :
12.8 1.4 cos9x  cosSx kB sen2x  sen8x ok
18 10 1 16
0 sendx  senx . koo —cos3x _ cosx i
6 2 6 2
—cos(n + m)x COsl i — m)x —
€) ( Jx _ cos( ) + ksen # m: —cosanx
2(n+ m) 2(n—m) dn
—cos2 4
9 Ccos x+c056x _cosdx | o
8 24 16
2) sen6x i sen4x 4 Sen 2x N
24 16 8 4

2. 0 (observe que o integrando € uma funcdo impar)

J.0senF=m.-mosen=m

+ksen=m



12.9 1.0

12.10 1. o)

d)

X senl(x L ) —C08 X
2 20 3
sen’x

+ k

— 3
+k ) —cog 2x +k

5 1 -
—SENXCO5 X CO5” X5€Enx cCosxsenx X
+ + +—

6 24 16 16

- + k (Lembrete: sen 4x = 2 sen 2x cos 2x)

+ k

£

8

x senbx sendx senlOx  sen2x

4 24 16 80 16

senx . sen 9x 4 Sen Tx
2 36 28

+ k

sen'x

3

3, 2
EJ sen’x +k D) senx + 3 sen’y —

] sen”
+k dy —In|cosx|— a
4cost x

-1 1
+
4sentx

+ k

+ k X))+ k
6sen‘x J) arctg(senx) + k

tebx sec®x  sectx

sec’ 2x _ sec2x

+k b - +k o)
6 4 6
Secf;Sx + %ln lcos3x |+ k e) 3Wsecx +k

2

——y/sen’x + k
7

+k



1

2) tgx +

+tgx —x+k

i —ln‘cc&sx‘ + L + k
sec’ x  4dsectx
5 T 5 3
) S¢C3A+k i tg'x  1g'x
15 5 3
sec'xtgx  3secxtgx
b)) +
4 8
3. a) —cosecxeolgy lln cosecx + cotgx |+ &k
2 2
D) _mseﬁ; cotg ¥ + %ln 'cosecx + cotgx |+ k
— 3
c) colg ¥ +cotgx +x + k

12.11 1. iln{ﬂJ+k

2 —senx

3. 2[In(1 + cosx) —cosx] + Kk

5. lln sec[x + E] + tg[x + E] + k
2 6 16
CAPITULO 13
L 2m 2 sk
13.1 1. 0) 3 b) S c) ; d)

17m 2
J) N g — h 41'3[

X
tg——H—\E
\E E +

tg’x

3
—|—§ln|secx +tgx |+ k

+ k

x
2

tg——l—\E

4. In|2secx + 3|+ k

6. —arctg

J3

2tgt +1

NE

+ k

k



m(r—2)

13.2 1. 0) ;r{ ¢ H] b) mgﬂ c) o dy 2m®  €)
2 2
49 881
n—= 9 ) 15
376 416 . 3n st
2. i’I) Fﬂ.’ b) FTE lf’) 5(38 ]) d} ]0 E’) 6
13.3 1. ﬁr-‘ 2. X 3. L 4. i.
3 3 12 4
13.4 1.0 %(ez +4—-e?) D) 47R?
T s
0 5[3\5— In(v2 + 1}] ) E(I?Jﬁ —5J§)

2 10 / 1+
a) = _ by 22 o) 1+.41+¢& 2+In
) 3(2¢2 0 3 ) v { (&0 e]

[Z\f_ J_+1f:j:} 0) %(e—g-l)

153.5 1.

1+42
1 =2 [1+J1+e ]

2 §1|:2\E + ln(z + \E)](m)

13.6 1. a) Js b) a2 -2 c) 4
) 2[2 5+ ln(Z +\E):|(m}

» =62+ o2 -



Vva

V4
0

d)

D)

Vi

}, F 3
@
/0
€)

13.7 1.0

y=x

/4

VA
0

€)

n

Lrv.m.




i
2
1 ik
_1 Ml >
] ¥
3 0 1 x
2
-2
D) m)
VA
f/
e
4 *
ey \ 4
-~
/ | R
0 X
0)
Vi

=y




B 4

sl J

é. W

ey B
fﬂ-"

/ N

n z n
3. a) 5 by 1 c) > d) 4

4, @) drea = jf{E — cos8) do + E{l + cos0)* db = S?K - 3\/5.
3

T =2 90V3 J2 st 73

Tm— = s AR

D) 2 cy Ix 5 d) - J) 3 5

5. drea =lf192d9—lj'94de=l
>4 > Jo s

1+In2

1 ¢° B
6. EJ;’ (2sen26 — tg26)d6 =



13.8 1. %ﬁ'ﬂ'z +1 +%ln(rr +rt+1)

h

. JE{] — e ')

.4

3

5 23 [2+\/3]

———+1In
3 L+42

sVs _8
3 3

4 2 4 12 2 I 6
13.9 1. 0 [E,E} b) [E,g] c) [U, E] d) (Es E]

W2 - (V2 +1)

ez+4—e'3]

4 0,
. ) [U, ;] b) ]ﬁﬁ + lﬁln(ﬁ + ]) ) [0’ re"}

11.

.a) 4m b)) 21
.
o |0 g b) 2087
’ "9 45
242 nt
) . 2r . . 147
Os volumes em torno dos eixos x e y sdo iguais: V_ = Vy = ?(23 —-1’) = T

o , 2 -
Aarea e %(22 - 1) = {Tﬂ- Portanto,x_=y_= 9—8 (Compare esta solucdo com

a do Exemplo 4.)



V. -
12. Pela simetria da figura. x, = 0; y, = ——. Como area = re ¥V, = Ej na dx =

¢ 2m drea
| ! 167 8
2!1:]{)(4 —4x)dx = = resulta, y_= n
1 2Rsen® 2R(1 — cos8) 0 e o
3.x = gy = ————, emque 6 = arctg ¢
' 38 B 36 q =
14. Sejam y, ., ey, as ordenadas dos centros de massa de 4,. 4, e A,
4 V.,
respectivamente. Entao. y, = + ey, = ——————. Segue que
¢ 2nm(drea A) ~°° 2m(drea 4,)
v, (drea 4) + y, (drea 4,) V.
.= = = — - 3 .
o drea A + drea A, 2m(drea A)
is 3 19
5.x =—ey =—
<2 77 10

5

16. Fazendou =1+ r.resulta0 = u =4e 0 <y = u?. Area = 64/3; V,= e

24 24
K = 128m. Portanto, = 3ey_ = ? Seguequex, =2ley = ?

CAPITULO 14

14.2 1. @),b), 0.0

3.a) x(t)=1oux(t)=-1

b) x(t)=0
) y(x)=-1
d) Nio h4
e) x(H)=1

) x®=0,t>0

143 1. x(=0



2. x(=0oux()=1

3. Nao ha
4, Nao ha
5. Nao ha

6. x()=1oux(t)=-1

1 —1
14.5 1.a) x=4%e> D) yx) =00uylx) = ——
x+k
3
) y= % +x+k d) T(f) = Ke™> + 10

e) x=+F+k [)y=hx

1
g2) x(H) = —1loux(i) = T

2r

) y=In(x+ k)

i) v(f) =0ouv(r) = Jx=tlnt—t+k

1 — ke

s bia ’
) v = tg(ln kx), —E <Ilnkx < 5 my s = ln(% + k]

32
ny u=7; ; +k o) x=kyl+¢

p) y=arctgilx +k) ¢q) x= arcseﬂ[% " k]

T 3n T i1
r)y tgey=x+ £k > <y< ?; detgy=tgly —me _E <y—nm< 3 resulta:

tg(v — 1) =x + kouy = m + arctg(x + k)
2 (ke* — 1)
1 + ke*
2 kﬂ.!m

s) vif)=2ouv(f)= —2ouv() =

f) w=cln|v| ) x(f) = —2oux(t) =



2.

4,

S.

=)

10.

11.

12.

i) Jf‘=—ln[l—x] by vx)=2.xe R
e

o y=2"2"
2 —3x ’ 34 e
1

S
d*x

d
A queda do corpo € regida pela equacio mT = mg — ovou 105 = 100 —
tt_

c)y y=

o e sabe-se que v(0) = 0 e v(1) = 8. Tem-se: V() = @(l - e_m] emque o €a
o

raiz da equagdo ¢ = %(1 - e_ﬁ]

. d
.y=xel ™ (Ve_]a: a reta tangente em (x, y) tem equacdo ¥ — y = jv{X — X); para
X

, dy dy o —
X=0,F= XV, dai Y-y =—x A on [V _ _X v
dx X
Ly = zxz
Jova, i
700 e » —1 . ) oo S
V() = pa T sendo ¢ a raiz da equagio § = Y =
]+¢ 35 L
Ly =2x2 (veja: o coeficiente angular da reta tangente a curva no ponto (x, v) é
¥ x d ' 2
d—} = ——1 a equacdo diferencial associada ao problema €, entio, @ _ _y)
o > dx X

= 7T
m‘=—2]n2+— H—«,H—y?,(l‘iyiz

Y

X
— = Ink| y|; observe que ¥(x) = 0, x = 0, e y(x) = 0, x < 0 sdo também solugdes
y

. Sugestdo: Facau = B

X



14,6 1.0) x=ke*+2 b x=k€3“+%
dy x=kt+ 7
o]

g) x=ke — E(sen t + cos 1)

l—x

i) y = kettax—1)
: x+1

Ny=k

2.a) Q= kerc D) @ =rke *¢ + CE

fad
o]
—
By
o —
[l
= | M
o~
[E—
I
ml
.“-_‘L:a_-,
—

w.7=s0(2] 420

th

. @) C(f) = Cye®%  b) 8,3287% a.m.

6. C(r) = 20.000 - 37

8. x(f) = (e — 1 —InZ
.,\()—a( ) em que ¢ = 3
1
O.v=x+ —
X

CAPITULO 15

ey yv=ke™ +x—1

" In3—1In2

c) x = kemeost

J) T=ke ¥ +3

4

1
)y v=hke = + I(CDS 2x + sen 2x)

10In2 _
anos = 17 anos



J(x)

g(x)

6. Verifique que o valor maximo de fnao pode ser estritamente positivo e o valor
minimo estritamente negativo. (Veja: se o valor maximo f(x,) fosse estritamente
positivo teriamos x, em ]a, b[. logo, f'(x,) = 0: seguiria, entdo, /"(x) = f'(x)) ...)

15.1 3. Aplique o teorema de Rolle a h(x) =

15.2 1. Quaisquer que sejam x e y em I, com x # v, f sera continua no intervalo fechado
de extremo x e y & derivavel no intervalo aberto de mesmos extremos, entdo. pelo
TVM. existe x no intervalo aberto de extremo x e y tal que

f(x) —f() = f'(X)x — y). Da hipétese | f'(x)| = m no intervalo de I, segue
/)= S =M[x—y

S5.a) 0e4 D) Nao

6. Suponha que x, e x,. X; ¥ X, sejam pontos fixos e aplique o TV M

CAPITULO 16

16.1 1.0 l-i-%(x—l} b) x ¢ 2+é(x—8}

M 1+x e 1 f)l—x
4,001 — 2,00025 < 1077

32,002 — 2,0-:}025‘ =10"°

) 0.02;|sen0,02 —0,02| =107

d) 1,001; "™ —1,001| = 107

e) 1:]cos0,01 =1 =107*

) —0.01; [In0,09 — (—0,001)| = 1074

2. @) 2.00025:

D)y 2,000025;




16.2 1.

5

16.3 1.

a) 1—%):2 b)l+x+%x3 r}l+%(x—l)—%(x—l)2

1 I x*
)1+ o 2+ (x=4-—(xr=4F nNx g l-=

-

. a) 0.255:|In1,3 — 0,255 < 1072 (Utilizamos o polinémio de Taylor de ordem 2

delnxemvoltadex, = 1.)

b) 2.02484; |\ 4,1 — 2,02484| = 103

c) 1.97484; |\/E —1,97484| = 107 (Utilizamos o polinémio de Taylor de
ordem 2 em volta de X, =4 de \/; )

) Utilize o polinémio de Taylor de {{; , de ordem 2. em volta de x, = 8.
/) 0.1:|sen0,1—0,1| =107

.1) 0 D) +oo

3 1,.* xz

_L+'_ D] l___|_’1:
3t 8! 20 4!

4

a)y x

1 1 .1 1
¢y (x — 1}—5(.1‘ —1)° —l-g(x -1y = E{x — 1)t + g(x -1y
10 22

1 1 5 .
l+=(x—1)——=(x— 1y +—(x—1) — x— 1P +—(x—-17
d) 3(1 ) g(\‘ ) 81“ ) 243(‘: ) ?29(): )
o) 1+ ox + oo — l)_rﬂ N oo — Dla —2) o+ oo — o — 2)o — 3]}:41 N
2! 3! 4!
_ _9 _ _
4 ole— )@ — 2)(a 3o —4) X5
5!
. O polinémio de Taylor de ordem n + 1. de sen x em volta de x;, = 0, € (n impar)
x.’% xft n=1 1.1
x——+——_...(—1) 2 —. Assi
CTE T T gy Assim
3 5 =1 4.0 i+ 2%
seny — x—x_+x__”'(_])?i :wxﬂ"-:
3! 5! n! (n+2)!

Como | f""3(x)| =1 (por que?), segue a desigualdade.

. Pelo exercicio anterior
1 1 1] :
senl — |1 ——+——...(—1) 2 = . Basta determinar n, por
il sl ! (n+ 2)!
tentativas, de modo que < 1077,

(n+2)!



4. No Exercicio 2. substitua x por x2, assim

2n+4
X
=

T (n+2)!

6 1 a=1 .2n
senx® — (xz — % + J;—l — (=) . ]

n!

2n In+4
J.I'.-:v:nx2 dx —II ==+ (=12 i PP Ejlxidx
0 0 3! n! 0 (n+ 2)!

In+4
Como jl'—dr = ! , basta determinar n, por tentativas, de
0(n+ 2)! (2n + 5)n + 2)!
modo que -3,
(2n + 5)(n + 2)!
6. Verifique que
3 4 f In 2n+l
COSX — l—x—+x——x—+...+(—l)” al ﬁl i .
2 41 6! @) )| |@2a+1)!

Para x fixo, faca n tender a +oco.
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